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1 集合与映射

定义 1.1. 设 X,Y 是集合, f : X → Y 是映射.

(1) 称 f 是单射，如果 f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2.

(2) 称 f 是满射，如果对任意 y ∈ Y 存在 x ∈ X 使得 f(x) = y.

(3) 称 f 是双射，如果 f 既是单射又是满射.

命题 1.2. 设 X,Y 是集合, f : X → Y 是映射，则

(1) f 是单射当且仅当 f 是左消去的，即对任意 Z 和 gi : Z → X，有

f ◦ g1 = f ◦ g2 =⇒ g1 = g2.

(2) f 是满射当且仅当 f 是右消去的，即对任意 Z 和 gi : Y → Z，有

g1 ◦ f = g2 ◦ f =⇒ g1 = g2.

证明.

命题 1.3. 设 X,Y 是集合, f : X → Y 是映射，则

(1) f 是单射当且仅当 f 是某个映射的右逆，即存在 g : Y → X 使得 g ◦ f = IdX .

(2) f 是满射当且仅当 f 是某个映射的左逆，即存在 h : Y → X 使得 f ◦ h = IdY .

从已有的集合构造新的集合

(1) X t Y , 无交并

(2) X × Y

(3) Map(X,Y ) = {f : X → Y }

(4) P(X) = {A ⊂ X}

注记.

Map (X, {0, 1}) ∼−→ P(X)

χA 7→ A

注记.

Map(X t Y, Z) ∼−→Map(X,Z)×Map(Y, Z)

Map(Z,X × Y )
∼−→Map(Z,X)×Map(Z, Y )
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等价关系与映射基本定理

定义 1.4 (等价关系). X 6= ∅,X 上的等价关系 R ⊂ X ×X, 满足

(1) (x, x) ∈ R, ∀x ∈ X

(2) (x, y) ∈ R⇒ (y, x) ∈ R

(3) (x, y) ∈ R, (y, z) ∈ R⇒ (x, z) ∈ R

若 (x, y) ∈ R, 记 x
R∼ y.

引理 1.5. 设 X 是非空集合,∼ 是 X 上的等价关系, 对任意 a, b ∈ X 只有两种情况

• ā ∩ b̄ = ∅

• ā = b̄

定义 1.6. X 关于 R∼ 的商集为

X/
R∼:=

{
等价类全体

}
⊂ P(X)

有一个典范的商映射

π : X → X/
R∼

a 7→ [a]

定义 1.7. 关于 R∼ 的完全代表元系：S ⊂ X 使得对任意的 x ∈ X, 存在唯一的 s ∈ S 使得 [s] = [x].
此时

S
inc
↪→ X

π↠ X/
R∼

是双射！此时

X =
⊔
s∈S

[s].

定义 1.8. 集合 X 的分拆： {
Xi

∣∣∣∣i ∈ I} ⊂ (x)

满足

(1) Xi 6= ∅

(2) Xi ∩Xj = ∅,∀i 6= j

(3) X =
⊔
i∈I

Xi

定理 1.9. 设 X
f−→ Y 为满射, 考虑商集 X/ ∼, 令 π : X −→ X/ ∼ 为自然投射, 则存在唯一的双射

ϕ : Y −→ X/ ∼ 使下列图表交换:

X Y

X/ ∼

f

π ∃ !φ
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定理 1.10 (映射基本定理). f : X → Y , f∼ 为 X 上的由 f 给出的等价关系, 则 f 诱导双射

f̄ : X/
f∼ → Im(f)

[x] 7→ f(x)

X Y

X/
f∼ Im(f)

X 上的二元运算：

Ψ : X ×X → X

(x, y) 7→ ψ(x, y)

X ×X ×X X ×X

X ×X X



Chapter 1

环论

1 含幺交换环

定义 1.1. 设 R 是集合, + 和 · 是 R 上的二元运算. 如果

(A) (R,+) 是 Abel 群. 将其零元记为 0R.

(M) (R, · ) 是含幺 Abel 半群. 将其幺元记为 1R.

(D) (a+ b) · c = a · c+ b · c.

则称 (R,+, · ) 是含幺交换环，简称 R 是含幺交换环.

例 1.2. 整数环 Z 在通常的加法和乘法下成为含幺交换环.

例 1.3. 模 n 同余类环 Z/nZ 在通常的加法和乘法下成为含幺交换环.

例 1.4. 整系数一元多项式环 Z[x] 在通常的加法和乘法下成为含幺交换环.

例 1.5. 设 R = {0R}. 定义 0R + 0R = 0R 和 0R · 0R = 0R. 则 R 成为含幺交换环，称为零环.

命题 1.6. 0R · r = 0R.

定义 1.7. 设 R,S 是含幺交换环, θ : R→ S 是映射. 如果

(1) θ(1R) = 1S

(2) θ(a+ b) = θ(a) + θ(b)

(3) θ(a · b) = θ(a) · θ(b)

则称 θ 是 R 到 S 的环同态. 记 R 到 S 的环同态全体为 Hom(R,S).

例 1.8. 恒等映射 IdR : R→ R 是环同态.

例 1.9. 设 f : R1 → R2 和 g : R2 → R3 都是环同态，则 g ◦ f : R1 → R3 也是环同态.

定义 1.10. 设 R,S 是含幺交换环. 如果存在 f : R→ S 和 g : S → R 满足

f ◦ g = IdR, g ◦ f = IdS

则称 R 和 S 同构, 称 f 是 R 到 S 的环同构, 称 g 是 f 的逆. 记 R 到自身的环同构全体为 Aut(R).

7
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命题 1.11. 设 f : R→ S 是环同态, 则 f(0R) = 0S.

证明. f(0R) = f(0R + 0R) = f(0R) + f(0R) =⇒ 0S = f(0R).

例 1.12 (R 的特征同态). 对任意的环 R, 存在唯一的环同态 θ : Z→ R.

证明. 定义 θ : n 7→ n1R. 由此前的作业题知这的确是一个环同态.

定义 1.13. 环的特征.

例 1.14. 确定 Hom(Z,Z).

解.

例 1.15. 确定 Hom(Z,Z/2Z).

证明. 假设存在环同态,由环同态的定义,θ(1) = [1].由于环同态保加法,所以 θ(n) = [n].这样我们就
唯一确定了 θ. 易验证 θ(ab) = [ab] = [a][b] = θ(a)θ(b), 因此 θ 保乘法, 从而 θ 确实是环同态.

例 1.16. 确定 Hom(Z/2Z,Z).

证明.

例 1.17. 确定 Hom(R,S). 其中 R 是零环，S 是任意非零环.

证明.

例 1.18. Aut(Z) = {IdZ}.

证明.

例 1.19. Aut(Z[
√
−1]) =

{
IdZ[

√
−1], σ : z 7→ z̄

}
.

证明.

定义 1.20. 设 f : R→ S 是环同态，称 f 是单/满同态，如果 f 是集合意义下的单/满射.

定义 1.21. 设 R 是含幺交换环, S ⊂ R, 如果

(1) 1R ∈ S

(2) S 对加法、乘法和取加法逆元的操作封闭

那么可验证 (S,+, · ) 成为含幺交换环, 称为 R 的子环.

命题 1.22. 设 S 是 R 的子环, 则 ι : S → R 是单同态.

命题 1.23. 设 f : S → R 是环同态，则 f(S) 是子环. 当 f 是单同态时，f : S → f(S) 是环同构.

例 1.24. 2Z 对加法、乘法和取加法逆元的操作都封闭，但 1 /∈ 2Z，故 2Z 不是 Z 的子环.

例 1.25. 分类 Z 的子环.

解.

例 1.26. 分类 Z[
√
−1] 的子环.

解.
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2 环同态基本定理

将映射基本定理应用到环同态 θ : R→ S 上,

R S

R/
θ∼ Im θ

θ

π

θ̃

ι

由于 R 和 S 本身的环结构以及 θ 对结构的保持, 我们已经知道了 ι : Im θ ↪→ S 是单同态. 此外,

命题 2.1. 定义
r̄1 + r̄2 := r1 + r2, r̄1 · r̄2 := r1 · r2

R/
θ∼ 在如上加法和乘法下成为含幺交换环. π : R→ R/

θ∼ 是满同态.

证明. 只验证良定性, 即如若 ri
θ∼ r′i, 是否有 r1 + r2

θ∼ r′1 + r′2 和 r1 · r2
θ∼ r′1 · r′2？按定义翻译一下

就是, 如果 θ(ri) = θ(r′i), 是否有 θ(r1 + r2) = θ(r′1 + r′2) 和 θ(r1 · r2) = θ(r′1 · r′2)？这是显然的.

下面我们换一种方式来刻画 θ 在 R 上诱导的等价关系,

r
θ∼ r′ ⇐⇒ θ(r) = θ(r′) 这是映射基本定理中最初的版本

⇐⇒ θ(r)− θ(r′) = 0S 用到了S中的元素可以做减法

⇐⇒ θ(r − r′) = 0S 用到了θ是环同态, 不太平凡了

⇐⇒ r − r′ ∈ θ−1(0S) =: ker θ 开始关注 ker θ这个集合

定义 2.2. 设 θ : R→ S 是环同态，定义 θ 的核为

ker θ := {r ∈ R | θ(r) = 0S} .

我们知道, 当我们用
r
θ∼ r′ ⇐⇒ θ(r) = θ(r′)

来验证 R/
θ∼ 上的加法和乘法的良定性时, 我们用到了 θ 保加法和保乘法的条件. 现在想知道, 在

r
θ∼ r′ ⇐⇒ r − r′ ∈ ker θ

的刻画下, 验证良定性时会用到 ker θ 什么样的性质？当然, 你有理由相信, ker θ 的这些性质归根结
底还是来自于 θ 保加法和保乘法.

若 r1 − r′1 ∈ ker θ, r2 − r′2 ∈ ker θ, 则

(r1 + r2)− (r′1 + r′2) = (r1 − r′1) + (r2 − r′2) ∈ ker θ,

这是因为 ker θ 对加法封闭, 本质上来自于 θ 保加法且 0S + 0S = 0S .

r1 · r2 − r′1 · r′2 = r1 · (r2 − r′2) + r′2(r1 − r′1) ∈ ker θ,

这是因为 ker θ 对倍乘封闭, 本质上来自于 θ 保乘法且 0S 乘任何数都等于 0S .
事实上, 从上边的讨论可以看出, 若非空集合 I ⊂ R 满足对加法封闭和对倍乘封闭, 便可以由

r − r′ ∈ I 定义出 R 上的一个等价关系 ∼, 且 R/ ∼ 上自然地有环结构.
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定义 2.3. 设 I ⊆ R 非空，如果

(1) a, b ∈ I =⇒ a+ b ∈ I

(2) r ∈ R, a ∈ I =⇒ ra ∈ I

则称 I 是 R 的理想，记作 I / R. 由 I 可定义 R 上的等价关系

r ∼ r′ =⇒ r − r′ ∈ I.

将等价类集记作 R/I，其上可定义运算

r̄1 + r̄2 := r1 + r2, r̄1 · r̄2 := r1 · r2

在如上加法和乘法下 R/I 成为含幺交换环，称为 R 的商环.

例 2.4. {0R} / R,R / R, 称作 R 的平凡理想.

例 2.5. 设 a ∈ R, 则 (a) := {ra | r ∈ R} / R，称作由 a 生成的主理想.

例 2.6. 分类 Z 的理想.

解. 设 {0R} ⊊ I / R, 那么存在 0 6= n ∈ I 使得 |n| 最小.
断言,I = nZ =

{
nm
∣∣m ∈ Z

}
.

• nZ ⊂ I, 显然.

• I ⊂ nZ. 对任意 r ∈ I,r = nq + r′, 其中 q ∈ Z,0 ⩽ r′ < |n|, 则 r′ = r − nq ∈ I, 因此 r′ = 0, 否
则与 |n| 最小矛盾. 因此 n|r.

综上所述,Z 的全部理想为 nZ, n ⩾ 0.

例 2.7. 设 θ : R→ S 是环同态，则 ker θ / R.

事实上, 该例子包括了全部理想, 因为对于任意 I / R, 都有 kerπ = I, 其中 π : R→ R/I.
最后我们来到

定理 2.8 (环同态基本定理). 设 θ : R→ S 是环同态, 则存在唯一的环同构 θ̄ : R/ ker θ ∼→ Im(θ) 使

得下列图表交换：

R S

R/ ker θ Im θ

θ

can

θ̄

r 7→θ(r)

inc

证明. 应用映射基本定理, 剩下的只需要验证 θ̄ 确实是环同态.

θ̄([r1] + [r2]) = θ̄([r1 + r2]) = θ(r1 + r2) = θ(r1) + θ(r2) = θ̄([r1]) + θ̄([r2])

θ̄([r1][r2]) = θ̄([r1r2]) = θ(r1r2) = θ(r1)θ(r2) = θ̄([r1])θ̄([r2])
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3 同构定理

命题 3.1. 设 θ : R→ S 是环同态,I / R,can : R↠ R/I, 则

I ⊂ ker θ ⇐⇒ θ = θ′ ◦ can

R S

R/I

θ

can
θ′

证明. ⇐ker θ ⊇ ker can = I

⇒ 定义

θ′ : R/I → S

a 7→ θ(a)

验证良定性, 如果 a = a′, 则 a− a′ ∈ I ⊆ ker θ, 则 θ(a− a′) = 0S , 所以 θ(a) = θ(a′)

定理 3.2 (第三同构定理). 设 I / R, J / R, 并且 I ⊂ J , 定义

ϕ : R/I ↠ R/J

a+ I 7→ a+ J

(1) 验证良定性

(2) 证明 kerϕ = J/I =
{
a+ I

∣∣a ∈ J}
(3) 证明 J/I / R/I

(4) 应用同态基本定理, 证明

ϕ̄ : (R/I)/(J/I)
∼→ R/J

ā+ J/I 7→ a+ J

• 对任意元素 a, 如果 a ∈ a+ J , 那么 a+ I ⊂ a+ J

• 对任意两个元素 a, b ∈ a+J ,由第一条知 a+I ⊂ a+J 且 b+I ⊂ a+J ,那么 a+I 与 b+I 要么相

等,要么交集为空集.假设存在 c ∈ a+I∩b+I 6= ∅,则 a−c ∈ I, b−c ∈ I,a−b = a−c+c−b ∈ I,
因此 a+ I = b+ I.

• 因此 a+ J 可被划分为不知道多少个 a+ I 的互不相交的等价类, 两个等价类内的元素之间在
更大更粗糙的 J 的意义下是等价的, 但在更小更精细的 I 的意义下是不等价的.

• 特别地, 集合 J 可以被集合 I 作分割. 其他形如 a+ J 的等价类不过是 J 的平移, 它们与 J 的

大小是一样的.

• J 中包含着不知道多少个 I 的等价类, 之前在 I 的意义下它们是不同的, 现在在 J 的意义下它

们是相同的, 也就是说 J/I 这些等价类就是新的该被视为相同的元素, 也就是核.
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• 也就是说我们不把分类过程用 J 一步到位, 而是分两步, 先用 I 做, 再补 I 相较 J 差的那些.

证明.

(1) 每次验证良定性你都要想清楚到底是为什么要验证. 在这里我们定义 R 模去 I 得到的等价类

的像是用等价类里的元素所在的 R 模去 J 得到的等价类来定义的. 那么我对于同一个 R 模去

I 得到的等价类中的不同元素, 按照上面的对应规则是否会得到不同的对应结果？答案显然是
否定的, 这是因为 I ⊂ J .
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4 中国剩余定理

如果 I1, · · · , Im ⊂ R 两两互素, 那么

R/I1 · · · Im ' R/I1 × · · · ×R/Im

定义 4.1. 如果 I, J ⊂ R 是理想, 称 I, J 互素如果 I + J = R

考虑 I1, · · · , Im ⊂ R 是理想, 考虑

φ cokerR/I1 × · · ·R/Im
x 7→ (x+ I1, · · · , x+ Im)

定理 4.2 (中国剩余定理).

(1) 如果 Ii + Ij = R, ∀ i 6= g, 那么
m∏
i=1

Ii = ∩mi=1Ii

(2) φ 是满射 ⇐⇒ Ii + Ij +R, ∀ i 6= j

(3) kerφ = ∩mi=1Ii

证明.

(1) 对 m ⩾ 2 归纳.

• m = 2 时. I1 + I2 = R =⇒ I1I2 = I1 ∩ I2
已知 I1I2 ⊂ I1 ∩ I2
(I1 + I2)(I1 ∩ I2) = I1(I1 ∩ I2) + I2(I1 ∩ I2) ⊂ I1I2

• m > 2 时. 由归纳假设
m−1∏
i=1

Ii = ∩m−1
i=1 Ii = J

只需证 Im + J = R. 若成立, 则有
m∏
i=1

Ii = ImJ = Im ∩ J = ∩mi=1Ii

Ii + Im = R, 存在 xi + yi = 1, xi ∈ Ii, yi ∈ Im

(2) • 只需证 φ 满射 =⇒ I1 + I2 = R

存在 x ∈ R, 使得 φ(x) = (1, 0, · · · , 0), 即 x mod 1 mod I1

• I1 + Ii = R, ∀ i > 1

有 ui + vi = 1(ui ∈ I1, vi ∈ Ii)

令 x =
m∏
i=2

vi ∈ Ii∀ i > 1, 那么

x =
m∏
i=2

(1− ui) ≡ 1 mod I1

(3) 显然.
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5 整环与域

定义 5.1. 称含幺交换环 R 为整环, 如果 ab = 0R ⇒ a = 0R 或 b = 0R.

例 5.2. Z 是整环.

例 5.3. Z4 不是整环,[2][2] = [0].

定义 5.4. 设 R 是含幺交换环,a ∈ R, 若存在 b ∈ R 满足 a · b = 1R, 则称 a 是 R 的可逆元或单位.

命题 5.5. 设 R 为含幺交换环, 则

• 逆元唯一：b′ = b′1R = b′(ab) = (b′a)b = 1Rb = b

• (1R)
−1

= 1R,(−1R)−1 = −1R

• 若 a 可逆, 则 a−1 也可逆并且
(
a−1
)−1

= a

• 若 a, b 都可逆, 则 ab 也可逆并且 (ab)−1 = b−1a−1

• 0R 可逆 ⇐⇒ R 为零环

• 对于可逆元 a 可对任意 n ∈ Z 定义 an

定义 5.6 (R 的单位群). U(R) :=
{
u ∈ R

∣∣ u可逆}.

• 1R ∈ U(R)

• 若 a ∈ U(R), 则 a−1 ∈ U(R)

• 若 a, b ∈ U(R), 则 ab ∈ U(R)

• U(R) 是 Abel 群

例 5.7.

(1) U(Z) = {1,−1}

(2) U(Q) = Q× := Q\ {0}

(3) U(Zn) =
{
[m]
∣∣(m,n) = 1

}
(4) U(Z[

√
−1]) =

{
1,−1,

√
−1,−

√
−1
}

注记. 消去律.

• 对一般的含幺交换环来说, 可逆元有消去律.

• 对整环来说, 非零元都有消去律.

• 但要注意二者的机理不同, 前者是左右同乘逆元消去, 后者是整环的性质迫使的.

定义 5.8. 称含幺交换环 R 为域, 如果 U(R) = R×.

命题 5.9. 设含幺交换环 R 不是零环, 则下列等价
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(1) R 是域

(2) R 中只有平凡理想

(3) R 到任意非零环的任意环同态是单射.

例 5.10.

(1) Z 不是域

(2) Q ⊆ R ⊆ C 都是域

命题 5.11. 域是整环.

命题 5.12.

整环与域

命题 5.13. Zn 为整环 ⇐⇒ n 为素数 ⇐⇒ Zn 为域.

证明.

• (1) =⇒ (2) 假设 n = ab, 那么 [a][b] = [n] = [0], 矛盾.

• (2) =⇒ (3) Bezout 定理.

• (3) =⇒ (1) 显然.

更一般地, 我们有

命题 5.14. 设 R 是有限环, 那么它是整环当且仅当它是域.

证明. 只证充分性.
设非零元 a 不可逆, 那么对任意的元素 b ∈ R,ab 6= 1R.
定义 R 上的一个变换 σ : R→ R, b 7→ ab. 由上可知 σ 不是满射.
由于 R 是有限环, 则 σ 也不是单射. 因此存在 b1 6= b2 使得 ab1 = ab2.
也就是存在 b1 − b2 6= 0 使得 a(b1 − b2) 6= 0, 这与 R 是整环矛盾！

定义 5.15. 设 K 是域, S ⊂ K 是 K 的子环, 如果对 ∀ a ∈ S\ {0S} 有 a−1 ∈ S, 那么 S 成为域, 称
S 为 K 的子域.

例 5.16. Q,Fp 没有真子域.

证明.

例 5.17. 若 S ⊂ Q(
√
−1) 是子域, 则 S = Q 或 S = Q(

√
−1).

证明.

命题 5.18. 设 θ : R→ S 同态, 若 a ∈ U(R), 则 θ(a) ∈ U(S), 并且 θ 诱导一个群同态.

注记. θ 可以将不可逆元映成可逆元, 如 θ : Z→ Q, n 7→ n.
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例 5.19. 证明：不存在环同态 θ : Q→ Z8.

证明. 同证明存在从 Z 到 Z8 的唯一环同态的情形一样, 我们必须要求 θ(n) = [n]. 但不同的是, 拿
θ(2) = [2] 来说,[2] 是 Z8 中的不可逆元,2 在 Z 中不是可逆元但在 Q 中却是可逆元. 因此在 Z→ Z8

时可以存在的环同态在 Q→ Z8 的情形中不可能成立.

注记. [2] 不仅是 Z8 中的不可逆元, 还是 Z8 中的零因子. 我们知道零因子一定是不可逆元, 但不可
逆元不一定是零因子, 比如 Z 中的 2. 这也告诉我们 θ 可以将不可逆的非零因子映成零因子.

命题 5.20. 设 θ : R→ S 是环同态, 那么 θ 一定将零因子映成零因子.

例 5.21. 证明：不存在环同态 θ : Z8 → Q.

注记.
可逆元 >不可逆的非零因子 >零因子

环同态下, 两边不可能往中间去, 中间可能往两边去.
这可以成为判断两个环之间是否存在环同态的一个方法, 但它不是万能的. 比如不存在环同态

θ : Z2 → Z, 但按照上面相同的推理,θ([0]) = 0, θ([1]) = 1, 并不与上面的规则相矛盾. 不存在环同态
的原因是 θ([1] + [1]) 6= 1 + 1. 这提示我们环同态下还有其他需要保持的不变量. 可能等学到群的时
候这件事会更明晰.
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6 分式域

设 R 是整环, 在 R×R× 上定义等价关系如下：

(a, x) ' (b, y)⇐⇒ ay = bx.

反身性与对称性显然, 只验证传递性. 若 (a, x) ' (b, y), (b, y) ' (c, z), 按定义有 ay = bx, bz =

cy, 第一式同乘 z, 第二式同乘 x, 得到 ayz = bxz = bzx = cyx, 由于 y 6= 0, 可在两侧消去 y 得到

az = cx, 即 (a, x) ' (c, z).
将 R×R×/ ' 记作 Frac(R), 将 (a, x) 所在的等价类记作

a

x
, 称为分式.

自然定义：
a

x
+
b

y
=
ay + bx

xy
,

a

x
· b
y
=
ab

xy
.

下面验证该定义是良定的.

ay + bx

xy
=
a′y′ + b′x′

x′y′
⇔ ayx′y′ + bxx′y′ = a′y′xy + b′x′xy

ab

xy
=
a′b′

x′y′
⇔ abx′y′ = a′b′xy

当 ax′ = xa′,by′ = yb′ 时, 上两式显然成立, 因此是良定的！

命题 6.1. Frac(R) 是含幺交换环.

证明.

• 加法结合律. (
a

x
+
b

y

)
+
c

z
=
ay + bx

xy
+
c

z
=
ayz + bxz + cxy

xyz
,

a

x
+

(
b

y
+
c

z

)
=
a

x
+
bz + cy

yz
=
ayz + xbz + xcy

xyz
.

• 加法交换律. 显然.

• 存在零元
0R
1R

+
a

x
=

0Rx+ 1Ra

1Rx
=
a

x
.

• 存在逆元
a

x
+
−a
x

=
ax− ax
x2

=
a− a
x

=
0R
x

=
0R
1R
.

• 乘法结合律. 显然.

• 乘法交换律. 显然.

• 存在幺元.
1R
1R
· a
x
=

1Ra

1Rx
=
a

x
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• 分配律
a

x
·
(
b

y
+
c

z

)
=
a

x
· bz + cy

yz
=
abz + acy

xyz

a

x
· b
y
+
a

x
· c
z
=
ab

xy
+
ac

xz
=
abxz + xyac

xyxz
=
abz + yac

xyz

命题 6.2. Frac(R) 是域.

证明. 设 a

x
6= 0R

1R
, 即 a 6= 0R, 容易验证 a

x
· x
a
=
ax

ax
=

1R
1R

.

定理 6.3. 设 R 是整环,K 是域, 对任意单同态 ϕ : R ↪→ K, 存在唯一的单同态 ϕ̃ : Frac(R) ↪→ K

使得下列图表交换：

R Frac(R)

K

φ

canR

φ̃

证明.

• 至多唯一性. 若 ϕ̃ 存在, 则

ϕ̃
(a
x

)
= ϕ̃

(
a

1R
· 1R
x

)
= ϕ̃

(
a

1R
·
(
x

1R

)−1
)

= ϕ̃

(
a

1R

)
· ϕ̃
(
x

1R

)−1

= ϕ(a)(ϕ(x))−1

• 存在性. 定义 ϕ̃ : Frac(R)→ K,
a

x
7→ ϕ(a)(ϕ(x))−1

– 验证良定性. 若 a

x
=
a′

x′
, 是否有 ϕ(a)(ϕ(x))−1 = ϕ(a′)(ϕ(x′))−1？

若
a

x
=
a′

x′
, 则 ax′ = a′x, 则 ϕ(a) · ϕ(x′) = ϕ(a′)ϕ(x), 得证.

– 验证 ϕ̃ 是同态.

ϕ̃

(
a

x
+
a′

x′

)
= ϕ̃

(
ax′ + a′x

xx′

)
= ϕ(ax′ + a′x)(ϕ(xx′))−1

=ϕ(ax′)(ϕ(xx′))−1 + ϕ(a′x)(ϕ(xx′))−1 = ϕ̃

(
ax′

xx′

)
+ ϕ̃

(
a′x

xx′

)
= ϕ̃

(a
x

)
+ ϕ̃

(
a′

x′

)

ϕ̃

(
a

x
· a

′

x′

)
= ϕ̃

(
aa′

xx′

)
= ϕ(aa′)(ϕ(xx′))−1 = ϕ(a)(ϕ(x))−1ϕ(a′)(ϕ(x′))−1 = ϕ̃

(a
x

)
ϕ̃

(
a′

x′

)
– 验证 ϕ̃ 是单的.

ϕ̃
(a
x

)
= ϕ(a)ϕ−1(x) = 0 =⇒ ϕ(a) = 0 =⇒ ker ϕ̃ =

{
0R
1R

}
.
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7 素理想与极大理想

素理想

定义 7.1. 设 p / R 是真理想, 若 ab ∈ p=⇒a ∈ p 或 b ∈ p, 则称 p 为 R 的素理想.

例 7.2. 真理想 p 是素理想当且仅当 R/p 是整环. 特别地, 零理想是素理想当且仅当 R 是整环.

证明.

• =⇒ 任取 a, b ∈ R/p 且不为 0R, 即 a, b /∈ p, 按定义,ab /∈ p, 所以 a · b = ab 6= 0R

• ⇐= 任取 ab ∈ p, 即 ab = 0R, 因为 R/p 是整环, 所以 a = 0R 或 b = 0R, 即 a ∈ p 或 b ∈ p.

例 7.3. SpecZ[x] = {(0)}∪
{
(f(x))

∣∣f(x)是不可约元}∪{(p, f(x))∣∣p ∈ Z是素数, f̄(x)在Fp[x]中不可约
}
.

证明. 设 p 为 Z[x] 的素理想.

• 若 p 是主理想, 那么类似 PID 的情形可证 p 是零理想或 (f(x)), 其中 f(x) 是 Z[x] 中不可约
元. 要注意 p ∈ Z 为素数也是 Z[x] 中不可约元.

• 若 p 不是主理想, 考虑 q = p ∩ Z, 则 q 为 Z 的素理想.

(1) 断言 q 6= (0). 只需证明 q 中含有一个非零常数.
任取 p 中的一个非零多项式 f(x), 不妨设 f(x) 不可约, 否则以 f(x) 的非平凡因子替换.
由假设 p 不是主理想, 所以 (f(x)) ⊈ p, 即存在 g(x) ∈ p 但 f(x) ∤ g(x). 经过一番细致的
讨论可知 f(x) ∤ g(x) 在 Q[x] 中也成立.（Why？）从而存在 u, v ∈ Q[x] 使得 uf + vg = 1.
消去分母得 Z[x] 中多项式 u′, v′ 使得 u′f + v′g = n 6= 0. 则 n ∈ p ∩ Z, 从而 q 6= (0).

(2)
Z[x]
p
∼=

Z[x]/q
p/q

=
Z[x]/qZ
p/qZ

∼=
Fq[x]
p/qZ

由 p 是 Z[x] 的素理想知
Z[x]
p
是整环, 从而 Fq[x]

p/qZ
是整环, 从而 p/qZ 是 Fq[x] 的素理想.

但 p/qZ 不可能是零理想, 否则 p 是主理想, 因此 p/qZ = (f̄(x)), 其中 f̄(x) ∈ Fq[x] 是不
可约元. 则 p = (q, f(x)).
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极大理想与商域

定义 7.4 (极大理想). 真理想 m / R 称为极大理想若 m ⊂ I / R 能推出 m = I 或 I = R.

命题 7.5. m / R 是极大理想当且仅当 R/m 是域.

证明.

=⇒ 任取 0R 6= x ∈ R/m, 即 x /∈ m.

那么 m ⊊ (x) +m =
{
ax+ y

∣∣a ∈ R, y ∈ m
}
/ R.

因为 m 是极大理想, 所以 (x) +m = R. 则存在 a0, y0 使得 a0x+ y0 = 1R.

即 a0x = 1R, x
−1 = a0.

• ⇐ 设 m ⊊ I / R, 则
{
0
}
6= I/m / R/m. 因为 R/m 是域所以 I/m = R/m.

对任意 a ∈ R,a ∈ R/m = I/m. 则存在 b ∈ I 使得 b− a ∈ m. 因为 m ⊂ I, 所以 a ∈ I.

所以 I = R.

素元与不可约元

定义 7.6. 设 R 是整环, 称 0R 6= a ∈ R 为素元, 如果 (a) ∈ Spec(R).

• 按素理想的定义,(a) 6= R, 因此素元不可逆.

• a 是素元当且仅当 a | xy ⇒ a | x 或 a | y.

•

定义 7.7. 称 0R 6= a ∈ R 为不可约元, 如果 a /∈ U(R) 且 a = bc⇒ b 或 c 可逆.

• 不可约元只有平凡分解 a = u · (u−1a), u ∈ U(R).

命题 7.8. 素元是不可约元.

证明. 设 a 是素元, 则 a 6= 0R 且 a /∈ U(R). 设 a = bc, 那么 a | bc, 按素元定义有 a | b 或 a | c.
不妨设 b = ax, 那么 a = axc, 由整环的消去律有 1R = xc, 从而 c 可逆.

例 7.9. 在 Z 中素元 ⇐⇒ 不可约元 ⇐⇒ ±p.

例 7.10. Z[
√
−3] 中 2 是不可约元但不是素元.

命题 7.11. p 不可约 ⇒ (p) / R 之间没有主理想.

证明. 假设
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8 一元多项式环

R 上关于 x 的（形式）多项式

f(x) = anx
n + · · ·+ a2x

2 + a1x+ a0 =
n∑
i=0

anx
n

其中 ai ∈ R
xi 是用来记录 ai 的位置

• 多项式相等 := 对应系数一样.

• 约定,0Rxi 略去不写；1Rx
i = xi

• R[x] = 全体以 R 为系数的多项式

• 称 a0 为常数项.

• 若 an 6= 0R,anxn 称为首项,an 称为首项系数

• 若 an 6= 0,deg f(x) = n

• f(x) = a0 6= 0, 常值多项式,deg f = 0

• det 0 不定义.

事实. R[x] 自然成为环.

(1) 加法：对应系数相加

(2) 乘法

f(x) = anx
m + · · ·+ a1x+ a0

g(x) = bmx
m + · · ·+ b1x+ b0

f(x) · · · g(x) =
m+n∑
l=0

clx
l, cl =

l∑
i=0

aibl−i

(3) 0R[x] = 零多项式 = 0R

(4) 1R[x] = 1R

注记.

(1) anx
n + · · · a1x+ a0 可看成 aix

i 的求和. 之前只是形式上的记号.

(2) xn = x · x · · ·x︸ ︷︷ ︸
n次

(3) R→ R[x], r 7→ r 是环的单同态. 一般认为 R 是嵌入到 R[x] 中的

(4) 可定义 R[y],y 是字母.
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例 8.1 (Ex1). 抽象定义 R[x]

定义 R̃ =
{
a = (a0, a1, · · · )

∣∣ai, ai = 0, i >> 0 ∈ R
}

定义

a+ b = (a0 + b1, a1 + b1, · · · ) ∈ R[x]

0R[x] = 0R = (0R, 0R, · · · )
a · b = c = (c0, c1, · · · ) ∈ R̃ 其中 cl =

∑
i⩾0

aibl−i

因此 R̃ 是环.
证明 R̃ ∼= R[x], (0, 1, 0, 0, · · · )←[ x

命题 8.2. R 是整环 =⇒ R[x] 是整环.

证明.
f(x) · · · g(x) = (anbm)x

n+m + · · ·

注记. 对于 f, g 6= 0,deg fg = deg f + deg g

命题 8.3. U(R[x]) = U(R).

证明.

命题 8.4. 设 R 为含幺交换环. 对任意的含幺交换环 S、任意的 s ∈ S 和任意的环同态 ψ : R → S,
存在唯一的环同态 Ψ: R[x]→ S 满足 Ψ

∣∣
R
= ψ 且 Ψ(x) = s. 具有这样的性质的环是唯一的？

证明.

(1) 至多唯一性.
ψ̃(xi) = si

ψ̃(aix
i) = ψ̃(ai)ψ̃(x

i) = ψ(ai)s
i

(2) 存在性

例 8.5. 取 IdR : R → R, 取 a ∈ R, 存在唯一的环同态 R[x] → R, r ∈ R 7→ r, x 7→ a, f(x) =
n∑
i=0

aix
i 7→

n∑
i=0

aix
i.

危险的记号：f(a)！

称这个同态为 eva.evaluation at a ∈ R
f(a)g(a) = (f · g)(a)
f(a) + g(a) = (f + g)(a)

注记. 由 f(x) ∈ R[x] 得到 f ∈Map(R,R)

例 8.6 (Ex). 任意集合 X,R 是环, 证明 Map(X,R) 自然成环.

注记. (1) Map(R,R) 是环
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(2)

R[x]
ev→Map(R,R), f(x) 7→ f多项式函数

证明是环同态.（Ex）

注记. 有时不是单射, 危险！这告诉我们要严格区分多项式和多项式函数.

例 8.7. Fp[x]→Map(Fp,Fp)
xp − x 7→ 0

(3)

R[x] Map(R,R)

⟳

R

设 k 是域,k[x] =k 上多项式
对于域上多项式我们总是可以首一化.

定理 8.8. k[x] 上有带余除法. 任意 f(x) ∈ k[x], 0R 6= h[x] ∈ k[x], 则存在唯一的表达式

f(x) = q(x)h(x) + r(x)

使得 q(x) 和 r(x) ∈ k[x] 且 r(x) = 0 或 deg r < degh.

证明. • deg f < degh
f = 0h+ f

• 否则,h(x) = anx
n + · · · ,f(x) = bmx

m + · · ·

f(x) =

(
bm
an
xm−n

)
h(x) + f̄(x),f̄ = 0R 或 deg f̄ < m.

注记. h(x) | f(x) 当且仅当 r(x) = 0.

推论 8.9 (余数定理). h(x) = x− a,a ∈ R
对任意 f(x) ∈ R[x], 存在唯一的 q(x) 使得

f(x) = q(x)(x− a) + f(a)
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9 主理想整环

定义 9.1. 设 R 是整环, 如果任意 I / R 都是主理想, 则称 R 是主理想整环, 简记作 PID.

定理 9.2. 设 k 是域, 则 k[x] 为 PID.

证明. 任取 0 6= I / k[x]. 取 0 6= h(x) ∈ I 次数最小. 断言 I = (h(x)), 只需证 I ⊂ (h(x)).
任取 f(x) ∈ I, 由带余除法有 f(x) = q(x)h(x) + r(x), 那么 r(x) = f(x)− q(x)h(x) ∈ I.
因为 degh 已经最小, 这就迫使 r(x) = 0, 从而 h(x) | f(x), 即 f(x) ∈ (h(x)).

gcd 存在且 Bézout 等式成立

定义 9.3. 设 R 是整环. 对于 a, b ∈ R\ {0R}, 如果存在 d 6= 0R 满足

(1) d | a 且 d | b

(2) 对任意 d′ 6= 0R 满足 d′ | a 且 d′ | b, 有 d′ | d

则称 d 为 a, b 在 R 中的最大公因子, 记作 gcd(a, b).

命题 9.4. gcd(a, b) 若存在则在相伴的意义下唯一.

回忆 a1 | a2 ⇐⇒ (a2) ⊂ (a1), 整除关系可理解为主理想的反向包含关系. 因此我们有下面的

命题 9.5. d = gcd(a, b)⇐⇒ (d) 是包含 (a) + (b) 的最小主理想.

由以上命题, 容易有

命题 9.6. 设 R 是 PID, 那么对任意 a, b ∈ R\ {0R},gcd(a, b) 存在且成立 Bézout 等式.

PID 中不可约元是素元

证明. 设 a 是不可约元, 设 a | bc, 不妨设 a ∤ b, 则 gcd(a, b) = 1.
由 Bezout 等式, 存在 u, v 使得 ua+ vb = 1, 从而 uac+ vbc = c, 从而 a | c.

PID 中非零素理想是极大理想

命题 9.7. 设 R 是主理想整环, 那么

SpecR = {(0R)} tMaxR.

C[x, y] 中 p = (x) 是素理想但不极大理想. 去考虑商后是不是域. 做不出来可以问助教.Ex

证明. p = (a) ⊊ I = (b) / R

b | a, 要么 b 与 a 相伴要么 b 是可逆元, 因此 I = R. 所以是极大理想.

证明. 任取 p 6= (0R) ∈ SpecR. 因为 R 是主理想整环, 所以存在 p ∈ R 使得 p = (p).
假设 p

考察 k[x], 仅考虑首一多项式.

• Spec(k[x])
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例 9.8 (Ex). 固定 a, 证明 k[x]/(x− a) ∼= k

例 9.9 (Ex). 假设 θ : R→ S 环同态, 则 θ 自然延拓成环同态 θ̃ : R[x]→ S[x]

例 9.10. 设 R 是 PID, 则 SpecR = {(0R)} ∪
{
(p)
∣∣p ∈ R不可约}.

证明. 设 (0R) 6= (r) / R 是真理想, 则 r /∈ U(R).

• 若 r 是不可约元, 在 PID 中不可约元是素元, 所以 (r) 是素理想.

• 若 r 不是不可约元, 则 r 在 R 中有非平凡分解 r = ab. 断言 a /∈ (r) 且 b /∈ (r). 假设 a ∈ (r),
则存在 c ∈ R 使得 a = rc = abc, 即 bc = 1,b ∈ U(R), 这与 r = ab 是非平凡分解矛盾. 同理可
证 b /∈ (r), 从而 ab ∈ (r) 但 a /∈ (r) 且 b /∈ (r), 即 (r) 不是素理想.

特别地,

• SpecZ = {(0)} ∪
{
pZ
∣∣p是素数}.

• Spec k[x] = {(0)} ∪
{
(f(x))

∣∣f(x)是不可约多项式} .
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10 多项式的根

定义 10.1. 设 f(x) ∈ k[x]，记

Rootk(f) = {α ∈ k | f(α) = 0k} .

命题 10.2. # Rootk(f) ⩽ deg f .

证明. 当 deg f = 1 时，命题显然成立. 下面设命题对 deg f = n 时成立，取 f 满足 deg f = n + 1.
设 α ∈ Rootk(f)，那么在 k[x] 中有 f(x) = (x− α) · g(x). 对 g 有 # Rootk(g) ⩽ deg g，所以

# Rootk(f) ⩽ # Rootk(g) + 1 ⩽ deg g + 1 = deg f.

k ⊂ K

(1) Rootk(f) ⊂ RootK(f). 但注意我们一直有 # RootK(f) ⩽ deg f .

(2) f(x) 在 k[x] 中不可约 6⇒ f(x) 在 K[x] 中不可约.

(3) 设 f(x), g(x) ∈ k[x], 则 gcd
k[x]

(f, g) = gcd
K[x]

(f, g).

• 由定义容易看出，在 K[x] 中，gcd
K[x]

(f, g) | gcd
k[x]

(f, g).

• 在 K[x] 中，由 Bezout 等式，

gcd
K[x]

(f, g) = u(x)f(x) + v(x)g(x), u(x), v(x) ∈ K[x]

所以在 K[x] 中，gcd
k[x]

(f, g) | gcd
K[x]

(f, g).
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11 添根构造

设 f(x) ∈ k[x] 是首一的不可约多项式且 deg f = n ⩾ 2, 考虑

θ : k −→ k[x] −→ k[x]/(f(x)) =: K

x 7−→ u := x̄

命题 11.1. u ∈ RootK(f).

命题 11.2. K 是 k-线性空间，dimkK = n，且
{
1, u, · · · , un−1

}
是一组基.

定理 11.3 (添根构造的泛性质). 设 θ : k ↪→ K = k[x]/(f(x)), 任给 δ : k ↪→ F , 使得 F 中元素

α ∈ RootF (δ(f)), 那么存在唯一的 δ′ : K ↪→ F 使得 δ′ ◦ θ = θ 并且 δ′(u) = α.

例 11.4. x2 + 1 ∈ R[x] 不可约,θ : R→ R[x]/(x2 + 1) =: K.

例 11.5. 证明：R[x]/(x2 + 1) ∼= C.

证明. 定义映射 θ : R[x]/(x2 + 1)→ C, f(x) = ax+ b = āu+ b̄ 7→ ai + b.
由带余除法, 余式 ax+ b 唯一, 因此该映射是良定的.

• 保加法

θ(a1x+ b1 + a2x+ b2) = θ((a1 + a2)x+ (b1 + b2)) = (a1 + a2)i + (b1 + b2)

=(a1i + b1) + (a2i + b2) = θ(a1x+ b1) + θ(a2x+ b2)

• 保乘法. 课上已经证明过 (a1u+ b1)(a2u+ b2) = (a1b2 + a2b1)u+ (b1b2 − a1a2), 因此

θ((a1u+ b1)(a2u+ b2)) = θ((a1b2 + a2b1)u+ (b1b2 − a1a2)) = (a1b2 + a2b1)i + (b1b2 − a1a2)

=(a1i + b1)(a2i + b2) = θ(a1u+ b1)θ(a2u+ b2)

• 单射.f(x) ∈ ker θ 当且仅当 f(x) ≡ 0 mod (x2 + 1), 即 f(x) = x2 + 1 = 0̄. 因此是单射.

• 满射. 对任意 ai + b ∈ C, 容易验证 θ(au+ b) = ai + b, 因此是满射.

例 11.6. F2 = {0̄, 1̄},x2 + x + 1̄ ∈ F2[x] 不可约, 这是因为（唉要不要考虑本原的问题啊, 虽然这
里 F2 阶数太低了不大用考虑, 阶数高了会不会用考虑啊, 欸似乎不用考虑因为 Fp 是域所以系数都
可逆所以不会因为系数而导致一个东西变成可约的, 比如 F3[x] 中的 2̄x+ 2̄ 就不可约, 但 Z[x] 中的
2x + 2 就是可约的. 那么问题来了, 我们什么时候讨论容度呢？对于 F3[x] 中的 2̄x + 2̄ 讨论不讨论

其容度呢？唉讨论不讨论的都与此问题无关, 我现在只需要知道 F2[x] 中不会因为系数出现可约性

了.）域上二阶多项式的非平凡分解只有两个一次多项式的乘积, 倘若能分解成一次多项式的乘积便
意味着在 F2 中有根, 代入 0̄ 和 1̄ 发现均不为 0̄, 因此无根, 因此无非平凡分解, 因此 x2 + x+ 1̄ 确

实不可约.
我可以直接预测 F2[x]/(x

2+x+1̄)是 F2-2维线性空间,并且有基 {1, u},其中 u = x+(x2+x+1̄).
F4 中元素形如 a · 1̄ + b · u, 其中 a, b ∈ F2. 因此 |F4| = 4 = 22. 底数 2 是 F2 有两个元素的 2,

指数 2 是 f 的次数.
在 F4[x] 中, 我知道 x − u 一定是 x2 + x + 1̄ 的因子, 也就是 u 一定是 x2 + x + 1̄ 在 F4 中的

根. 然后用朴素的凑的方法就能将 x2 + x+ 1̄ = (x− u)(x+ u+ 1) 找出来.
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12 欧式整环

定义 12.1. 整环 R 称为欧几里得整环, 如果存在 size function

ϕ : R× : R\ {0} → {0, 1, 2, · · · }

使得任意 a, b ∈ R× 存在 q, r ∈ R 使得 a = qb+ r, 其中 r = 0R 或者 ϕ(r) < ϕ(b).

注记. q, r 一般不唯一.

定理 12.2. 欧几里得整环是主理想整环.

证明. 任取 0 6= I / R, 存在 0 6= b ∈ I 使得 ϕ(b) 最小. 断言：(b) = I. 只证 I ⊂ (b).
对任意 a ∈ I,a = qb+ r, 则 r = a− qb ∈ I. 按照我们对 b 的选取, 只能 r = 0R. 所以 b | a.

注记. 存在主理想整环不是欧几里得整环.

定理 12.3. Z[
√
−1] =

{
m+ n

√
−1
∣∣m,n ∈ Z

}
是欧几里得整环从而是主理想整环.

证明. 断言,
(
Z[
√
−1]
)∗ → Z,m+ n

√
−1 7→ m2 + n2 是 size function.

对任意的 x, y ∈ Z[
√
−1],

x

y
=

x · ȳ
N(y)

= α+ β
√
−1 取整

==== (m+ n
√
−1) + ((α−m) + (β − n)

√
−1)

其中 α, β ∈ Q,m, n ∈ Z, |α−m| ⩽ 1

2
, |β − n| ⩽ 1

2
.

令 q = m+ n
√
−1 ∈ Z[

√
−1],r = y · ((α−m) + (β − n)

√
−1) = x− qy ∈ Z[

√
−1].

断言 N(r) < N(y).

N(r) = N(y) · ((α−m)2 + (β − n)2) ⩽ N(y)

(
1

4
+

1

4

)
< N(y).

例 12.4. 计算 gcd(4 + 7i, 3 + 4i).

定理 12.5. Z[
√
−2] 是欧几里得整环从而是主理想整环.

证明. x

y
= q + r′, r′ = ε+ η

√
−2, |ε| ⩽ 1

2
, |η| ⩽ 1

2
, N(r′) ⩽

(
1

4
+

1

4
· 2
)
< 1.

容易看出上述证明对 Z[
√
−3] 来说不再适用.

例 12.6. 2 ∈ Z[
√
−3] 是不可约元, 但不是素元, 从而 Z[−3] 不是主理想整环.

证明.

• 2 不可约. 设 2 = xy, 则 4 = N(x)N(y), 则 N(x) = 1 或 N(y) = 1.

• 2 非素元.
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13 Gauss 整数环 Z[
√
−1]

命题 13.1. U(Z[i]) = {±1,±i}.

证明. 设 x, y ∈ Z[i] 满足 xy = 1, 两侧取范数得到 N(x)N(y) = 1, 这迫使 N(x) = N(y) = 1, 因此
U(Z[i]) ⊂ {±1,±i}, 反包含关系是显然的.

引理 13.2. 设 z ∈ Z[i], 若 N(z) = p 是素数, 则 z 是 Gauss 素数.

定理 13.3 (Fermat 二平方和定理).

证明.

• Step1 证明：Z[x]/(x2 + 1) ∼= Z[i].

定义 θ : Z[x]→ Z[i], f(x) 7→ f(i), 由同态基本定理,Z[x]/ ker θ ∼= Z[i].

容易验证 (x2 + 1) = ker θ.

定理 13.4.

证明.
⇐= (12 + 12)l(02 + p21)

mi
2 (a2i + b2i )

mi

=⇒
存在 z ∈ Z[i], 使得 N(z) = n.
断言, 存在素因子分解,

z = z1 · · · zt, zi

N(z) = N(z1) · · ·N(zt)

SpezZ[i]
回忆：设 R ⊂ S 是子环, 任给 q ∈ Spec(S),q ∩R ∈ Spec(R)
映射

Spec(S)→ Spec(R), q 7→ q ∩R

连续映射, 不一定是满射, 下面的例子很幸运是满射

例 13.5.
Z ↪→ Z[i]

Spec(Z)

(1 + i) ∩ Z ⊃ 2Z

由于 2Z 是极大理想,1 又不包含在里面, 所以上面是等号

Z/2Z ↪→ Z[i]/(1 + i)
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例 13.6. F5 ↪→ Z[i]/(1 + 2i)
断言, 任意 z, 模 (1 + 2i) 同余于 0, 1, 2, 3, 4.

i− 2 ∈ (1 + 2i), z = m+ ni ≡ m+ 2n ≡ 0, 1, 2, 3, 4

命题 13.7. 设 a+ bi ∈ Z[i], 且 a2 + b2 = p 为素数, 则 Z[i]/(a+ bi) ∼= Fp.

证明. 因为 a2 + b2 = p 是素数, 所以 (a, b) = 1. 由 Bezout 等式, 存在整数 u, v 使得 au+ bv = 1. 于
是 (a+ bi)(v+ui) = (av− bu)+ i,这表明在 Z[i]/(a+ bi)中,存在 r ∈ Z使得 ī = r̄.又因 p̄ = 0̄,所以
对任意的 c+ di ∈ Z[i] 有 c+ di = c+ dr = n̄, 其中 n ∈ {0, 1, · · · , p− 1}. 容易验证 {0, 1, · · · , p− 1}
中元素两两不同余, 因此 Z[i]/(a+ bi) ∼= Fp.

引理 13.8. 设 p 是素数且 p ≡ 1 mod 4, 那么存在整数 m 满足 m2 ≡ −1 mod p.

证明.
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14 唯一分解整环

定义与基本性质

定义 14.1. 设 R 是整环. 如果 R 满足

(1) 对任意 a 6= 0 且 a /∈ U(R), 存在不可约分解 a = c1c2 · · · cr, 其中 ci 是不可约元.

(2) 若 a = c1c2 · · · cr = c′1c
′
2 · · · c′t 都是不可约分解, 则 t = r, 且在相差一个置换的意义下 ci ∼ c′i.

则称 R 为唯一分解整环, 简称 UFD.

命题 14.2. 设 R 是 UFD, 则不可约元都是素元.

证明. 设 a ∈ R 是不可约元. 假设 a | bc, 则存在 d 使得 ad = bc.
对 b, c, d 作不可约分解, 由不可约分解的唯一性知 a | b 或 a | c.

因此 UFD 中的不可约分解也是素分解.
在 a 的不可约分解中, 我们将相伴的元素合并, 得到所谓的标准分解

a = upn1
1 · · · pnr

r

其中 u ∈ U(R), pi 不可约,pi 6∼ pj , i 6= j, ni ⩾ 1. 易知 a 的因子的形式总为

vpm1
1 · · · pmr

r , v ∈ U(R), 0 ⩽ mi ⩽ ni.

由此我们还知道 a 的因子在相伴的意义下的个数为 (n1 + 1) · · · (nr + 1).

命题 14.3. gcd, lcm 总存在

证明.

引理 14.4. 设 R 是 UFD,gcd(a, b) ∼ 1, 那么 a | bc =⇒ a | c.

命题 14.5. 设 R 是唯一分解整环,K = Frac(R), 那么任给 K 中的元素
a

b
, 存在既约形式 a′

b′
=
a

b
,

其中 gcd(a′, b′) ∼ 1. 既约形式在相伴的意义下是唯一的.

证明. 设 a

b
=
c

d
, 其中 gcd(a, b) ∼ gcd(c, d) ∼ 1. 因为 ad = bc, 用两次上面的引理有 a | c 和 c | a, 从

而 a ∼ c, 同理 b ∼ d. 任给 a

b
, 设 a = a′ gcd(a, b), b = b′ gcd(a, b), 则 a′

b′
便是

a

b
的既约形式.

Noether 环 =⇒ 存在不可约分解

定义 14.6. 设 R 是整环, 如果任意 I / R 都是有限生成的, 则称 R 为 Noether 环.

命题 14.7. 整环 R 是 Noether 环当且仅当 R 中不存在真理想的无限升链.

证明.

=⇒ 假设 R 中存在真理想的无限升链 I1 ⊊ I2 ⊊ · · · , 断言 I = ∪∞
i=1Ii 不是有限生成的理想.

假设 I 由 {r1, · · · , rn} 有限生成, 则存在充分大的 N 使得 {r1, · · · , rn} ⊂ IN .

则 IN = IN+1 = · · · = I, 矛盾. 从而 R 不是 Noether 环, 矛盾.
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⇐= 任取 I / R. 取 r1 ∈ I, 若 (r1) 6= I, 再取 r2 ∈ I\(r1), 若 (r1, r2) 6= I, 再取 r3 ∈ I\(r1, r2).

此过程必定在有限步内终止, 因为 R 中不存在真理想的无限升链. 从而 I 是有限生成的.

例 14.8. R[x1, x2, · · · ] 不是 Noether 环.

定理 14.9 (Hilbert 基定理). 设 R 是 Noether 环, 则 R[x] 也是 Noether 环.

证明. 参见代数几何笔记.

定理 14.10. 设 R 是 Noether 环, 则 R 上有不可约分解.

证明. 任取 a 6= 0 且 a /∈ U(R). 假设 a 没有不可约分解, 那么 a 本身一定可约.
即 a 可以写成 a = a1a

′
1 并且 a1, a

′
1 /∈ U(R), 从而有 (a) ⊊ (a1).

易知 a1 和 a′1 至少有一个元素没有不可约分解, 否则 a 就有不可约分解了.
不妨设 a1 没有不可约分解, 重复上述过程, 我们便得到了真理想的无限升链

(a) ⊊ (a1) ⊊ (a2) ⊊ · · · .

没有不可约分解的整环的例子https://math.stackexchange.com/questions/96790/integral-domain-
that-is-not-a-factorization-domain

一些一般性命题

命题 14.11. 设 R 为整环, 若 a 有素分解, 则 a 的不可约分解唯一

证明.

推论 14.12. 设 R 有不可约分解, 则 R 为 UFD ⇐⇒ 不可约元是素元

证明.

推论 14.13. PID 是 UFD.

一些例子

例 14.14. 内容...

例 14.15. Z[
√
−5]

Gauss 定理

定理 14.16. 设 R 为 UFD, 则 R[x] 是 UFD.

证明.

http://home.ustc.edu.cn/~tysun/Algebraic_Geometry.pdf
https://math.stackexchange.com/questions/96790/integral-domain-that-is-not-a-factorization-domain
https://math.stackexchange.com/questions/96790/integral-domain-that-is-not-a-factorization-domain
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15 小结

• 我们讨论的环含幺交换

• 整环：无零因子.

• 整环是我们讨论各种具有良好性质的环是最先加上的要求.

• 整环中可以讨论整除、公因子的概念.

整环 UFD PID ED
最大公因子 不一定存在, 相伴意义下至多唯一 存在 存在, 有 Bezout 等式 可以用辗转相除法算

不可约元 是素元 是素元

• 素元与素理想的关系比较微妙. 一方面, 素理想不一定是主理想, 因此不是每个素理想都能对应
到在相伴意义下唯一的素元；另一方面, 零理想是素理想, 但规定零元不是素元.

• 谈论到素元就是它生成的主理想就是素理想.

• 理想的包含关系是整除关系的推广, 但不完全是整除关系, 当素理想是主理想时, 就可以理解为
是整除关系.

• 素元都是不可约元.

• 约定不可约元不是零元, 不是可逆元.

• 不可约元的定义是只有平凡分解.
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域论

1 域扩张

定义 1.1. 设 θ : k → K 是同态，也称 θ 为域扩张.

注记.

• 域同态总是单同态, 因此域扩张也可视作域的包含关系.

• k 到 K 可能有不同的同态, 不同的同态要视作不同的域扩张. 当 θ 自明时, 可简记作 K/k.

例 1.2. 设 f(x) ∈ k[x] 是不可约元,d := deg f(x) ⩾ 2, 那么

f(x)是不可约元
PID−→ f(x)是素元 −→ (f(x))是素理想

PID−→ (f(x))是极大理想.

因此 K := k[x]/(f(x)) 是域.

例 1.3. k(x)/k

设 θ : k → K 是域扩张, 则 K 上有 k-线性空间结构, 从而我们可以讨论 dimkK 和 k-基.

定义 1.4. 称域扩张 θ : k → K 和 θ′ : k → K ′ 同构, 若存在域同构 ϕ : K → K ′, 使得下列图表交换

K

k

K ′

φ

θ

θ′

也称 ϕ 为 θ 到 θ′ 域扩张同构.

命题 1.5. 域扩张同构 ϕ : K → K ′ 同样是 k-线性同构.

证明. ϕ(λv) = ϕ(θ(λ)v) = ϕ(θ(λ))ϕ(v) = θ′(λ)ϕ(v) = λϕ(v).

定义 1.6 (域扩张自同构). 称 θ : k → K 到自身的域扩张同构为 θ 的域扩张自同构,θ 的域扩张自同
构全体记作 Aut(K/k).

34
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• Aut(K/k) ⊂ Aut(K) 是子群.

• 如果视 θ 为包含, 那么域扩张自同构就是使得 k 不动的自同构.

• Aut(K/k) 基本上有限,Aut(K) 基本上无限.

定义 1.7 (代数元与超越元). 称 α ∈ K 为 k上代数元,如果存在 f(x) ∈ k[x] ⊂ K[x]使得 f(α) = 0K .
否则, 称 α 为 k 上超越元.
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2 单扩张

定义 2.1. 称域扩张 K/k 为单扩张, 如果存在 α ∈ K 使得 K = k(α). 此时称 α 为 K 的域生成元.

定义 2.2. 设 K/k 是域扩张.

(1) 称 α ∈ K 为 k 上的代数元, 如果存在 f(x) ∈ k[x] 使得 f(α) = 0K .

(2) 否则称 α 为 k 上的超越元.

定理 2.3. 设 K/k 是域扩张, α ∈ K 是 k 上的代数元, 则存在唯一不可约多项式 f(x) ∈ k[x] 满足

(1) f(α) = 0K

(2) 若 g(x) ∈ k[x] 满足 g(α) = 0K , 则 f(x) | g(x).

证明. 由命题8.4, 有
evα : k[x] −→ K, g(x) 7−→ g(α).

因为 k[x] 是 PID, 所以在相伴的意义下存在唯一的 f(x) 使得 ker evα = (f(x)).
由定理2.8,k[x]/(f(x)) ↪→ K, 从而是整环, 从而 (f(x)) 是素理想, 从而 f(x) 是不可约元.

例 2.4. 求 n
√
2 的最小多项式.

例 2.5. 求
√
2 +
√
3 的最小多项式.

定理 2.6 (单扩张的结构定理). 设 K/k 为单扩张,α ∈ K 为域生成元.

(1) 若 α 代数, 最小多项式 f(x) 的次数为 d, 则

• dimkK = d <∞

•
{
1, α, · · · , αd−1

}
构成 K 的一组基,k[α] = K

• k
θ−→ K 同构于 k −→ k[x]/(f(x)).

(2)

证明. 内容...
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3 代数扩张

定义 3.1. 称域扩张 K/k 为代数扩张，如果任意 α ∈ K 在 k 上是代数的.

引理 3.2. 若 K/k 为有限维的，则为代数扩张.

证明. 任取 α ∈ K，因为 K/k 是有限维的，所以存在某个 N 使得
{
1, α, · · · , αN

}
线性相关.

定理 3.3. 设 k ⊂ E ⊂ K. 若 E/k,K/E 均为有限维的, 则 K/k 也是有限维的, 且

dimkK = dimk E · dimEK.

注记. 特别地，dimk E | dimkK. 因此若 dimkK 是素数，那么 E = K 或 E = k.

证明.

例 3.4. 求 dimQ Q(
√
2,
√
3).

证明.

(1)

(2)

例 3.5. 求 dimQ Q(
3
√
2, ω).

定理 3.6. K/k 是有限维的当且仅当 K/k 是代数的且有限生成的.

命题 3.7. 设 k ⊂ E ⊂ K，则 K/k 代数当且仅当 K/E 且 E/k 代数.

代数闭包

设 K/k 是域扩张，令

E =
{
α ∈ K | α 在k 上代数

}
命题 3.8. E 是 K 的子域.

命题 3.9. 任意 u ∈ K\E，u 在 E 上超越.

定义 3.10. 称 E 为 k 在 K 中的代数闭包.

定义 3.11. 域 k 称为代数封闭的，如果任意代数扩张 E/k，有 E ' k.

延拓同态
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4 分裂域

定义与例子

定义 4.1. 称域扩张 E/k 是 f(x) ∈ k[x] 的分裂域如果

(1) f(x) 在 E 上分裂, 即在 E[x] 中,

f(x) = c(x− α1) · · · (x− αn), αi ∈ E

(2) E = k(α1, · · · , αn)

注记. αi 在 k 上代数 =⇒ E/k 时有限生成的代数扩张 =⇒ dimk E <∞

注记. 存在性问题. 对任意 f(x) ∈ k[x]，存在域扩张 k ↪→ K 使得 f(x) 在 K 上分裂.
假设 f(x) 在 k[x] 中有一个二次的不可约因子 f1(x)（假设没有，那么 f(x) 已经在 k 上分裂）

. 设 f(x) = f1(x)f̃(x)

记 K1

例 4.2. 设 f(x) ∈ Q[x]，在 C[x] 中有 f(x) = (x− z1) · · · (x− zn)，取 E = Q(z1, · · · , z)n ⊂ C，则
E/Q 是 f(x) ∈ Q[x] 的分裂域.

例 4.3. 求 x3 − 2 ∈ Q[x] 的分裂域.

例 4.4. 求 (x2 − 2)(x2 − 3) ∈ Q[x] 的分裂域.

例 4.5. 求 x2 + x+ 1̄ ∈ F2[x] 的分裂域.

解.

例 4.6. 求 x2 + 1̄ ∈ F3[x] 的分裂域.

延拓定理与例子

定理 4.7. 给定域同构 σ : k → k′，取 E/k 是 f(x) 的分裂与，E′/k′ 是 σ(f) 的分裂域，则 σ 可延

拓为域同构 δ : E → E′，这样的 δ 至多有 dimk E = dimk′ E
′ 个.

例 4.8. x3 − 2 ∈ Q[x], 令 E = Q(
3
√
2, ω), Q ↪→ E, 要算 Aut(E/Q) = Aut(E) 一般这里不是等号.

解. |Aut(E)| ⩽ 6.

例 4.9. F4

重根

定义 4.10. 0 6= f(x) ∈ k[x] 有重根, 若存在某一个 E/k, 某个 a ∈ E, 使得

(x− a)2 | f(x)inE[x].

反之称为无重根.
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例 4.11. (x2 + 1)2 ∈ R[x] 有重根.

注记. 这个定义不好因为一般无法验证.

引入形式微分

f(x) = anx
n + · · · a1x+ a0 ∈ k[x]

定义形式微分

f ′(x) = (nan)x
n−1 + · · ·+ (2a2)x+ a1 ∈ k[x]

例 4.12. xp ∈ Fp. 它的形式微商是 0.

注记. 特征零的时候次数是 n− 1, 特征 p 的时候可能会小于 n− 1.

可验证,Lebniz 法则
(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).

引理 4.13. f(x) ∈ k[x] 无重根当且仅当 gcd(f(x), f ′(x)) = 1

证明. =⇒ 否则,gcd(f, f ′) = g(x),deg g ⩾ 1. 取域扩张 k ↪→ K 使得 g 在 K 上成立.

定义 4.14. 0 6= f(x) ∈ k[x] 称为 k 上可分的, 若 f(x) 的不可约因子均无重根.

定理 4.15. f(x) ∈ k[x], 取 k ↪→ E 为 f(x) 的分裂域.
f(x) 在 k 上可分当且仅当 |Aut(E/k)| = dimk E.

证明.
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5 有限域

• charE = p

• Fp ↪→ E

– E/Fp 是域扩张.

– E 成为 Fp-线性空间.

• 设 dimFp
E = n,E ∼= Fnp=⇒|E| = pn.

定义 5.1. σ : E → E, a 7→ ap, 断言 σ 是环同构.Frobenius 自同构.

注记. σ(n) = n,p | (np − n).

5.1 单位群

我们需要群论中的以下结果

引理 5.2. 任意 a ∈ E×, 都有
ap

n−1 = 1.

推论 5.3. 任意 a ∈ E, 都满足方程
xp

n

− x = 0.

定理 5.4. 对任意 n ⩾ 1, 存在且唯一存在 pn 元域, 记作 Fpn .

证明.

• 至多唯一性. 假设 E 存在, 断言 E/Fp 是 xp
n

− x ∈ Fp[x] 的分裂域.

– 由推论5.3,E 中元素都是 xp
n

− x 的根. 由于 E 恰有 pn 个元素, 所以 E 正好是 xp
n

− x
的所有根的集合, 从而 xp

n

− x 在 E 上分裂.

– 第二条是显然的.

由分裂域的唯一性知 E 存在则唯一.

• 存在性. 取 E 为 xp
n

− x ∈ Fp[x] 的分裂域, 考虑

K =
{
a ∈ E

∣∣apn − a = 0
}
⊂ E.

– K 是子域.

– E = Fp(K) = K.

– xp
n

− x 无重根 =⇒|E| = pn.
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命题 5.5.
xp

n

− x =
∏
d|n

∏
首一d次不可约

f(x)

是 xp
n

− x 在 Fp[x] 中的不可约分解.

证明.

5.2 分类子域

设 |E| = pn, 则

• K ⊂ E 是子域 =⇒ |K| = pd, d | n.

• 对任意 d | n, 存在唯一子域 K ⊂ E 使得 |K| = pd.

证明.

• Fp ⊂ K ⊂ E, 由维数公式得 d | n.

•

5.3 E/Fp 是单扩张

设 n = qn1
1 · · · qns

s , 其中 qi 是素数.

• E 恰有 s 个极大真子域 Ki, 其中 |Ki| = p
n
qi .

•
s⋃
i=1

Ki 6= E.

– 即使将 Ki 中的元素单独计数,
s∑
i=1

p
n
qi ⩽ s · pn

2 < pn.

• 因此存在 u ∈ E, 它不在任意的 Ki 里.

• Fp(u) = E,E/Fp 是单扩张！

• u 的最小多项式 f 的次数为 n.

• 断言, 任意 1 ⩽ i ⩽ n− 1,σi(u) 6= u.

– 首先,σn(u) = up
n

= u. 所以存在最小的正整数 d, 使得 σd(u) = u.

– 断言 d | n.

∗ n = dm+ d′,d′ < d.σn = σd
′
◦ (σd)q

′

∗ u = σn(u) = σd
′
(u), 与 d 的最小性矛盾.

– u 落在 pd 阶子域里, 但 Fp(u) = E, 所以 d = n.

• σi(u) 6= σj(u), 任意 1 ⩽ i 6= j ⩽ n− 1.
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• f(x) =
n−1∏
i=0

(x− σi(u))

– f(u) = 0 =⇒ f(σi(u)) = 0.
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6 分圆域

• n 次单位根,ζn = 1.

– ζ 当然是多项式 xn − 1 的根, 但对一般域来说无法断言它是否有 1 之外的非平凡单位根.

– 如果 ζ 是 n 次单位根, 那么对于任意正整数 k,ζk 也是 n 次单位根. 但不知道通过这种方
式能得到多少新的 n 次单位根, 甚至有可能得不到新的 n 次单位根.

– C 中 n 次单位根都形如 e2πik/n, k = 0, 1, 2, · · · , n− 1.

– C 中 xn − 1 =
∏
ζn=1

(x− ζ).

• 单位根的阶：使得 ζn = 1 成立的最小正整数 n. 此时称 ζ 为 n 次本原单位根.

– 设 ζ 是 n 次本原单位根, 则 ζ0, ζ1, ζ2, · · · , ζn−1 都是 n 次单位根且两两不同.

∗ 都是 n 次本原单位根显然.
∗ 设 ζr = ζs, 其中 0 ⩽ r < s ⩽ n− 1. 那么 ζs−r = 1, 其中 s− r ⩽ n− 1, 这与 ζ 是 n

次本原单位根矛盾.

– C 中对任意 n 都存在 n 次本原单位根, 而不管 n 是素数还是合数.

– 上上条是说, 只要存在 n 次本原单位根, 便可以由它生成全部的 n 次单位根.

– 对于 n 次单位根的全体, 它显然是群. 但不太清楚它的结构.

– 如果存在 n 次本原单位根, 群是循环群, 本原单位根是生成元.

– 设 ζ 是 n 次本原单位根, 则 ζm 也是 n 次本原单位根当且仅当 (m,n) = 1.

∗ =⇒ 设 m = dr, n = ds, 则 (ζm)s = (ζn)r = 1, 这与 ζm 是 n 次本原单位根矛盾.
∗ ⇐= 设 ζm 不是 n 次本原单位根, 则存在 1 ⩽ d ⩽ n − 1 使得 ζmd = 1, 从而 n | md.
因为 (m,n) = 1, 所以 n | d, 这与 1 ⩽ d ⩽ n− 1 矛盾.

• 如果域特征为 p, 那么 p 次单位根只有 1 自己.

– ωp − 1 = ωp − 1p = (ω − 1)p = 0 =⇒ ω = 1.
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群论

1 群

定义 1.1. 设 G 是一个集合, · 是其上的一个二元运算. 称 (G, · ) 是半群，如果

g1 · (g2 · g3) = (g1 · g2) · g3, ∀ g1, g2, g3 ∈ G.

定义 1.2. 设 G 是半群，称 G 是含幺半群，如果存在 e ∈ G，满足 e · g = g · e = e, ∀ g ∈ G.

命题 1.3. 上述定义中满足条件的 e 是唯一的，称作 G 的幺元.

定义 1.4. 设 G 是含幺半群，称 G 是群，如果对任意 g ∈ G，存在 h ∈ G，使得 g · h = h · g = e.

命题 1.5. 上述定义中满足定义的 h 是唯一的，称作 g 的逆元，记作 g−1.

练习 1.6. 设 G 是群, g, h ∈ G. 求 (gh)−1, e−1, (g−1)−1.

例 1.7.

R R 的加法群 R 的单位群 R 的自同构群

Z (Z,+) {±1} {Id}
Zn (Zn,+)

{
m̄
∣∣ gcd(m,n) = 1

}
{Id}

Z[i] (Z[i],+) {±1,±i} {Id, σ}

例 1.8. 域扩张 K/k

• Aut(K/k) ⩽ Aut(K).

定义 1.9. 设 G,H 是群. 称映射 f : G→ H 是群同态，如果

f(g1g2) = f(g1)f(g2), ∀ g1, g2 ∈ G.

记 G 到 H 的群同态全体为 HomGrp(G,H).

44
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定义 1.10. ∅ 6= H ⊂ G 是子群, 若对任意 a, b ∈ H,

(SG1) a · b ∈ H.

(SG2) a−1 ∈ H =⇒ 1G ∈ H.

记作 H ⩽ G.

• (H, ·) 也是群.

• {1G} ⩽ G,G ⩽ G.
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群的例子

• GLn(C)

• SLn(C) ⩽ GLn(C)

• GLn(R) ⩽ GLn(C)

• SLn(R) ⩽ GLn(R)

• On =
{
A ∈ GLn(R)

∣∣AAT = In
}

• SOn ⩽ On

– P ⊂ Rn,P 的对称群 Σ(P ) =
{
g ∈ On

∣∣g(P ) = P
}
⩽ On.

– g ∈ Σ(P ), 称为 P 的对称.

对称群.X 抽象集合, 置换 σ : X → X 双射.

X 的对称群 S(X) =
{
X上的所有置换

}
.
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2 陪集分解与 Lagrange 定理

• 陪集分解

• Lagrange 定理及其证明

• 元素的阶

– 若 ord(a) = d, 则 an = 1⇐⇒ d | n.

– |G| <∞,a ∈ G, 则 ord(a)
∣∣|G|.

∗ H =
{
1, a, a2, · · · , ad−1

}
是子群！用 Lagrange 定理！

命题 2.1. 设 H ⩽ G, 下列四种关系都是等价关系：

(1) aH = bH

(2) a−1b ∈ H

(3) Ha = Hb

(4) ab−1 ∈ H

且 (1) 与 (2) 诱导的等价关系相同,(3) 与 (4) 诱导的等价关系相同.

证明. 容易验证它们四个都是等价关系. 只证 (1)⇐⇒ (2),(3)⇐⇒ (4) 同理.

• 设 a−1b ∈ H, 即存在 h ∈ H 使得 a−1b = h.

– 任取 ah′ ∈ aH, 由于 a = bh−1, 所以 ah′ = bh−1h′ ∈ bH, 从而 aH ⊂ bH.

– 任取 bh′ ∈ aH, 由于 b = ah, 所以 bh′ = ahh′ ∈ aH, 从而 bH ⊂ aH.

• 设 aH = bH. 则存在 h, h′ ∈ H 使得 ah = bh′, 从而 a−1b = hh′−1 ∈ H.

定义 2.2. 称 G =
⊔
a∈I

Ha 为 G 关于子群 H 的右陪集分解.

注记. Ha 一般不是子群, 但我们将要看到,H 的共轭 aHa−1 是子群！

命题 2.3. |Ha| = |H|.

定理 2.4 (Lagrange 定理). 设 G 是有限群,H ⩽ G, 则 |G| = [G : H] · |H|.

定义 2.5. a ∈ G 的阶 ord(a), 最小的 d > 0 使得 ad = 1.

事实. 若 |G| <∞, 则 a ∈ G,ord(a) <∞.

事实. 若 a ∈ G 有 ord(a) = d < +∞, 则 an = 1G ⇐⇒ d | n.

命题 2.6. |G| <∞,a ∈ G. 则 ord(a)
∣∣|G|.

证明. H =
{
1, a, · · · , ad−a

}
是 G 的子群而且两两不同.
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例 2.7 (Fermat 小定理). 设 p 是素数, 考虑 F×
p ,ap−1 ≡ 1 mod p.

例 2.8. U(Z8) = {1̄, 3̄, 5̄, 7̄}.
1̄ 3̄ 5̄ 7̄

ord 1 2 2 2

例 2.9. (Z4,+) 加法群.

定义 2.10. f : G→ G′ 称为群同态若 f(a · b) = f(a) · f(b)

注记. 蛮神奇的嗷, 群同态只需要保持群乘法, 自然推出保持逆
但是拓扑群就要求群乘法是连续的, 逆是连续的.

定义 2.11. 称 f : G→ G′ 是群同构, 如果 f 是群同态且是双射.

事实. 若 f : G→ G′ 同构,a ∈ G, 则 ord(a) = ord f(a).

推论 2.12. U(Z8) 6' Z4.

例 2.13. • H ⩽ G, 嵌入映射是同态.

• G,K 是群, 直积 G×K =
{
(g, h)

∣∣g ∈ G,h ∈ H},(g, h) · (g′, h′) := (g · g′, h · h′).

例 2.14. 设 µ2 = {1,−1}, 乘法群.
Klein 四元群 V4 = µ2 × µ2.



CHAPTER 3. 群论 49

3 循环群

• U(Z8).

• Z4.

• 群同态.

• 设 f : G→ G′ 是群同构, 则 ord(a) = ord(f(a)).

– 元素的阶是群同构不变量！

• 群的直积.

• µ2 × µ2

• 循环群.

• 本质上循环群只有 Z 和 Zn.

设 X ⊂ G, 记 (X) 为 G 中包含 X 的最小子群.
称 X ⊂ G 为 G 的生成元集, 若 (X) = G.

定义 3.1. 群 G 称为循环群, 若存在 a ∈ G, 使得 (a) = G.

命题 3.2. 设 G 为循环群, 则 G 同构于 Z 或 Zn.

证明.

命题 3.3. 设 G(a) 是循环群.

(1) 若 |G| = +∞, 则

• G 的生成元只有 a 和 a−1.

• G 的子群

– {1G}
– (ad) =

{
· · · , a−d, 1G, ad, · · ·

}
• ad 同构于 G.

(2) 若 |G| = n

• G 恰有 φ(n) 个生成元
{
ak
∣∣ gcd(k, n) = 1

}
• 任意 d | n, 存在且唯一存在 d 阶子群 Hd = (aP

n

d
) ⩽ G =

{
1, a

n
d , a

2n
d , · · ·

}
注记. 循环群对任意因子有子群且唯一, 其他不一定哦.

命题 3.4. |G| = n <∞, 则 G 循环 ⇐⇒G 含有 n 阶元.

• K4 不是循环群.

• µ2 × µ3 ' µ6
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– 容易验证 ord(−1, ω) = 6.

• Z2 × Z3 ' Z6.

– 跟中国剩余定理有什么关系？

• p 是素数,|G| = p=⇒G 是循环群.

定理 3.5. 设 |G| = n <∞, 则 G 是循环群当且仅当对任意 d | n, 至多存在一个 d 阶子群.

证明. 任意 d | n, 考虑 Sd =
{
g ∈ G

∣∣ ord(g) = d
}

, 要证 Sn 非空.
若 Sd 6= ∅,存在 G中 d阶子群 Hd.Sd ⊂ Hd 这个包含关系用到了至多唯一性.所以 |Sd| ⩽ φ(d).

n = |G| =
∑
d|n

⩽
∑
d|n

φ(d) = n

定理 3.6. k 域.G ⩽ k× 有限子群, 则 G 循环群.

定理 3.7.

例 3.8. F9 = F3[x]/(x
2 + 1̄).

例 3.9. C× 的有限子群
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4 正规子群与商群

定义 4.1. 设 G 是群, 称 N ⩽ G 为正规子群, 如果对任意 a ∈ G, 成立 aN = Na. 记作 N / G.

• N / G⇐⇒ N = aNa−1 ⇐⇒ aN = Na.

• 当 N / G,ab−1 ∈ N ⇐⇒ a−1b ∈ N .

事实. 任意同态 f : G→ H, 则 ker f / G.

命题 4.2.

例 4.3. F2 = {0̄, 1̄}

GL2(F2) =

{(
a b

c d

)∣∣ad− bc 6= 0̄

}
= SL2(F2)

注记. 为什么考虑 F2, 因为希望得到有限群.

例 4.4. det : GLn(C)→ C×

核 SLn(C) / GLn(C).

定义 4.5. 设 N / G, 定义商群 G/N =
{
aN
∣∣a ∈ G}, 乘法为 ā · b̄ = ab.

• 良定性. 即证 a−1a′ ∈ N 且 b−1b′ ∈ N =⇒ (ab)−1a′b′ ∈ N .

(ab)−1a′b′ = b−1a−1a′b′ = b−1nb′ = b−1b′n′ ∈ N .

• 其余三条都继承自群 G.

命题 4.6 (群同态基本定理).

事实. 设 N / G, 设 f : G→ H 同态满足 N ⊂ ker(f). 则：存在唯一同态 G/N → H 使得下图交换

G G/N

H

定理 4.7. 设 N / G,H ⩽ G, 则

(1) (H ∩N) / H,N / NH；

(2) 且
H

N ∩H
' NH

N
.
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5 Zappa–Szép 积、半直积与直积

Zappa–Szép 积
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半直积

• 给定两个群 N,H, 给定群同态 ϕ : H → Aut(N), 我们能构造半直积 N ⋊φ H

– 作为集合,N ⋊φ H 是 N ×H.

– 记 N ′ = {(n, eH) | n ∈ N}, 容易验证 N ′ 是 N ⋊φ H 的正规子群

– 记 H ′ = {(eN , h) | h ∈ H}, 容易验证 H ′ 是 N ⋊φ H 的子群

• 给定群 G,N /G,H < G,G = NH,H ∩N = {e}.令 ϕ : H → Aut(N), h 7→ ch,则 G ∼= N ⋊φH.
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直积

• 群的直积是从两个给定的群构造一个新的群的操作. 记作 G×H.

• (g1, h1) · (g2, h2) = (g1 · g2, h1 · h2).

• 危险言论：Abel 群的情形下, 群的直积也叫直和.

• 设 G 和 H 是群, 令 P = G×H, 考虑 P 的如下两个子集：

G′ = {(g, 1) : g ∈ G} H ′ = {(1, h) : h ∈ H} .

这两个群实际上都是 P 的子群, 前者同构于 G, 后者同构于 H. 如果我们把它们分别视作 G 和

H, 那么我们可以认为直积 P 包含最初的群 G 和 H 作为子群.

P 的这些子群有如下三条性质：

–

咳咳

• 给定一列群, 这些群的直和或直积, 都是可以理解的

• 然后, 如果说一个群是两个群的直和或直积, 理解为该群同构于这两个群的直和或直积.

• 这等价于是说, 该群以这两个群为子群, 并且二者都是正规子群, 交集为单位, 能生成整个群.
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6 群的直和
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7 对称群

X 集合,S(X) 是 X 的对称群.

命题 7.1. 若存在双射 δ : X → Y , 则存在群同构 Φ : S(X)→ S(Y ).

例 7.2. S4

• 14,Id

• 1221,n(n− 1)

2
= 6 个,(12), (13), (14), (23), (24), (34)

• 1131,n(n− 1)(n− 2)

3
= 8 个,(123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243)

• 22,(12)(34),(13)(24),(14)(23).

• 41,(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432).

例 7.3. S3 ↪→ S4 不是正规子群. 对共轭不封闭.

例 7.4.

引理 7.5. 任意 σ ∈ Sn 均可写成对换之积.

证明.

引理 7.6. Sn 可由 (12), (23), · · · , (n− 1, n) 生成.

Sn 可自然嵌入到 GLn(R) 中. 任取 σ ∈ Sn, 则它诱导了置换方阵

Pσ : Rn → Rn, ei 7→ eσ(i)

容易验证

ϕ : Sn ↪→ GLn(R), σ 7→ Pσ

是群同态. 进而考虑
Sn ↪→ GLn(R)

det↠ R∗,

即

sign : Sn ↠ {±1} , (ij) 7→ −1.

综上,sign(σ) = −1⇐⇒σ 可以写成奇数个对换之积；sign(σ) = 1⇐⇒σ 可以写成偶数个对换之积.
此外, 我们还得到了

An := ker sign =
{
偶置换全体

}
/ Sn.

因为 Sn/An = {±1}, 所以 |An| =
n!

2
. 称 A 为交错群. 这意味着我们总能得到 Sn 的一个指数为 2

的正规子群. 事实上, 当 n ⩾ 5 时,An 是 Sn 的唯一非平凡正规子群！
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例 7.7. A3 / S3.

• S3 由恒等、对换和三轮换组成, 按定义 A3 是恒等和三轮换 {Id, (123), (132)}.

• 由 Lagrange 定理,S3 的子群只有 2 阶和 3 阶循环群, 对应着 S3 的三阶元和二阶元, 因此 S3

的三阶子群只有 A3.

• 容易验证 S3 的三个二阶子群都对共轭类不封闭, 在 Sn 中同型的元素互相共轭.

• 可画出 S3 的子群格.

例 7.8. 求 S4 所有正规子群.

• Lagrange 定理作为成为子群的必要条件.

• 对共轭类封闭作为成为正规子群的必要条件.

• S4 按共轭类可分为 24 = 1 + 6 + 8 + 3 + 6 共 5 类.

• 由于全体对换生成 Sn, 所以欲找非平凡正规子群, 不可包含对换.

• 已经知道 A4 / S4, 它是所有偶置换, 即恒等、两个对换和三轮换.

• 由 Lagrange 定理,S4 的非平凡正规子群的阶数只能为 12, 8, 6, 4, 3, 2.

•
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8 单群

定理 8.1. 当 n ⩾ 5 时,An 是单群.

证明.

(1) An 由 3− 轮换生成.

An 可以写成偶数个对换之积, 只需要证明两个对换之积可以写成若干个三轮换之积.

注意到 (ijk) = (ik)(ij), 则

(ij)(rs) =

 (isj), r = i, j 6= s

(ij)(jr)(ri)(rs) = (irj)(rsi),

注记. A3 = {Id, (123), (132)} / S3, 在 S3 中 (123) 与 (132) 同型从而共轭, 但它们在 A3 中不

共轭.

(2) 当 n ⩾ 5 时,3− 轮换在 An 中也互相共轭.

任取 (ijk) 和 (i′j′k′). 对于某个 γ ∈ Sn,

γ(ijk)γ−1 = (i′j′k′)

• 若 γ ∈ An, 结束

• 若 γ /∈ An, 取 r 6= s /∈ {i′j′k′}, 则

(rs)γ · (ijk)γ−1(rs)−1

注记. 这是因为 n 足够大, 元素足够多, 回旋的余地比较大.

(3) {Id} 6= N / An, 存在 3-轮换 ∈ N . 不证了.

推论 8.2. 当 n ⩾ 5 时,An 时 Sn 的唯一非平凡正规子群.

例 8.3. |A4| = 12.

• Id

• (12)(34), (13)(24), (14)(23)

问是否存在 σ(12)(34)σ−1 = (13)(24)

• (123) 和 (132). 枚举可以. σ(132)σ−1 = (123)

注记. 后面将讲到共轭类的大小将整除群的阶.

– (123), (142), (134), (243)

– (132), (124), (143), (234)

因此 12 = 1 + 3 + 4 + 4

注记. 无六阶子群, 因为它指数是 2, 因此一定正规, 因此是共轭类的并, 但加不出 6.
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9 群作用

定义与例子

定义 9.1. 设 G 是群,X 是集合, 那么 G 在 X 上的一个左作用是指一个映射

ψ : G×X −→ X,

(g, x) 7−→ g · x

满足

(1) 1G · x = x；

(2) h · (g · x) = (hg) · x.

记作 G↷X, 称 (X,ψ) 为 G-集.

由定义可以推出,ψ(g, ·) 是 X 上的一个双射, 其逆映射为 ψ(g−1, ·).
因此, 我们可以将群作用等价地定义为从给定的群 G 到 X 的置换群 S(X) 的一个群同态. 这两

种观点各有各的好处.
当 X 上还有结构时, 我们将群作用定义为从群 G 到 X 的自同构群 Aut(X) 的一个群同态.

例 9.2. S(X)↷X,(σ, x) 7→ σ(x).

例 9.3. 设 V 是 n 维 F-线性空间, 则 Aut(V ) ' GL(n,F)↷V .

例 9.4. 设 X 是拓扑空间, 则 Aut(X)↷X, 其中 Aut(X) 是 X 的自同胚.

例 9.5. 设 D 是单位开圆盘, 则 Aut(D)↷D, 其中 Aut(D) 是 D 上的全纯自同构.

轨道与稳定化子

考虑群作用, 就应该考虑它的轨道和稳定化子, 这应该成为本能.

定义 9.6. 设 G↷X,x ∈ X, 定义 x 的 G-轨道

Ox =
{
g · x

∣∣g ∈ G} .
可以在 X 上定义一个等价关系,x ' y ⇐⇒ ∃ g ∈ G s.t. y = g · x. 容易看出 x 所在的等价类就是

x 的 G-轨道.
X 有 G-轨道分解

X =
⊔
x∈I

Ox,

其中 I 是轨道的完全代表元系.

定义 9.7. 称 G↷X 为可迁的, 若对任意的 x, y ∈ X, 存在 g ∈ G 使得 y = g · x.

我们总可以假定 G↷X 是可迁的, 若不然, 考虑 Ox, 则 G↷Ox 便是可迁的. 这有点拓扑里面总
可以假定覆叠空间 X̃ 和底空间 X 都是道路连通那味, 若不然, 可取道路连通分支.
上面这种观察是将其看成“群作用”而不是“置换表示”的好处.
不同轨道之间确实是毫无联系的, 就好像拓扑中不同道路连通分支的覆叠可以完全不同一样. 给

定 G↷X 和 G↷Y , 其中 X 和 Y 毫不相关, 自然地就有 G↷(X t Y ).
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定义 9.8. 设 G↷X,x ∈ X, 定义 x 的稳定化子

Gx =
{
g ∈ G

∣∣g · x = x
}
.

容易验证 Gx ⩽ G.

引理 9.9. 若 x = hy, 即 x 与 y 在同一轨道中, 则 Gx = hGyh
−1.

这有点拓扑中在同一个道路连通分支里面以不同点为基点的基本群互相共轭那味了.

例 9.10. 设 H ⩽ G, 考虑左陪集 G/H =
{
aH
∣∣a ∈ G}.

当 H 不是正规子群时 G/H 上无群结构, 但 G 自然作用到 G/H 上,

g · aH 7−→ (ga)H,

称为左诱导作用.

• 可迁.aH = a ·H.

• GH =
{
g ∈ G

∣∣gH = H
}
= H.

GaH = aHa−1.

若取 H = {1G}, 则 G/H 就是 G, 即 G↷G, 称为左正则作用. 此时稳定化子是平凡的.

例 9.11. S↷
n n = {1, 2, · · · , n}.

• 可迁.

• n 的稳定化子：Sn−1.

1 的稳定化子：(1n)Sn−1(1n)
−1.

例 9.12. K/k, 研究 Aut(K/k) =
{
σ ∈ Aut(K)

∣∣σ(λ) = λ, ∀λ ∈ k
}

.
取 f(x) ∈ k[x], 考虑 RootK(f) =

{
u ∈ K

∣∣f(u) = 0K
}

,
断言 Aut(K/k)↷RootK(f).

设 f(x) ∈ k[x],k ⊂ E 是 f(x) 的分裂域.
Aut(E/k)↷RootE(f) = {u1, · · · , un}
从而 Aut(E/k) ↪→ Sn

例 9.13. GL2(F2) =

{(
a b

c d

)
| a, b, c, d ∈ F2, ad− bc = 1̄

}
.

记 V = F2
2, 则 |V | = 4.

|GL2(F2)| = 6. 因为第一列只有三种选择 (1̄, 0̄)T , (0̄, 1̄)T , (1̄, 1̄)T , 即 V \
{
(0̄, 0̄)T

}
, 第二行为了

与第一行不平行只有两种选择.（用同样的方法我们可数出 |GL2(F3)| = 8× 6 = 48）

GL2(F2)
↷V . 易知 (0̄, 0̄) 自己是一个轨道, 因此 GL2(F2)

↷V × := V \
{
(0̄, 0̄)T

}
.

所以 GL2(F2) −→ S(V ×) ' S3, 易知是单射, 从而 GL2(F2) ' S3.
第十二周暨第十次作业 Ex2.6 要求你把 GL2(F2)

↷V 具体写出来.
GL2(F2) 中的二阶元是 (

1 0

1 1

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
1 1

0 1

)
.
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GL2(F2) 中的三阶元是 (
0 1

1 1

)
,

(
1 1

1 0

)
.

• 三阶元平方后得到另一个三阶元

• 一个二阶元跟另外两个二阶元作用分别得到两个三阶元

• 交换两个相乘的二阶元的位置得到另一个三阶元

例 9.14. G↷G 共轭作用

g.x = gxg−1

定理 9.15. G↷X,x ∈ X, 则有双射

G/Gx → Ox, aGx 7→ ax

当 |G| <∞ 时, 轨道-稳定化子公式
|Gx| · |Ox| = |G| ⇒

证明.

• 良定.

• 满.

• 单.

定义 9.16. 称 G↷X 平凡的, 若 ∀ g ∈ G, x ∈ X, 成立 gx = x.

• Gx = G.

• ρ : G→ S(X) 是平凡同态.

例 9.17. G↷, 不动点集 XG =
{
x ∈ X

∣∣gx = x, ∀ g ∈ G
}

若它不空,G↷XG 是平凡的.

例 9.18. 共轭作用.
G↷G = G, g.x = gxg−1

• x ∈ X, 轨道, 记为 Cx =
{
gxg−1

∣∣g ∈ G}.

• 共轭类.CX

• x 的中心化子 Z(x) =
{
g ∈ G

∣∣gx = x
}

.

• 重要.|CX ||Z(x)| = |G|

定义 9.19. 设 p 为素数,G 称为 p− 群, 若 |G| = pn.

例 9.20. 若 |G| = p, 则 G ∼=p 阶循环群.

命题 9.21. p2 阶群是 Abel 群, 且同构于 Zp 或 Zp × Zp.

证明.
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10 Sylow 定理

• 对于初学者来说, 知道定义, 知道例子, 会算例子, 其中的技巧性不要追究.

定义 10.1. |G| = prm,p ∤ m. 子群 P ⩽ G 称为 Sylowp-子群, 若 |P | = pr.

• [G : P ] = m.

• 为什么关心 Sylowp 子群

定理 10.2 (Sylow,1872). 设 |G| = prm,p ∤ m, 则

(1) 总存在 Sylowp-子群.

(2) Sylowp-子群之间相互共轭.

(3) 个数是 m 的因子, 形如 kp+ 1.

(4) 任何 p-子群 B ⩽ G, 总存在 Sylowp 子群 P ⩽ G 使得 B ⩽ P .

• p 群可以理解为群的局部.

• 证明可以先忽略不计. 看 S4 的子群.

• 某种意义上说,Sylow 定理将一般的群归结为 p 群.



CHAPTER 3. 群论 63

11 群的表现

引理 11.1. 约化是唯一的.

定义 11.2. 集合 X 上的自由群

F (X) =
{
所有以X ∪X−1为字母的既约字

}
乘法：连接 + 约化

定义 11.3. 群 G 的有限表现, 是指

G =
〈
x1, · · · , xn

∣∣r1, r2, · · · , rm〉 ,
其中 xi 称为生成元,ri ∈ F (x1, · · · , xn) 称为关系.
它的实际数学含义是 F (x1, · · · , xn)/N(r1, · · · , rm), 其中 N(r1, · · · , rn) 是包含 r1, · · · , rm 的最

小正规子群.

命题 11.4. 设 G =
〈
x1, · · · , xn

∣∣r1, · · · , rm〉,H 群, 映射 θ : {x1, · · · , xn} → H, 则 θ 可延拓为群同

态 G
θ̃

→ H 当且仅当 θ(x1), · · · , θ(xn) 中满足关系 ri.

注记.

•

例 11.5. µn =
{
z ∈ C∗∣∣zn = 1

}
=
{
1, ω, · · · , ωn−1

}
, ω = e 2πi

n

νn '
〈
g
∣∣gn = 1

〉
= F ({g})/N(gn).

例 11.6. S3 '
〈
a, b
∣∣a2 = 1 = b2, (ab)3 = 1

〉
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12 有限生成 Abel 群

群论的主要难度在于它的非交换性, 并不是每个子群都是正规子群.
本质上本节内容属于模论, 而不是群论.

记号.

非 Abel 群 Abel 群
运算 ab a+ b

幺元 1 0

逆元 a−1 −a
幂次 an na

例 12.1. Abel 群的例子：Z,Zn,Zn.

定义 12.2. 设 A 为 Abel 群,

(1) 称 A 是有限生成 Abel 群, 如果存在有限集 S = {s1, s2, · · · sn} ⊂ A 在加法下生成 A, 即对任
意的 a ∈ A, 存在 λ1, λ2, · · · , λn ∈ Z 使得 a = λ1s1 + λ2s2 + · · ·λnsn. 称 S 为 A 的生成集.

(2) 若 S 还是 Z-线性无关的, 则称 S 为 A 的有限基, 此时称 A 为有限生成自由 Abel 群.

注记. 我们将会研究有限基之间的变换关系, 以及基的个数的问题.

命题 12.3. 设 A 为 Abel 群, 则 A 存在有限基 S ⇐⇒ 存在 n ∈ N 使得 A ' Zn.

注记. 证明是显然的. 问题是, 对于 n 6= m, 是否有 Zn ' Zm？

有限生成 Abel 群, 相较有限生成自由 Abel 群, 只不过是生成元之间会有一些关系, 从而 Zn 到
A 的映射不再是单射. 类似上一个命题, 我们有

命题 12.4. 设 A 为有限生成 Abel 群, 则存在 n ∈ N 和 K ⩽ Zn 使得 A ' Zn/K.

所以分类有限生成 Abel 群的问题转化为分类 Zn 的子群的问题. 对于 Zn 的子群, 我们知道

命题 12.5. 设 K ⩽ Zn, 则 K 是有限生成的.

证明.

(1) 当 n = 1 时, 设 K ⩽ Z, 则 K = {0} 或 K = dZ, 其中 d ⩾ 1.

(2) 当 n = 2 时, 设 K ⩽ Z⊕ Z. 取 e1 = (1, 0), e2(0, 1), 记 Ze1 = Z⊕ {0} ,Ze2 = {0} ⊕ Z.

K ∩ Ze1 ⩽ Ze1 ' Z1, 由 n = 1 的情况知 K ∩ Ze1 是有限生成的.
K

K ∩ Ze1
' K + Ze1

Ze1
⩽ Z⊕ Z

Ze1
' Z1, 由 n = 1 的情况知

K

K ∩ Ze1
是有限生成的.

由引理知 K 是有限生成的.

注记. 该证明本质上用到 Z 作为环是一个诺特环.
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注记. 后面还要证明 K ⩽ Zn 实际上是自由的.

引理 12.6. 设 G 是群,N / G, 若 N 和 G/N 都是有限生成的, 则 G 也是有限生成的.

证明. 设 U = {u1, u2, · · · , ur} 有限生成 N ,V = {v̄1, v̄2, · · · , v̄s} 有限生成 G/N .
设 ϕ : G↠ G/N 是自然同态. 任取 vi ∈ G 使得 ϕ(vi) = v̄i,1 ⩽ i ⩽ s.
断言 {u1, · · · , ur, v1, · · · , vs} 是 G 的生成集.
任取 g ∈ G,ϕ(g) = v̄ϵ1i1 · · · v̄

ϵn
in

, 其中 ε ∈ {1,−1},1 ⩽ ij ⩽ s,1 ⩽ j ⩽ n,n ∈ N.
所以存在 n ∈ N 使得 g = nvϵ1i1 · · · v

ϵn
in

= uδ1j1 · · ·u
δm
jm
vϵ1i1 · · · v

ϵn
in

.

注记. Z⊕ Z 的子群不一定形如 d1Z⊕ d2Z, 比如由 (1, 1) 生成的子群.

因为 K ⩽ Zn 是有限生成的，所以我们也可以找到某个 Zm 到 K 的满射. 不同的是，因为
K ⩽ Zn，可以视为我们找到了一个从 Zm 到 Zn 的映射 φ，而这个映射 φ 的像是 K. 这样，Zn/K
就被诠释为 φ 的余核. 我们接下来要做的是，找合适的基使得 φ 的矩阵表示足够简单到余核能够很

容易计算出来.
给定矩阵 A ∈ Zn×m，定义 φA : Zm → Zn, v 7→ Av. 事实上，任何群同态 f : Zm → Zn 也都形

如某个 φA. 并且容易看出，矩阵的乘法对应于群同态的复合.

命题 12.7. 设 Zn ∼= Zm, 则 n = m.

证明. AB = In,BA = Im, 取迹知 n = m.

定义 12.8. GLn(Z) :=
{

A ∈ Zn×n | ∃B ∈ Zn×n s.t. AB = BA = I
}

.

命题 12.9. 设 A ∈ Zn×n, 则 A ∈ GLn(Z)⇐⇒ φA : Zn → Zn 是同构.

定义 12.10. 设 A,B ∈ Zn×m, 称 A,B 相抵, 如果存在 P ∈ GLn(Z) 和 Q ∈ GLm(Z) 使得 B = PAQ.

容易看出相抵是 Zn×m 上的等价关系.

命题 12.11. 若 A,B 相抵, 则 cokerφA ' cokerφB.

证明.

定理 12.12 (Smith 标准型). 设 A ∈ Zn×m, 则 A 相抵于

B =


d1

. . .
dr

O


n×m

其中 1 ⩽ d1 | d2 | · · · | dr.

证明.
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13 Abel 群范畴
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2 Galois 对应
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3 根式扩张

定义 3.1. 称 E/k 为 m 型根式扩张如果存在 α 满足 αm = a ∈ k 使得 E = k(α). 称

k = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ En

为根式扩张塔如果 Ei/Ei−1 为根式扩张.

定义 3.2. 称 f(x) ∈ k[x] 为根式可解的如果存在根式扩张塔

k = K0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ En

使得 f(x) 在 En 中分裂.



CHAPTER 4. GALOIS 理论 70

4 Galois 大定理
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定义 4.1. 偏序集

例 4.2. SubG 是偏序集.

定义 4.3. 设 (L,⩽) 是偏序集,a, b ∈ L,

(1) 定义 (a ∨ b) ∈ L 为 a, b 的最小上界, 满足

• a ⩽ (a ∨ b),b ⩽ (a ∨ b)

• 若 a ⩽ c,b ⩽ c, 则 (a ∨ b) ⩽ c

(2) 定义 (a ∧ b) ∈ L 为 a, b 的最小上界, 满足

• a ⩽ (a ∨ b),b ⩽ (a ∨ b)

• 若 a ⩽ c,b ⩽ c, 则 (a ∨ b) ⩽ c

(3) 称 (L,⩽) 为格, 若任意 a, b ∈ L,a ∨ b 及 a ∧ b 都存在.

• 将 a ∨ b 读作“a 并 b”, 将 a ∧ b 读作“a 交 b”, 当 (L,⩽) = (2X ,⊂) 时, 确实就是并与交.

• a ∨ b 和 a ∧ b 都不一定存在, 但二者存在则唯一.

例 4.4. Sub(G) 是格. 设 H,K ⩽ G,

• H ∨G = 由 H ∪K 生成的子群.

• H ∧G = H ∩K.

• 最小上界不平凡！

例 4.5. 设 K/k 为域扩张, 定义

Lat(K/k) =
{
E
∣∣k ⊂ E ⊂ K} .

• E,F 是中间域,E ∨ F = 由 E ∪ F 生成的子域.

• E ∧ F = E ∩ F .

例 4.6. 设 (L,⩽) 为格, 定义反格 (Lop,⩽op)

• Lop = L.

• a ⩽op b := b ⩽ a.

定义 4.7. 设 L,L′ 为格,f : L→ L′ 为双射, 称 f 是一个偏序集同构, 如果 f 和 f−1 都保持序结构.

引理 4.8. 设 L,L′ 为格, 设 f : L→ L′ 为偏序集同构, 则 f 保持 ∨ 和 ∧.

例 4.9. 设 n ⩽ 1, 定义

• Ln =
{
d
∣∣1 ⩽ n, d | n

}
• d ≼ d′ := d | d′.
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断言 (Ln,≼) 是格.

• d1 ∨ d2 = lcm(d1, d2)

• d1 ∧ d2 = gcd(d1, d2)

例 4.10. 取 Cn =
〈
g
∣∣gn = 1

〉
=
{
1, g, · · · , gn−1

}
, 则存在格同构

Sub(Cn)
∼−→ Ln〈

g
n
d

〉
7−→ d

定理 4.11 (Galois 理论的基本定理). 设 K/k 是有限维 Gal 扩张,G = Gal(k/k), 则存在格同构

Sub(G)
∼−→ Lat(K/k)op

H 7−→ KH

推论 4.12. 设 H,U ⩽ G, 则

KH∨U = KH ∩KU ,KH∩U = KH∩UKH ∨KU

第一条平凡, 第二条不平凡

推论 4.13. k ⊂ B,E ⊂ K

Gal(K/B ∨ E) = Gal(K/B) ∩Gal(K/E)

Gal(K/B ∩ E) = Gal(K/B) ∨Gal(K/E)

前者平凡, 后者不平凡

推论 4.14. 设 H ⩽ G, 则 dimKH = [G : H].
这个公式计算起来很有用.

观察,

• G↷Sub(G), σ ·H = σHσ−1.

• H ∈ Sub(G)G ⇐⇒ H / G.

• G↷Lat(K/k), σ · E = σ(E)

• 断言 Galois 对应保持 G− 作用.

推论 4.15. 设 K/k 有限 Galois,k ⊂ E ⊂ K, 则

E/kGalois⇐⇒ Gal(K/E) / G

此时 G/Gal(K/E) ' Gal(E/k).

证明.
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1 第一周

1.
2. 证明：

(1) Map(X
⊔
Y, Z)

∼−→ Map(X,Z)×Map(Y, Z)

(2) Map(Z,X × Y )
∼−→ Map(Z,X)×Map(Z, Y )

(3) Map(X × Y, Z) ∼−→ Map(X,Map(Y, Z))

证明. (1)

F : Map(X
⊔
Y, Z)→ Map(X,Z)×Map(Y, Z)

f 7→ (f
∣∣
X
, f
∣∣
Y
)

• F 是满射. 对任意 g ∈ Map(X,Z), h ∈ Map(Y, Z), 定义

f(a) =

 g(a), a ∈ X

h(a), a ∈ Y

则 F (f) = (g, h).

• F 是单射. 设 (f1
∣∣
X
, f1
∣∣
Y
) = (f2

∣∣
X
, f2
∣∣
Y
), 则 f1

∣∣
X
= f2

∣∣
X
, f1
∣∣
Y
= f2

∣∣
Y

, 则 f1 = f2.

(2)

F : Map(Z,X × Y )→ Map(Z,X)×Map(Z, Y )

f 7→ (g, h)

其中若 f(z) = (x, y), 则定义 g(z) = x, h(z) = y.

• F 是满射. 对于任意的 g ∈ Map(Z,X), h ∈ Map(Z, Y ), 定义 f : Z → X × Y 为 f(z) =

(g(z), h(z)), 按定义显然 F (f) = (g, h).

• F 是单射. 若 (g1, h1) = (g2, h2), 则 g1 = g2, h1 = h2, 则 f1 = f2.

(3)

F : Map(X × Y, Z)→ Map(X,Map(Y, Z))

f 7→ g

其中若 f(x, y) = z, 则定义

g(x) = h : Y → Z

y 7→ z

• F 是满射. 对于任意的 g ∈ Map(X,Map(Y, Z)), 定义 f(x, y) = g(x)(y), 则按定义有
F (f) = g.
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• F 是单射. 若 g1 = g2, 则 g1(x) = g2(x), 则 g1(x)(y) = g2(x)(y), 则 f1(x, y) = f2(x, y).

3. 证明：Zn 上的 + 和 ·
[i] + [j] = [i+ j]

[i] · [j] = [ij]

是良好定义的, 进一步地,(Zn,+, ·) 是环.

证明. 设 i− i′ ≡ 0 mod n, j − j′ ≡ 0 mod n, 则

i+ j − (i′ + j′) = (i− i′) + (j − j′) ≡ 0 mod n

ij − i′j′ = ij − i′j + i′j − i′j′ = j(i− i′) + i′(j − j′) ≡ 0 mod n

因此 + 和 · 是良定的.
Zn 上加法的结合律、交换律, 乘法的结合律, 加法与乘法的左右分配律都继承自 Z, 只验证存在

零元、逆元和幺元.
[0] + [a] = [0 + a] = [a]

[−a] + [a] = [−a+ a] = [0]

[1] · [a] = [1a] = [a]

因此 (Zn,+, ·) 是含幺环.

4. 证明：对任意 m,n ∈ Z,a ∈ R, 成立

ma+ na = (m+ n)a.

证明.

• 当 m,n 中至少一个为 0 时. 不妨设 m = 0, 则

LHS = 0R + na = na = RHS

• 当 m,n 同号时. 不妨设 m,n > 0, 则

LHS = a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
m个

+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n个

= a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
(m+n)个

= RHS

• 当 m,n 异号时.

– 当 |m| = |n| 时. 不妨设 m = −n > 0, 则

LHS = a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
m个

+(−a) + · · ·+ (−a)︸ ︷︷ ︸
(−n)个

= 0R = RHS

– 当 |m| 6= |n| 时. 不妨设 m > −n > 0, 则

LHS = a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
m个

+(−a) + · · ·+ (−a)︸ ︷︷ ︸
(−n)个

= a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
(m+n)个

= RHS
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5. 证明：对任意 n ∈ Z,a ∈ R, 成立
na = (n1R) · a.

证明.

• 当 n = 0 时.
LHS = 0R,RHS = 0R · a = 0R.

• 当 n 6= 0 时. 不妨设 n > 0, 则

RHS = (1R + · · ·+ 1R︸ ︷︷ ︸
n个

) · a = 1R · a+ · · ·+ 1R · a︸ ︷︷ ︸
n个

= a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n个

= LHS
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2 第二周

Ex1.1 给定 R,a, b ∈ R, 证明：
(a+ b)n = an + · · ·+ bn.

证明. 当 n = 1 时, 显然成立.
假设当 n = k 时成立, 证 n = k + 1 时成立.

(a+ b)k+1 = (a+ b)k(a+ b)

= (C0
ka

k + C1
ka

k−1b1 + · · ·+ Crka
k−rbr + · · ·+ Ckk b

k)(a+ b)

= C0
ka

k+1 + (C1
k + C0

k)a
kb+ · · ·+ (Cr+1

k + Crk)a
k−rbr+1 + · · ·+ (Ckk + Ck−1

k )abk + Ckk b
k+1

= C0
k+1a

k+1 + C1
k+1a

kb+ · · ·+ Cr+1
k+1a

k−rbr+1 + · · ·+ Ckk+1ab
k + Ck+1

k+1b
k+1

得证.

Ex1.2 证明：有限环 R 是整环当且仅当 R 是域.

证明. 只证充分性.
设非零元 a 不可逆, 那么对任意的元素 b ∈ R,ab 6= 1R.
定义 R 上的一个变换 σ : R→ R, b 7→ ab. 由上可知 σ 不是满射.
由于 R 是有限环, 则 σ 也不是单射. 因此存在 b1 6= b2 使得 ab1 = ab2.
也就是存在 b1 − b2 6= 0 使得 a(b1 − b2) 6= 0, 这与 R 是整环矛盾！

Ex1.3 证明：Q[
√
−1] 的子域只有 Q 和它本身.

证明. 容易验证 Q 和它本身都是 Q[
√
−1] 的子域.

设 F 是 Q[
√
−1] 的除了 Q 之外的真子域, 那么存在 a+ b

√
−1 ∈ F 且 b 6= 0.

则 a+ b
√
−1− a = b

√
−1 ∈ F, 则 b−1b

√
−1 =

√
−1 ∈ F, 则 Q[

√
−1] ⊂ F, 矛盾.

因此 Q[
√
−1] 的子域只有 Q 和它本身

Ex1.4 分类 Z[
√
−1] 的子环.

解. 容易验证对任意的 n = 0, 1, 2 · · · ,

Sn =
{
a+ bn

√
−1
∣∣a, b ∈ Z

}
都是 Z[

√
−1] 的子环.

当 n = 0 时 Sn 就是 Z. 接下来要说明任意的非 Z 子环 R 一定可以写成 Sn 的形式.
由假设存在 a+ b

√
−1 ∈ R, 其中 b 6= 0. 取出 R 中所有形如 b

√
−1 的元素前方的系数 b, 断言其

中绝对值最小的且大于零的 bmin 一定能够整除其他所有的 b, 否则总能用带余除法构造出更小的 b.
则 R = Sbmin

.
最后要说明当 n 6= m 时,Sn 与 Sm 不同构.
假设 ϕ 是从 Sn 到 Sm 的同构映射. 则易知 ϕ 限制在 Z 上是恒同映射, 则

ϕ(n
√
−1)ϕ(n

√
−1) = ϕ(−n2) = −n2.
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假设 ϕ(n
√
−1) = a+ bm

√
−1, 则有

a2 − b2m2 + 2abm
√
−1 = −n2.

若 bm = 0, 则 ϕ(n
√
−1) = a, 显然 ϕ 不是满射.

若 a = 0, 则 b2m2 = n2, 因为 m 6= n, 则 b2 > 1, 则 ϕ(n
√
−1) = bm, 此时 ϕ 依然不是满射.

所以当 n 6= m 时,Sn 与 Sm 不同构.

Ex1.5 证明：不存在环同态 ϕ : Z8 → Q.

证明. 假设存在环同态 ϕ : Z8 → Q, 则 ϕ([0]) = 0, ϕ([1]) = 1, 但

0 = ϕ([8]) = 8ϕ([1]) = 8

矛盾！因此不存在环同态 ϕ : Z8 → Q.

P64.4

(1) 确定环 Z[
√
−1] 的单位群, 并证明此环为整环但不是域.

(2) 对于环 Z[
√
−3] =

{
a+ b

√
−3
∣∣a, b ∈ Z

}
作同样事情.

证明.

(1) 设 a 6= 0 且 b 6= 0, 易知 a+ b
√
−1 在 C 中的逆为

1

a+ b
√
−1

=
a

a2 + b2
− b

a2 + b2
√
−1

若 a+ b
√
−1 在 Z[

√
−1] 中也可逆, 其逆也只能为 1

a+ b
√
−1

=
a

a2 + b2
− b

a2 + b2
√
−1, 所以我

们只需看
a

a2 + b2
− b

a2 + b2
√
−1 什么时候在 Z[

√
−1] 里.

当 |a| > 1 或 |b| > 1, a

a2 + b2
和

b

a2 + b2
中必有一个绝对值小于 1, 又知 a, b 6= 0, 则不成立.

当 |a| = |b| = 1 时, 同样的论证可知不成立.

在剩下的情形中, 容易验证 ±1,±
√
−1 都可逆.

因此 U(Z[
√
−1]) =

{
±1,±

√
−1
}
6= Z[
√
−1]×, 因此此环不是域.

由于 C 中非零元相乘不为零, 于是在 Z[−1] 中非零元相乘也不为零.

(2) 同 (1) 相同论证可知, 只有 ±1 可逆.

P64.8. 求证 Q[
√
2] =

{
a+ b

√
2
∣∣a, b ∈ Q

}
是实数域 R 的子域.

证明.

• 1 ∈ Q[
√
2]

• (a1 + b1
√
2)± (a2 + b2

√
2) = (a1 ± a2) + (b1 ± b2)

√
2 ∈ Q[

√
2]
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• (a1 + b1
√
2)(a2 + b2

√
2) = a1a2 + 2b1b2 + (a1b2 + a2b1)

√
2 ∈ Q[

√
2]

• 1

a+ b
√
2
=

a

a2 − 2b2
− b

a2 − 2b2

√
2 ∈ Q[

√
2]

P64.9.

(1) 确定 Zm 的全部子环（其中 m 为正整数）；

(2) 确定 Q 和 Q[
√
2] 的全部子域；

(3) 确定 Aut(Q[
√
2]),Aut(Zm).

证明.

(1) 由于我们要求子环含幺, 于是我们高兴地发现 Zm 的子环只有它本身.

(2) 容易证明任何数域都包含有理数域, 有理数域是最小的数域, 有理数域的子域只有它本身.

设 F 是 Q[
√
2] 的除了 Q 之外的真子域, 即 Q ⫋ F ⫋ Q[

√
2], 那么存在 a+ b

√
2 ∈ F 且 b 6= 0.

则 a+ b
√
2− a = b

√
2 ∈ F, 则 b−1b

√
2 =
√
2 ∈ F, 则 Q[

√
2] ⊂ F. 矛盾.

因此 Q[
√
2] 的子域只有 Q 和它本身.

(3) 设 ϕ ∈ Aut(Q[
√
2]), 易知 ϕ 限制在 Q 上为恒同映射.

对于任意的 a+ b
√
2,ϕ(a+ b

√
2) = a+ bϕ(

√
2), 因此我们只需要确定 ϕ(

√
2) 的值.

设 ϕ(
√
2) = x+y

√
2,我们要求对任意的 c+d

√
2存在 a+ b

√
2使得 a+ b(x+y

√
2) = c+d

√
2,

即 a+ bx+ by
√
2 = c+ d

√
2. 易见只要 y 6= 0 便可以满足要求. 因此

Aut(Q[
√
2]) =

{
ϕ(a+ b

√
2) = a+ bϕ(

√
2)
∣∣ϕ(√2) = x+ y

√
2, y 6= 0

}
.

注记. ϕ(
√
2)2 = 2, 所以没多少, 为啥我写了那么多种？？？

Aut(Zm) 中只有恒同映射.

Ex2.1 设 R 为环, 定义双射
θ : X → R

定义

x⊕ x′ = θ−1(θ(x) + θ(x′)),∀x, x′ ∈ X

x · x′ = θ−1 (θ(x)θ(x′)) ,∀x, x′ ∈ X

证 (X,⊕, ·) 为环且 θ 是环同构.

证明.
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(1) • 加法结合律

(x1 ⊕ x2)⊕ x3 = θ−1 (θ(x1) + θ(x2))⊕ x3
= θ−1

(
θ ◦ θ−1(θ(x1) + θ(x2)) + θ(x3)

)
= θ−1 ((θ(x1) + θ(x2)) + θ(x3))

= θ−1 (θ(x1) + θ(x2) + θ(x3))

= x1 ⊕ (x2 ⊕ x3)

• 加法交换律
x⊕ x′ = θ−1(θ(x) + θ(x′)) = θ−1(θ(x′) + θ(x)) = x′ ⊕ x

• 存在零元. 设 θ(x0) = 0R, 则

x0 ⊕ x = θ−1(θ(x0) + θ(x)) = θ−1(0R + θ(x)) = θ−1(θ(x)) = x

• 存在逆元. 对任意 x ∈ X, 设 x′ = θ−1(−θ(x)), 则

x⊕ x′ = θ−1(θ(x) + θ(x′)) = θ−1(θ(x)− θ(x)) = θ−1(0R) = x0

• 乘法结合律.

(x1 · x2) · x3 = θ−1 (θ(x1)θ(x2)) · x3
= θ−1

(
θ ◦ θ−1(θ(x1)θ(x2))θ(x3)

)
= θ−1 ((θ(x1)θ(x2))θ(x3))

= θ−1 (θ(x1)θ(x2)θ(x3))

= x1 · (x2 · x3)

• 存在幺元. 设 θ(x1) = 1R, 则

x1 · x = θ−1(θ(x1)θ(x)) = θ−1(1Rθ(x)) = θ−1(θ(x)) = x

• 左分配律.

x1 · (x2 ⊕ x3) = θ−1(θ(x1)θ(x2 ⊕ x3))

= θ−1(θ(x1)θ(θ
−1(θ(x2) + θ(x3))))

= θ−1(θ(x1)(θ(x2) + θ(x3)))

= θ−1(θ(x1)θ(x2) + θ(x1)θ(x3))

x1 · x2 ⊕ x1 · x3 = θ−1(θ(x1)θ(x2))⊕ θ−1(θ(x1)θ(x3))

= θ−1(θ
(
θ−1(θ(x1)θ(x2))

)
+ θ

(
θ−1(θ(x1)θ(x3))

)
)

= θ−1(θ(x1)θ(x2) + θ(x1)θ(x3))

因此

x1 · (x2 ⊕ x3) = x1 · x2 ⊕ x1 · x3.

• 右分配律. 验证同左分配律.
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(2)

θ(x⊕ x′) = θ(θ−1(θ(x) + θ(x′))) = θ(x) + θ(x′)

θ(x · x′) = θ(θ−1(θ(x)θ(x′))) = θ(x)θ(x′)

Ex2.2 设有环同态 Fp
ψ→ R, 证明

(1) ψ 是单射

(2) 对任意 λ ∈ Fp,a ∈ R, 定义 λa := ψ(λ)a, 证明：R 成为 Fp-线性空间.

(3) |R| = pn, 其中 n 是某个正整数.

证明.

(1) 即证 kerψ = {[0]}. 假设存在非零元 [a] 使得 ψ([a]) = 0R, 由初等数论的知识可知存在正整数
n 使得 an ≡ 1 mod p, 则

0R = ψ([a])n = ψ([a]n) = ψ([1]) = 1R

矛盾.

注记. 域的理想只有 {0} 和自己. 而 Ker 一定是理想. 如果是自己, 那映射是零映射.

(2) 线性空间中的加法就是环中的加法, 性质自动满足, 只验证其余四条.

• 数乘对向量加法的分配律. 任取 λ ∈ Fp,a, b ∈ R,

λ(a+ b) = ψ(λ)(a+ b) = ψ(λ)a+ ψ(λ)b = λa+ λb

• 数乘对标量加法的分配律. 任取 λ1, λ2 ∈ Fp,a ∈ R,

(λ1 + λ2)a = ψ(λ1 + λ2)a = (ψ(λ1) + ψ(λ2))a = ψ(λ1)a+ ψ(λ2)a = λ1a+ λ2a

• 任取 λ1, λ2 ∈ Fp,a ∈ R,

λ1(λ2a) = λ(ψ(λ2)a) = ψ(λ1)(ψ(λ2)a) = (ψ(λ1)ψ(λ2))a = ψ(λ1λ2)a = (λ1λ2)a

• 任取 a ∈ R
[1]a = ψ([1])a = 1Ra = a

(3) 因为 R 是有限环, 则 R 不可能是无限维线性空间. 则 R 必是有限维线性空间, 设 dimR = n,
则 R ∼= (Fp)n, 则 |R| = pn.

Ex2.3（对应定理）给定 I / R, 则存在双射
{
J / R

∣∣J ⊃ I}↔ {L / R/I}{
J / R

∣∣J ⊃ I}↔ {
R/I的理想

}
J 7→ J/I =

{
ā
∣∣a ∈ J}{

x ∈ R
∣∣x̄ ∈ L}←[ L / (R/I)
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证明.

注记. 补证良好定义.

•

给定 J ,J/I =
{
ā
∣∣a ∈ J}. 设 L = J/I, 显然 J ⊂

{
x ∈ R

∣∣x̄ ∈ L}, 只需证
{
x ∈ R

∣∣x̄ ∈ L} ⊂ J .
设存在 b ∈ R\J ∈

{
x ∈ R

∣∣x̄ ∈ L}, 则 b̄ ∈ L =
{
ā
∣∣a ∈ J}, 则 b − a ∈ I, 即存在 c ∈ I 使得

b = a+ c, 但 I ⊂ J , 所以 c ∈ J , 由于 J 是理想对加法封闭, 所以 b ∈ J . 命题得证.

Ex2.4 分类 Zn 的理想.

证明.

注记. 用上一题！
设 [r] ∈ I,r 6= 0. 若 (r, n) = 1, 则由 Bezout 等式知存在 a, b 使得 ar + bn = 1, 则 Zn ⊂ I.
设 (r, n) = t 是 n 的因子, 则由 Bezout 等式知 [t] ∈ I. 断言

I =
{
[0], [t], 2[t], · · · ,

(n
t
− 1
)
[t]
}

是 Zn 的理想. 显然 I 对加法封闭. 对任意 [a] ∈ Zn,[a] · i[t] = [ait] ∈ I. 所以 I 是 Zn 的理想.
对任意 I 是 Zn 的理想, 找到其中非零的最小元 t,I 便可以写为上面这种形式.

Ex2.5 证明：

(1) +, · 定义合理

(2) (Frac(R),+, ·) 是含幺交换环

(3) (Frac(R),+, ·) 是域

证明.

(1)
ay + bx

xy
=
a′y′ + b′x′

x′y′
⇔ ayx′y′ + bxx′y′ = a′y′xy + b′x′xy

ab

xy
=
a′b′

x′y′
⇔ abx′y′ = a′b′xy

当 ax′ = xa′,by′ = yb′ 时, 上两式显然成立, 因此是良定的！

(2) • 加法结合律. (
a

x
+
b

y

)
+
c

z
=
ay + bx

xy
+
c

z
=
ayz + bxz + cxy

xyz
,

a

x
+

(
b

y
+
c

z

)
=
a

x
+
bz + cy

yz
=
ayz + xbz + xcy

xyz
.

• 加法交换律. 显然.

• 存在零元
0R
1R

+
a

x
=

0Rx+ 1Ra

1Rx
=
a

x
.
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• 存在逆元
a

x
+
−a
x

=
ax− ax
x2

=
a− a
x

=
0R
x

=
0R
1R
.

• 乘法结合律. 显然.

• 乘法交换律. 显然.

• 存在幺元.
1R
1R
· a
x
=

1Ra

1Rx
=
a

x

• 分配律
a

x
·
(
b

y
+
c

z

)
=
a

x
· bz + cy

yz
=
abz + acy

xyz

a

x
· b
y
+
a

x
· c
z
=
ab

xy
+
ac

xz
=
abxz + xyac

xyxz
=
abz + yac

xyz

(3) 设
a

x
6= 0R

1R
, 即 a 6= 0R, 容易验证 a

x
· x
a
=
ax

ax
=

1R
1R

.
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3 第三周

Ex1.1 设 R = Z[
√
−3], 证明 2 是不可约元但不是素元.

证明. 设 2 = (a+ b
√
−3)(c+d

√
−3),则 2 = 2̄ = (a− b

√
−3)(c−d

√
−3),则 4 = (a2+3b2)(c2+3d2).

容易讨论出只可能是 a = 1, c = 2, b = d = 0 的组合. 因此 2 是不可约元.
但 2 | 4 = (1 +

√
−3)(1 −

√
−3). 设 (1 +

√
−3) = 2(a + b

√
−3), 则 2a = 1, 2b = 1, 无解. 因此

2 ∤ (1 +
√
−3), 同理可证 2 ∤ (1−

√
−3), 因此 2 不是素元.

P70.2 设 I 是（含幺）交换环 R 中的理想. 求证：集合
√
I =

{
r ∈ R

∣∣∃n ⩾ 1, s.t. rn ∈ I
}

也是环 R 的理想.

证明.

• 任取 a, b ∈ I, 存在 m,n 使得 am, bn ∈ I, 则 (a + b)m+n ∈ I, 这是因为展开式中的每一项要么
a 的指标大于等于 m, 要么 b 的指标大于等于 n, 由 I 对倍乘封闭得到该单项属于 I, 由 I 对加

法封闭得到 (a+ b)m+n ∈ I, 因此 a+ b ∈
√
I.

• 任取 a ∈ I, 存在 m 使得 am ∈ I. 任取 r ∈ R,(ar)m = amrm ∈ I. 因此 ar ∈
√
I.

P71.5 设 I1 和 I2 均是环 R 的理想. 求证：

(1) I1I2 也是环 R 的理想, 并且 I1I2 ⊆ I1 ∩ I2. 问是否一定有 I1I2 = I1 ∩ I2？

(2) I1 + I2 也是环 R 的理想, 并且它恰好是包含 I1 和 I2 的最小理想；

(3) 设 I1 = nZ, I2 = mZ(n,m ⩾ 1)是整数环 Z的两个理想.则 I1I2 = nmZ, I1+I2 = (n,m)Z, I1∩
I2 = [n,m]Z.

证明.

(1)

I1I2 =

{
n∑
j=1

i1ji2j
∣∣i1j ∈ I1, i2j ∈ I2, n ⩾ 1

}
按定义 I1I2 对加法封闭. 任取 i1 ∈ I1, i2 ∈ I2, 则 i1i2 ∈ I1I2. 任取 r ∈ R,i2r ∈ I2,i1i2r ∈ I1I2.

由于 I1I2 对加法封闭, 所以
(

n∑
j=1

i1ji2j

)
r ∈ I1I2.

设 i1 ∈ I1, i2 ∈ I2, 则 i1i2 ∈ I1, i1i2 ∈ I2, 则 i1i2 ∈ I1 ∩ I2, 则 I1I2 ⊂ I1 ∩ I2.

不一定有, 反例在第 (3) 小问.
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(2)

I1 + I2 =
{
i1 + i2

∣∣i1 ∈ I1, i2 ∈ I2}
任取 i11 + i21, i12 + i22 ∈ I1 + I2, 则 (i11 + i21) + (i12 + i22) = (i11 + i12) + (i21 + i22) ∈ I1 + I2.

任取 i1 + i2 ∈ I1 + I2, 任取 r ∈ R, 则 (i1 + i2)r = i1r + i2r ∈ I1 + I2.

因此 I1 + I2 也是环 R 的理想（我真的很想只敲一句容易验证 I1 + I2 是环 R 的理想）.

若某理想 I 包含 I1 和 I2, 按定义 I 对加法封闭, 则 I1 + I2 ⊂ I, 因此 I1 + I2 是包含 I1 和 I2

的最小理想.

(3) 我们已经证明过了 Z 的理想都是主理想, 生成元是最小的非负元素, 能够整除其他所有元素.

设 i1i2 ∈ I1I2, 因 n | i1,m | i2, 则 nm | i1i2.

设 i1 + i2 ∈ I1 + I2, 则 (n,m) | n | i1, (n,m) | m | i2, 因此 (n,m) | i1 + i2.

设 i ∈ I1 ∩ I2, 则 n | i,m | i, 因此 [n,m] | i.

P71.6 设 f : R → S 是环的同态.I 和 J 是环 R 和 S 的理想, 并且 f(I) ⊂ J , 按以下方式作商环之
间的映射：

f̄ : R/I → S/J, ā 7→ [f(a)],

其中对于 a ∈ R, ā = a+ I 为 R/I 中的元素, 而 [f(a)] = f(a) + J 为 S/J 中元素.

(1) 求证：上述映射 f̄ 是可定义的, 并且是环同态；

(2) 求证：f̄ : R/I → S/J 是环的同构 ⇐⇒ f(R) + J = S 并且 I = f−1(J).

证明.

(1) 要证 f̄ 是良定的, 即验证对于 a1 − a2 ∈ I, 则有 f(a1)− f(a2) ∈ J . 这是由于 f(I) ⊂ J 并且 f

是环同态.

下证 f̄ 是环同态,

f̄(a1 + a2) = [f(a1 + a2)] = [f(a1) + f(a2)] = [f(a1)] + [f(a2)] = f̄(a1) + f̄(a2),

f̄(a1a2) = [f(a1a2)] = [f(a1)f(a2)] = [f(a1)][f(a2)] = f̄(a1)f̄(a2).

(2) =⇒ 显然 f(R) + J ⊂ S, 只证 S ⊂ f(R) + J , 即证 S/J ⊂ [f(R)]. 任取 [b] ∈ S/J , 因为 f̄ 是环

同构, 所以存在 ā ∈ R/I 使得 f(ā) = [b], 按定义 [b] = [f(a)], 得证.

下证 I = f−1(J).因为 f(I) ⊂ J ,所以 I ⊂ f−1(J)；假设存在 a /∈ I 使得 f(a) ∈ J ,那么 ā 6= 0̄,
并且 f̄(ā) = [f(a)] = [0], 这与 f̄ 是单射矛盾.

⇐= 即证 f̄ 是双射. 由于 I = f−1(J), 所以 f̄−1([0]) = {0̄}, 因此 f̄ 是单射.

由于 f(R) + J = S, 所以对任意 b ∈ S, 存在 a 使 [f(a)] = [b], 即 f̄(ā) = [b], 因此 f̄ 是满射.
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P71.8 设 (R,+, ·) 是含幺（交换）环. 对于 a, b ∈ R, 定义

a⊕ b = a+ b+ 1, a� b = ab+ a+ b.

求证：(R,⊕,�) 也是含幺（交换）环, 并且与环 (R,+, ·) 同构.

证明.

• 加法结合律.

(a⊕ b)⊕ c = (a+ b+ 1)⊕ c = a+ b+ 1 + c+ 1 = a+ b+ c+ 2 = a⊕ (b⊕ c).

• 加法交换律.
a⊕ b = a+ b+ 1 = b+ a+ 1 = b⊕ a.

• 存在零元.
−1⊕ a = −1 + a+ 1 = a.

• 存在逆元.
(−a− 2)⊕ a = −a− 2 + a+ 1 = −1.

• 乘法结合律.

(a�b)�c = (ab+a+b)�c = (ab+a+b)c+(ab+a+b)+c = abc+ac+bc+ab+a+b+c = a�(b�c)

• 存在幺元.
0� a = 0a+ 0 + a = a.

• 乘法交换律.
a� b = ab+ a+ b = ba+ b+ a = b� a.

• 分配律.

a� (b⊕ c) = a(b⊕ c) + a+ (b⊕ c) = a(b+ c+ 1) + a+ (b+ c+ 1) = ab+ ac+ 2a+ b+ c+ 1.

a� b⊕a� c = (ab+a+ b)⊕ (ac+a+ c) = ab+a+ b+ac+a+ c+1 = ab+ac+2a+ b+ c+1.

因此 (R,⊕,�) 确实是含幺（交换）环, 下证它与环 (R,+, ·) 同构. 为此我们要找一个同构映射
θ : (R,+, ·)→ (R,⊕,�). 猜测映射 θ(r) = r − 1 满足要求, 下证明之.

• 显然 θ 是双射.

• θ(a+ b) = a+ b− 1, θ(a)⊕ θ(b) = (a− 1)⊕ (b− 1) = a− 1 + b− 1 + 1 = a+ b− 1.

• θ(ab) = ab− 1, θ(a)� θ(b) = (a− 1)� (b− 1) = ab− a− b+ 1 + a− 1 + b− 1 = ab− 1.

得证！

P71.11 设 I1, · · · , In, · · · 均是环 R 中的理想, 并且 I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ In ⊆ · · · . 求证集合
∞⋃
n=1

In 也是

环 R 的理想.
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证明.

• 任取 a, b ∈
∞⋃
n=1

In, 必存在 l,m ⩾ 1, 使得 a ∈ Il, b ∈ Im, 不妨设 l ⩽ m, 由于 In 是单调上升的,

所以 a ∈ Im, 由于 Im 是理想, 所以 a+ b ∈ Im, 所以 a+ b ∈
∞⋃
n=1

In.

• 任取 a ∈
∞⋃
n=1

In, 必存在 m ⩾ 1 使得 a ∈ Im. 任取 r ∈ R, 由于 Im 是 R 的理想, 那么 ar ∈ Im,

因此 ar ∈
∞⋃
n=1

In.

得证！

P78.3 设 D 为整环,m 和 n 为互素的正整数.a, b ∈ D, 如果 am = bm, an = bn, 求证 a = b.

证明. 设 m,n > 1, 否则平凡.
因为 m,n 互素, 所以存在整数 u, v 使得 um+ vn = 1. 显然 u, v 都不可能为零, 也不可能同号,

因此不妨设 u < 0 < v. 不妨将 −u 重记为 u, 则 vn = 1 + um.
则有 avn = a · aum, 则 b · bum = bvn = a · bum, 因为 D 是整环, 由消去律有 a = b.

P79.13 设 f : R→ S 是环的满同态,K = ker f . 求证：

(1) 若 P 是 R 的素理想并且 P ⊇ K, 则 f(P ) 也是 S 的素理想；

(2) 若 Q 是 S 的素理想, 则 f−1(Q) =
{
a ∈ R

∣∣f(a) ∈ Q} 也是 R 的素理想；

(3) S 中素理想和 R 中包含 K 的素理想是一一对应的. 将“素理想”改成“极大理想”则此论断
也成立.

证明. 先在本题的条件下证明两个断言：

• 断言若 Q 是 S 中理想, 则 f−1(Q) 是包含 K 的 R 理想. 因为 0 ∈ Q, 所以 f−1(Q) ⊃ K. 任
取 a, b ∈ f−1(Q), 则 f(a), f(b) ∈ Q, 则 f(a+ b) ∈ Q, 则 a+ b ∈ f−1(Q), 则 f−1(Q) 对加法封

闭；任取 a ∈ f−1(Q) 和 r ∈ R, 有 f(a) ∈ Q, 由于 Q 是理想所以 f(ar) = f(a)f(r) ∈ Q, 因此
ar ∈ f−1(Q), 即 f−1(Q) 对倍乘封闭, 因此 f−1(Q) 的确是包含 K 的 R 理想.

• 断言若 P 是 R 中理想, 则 f(P ) 是 S 中理想. 任取 f(a), f(b) ∈ f(P ), 则 f(a) + f(b) =

f(a+ b) ∈ f(P ). 任取 f(a) ∈ f(P ) 和 s ∈ S, 因为 f 是满射所以存在 r ∈ R 使得 f(r) = s, 由
于 ar ∈ P , 所以 f(ar) = f(a)s ∈ f(P ), 所以 f(P ) 对倍乘封闭, 因此 f(P ) 是理想.

下面只针对“素”和“极大”进行证明.

(1) 任取 c, d ∈ S 使得 c · d ∈ f(P ). 由于 f 是满同态所以存在 a, b 使得 c = f(a), d = f(b), 则有
f(a · b) ∈ f(P ). 则存在 p ∈ P 使得 f(a · b) = f(p), 则 a · b− p ∈ K ⊂ P , 则 a · b ∈ P , 因为 P

是素理想, 所以或者 a ∈ P 或者 b ∈ P , 即或者 c ∈ f(P ) 或者 d ∈ f(P ), 因此 f(P ) 是 S 的素

理想.

(2) 任取 a, b ∈ R 使得 a · b ∈ f−1(Q), 即 f(a · b) = f(a) · f(b) ∈ Q, 因为 Q 是素理想, 所以或者
f(a) ∈ Q 或者 f(b) ∈ Q, 即或者 a ∈ f−1(Q) 或者 b ∈ f−1(Q). 因此 f−1(Q) 是 R 的素理想.
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(3) 结合第 (2) 问和第一条断言知, 若 Q 是 S 的素理想, 则 f−1(Q) 是包含 K 的素理想.

在 S 中素理想和 R 中包含 K 的素理想之间建立映射 θ(Q) = f−1(Q).

这是满射因为对任意R中包含K的素理想,由 (1)知 f(P )也是 S的素理想,断言 f−1(f(P )) =

P . 显然 P ⊂ f−1(f(P )), 只证 f−1(f(P )) ⊂ P . 若存在 R 中元素 a 使得 f(a) ∈ f(P ), 则存在
p 使得 f(a) = f(p), 则 a− p ∈ K ⊂ P , 则 a ∈ P , 断言得证.

假如有两个理想 Q1, Q2 / S 满足 f−1(Q1) = f−1(Q2). 则对任意元素 q ∈ Q1, 由于 f 是满射,
所以存在 p ∈ R 使得 f(p) = q, 所以 p ∈ f−1(Q1) = f−1(Q2), 但这意味着 f(p) = q ∈ Q2, 所
以 Q1 ⊂ Q2, 同理可证 Q2 ⊂ Q1, 因此 Q1 = Q2, 所以是单射.

接下来将“素理想”替换为“极大理想”重新证明 (1)(2) 两小问, 如果得证, 照搬上面的证明
便可得到 S 中极大理想和 R 中包含 K 的极大理想是一一对应的.

(1)′ 设 f(P ) ⊊ Q / S, 则 P ⊊ f−1(Q) / R, 由 P 是极大理想知 f−1(Q) = R, 则 f(R) = Q, 由 f 是

满射知 f(R) = S 所以 Q = S, 故 f(P ) 是极大理想.

(2)′ 设 f−1(Q) ⊊ P / R, 则 Q ⊊ f(P ) / S, 由 Q 是极大理想知 f(P ) = S, 则 P = f−1(S) = R, 故
f−1(Q) 是极大理想.

P79.14 设 I / R, 求证 R/I 中素理想均可写成形式 P/I, 其中 P 是 R 中素理想并且包含 I.

证明. f : R→ R/I, a 7→ ā 是满同态,ker f = I, 由上一题得证.

P79.15 m ⩾ 2. 试确定环 Zm = Z/mZ 的全部素理想和极大理想.

解. 由第 13 题, 我们只需要确定 Z 中包含 mZ 的全部素理想和极大理想.
Z 中的理想都是主理想 (a). 若 mZ = (m) ⊂ (a), 则 a | m.

• 由于 (a) 是 Z 的素理想当且仅当 a 是素数, 因此对 m 进行素因子分解 m = pα1
1 · · · pαn

n . 则
(pi)/mZ 是 Zm 的全部素理想.

• 由于 Z 的素理想和 Z 的极大理想是一样的, 所以答案是一样的.

Ex2.1 定义 R̃ =
{
a = (a0, a1, · · · )

∣∣ai ∈ R, ai = 0R for i� 0
}

. 定义

a+ b = (a0 + b0, a1 + b1, · · · ) ∈ R̃

a · b = c = (c0, c1, · · · ), cl =
∑
i⩾0

aibl−i ∈ R, ∀l

可验证 R̃ 是环. 证明：R̃ 同构于 R[x].

证明. x 是 R[x] 的生成元, 对于从 R[x] 到另一个环 S 的环同态, 知道了 x 的同态象 θ(x) 是什么以

后, 我们几乎完全确定了这个同态. 具体地说,θ(axn) = θ(a) · (θ(x))n, 其中 a ∈ R. 其中 θ 限制在 R

上就为 R 到 S 的一个环同态.
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定义环同态 θ : R[x] → R̃,θ(x) = (0, 1, 0, 0, · · · ), θ(a) = (a, 0, 0, · · · ), a ∈ R, 因为我们要求 θ 是

环同态, 这就必须有

θ(
n∑
i=0

aix
i) =

n∑
i=0

θ(ai)(θ(x))
i

=
n∑
i=0

(ai, 0, 0, · · · )(0, 1, 0, 0, · · · )i

=
n∑
i=0

(ai, 0, 0, · · · )(0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
i个

, 1, 0, · · · )

=
n∑
i=0

(0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
i个

, ai, 0, · · · )

= (a0, a1, · · · , an, 0, · · · )

接下来验证它是一个双射.

• 满射. 对于 (a0, a1, · · · , an, · · · ), 按定义 θ(
n∑
i=0

aix
i) = (a0, a1, · · · , an, 0, · · · ).

• 单射. 若
n∑
i=0

aix
i =

m∑
j=0

bjx
j , 按定义系数 ai 与 bj 对应相等. 因此它们的像也相等.

Ex2.2.1 任意集合 X,R 是环,Map(X,R) 自然成环.

证明. 逐点地定义Map(X,R)上的加法和乘法,加法和乘法所满足的性质继承自R,因此Map(X,R)

成为环.

Ex2.2.2 ev : R[x]→Map(R,R), f(x) 7→ f 是环同态.

证明. 要证两个函数 ev(f(x) + g(x)) 和 ev(f(x)) + ev(g(x)) 相等, 即证它们在每点处的取值相等.

eva(f(x) + g(x)) = f(a) + g(a) = eva(f(x)) + eva(g(x)).

同理可证

eva(f(x)g(x)) = f(a)g(a) = eva(f(x))eva(g(x)).

而又有 ev(1) = 1, 后面的 1 指将每个 R 中元素映成 1 的常值映射.
因此 ev 是环同态！

Ex2.3 C[x, y] 中, 设 p = (x), 验证 p 是素理想但不是极大理想.

证明. 假设 f(x, y), g(x, y) /∈ (x), 则 f(x, y) 和 g(x, y) 都至少存在一个单项不含 x, 选取其中 y 的次

数最高的, 不妨设
f(x, y) = f̃(x, y) + any

n + lower terms,

g(x, y) = g̃(x, y) + bmy
m + lower terms,

则

f(x, y)g(x, y) = f̃g(x, y) + anbmy
n+m + lower terms /∈ p,
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即 p 是素理想.
但 p 不是极大理想, 这是因为 p ⊊ (x) + (y) / C[x, y] 但 1 /∈ (x) + (y).

Ex2.4 证明：对固定的 a ∈ k,
k[x]/(x− a) ∼= k.

证明. 定义 θ : k[x]/(x− a)→ k,θ([f(x)]) = f(a).

• 验证良定性. 若 (x− a) | (g(x)− h(x)), 则 g(a)− h(a) = 0, 即 g(a) = h(a), 因此是良定的.

• 证明是环同构.
k[x] k

k[x]/(x− a) k

eva

π

θ

inc

由同态基本定理,θ 是环同构！

Ex2.5 设 θ : R→ S 是环同态, 则 θ 自然延拓成环同态 θ̃ : R[x]→ S[x].

证明. 定义 θ̃(r) = θ(r),∀r ∈ R,θ̃(x) = x, 正如我们在 Ex2.1 中提到过的一样, 由

θ̃(
n∑
i=0

aix
i) =

n∑
i=0

θ̃(ai)(θ̃(x))
i =

n∑
i=0

θ̃(ai)x
i

定义出来的 θ̃ 就是环同态. 这不需要验证, 因为它需要满足的性质正是我们的定义.

P101.1 如果 D 为整环但不是域, 求证 D[x] 不是主理想整环.

证明. 设非零因子 a ∈ D 不可逆, 断言 (a, x) 不是主理想.
假设 (a, x) = (f(x)), 那么 (x) ⊂ (f(x)), 则 f(x) | x, 则 deg f ⩽ 1, 若 deg f = 1, 则 f(x) | a, 矛

盾. 因此 deg f = 0, 即 f(x) = b,b | a

证明. 设非零因子 a ∈ D 不可逆, 断言 (a) + (x) 不是主理想.
假设 (a) + (x) = (f(x)), 那么 (x) ⊂ (f(x)), 则 f(x) | x, 则 deg f ⩽ 1, 若 deg f = 1, 则 f(x) | a,

矛盾. 因此 deg f = 0, 即 f(x) = b,b | a. 则 (x) ⊂ (b), 则 b | x, 则 b 可逆, 则 (a) + (x) = D[x], 但这
是矛盾的, 因为 1 /∈ (a) + (x).

P101.2 试确定环 Z[x] 和 Q[x] 的自同构群.

• AutZ[x] = {Id}.

• AutQ[x] = {ϕ|ϕ(r) = r,∀ r ∈ Q,ϕ(x) = qx, q ∈ Q}

P101.4 2x+ 2 在 Z[x] 中和 Q[x] 中是否为不可约元？

x2 + 1 在 R[x] 和 C[x] 中是否为不可约元？
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答. 2x+ 2 在 Z[x] 中为可约元, 因为它可以写成 2x+ 2 = 2(x+ 1), 而 2 和 x+ 1 在 Z[x] 中都是不
可逆的；2x+2 在 Q[x] 中为不可约元, 由于 2x+2 的次数为 1, 因此 2x+2 只能够被写为非零常数

与一次因式的乘积, 而 Q 中的非零常数都是可逆元, 因此 2x+ 2 在 Q[x] 中只有平凡分解, 从而为不
可约元.

x2 + 1 在 R[x] 中为不可约元, 因为它不能够被分解为一次因式的乘积；但 x2 + 1 在 C[x] 中为
可约元, 因为它有非平凡分解 x2 + 1 = (x+ i)(x− i).

P101.7 设 f =
∑

aix
i ∈ Z[x] 为首 1 多项式,p 为素数, 以 a 表示 a ∈ Z 在环的自然同态 Z→ Zp =

Z/pZ 之下的像, 而令 f̄(x) =
∑

āix
i ∈ Zp[x]. 求证：

(1) 如果对某个素数 p,f̄(x) 在 Zp[x] 中不可约, 则 f(x) 在 Z[x] 中不可约；

(2) 如果 f(x) 不是 Z[x] 中的首 1 多项式, 试问 (1) 中的结论是否成立？

证明.

(1) 设 f(x) 在 Z[x] 中可约, 则 f(x) = g(x)h(x), 由 f(x) 首一可推出 g(x) 和 h(x) 首一. 因此 g(x)

和 h(x) 在自然同态下的像的 deg 大于等于 1. 则 f̄(x) = ḡ(x)h̄(x) 是非平凡分解,f̄ 在 Zp[x] 中
可约, 矛盾！

(2) 不成立. 考虑 Z[x] 中的可约元 f(x) = (2x + 1)(x + 1) = 2x2 + 3x + 1, 它在自然同态 Z → Z2

下的像 f̄ = x+ 1̄ 不可约.
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4 第四周

Ex1.1 θ(gcd
k[x]

(f, g)) = gcd
K[x]

(θ(f), θ(g))

证明. 设 d(x) = gcd
k[x]

(f, g), D(x) = gcd
K[x]

(θ(f), θ(g)), 我们来证明 θ(d(x)) | D(x),D(x) | θ(d(x)). 要注

意这两个整除关系都是在 K[x] 的语境中讨论的.
因为 d(x)整除 f(x)和 g(x),所以 θ(d(x))整除 θ(f(x))和 θ(g(x)),按最大公因式的定义,θ(d(x)) |

D(x).
由 Bezout 等式, 存在 u(x), v(x) ∈ k[x] 使得 d(x) = u(x)f(x) + v(x)g(x). 因此在 K[x] 中

有 θ(d(x)) = θ(u(x))θ(f(x)) + θ(v(x))θ(g(x)). 因为 D(x) | θ(f(x)), D(x) | θ(g(x)), 所以 D(x) |
θ(d(x)).

Ex1.2 证明泛性质中 δ′ 的至多唯一性.

证明. 我们要求 δ′ ◦ θ = δ, 这样我们就知道了 δ′(λ̄) = δ(λ), 其中 λ ∈ k
我们要求 δ′(u) = α. 由于 K 是 k-线性空间, 并且它有一组基

{
1̄, u, u2, · · · , un−1

}
, 其中 n =

deg f . 而 δ′(ui) = (δ′(u))i, 1 ⩽ i ⩽ n− 1.
因此我们就知道了 δ′ 在所有元素上的作用效果, 因此 δ′ 是至多唯一的.

Ex1.3 证明：R[x]/(x2 + 1) ∼= C.

证明. 定义映射 θ : R[x]/(x2 + 1)→ C, f(x) = ax+ b = āu+ b̄ 7→ ai + b.
由带余除法, 余式 ax+ b 唯一, 因此该映射是良定的.

• 保加法

θ(a1x+ b1 + a2x+ b2) = θ((a1 + a2)x+ (b1 + b2)) = (a1 + a2)i + (b1 + b2)

=(a1i + b1) + (a2i + b2) = θ(a1x+ b1) + θ(a2x+ b2)

• 保乘法. 课上已经证明过 (a1u+ b1)(a2u+ b2) = (a1b2 + a2b1)u+ (b1b2 − a1a2), 因此

θ((a1u+ b1)(a2u+ b2)) = θ((a1b2 + a2b1)u+ (b1b2 − a1a2)) = (a1b2 + a2b1)i + (b1b2 − a1a2)

=(a1i + b1)(a2i + b2) = θ(a1u+ b1)θ(a2u+ b2)

• 单射.f(x) ∈ ker θ 当且仅当 f(x) ≡ 0 mod (x2 + 1), 即 f(x) = x2 + 1 = 0̄. 因此是单射.

• 满射. 对任意 ai + b ∈ C, 容易验证 θ(au+ b) = ai + b, 因此是满射.
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Ex2.1 F9 的乘法表.

解.
0̄ 1̄ 2̄ u 1̄ + u 2̄ + u 2̄u 1̄ + 2̄u 2̄ + 2̄u

0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄

1̄ 0̄ 1̄ 2̄ u 1̄ + u 2̄ + u 2̄u 1̄ + 2̄u 2̄ + 2̄u

2̄ 0̄ 2̄ 1̄ 2̄u 2̄ + 2̄u 1̄ + 2̄u u 2̄ + u 1̄ + u

u 0̄ u 2̄u 2̄ 2̄ + u 2̄ + 2̄u 1̄ 1̄ + u 1̄ + 2̄u

1̄ + u 0̄ 1̄ + u 2̄ + 2̄u ¯2 + u 2̄u 1̄ 1̄ + 2̄u 2̄ u

2̄ + u 0̄ 2̄ + u 1̄ + 2̄u 2̄ + 2̄u 1̄ u 1̄ + u 2̄u 2̄

2̄u 0̄ 2̄u u 1̄ 1̄ + 2̄u 1̄ + u 2̄ 2̄ + 2̄u 2̄ + u

1̄ + 2̄u 0̄ 1̄ + 2̄u 2̄ + u 1̄ + u 2̄ 2̄u 2̄ + 2̄u u 1̄

2̄ + 2̄u 0̄ 2̄ + 2̄u 1̄ + u 1̄ + 2̄u u 2̄ 2̄ + u 1̄ 2̄u

Ex2.2 证明 U(Z[ω]) = {±1,±ω,±(1 + ω)}.

证明. 我们证明一个稍一般的结论. 如果 size functionϕ 满足 ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b), 则 x 可逆的必要条

件是 ϕ(x) = 1.（我感觉这应该是一个充要条件, 但充分性我不会证）
设 ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b), 令 a = 1 有 ϕ(1) = 1. 若 xy = 1, 则 ϕ(x)ϕ(y) = 1, 则 ϕ(x) = ϕ(y) = 1.
具体到本题中, 设 x = a+ bω, y = c+ dω, 则

ϕ(x) = a2 + b2 − ab, ϕ(y) = c2 + d2 − cd,

ϕ(x)ϕ(y) = a2c2 + a2d2 + b2c2 + b2d2 − a2cd− b2cd− abc2 − abd2 + abcd.

xy = ac+ bdω2 + (ad+ cb)ω = (ac− bd) + (ad+ cb− bd)ω

ϕ(xy) = a2c2+b2d2−2abcd+a2d2+c2b2+b2d2+2abcd−2abd2−2b2cd−a2cd−abc2+abcd+abd2+b2cd−b2d2

ϕ(xy) = a2c2 + a2d2 + c2b2 + b2d2 − abd2 − b2cd− a2cd− abc2 + abcd

满足 ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y). 因此 x 可逆的必要条件是 ϕ(x) = 1.
设 x = a+ bω, 则 ϕ(x) = a2 + b2 − ab. 若 a2 + b2 − ab = 1, 则 (a− b)2 = 1− ab.
容易看出 U(Z[ω]) ⊂ {±1,±ω,±(1 + ω)}.
容易验证 1 · 1 = 1, ω · ω2 = 1, (1 + ω)(−ω) = 1, 因此 U(Z[ω]) = {±1,±ω,±(1 + ω)}.

Ex2.3 证明 Z[
√
3] 是欧几里得整环但 Z[

√
5] 不是.

证明. 设 x = a+ b
√
3, 定义 N(x) = |a2− 3b2|, 只需注意到对于 r = m+ n

√
3, 其中 |m|, |n| ⩽ 1

2
, 我

们有 N(r) = |m2 − 3n2| ⩽ 3

4
< 1. 因此 Z[

√
3] 是欧几里得整环.

要证 Z[
√
5]不是欧几里得整环,只需注意到 2是不可约元,但它不是素元,因为 2 | (

√
5−1)(

√
5+

1), 但 2 ∤ (
√
5− 1) 且 2 ∤ (

√
5 + 1).
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Ex2.4 证明 Q(
√
−3) ∼= Frac(Z[ω])

证明. 由
√
−3 = 2ω + 1, 显然有 Q(

√
−3) = Q(ω), 因此只需证 Q(ω) ∼= Frac(Z[ω]).

回忆分式域的泛性质. 已知存在自然嵌入 ϕ : Z[ω] ↪→ Q(ω), 那么存在单同态 ϕ̃ : Frac(Z[ω]) ↪→
Q(ω), 它的定义是 ϕ̃(

y

z
) = ϕ(y)(ϕ(z))−1. 要证明同构只需证明它是满的. 对任意 x =

a

b
+
c

d
ω ∈

Q(ω),x =
ad+ bcω

bd
, 取 y = ad+ bcω, z = bd, 则 ϕ̃(

y

z
) = x.



CHAPTER 5. 作业 95

5 第五周

Ex1.1 设 p = a2 + b2 形如 4k + 1, 其中 a, b > 0, 证明

Z[i]/(a+ bi) ' Fp.

证明. 断言,Z[i] = Z+ (a+ bi). 若断言成立, 由第二同构定理,

Fp =
Z

Z ∩ (a+ bi) '
Z+ (a+ bi)
(a+ bi) = Z[i]/(a+ bi).

下证断言, 只需证 i ∈ Z + (a + bi). 由于 (b, p) = 1, 存在 u, v 使得 ub + vp = 1. 因此 =(u(a +
bi) + vp) = 1, 从而 i ∈ Z+ (a+ bi).

P92.2 分别将 60 和 81 + 8
√
−1 在环 Z[

√
−1] 中分解成不可约元之积.

解.
60 = 22 × 3× 5 = (1 + i)2(1− i)2 × 3× (2 + i)(2− i).
由于 N(81 + 8i) = 53 × 53 = (2 + i)2(2− i)3(7 + 2i)(7− 2i).
故 81 + 8i = i(2 + i)3(7 + 2i).

Ex2.1 Z[
√
−3]/(2) ' F2[x]/(x

2 + 1̄).

证明. Z[
√
−3]/(2) = Z[x]/(x2 + 3)

(2, x2 + 3)/(x2 + 3)
' Z[x]

(2, x2 + 3)
' Z[x]/(2)

(2, x2 + 3)/(2)
' F2[x]/(x

2 + 1̄).

Ex2.2 c ∈ R, 证明 R[x]/(c) ' R/(c)[x].

证明. 由自然同态 ϕ : R→ R/(c) 诱导了环同态 ϕ̃ : R[x]→ R/(c)[x].
由 ϕ 是满射知 ϕ̃ 是满射.
f(x) ∈ ker ϕ̃⇐⇒ f̃(x) = 0⇐⇒c 整除各项系数 ⇐⇒c 整除 f⇐⇒ f(x) ∈ (c).
由同态基本定理知 R[x]/(c) ' R/(c)[x].

Ex2.3 考虑 k[x, y]/(y2 − x3) = A, 找出 A 的 k-基,A 是 UFD？

证明. 到现在也没有完全弄懂.

Ex2.4 σ : Z[x]→ Z[x],f(x) 7→ f(x+ 1), 证明 σ 是自同构.

证明. 断言, 对任意 a ∈ Z,σa : Z[x]→ Z[x], f(x) 7→ f(x+ a) 为环同态.
若断言成立,σa ◦ σ−a = σ−a ◦ σa = idZ[x], 所以 σa 是环同构.
下证断言.

• σ(f) + σ(g) = f(x+ a) + g(x+ a) = (f + g)(x+ a) = σ(f + g).

• σ(f) · σ(g) = f(x+ a)g(x+ a) = (fg)(x+ a) = σ(fg).

P102.11 将 xn − 1(3 ⩽ n ⩽ 10) 在 Z[x] 中作素因子分解.

解.



CHAPTER 5. 作业 96

• xp − 1 = (x− 1)(xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1),p = 2, 3, 5, 7.

– f(x) = xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1,g(x) := f(x+ 1) ≡ xp−1 mod p.Eisenstein.

• x4 − 1 = (x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)

– x2 + 1 在 R 中无根从而在 Z 中无根, 从而不可约.

• x6 − 1 = (x3 − 1)(x3 + 1) = (x− 1)(x+ 1)(x2 + x+ 1)(x2 − x+ 1)

– x2 + x+ 1,x2 − x+ 1 在 R 中无根从而在 Z 中无根, 从而不可约.

• x8 − 1 = (x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)(x4 + 1)

– f(x) = x4 + 1,g(x) : f(x+ 1) = x4 + 4x3 + 6x2 + 4x+ 2.Eisenstein.

• x9 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1)(x6 + x3 + 1)

– f(x) = x6 + x3 + 1,g(x) : f(x+ 1) = x6 + 6x5 + 15x4 + 21x3 + 18x2 + 9x+ 3.Eisenstein.

• x10 − 1 = (x− 1)(x+ 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1)(x4 − x3 + x2 − x+ 1)

P102.12 设 D 为整环,f(x) ∈ D[x],c ∈ D. 求证：

(1) f(x) 在 D[x] 中本原 ⇐⇒f(x+ c) 在 D[x] 中本原；

(2) f(x) 在 D[x] 中不可约 ⇐⇒f(x+ c) 在 D[x] 中不可约.

证明.

(1) • 要讨论本原多项式的概念, 应假设 D 为 UFD.

• 我要证 p是 f(x)的系数的公因子⇐⇒p是 f(x+c)的系数的公因子,从而 f(x)与 f(x+c)

有相同的容度. 只需要证 =⇒, 另一侧取 c′ = −c 即得.
对 f 的次数进行归纳.
当 deg f = 1 时, 设 f(x) = a1x + a0,f(x + c) = a1x + a1c + a0. 若 p | a1 且 m | a0, 则
p | a1 且 p | a1c+ a0.
设当 deg f = k ⩾ 1 时命题成立, 要证 deg f = k + 1 时成立. 设 f(x) = ak+1x

k+1 + g(x),
其中 deg g = k. f(x + c) = ak+1(x + c)k+1 + g(x + c). 设 p | ak+1 且整除 g(x) 的各项系

数, 断言 p 也整除 f(x+ c) 的各项系数.
f(x+ c) 的最高次项系数为 ak+1,p | ak+1.
观察 f(x + c) 的其他次项的系数, 它们由两项加起来组成, 第一项含有因子 ak+1, 从而被
p 整除, 第二项是 g(x+ c) 的对应次项前系数, 由归纳假设, 他被 p 整除, 从而两项加起来
也被 p 整除.

(2) f(x) 的分解总是对应 f(x+ c) 的一个分解. 可逆元不含 x, 在平移作用下不变. 所以 f(x) 只有

平凡分解当且仅当 f(x+ c) 只有平凡分解.
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6 第六周

Ex1.1 设 ϕ 是 θ : k ↪→ K 到 θ′ : k ↪→ K ′ 的域扩张同构, 证明：α ∈ K 在 k 上代数当且仅当

ϕ(α) ∈ K ′ 在 k 上代数, 且 α 与 ϕ(α) 有相同的最小多项式.

证明. 只需证明 α 的零化多项式也是 ϕ(α) 的零化多项式.
设 f(x) ∈ k[x] 是 α 的零化多项式, 则 θ(f)(α) = 0K .
将 ϕ 作用到等式两侧, 得到 θ′(f)(ϕ(α)) = 0K′ , 即 f(x) 也是 ϕ(α) 的零化多项式.
同理可证 ϕ(α) 的零化多项式也是 α 的零化多项式. 得证.

P111.1 设 F/K 为域的扩张,u ∈ F 是 K 上奇次代数元素. 求证 K(u) = K(u2).

证明. 显然 K(u2) ⊂ K(u), 只需证 K(u) ⊂ K(u2), 只需证 u ∈ K(u2).
采取构造性证明. 设 f(x) 是 u 的极小多项式, 取出 f(x) 所有的偶数次项记为 g(x) = g′(x2),

取出 f(x) 所有的奇数次项记为 x · h(x) = x · h′(x2), 则 f(x) = g′(x2) + x · h′(x2). 由于 f(x)

是奇次的, 所以 h′(x2) 6= 0. 由于 f(x) 是最小多项式, 所以 h′(u2) 6= 0. 将 evu 作用于两侧得到

f(u) = g′(u2) + u · h′(u2) = 0, 则 u = − g
′(u2)

h′(u2)
∈ K(u2).

P111.2给出域扩张 F/K 的例子,使得 F = K(u, v),u和 v 均是 K 上超越元素,但是 F ≇ K(x1, x2).

证明. 考虑 K = Q,F = Q(e, 2e) = Q(e) ∼= Q(x1).Q(x1, x2) = Q(x1)(x2). 假设 ϕ : Q(x1) →
Q(x1)(x2) 是同构, 断言存在域扩张 θ : Q(x1) ↪→ Q(x1) 和域扩张 θ′ : Q(x1) ↪→ Q(x1)(x2) 使得 ϕ 是

θ 和 θ′ 之间的域扩张同构. 只需取 θ 为恒同映射,θ′ = ϕ ◦ θ. 因此 ϕ 也是线性空间同构, 但 Q(x1) 作

为 Q(x1)-线性空间是有限维（1 维）的,Q(x1)(x2) 作为 Q(x1)-线性空间是无限维的, 矛盾.

P111.3 设 p 为素数, 分别求扩张 Q(e2πi/p)/Q 和 Q(e2πi/8)/Q 的次数.

证明. xp−1 + · · ·+ x+ 1 和 x4 + 1 分别是 e2πi/p 和 e2πi/8 在 Q 上的不可约零化多项式, 从而两个域
扩张的次数分别为 p− 1 和 4.

P111.4 求元素 a 在域 K 上的极小多项式, 其中

(1) a =
√
2 +
√
3,K = Q;

(2) a =
√
2 +
√
3,K = Q(

√
2);

(3) a =
√
2 +
√
3,K = Q(

√
6).

解. 设 a 在 K 的极小多项式为 f(x),Q(
√
2 +
√
3) = Q(

√
2,
√
3) = Q(

√
2,
√
6).

(1) deg f(x) = [Q(
√
2,
√
3) : Q] = 4, 而 x4 − 10x2 + 1 是

√
2 +
√
3 的零化多项式, 因此 f(x) =

x4 − 10x2 + 1.

(2) 同理 f(x) = x4 − 10x2 + 1.

(3) 同理 f(x) = x2 + 2
√
6− 5.
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P111.5 设 u 属于 K 的某个扩域, 并且 u 在 K 上代数. 如果 f(x) 为 u 在 K 上的极小多项式, 则
f(x) 必为 K[x] 中不可约多项式. 反之, 若 f(x) 是 K[x] 中首 1 不可约多项式, 并且 f(u) = 0, 则
f(x) 为 u 在 K 上的极小多项式.

证明. 若 f(x) 为 u 在 K 上的极小多项式. 设 f(x) = g(x)h(x), 则有 g(u) = 0 或 h(u) = 0. 不妨设
g(u) = 0, 则 g(x) | h(x), 而 f(x) | g(x), 因此 f(x) = g(x). 从而 f(x) 不可约.

反之, 设 g(x) 为 u 在 K 上的极小多项式, 则 g(x) | f(x). 而 K[x] 是 UFD, 知 g(x) = f(x).

P111.6 设 u 是域 K 的某扩域中的元素, 并且 xn − a 是 u 在 K 上的极小多项式. 对于 m | n, 求 um

在域 K 上的极小多项式.

证明. 设 um 的极小多项式为 f(x), 则 f(x) | xn/m − a；而 f(xm) 是 u 的零化多项式, 因此 xn − a |
f(xm). 故 xn/m − a | f(x). 因此 f(x) = xn/m − a.

Ex2.1 证明 Q(
3
√
2),Q(

3
√
2ω),Q(

3
√
2ω2) 作为 C 的子域两两不同, 但作为域扩张是同构的.

证明. 3
√
2, 3
√
2ω, 3
√
2ω2 是 x3 − 2 的三个根.

显然有
3
√
2ω,

3
√
2ω2 /∈ Q(

3
√
2).

断言, 3
√
2 /∈ Q(

3
√
2ω). 若不然,Q(

3
√
2) ⊂ Q(

3
√
2ω). 考虑域扩张 Q ↪→ Q(

3
√
2) ↪→ Q(

3
√
2ω), 由于

[Q(
3
√
2) : Q] = [Q(

3
√
2ω) : Q] = 3, 所以 [Q(

3
√
2ω) : Q(

3
√
2)] = 1, 因此 Q(

3
√
2) = Q(

3
√
2ω), 矛盾.

同理可证
3
√
2 /∈ Q(

3
√
2ω2).

假设
3
√
2ω ∈ Q(

3
√
2ω2), 则 ω ∈ Q(

3
√
2ω2), 则 3

√
2 ∈ Q(

3
√
2ω2), 矛盾.

同理可证
3
√
2ω2 /∈ Q(

3
√
2ω).

因此 Q(
3
√
2),Q(

3
√
2ω),Q(

3
√
2ω2) 作为 C 的子域两两不同.

Ex2.2 Q(
√
2,
√
3) = Q(

√
2 +
√
3).

证明. 显然有 Q(
√
2 +
√
3) ⊂ Q(

√
2,
√
3).

而
1√

2 +
√
3
=
√
3−
√
2 ∈ Q(

√
2 +
√
3), 因此 Q(

√
2,
√
3) = Q(

√
2 +
√
3).

Ex2.3 x3 − 2 ∈ Q(ω)[x] 不可约.

证明. 设 a+ bω 为 x3 − 2 的根,a, b ∈ Q, 则 (a+ bω)2 = 2, 得

(a3 + b3 − 3ab2 − 2) + 3ab(b− a)ω = 0.

从而 a3+b3−3ab2−2 = 0, 3ab(b−a) = 0,解得

 a = 0,

b =
3
√
2/

3
√
2ω/

3
√
2ω2

,

 a =
3
√
2/

3
√
2ω/

3
√
2ω2,

b = 0
, a =

b = − 3
√
2/− 3

√
2ω/− 3

√
2ω2. 都不成立, 因此无根, 从而不可约.

Ex2.4 Q 是代数闭的.

证明. 任意 f(x) ∈ Q[x],f(x) 在 C[x] 上完全分裂, 即 f(x) =
n∏
i=1

(x− ai). 而 f(x) ∈ Q[x], 故 ai ∈ Q.

而 Q 在 Q 上代数,Q 在 Q 上代数, 故 Q 在 Q 上代数. 故 ai ∈ Q, 即 f(x) 在 Q[x] 上完全分裂.

P112.9 设 K 为域,u ∈ K(x), u /∈ K, 求证 x 在域 K(u) 上代数.
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证明. 设 u =

∑n
i=0 aix

i∑m
j=0 bjx

j
, 其中 anbm 6= 0,m + n > 0, 从而

n∑
i=0

aix
i − u

(
m∑
j=0

bjx
j

)
= 0, 由于

u ∈ K(x)\K, 可以知道该多项式不为零多项式, 因此 x 在 K(u) 上代数.

P112.10 设 u 是多项式 x3 − 6x2 + 9x+ 3 的一个实根.

(1) 求证 [Q(u) : Q] = 3.

(2) 试将 u4, (u+ 1)−1, (u2 − 6u+ 8)−1 表示成 1, u, u2 的 Q 线性组合.

证明.

(1) 利用 Eisenstein 判别法知 x3 − 6x2 + 9x+ 3 不可约, 从而 [Q(u) : Q] = 3.

(2) • u4 = 27u2 − 57u− 18.

• (u+ 1)−1 =
1

13
u2 − 7

13
u+

16

13
.

P112.11 设 u =
x3

x+ 1
, 试问 [Q(x) : Q(u)] =?

解. f(y) = y3−uy−u ∈ Q(u)[y]是 x在 Q(u)上的零化多项式.由于 Q[u]是 UFD,且 Q[u]/(u) ' Q,
即 u 是不可约元. 由 Eisenstein 判别法 f(y) 在 Q[u][y] 中不可约. 从而在 Q(u)[y] 上不可约. 故
[Q(x) : Q(u)] = 3.

P112.14 设 M/K 为域的扩张,M 中元素 u, v 分别是 K 上的 m 次和 n 次代数元素,F = K(u),E =

K(v).

(1) 求证 [FE : K] ⩽ mn；

(2) 如果 (m,n) = 1, 则 [FE : K] = mn.

证明.

(1) 设 u, v 在 K 上的极小多项式分别为 f(x) 和 g(x). 由于 f(x) 是 u 在 E = K(v) 上的零化多项

式. 因此 [FE;E] ⩽ deg f = m. 因此 [FE : K] = [FE : E][E : K] ⩽ mn.

(2) m = [F : K] | [FE : K].同理 n | [FE : K].由于 (m,n) = 1,mn | [FE : K],而 [FE : K] ⩽ mn,
从而 [FE : K] = mn.
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7 第七周

Ex1.1 f : R→ R′ 是环同构,I / R, 则 f 诱导 R/I 到 R′/f(I) 的一个环同构.

证明.

• 首先验证 f(I) 是一个理想.

– 对任意 f(a) + f(b), 其中 a, b ∈ I, 由于 I 是理想,f 是环同构, 所以 f(a+ b) ∈ f(I).

– 对任意 f(a), s, 其中 a ∈ I, s ∈ R′, 由于 f 是满射, 所以存在 r ∈ R 使得 f(r) = s. 由于 I

是理想, 所以 ar ∈ I. 从而 f(a) · s = f(a) · f(r) = f(ar) ∈ f(I).

• 考虑 ϕ : R→ R′/f(I), r 7→ f(r) + f(I).

– 首先验证良好定义. 对任意 r − r′ ∈ I,f(r)− f(r′) ∈ f(I), 因此是良好定义的.

– ϕ 是环同构 f : R→ R′ 和自然映射 π : R′ → R′/f(I) 的复合, 从而是满同态.

– r ∈ kerϕ⇐⇒f(r) ∈ f(I)⇐⇒r ∈ I.

– 由同态基本定理 ϕ̃ : R/I → R′/f(I) 是环同构.

Ex1.2 F9 ' F′
9 ' F′′

9

证明. F3[x] 中的首一不可约二次多项式只有三个,

f1(x) = x2 + 1̄, f2(x) = x2 + x− 1̄, f3(x) = x2 − x− 1̄.

相应地, 我们可以构造出三个 F9,

θ1 : F3 ↪→ F3[x]/(x
2 + 1̄), u := x+ (x2 + 1̄), u2 + 1̄ = 0.

θ2 : F3 ↪→ F3[x]/(x
2 + x− 1̄), v := x+ (x2 + x− 1̄), v2 ++v − 1̄ = 0.

θ3 : F3 ↪→ F3[x]/(x
2 − x− 1̄), w := x+ (x2 − x− 1̄), w2 − w − 1̄ = 0.

欲证 F3(u) ' F3(v),u 在 F3 上的最小多项式是 x2 + 1̄, 恒同映射映过去还是 x2 + 1̄, 在 F3[v] 中

分解得 x2 + 1̄ = (x− v + 1̄)(x+ v + 2̄), 于是

ϕ : F3(u)→ F3(v), u 7→ v → 1̄

是 F3(u) 到 F3(v) 的同构映射. 同理可证 F3(u) ' F3(w).

Ex2.1 求 Aut(F9).

解. x2 + 1̄ = (x− u)(x− 2̄u).
因此 Aut(F9) 只有两个元素, 一个是恒同映射, 一个将 u 映成 2̄u.
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Ex2.2 k = Fp(t),xp − t ∈ k[x], 证明它不可约.

证明.

引理 7.1. 设 F 的特征为素数 p,a ∈ F . 则 xp − a 或者在 F [x] 中不可约, 或者是 F [x] 中一次多项

式的 p 次幂. 并且对于前一种情形,xp − a 是 F 上的不可分多项式.

证明. 设 E 为 xp − a 在 F 上的分裂域, 则 E 的特征也为 p.
设 b, c ∈ E 为 xp − a 的两个根, 则 bp − cp = (b− c)p = 0 =⇒ b = c, 从而 xp − a = (x− b)p.
若 b ∈ F , 则 xp − a 为 (x− b) ∈ F [x] 的 p 次幂.
若 b /∈ F , 断言 xp − a 在 F [x] 中不可约, 从而是 F 上的不可分多项式.
设在 F [x] 中有分解 xp− a = f(x)g(x), 该式在 E[x] 中同样成立, 所以 f(x) = u(x− b)k ∈ E[x].

因为 f(x) ∈ F [x], 所以 u(x − b)k ∈ F [x], 所以首项系数 u ∈ F , 常数项 ±ubk ∈ F , 从而 bk ∈ F . 但
是 bp = a ∈ F ,(k, p) = 1, 从而 b ∈ F , 矛盾.

回到本题, 假设 b ∈ k 满足 bp = t, 不妨设 b =
m(t)

n(t)
, 则 mp(t) = tnp(t), 比较两侧次数得

p(degm− degn) = 1, 显然不存在这样的 b. 因此 xp − t 不可约.

Ex2.3 在 F2[x] 中分解 x16 − x.

解. 先在 Z[x] 中对 x16 − x 进行初步分解：

x16−x = x(x15−x) = xΦ1(x)Φ3(x)Φ5(x)Φ15(x) = x(x− 1)(x2+x+1)(x4+x3+x2+x+1)Φ15(x).

下面列出 F2[x] 中所有的 4 次首一多项式, 通过代入 0̄ 和 1̄, 筛掉其中绝大部分, 然后注意到唯
一的 2 次不可约多项式是 x2 + x + 1, 对其平方得 x4 + x2 + 1. 所以除 Φ5(x) 之外的 4 次不可约多

项式是 x4 + x+ 1 和 x4 + x3 + 1.
所以在 F2[x] 中

x16 − x = x(x+ 1̄)(x2 + x+ 1̄)(x4 + x3 + x2 + x+ 1̄)(x4 + x+ 1̄)(x4 + x3 + 1̄).

Ex2.4 d1, d2 | n, 证明 Ed1 ∩ Ed2 = E(d1,d2)

证明. 记 d = (d1, d2), 则存在 a, b 使得 d1 = ad, d2 = bd, 存在 u, v 使得 ud1 + vd2 = d.
设 e ∈ Ed. 则 σd1(e) = (σd)a(e) = e, 从而 e ∈ Ed1 . 同理 e ∈ Ed2 , 因此 E(d1,d2) ⊂ Ed1 ∩ Ed2 .
设 e ∈ Ed1 ∩ Ed2 .σd(e) = σud1+vd2(e) = e. 因此 Ed1 ∩ Ed2 ∈ Ed.
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8 第八周暨第八次前半部分

Ex1 设 f(x), g(x) ∈ Z[x] 本原, 若在 Q[x] 中 f(x) | g(x), 则在 Z[x] 中 f(x) | g(x).

证明. 设 g(x) = f(x)h(x),h(x) ∈ Q[x], 则 h(x) = ah′(x), 其中 a ∈ Z,h′(x) ∈ Z[x] 是本原多项式, 而

由 Gauss 引理,h′(x)f(x) = g(x)

a
本原, 因此 a = ±1, 因此在 Z[x] 上,f(x) | g(x).

Ex2 xn − 1 = f(x) · g(x) · h(x) ∈ Q[x], 可证 h(x) ∈ Z[x].

证明. 注意到 xn − 1 是本原多项式, 由上一题立得.

Ex3 证明 F9 = F3[x]/(x
2 + 1̄) 中除了 0̄, 1̄, 2̄, u, 2̄u 外, 其他元素阶均为 8.

证明. 因为 F∗
9 是 8 阶循环群, 故有 ϕ(9) = 4 个 8 阶元, 故其他元素阶均为 8.

Ex4 构造一个八元域.

证明. 容易验证 x3 + x+ 1 在 F2 上不可约, 因此 F2[x]/(x
3 + x+ 1) 是一个八元域.

Ex5 列出 F2 上全部次数 ⩽ 4 的不可约多项式.

证明.

• – x, x+ 1

– x3 + x+ 1, x3 + x2 + 1

– x4 + x3 + x2 + x+ 1, x4 + x3 + 1, x4 + x+ 1

• – x, x+ 1, x+ 2

– x2 + 1, x2 + x+ 2, x2 + 2x+ 2

Ex6

(1) 由于 f(x) 是 Fp[x] 中的首一不可约多项式,Fp[u] ∼= Fp[x]/(f(x)) 是 q = pn 元域, 由 Frobenius
自同构

σp : Fp[u]→ Fp[u], a 7→ ap,

且 σp 的阶数为 n.

令 f(x) =
n∑
i=0

aix
i, 则

n∑
i=0

aiu
i = 0, 从而

n∑
i=0

ai(σ
j
ρ(u))

i = σjp(
n∑
i=0

aiu
i) = 0,∀ j > 0.

即 σjp(u) = up
i

是 f(x) 的根, 而 σp 的阶为 n, 因此 u, up, · · · , up
n−1

是 f(x) 两两不同的根.

(2) 由 (1) 知 σip(u) ∈ F∗
p[u] 是 f(x) 的根, 由于 F∗

p[u] 是循环群,
〈
σ∗
p(u)

〉
也是 F∗

p[u] 的生成元.

(3) 由 (2) 知, 一个本原多项式有 n 个 Fpn 的乘法群的生成元, 由于 F∗
pn 有 ϕ(pn− 1) 个生成元, 故

F∗
pn 的本原多项式有

ϕ(pn − 1)

n
个.
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9 期中考试

一. 考虑 Gauss 整数环 R = Z[i] 以及 K =
{
a+ bi

∣∣a, b ∈ Q
}

. 设域扩张 E/K 使

(1) 证明：K 同构于 R 的分式域.

(2) 请列出 R 的所有子环, 说明哪些子环是唯一分解整环.

(3) 在 R 中, 计算最大公因子 gcd(4 + 7i, 4− 3i).

(4) 计算商环 R/(4 + 7i, 4− 3i) 的阶数.

(5) 考虑商环 S = R/(4− 3i). 试给出 S 的所有理想, 并指出那些为素理想.

(6) 判断并论证：多项式 x4 + x3 + x2 + x+ 1 ∈ K[x] 是否可约.

(7) 计算维数 dimQE = [E : Q].

(8) 判断并论证：域自同构群 Aut(E) 是否为 Abel 群.

证明.

(1) 存在自然嵌入 ϕ : R ↪→ K, 由分式线性变换的泛性质,FracR ↪→ K = Q[i]. 但 K 的子域只有 Q
和 Q[i], 容易验证 i ∈ FracR.

也可以证明是满射.

(2) Sn = {a+ bni}. 验证 Sn 和 Sm 是否同构？

UFD 只有 Z 和 Z[i].

现在要说明 Sn 不是 UFD,n 6= 0, 1.

(ni)(ni) = −n2 = −p21 · · · p2k

(3) 2 + i. 取范？

(4) R/(4 + 7i, 4− 3i) = R/(2 + i) ∼= F5.

(5) 由对应定理,S 的理想一一对应于 R 中包含 (4− 3i) 的所有理想.

(6) 平移,2 + i 用 Eisenstein 判别法.

(7)

(8) i 是四次单位根,ξ5 是五次单位根.Aut(E) ⊂ Aut(Q(ξ20))（事实上相等）. 其中 Aut(Q(ξ20)) 是

交换群！

二. 考虑八元域 F8 = F2[x]/(x
3 + x+ 1̄). 记 u = x̄. 于是

(1)

(2) F8[x] 中共有多少个首一的二次不可约多项式？
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(3) 将多项式 x3 + x+ 1̄ 在 F8 中进行不可约分解, 给出论证.

(4) 将多项式 x16 + x 在 F8[x] 中进行不可约分解, 给出论证.

(5) 计算 (u2 + 1̄)−1.

(6) 考虑商环 R = F2[y]/(y
3 + y2 + 1̄). 请论证并具体构造环同构 R ' F8.

证明.

(1) 此题实际上是想让你证有限整环是域.[F8,F2] = 3, 因子只有 1, 3, 分别对应 F2 和 F8.

(2) 二次多项式 x2 + ax+ b 共有 64 个. 可约必形如 (x− α)(x− β), 共有 C2
8 + 8 = 36 个, 因此不

可约的共有 64− 36 = 28 个.

另证：x8
2

− x =
∏
d|2

∏
d次不可约

f(x). 老师讲的时候是 Fp 上的. 事实上对 Fpn 也正确.

(3) 已知 u 是 x3 + x+ 1̄ 的根, 用 Frobenius 自同构得到 u2 和 u4 也是根！

(4) • 硬算.x4 + x3 + x2 + x+ 1̄ 在 F8[x] 中不可约. 若它有根

(5)

(6) 关键引理

另证：F2[y]→ F2[x]→ F8.

三. 考虑一元有理函数域 K = Q(t).E = Q(t4) 为 K 中包含 t4 的最小子域.

(1) 证明：域 E 同构于 K.

(2) 计算域扩张 K/E 的维数 dimEK = [K : E].

(3) 计算域扩张 K/E 自同构群 Aut(K/E) 的阶数.

(4) 判断并论证：Q(t2) 上的任何自同构是否均可延拓为 K 上的自同构？

证明.

(1) 分式域泛性质. 另证：单扩张的结构定理.

(2) 为什么 t4 是素元？因为 Q[t4]/(t4) ∼= Q, 所以是极大理想, 所以是素元.

(3)

四. 设 R 为整环, 记 R× = R\ {0R}. 试证明以下等价：

(1) 环 R 为主理想整环 PID.

(2) 存在映射 φ : R× → N满足如下条件：对于任意 a, b ∈ R×,要么 b | a,要么存在适当的 δ, γ ∈ R
使得 φ(aδ − bγ) < φ(b).（注：两种情况可能同时发生.）
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10 第十周暨第八次后半部分

Ex1.1 任意 n,m ∈ Z,an+m = an · am.

证明. 这就是第一周的练习, 不想再证了.

Ex2.2 写出 Σ(□) 中的表示对称的元素.

解.
(
−1 0

0 1

)
,

(
1 0

0 −1

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 −1
−1 0

)
.

P11.17 证明有理数加群 Q 和非零有理数乘法群 Q∗ 不同构.

证明. 对任意元素 a ∈ (Q,+), 存在 b 使得 b+ b = a；

但对任意元素 a ∈ (Q×,×), 不一定存在 b 使得 b× b = a.

Ex2.1 若 G =
⊔
i∈I

Hai, 则 G =
⊔
i∈I

a−1
i H.

证明. 只需证明 a−1
i /∈ a−1

j H,i 6= j.
假设 a−1

i ∈ a−1
j H,i 6= j. 则存在 h ∈ H 使得 a−1

i = a−1
j h, 从而 aj = hai, 矛盾.

Ex2.2 设 f 是群同态. 任意 a ∈ G,f(a−1) = f(a)−1.

证明. f(a−1)f(a) = f(a−1a) = f(1) = 1.

Ex2.3 设 f 是群同构, 则 f−1 也是群同构.

证明. 任取 a′, b′ ∈ G′, 存在 a, b 使得 f(a) = a′,f(b) = b′.
f−1(a′b′) = f−1(f(a)f(b)) = f−1(f(ab)) = ab = f−1(a)f−1(b).

Ex2.4 设 G 是群, 证明 σ : G→ G, g 7→ g−1 是群同态当且仅当 G 是 Abel 群.

证明.

• 设 σ 是群同态. 则任取 a, b ∈ G,ab = (a−1b−1)−1 = ba, 从而 G 是 Abel 群.

• 设 G 是 Abel 群, 则 (ab)−1 = b−1a−1 = a−1b−1.

Ex2.5 在 G×H 中,
(g, h) = (1G, h) · (g, 1H) = (g, 1H) · (1G, h)

证明 ord((g, h)) = lcm(ord(g), ord(h)).

证明. 设 d = lcm(ord(g), ord(h)), 则显然 ord((g, h)) | d.
另一方面,ord(g) | ord((g, h)),ord(h) | ord((g, h)), 从而 d | ord((g, h)).

Ex2.6 证明 V4 ' U(Z8).

证明. (1, 1) 7→ 1̄, (−1, 1) 7→ 3̄, (1,−1) 7→ 5̄, (−1,−1) 7→ 7̄, 容易验证是同构.
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Ex2.7 证明 C× 不是循环群.

证明. C× 与 Z 之间不存在双射, 因此 C× 不可能是循环群.

P17.5 设 A,B 是群 G 的两个子群. 试证：AB ⩽ G 当且仅当 AB = BA.

证明.

• 设 AB ⩽ G.

任取 ab ∈ AB, 则 (ab)−1 ∈ AB, 即存在 a′b′ 使得 (ab)−1 = a′b′, 则 ab = b′−1a′−1 ∈ BA.

任取 ba ∈ BA,(ba)−1 = a−1b−1 ∈ AB, 所以 ba ∈ AB.

• 设 AB = BA.

a1b1, a2b2 ∈ AB.a1b1a2b2 = a1a
′
2b

′
1b2 ∈ AB.

ab = b′a′,(ab)−1 = a′−1b′−1 ∈ AB.

P18.13 设 a, b 是群 G 的任意两个元素. 试证：a 和 a−1,ab 和 ba 有相同的阶.

证明.

• 设 a 的阶为 d1,a−1 的阶为 d2.1 = 1d1 = (aa−1)d1 = (a−1)d1 , 因此 d2 | d1, 同理 d1 | d2. 因此
d1 = d2.

• 设 ab 的阶为 d1,ba 的阶为 d2.(ab)d1 = 1, 左乘 a−1, 右乘 a, 得到 (ba)d1 = 1, 从而 d2 | d1, 同理
d1 | d2. 因此 d1 = d2.

P20.3 试证：有理数加群 Q 不是循环群, 但它的任意有限生成的子群都是循环群.

证明.

• 任意有理数 a, 存在有理数 b 使得 2b = a. 若 a 是 Q 的生成元, 则 b 也是 Q 的生成元. 容易验
证 b 6= a 且 b 6= −a. 这与无限循环群的生成元只有 a 和 −a 矛盾.

• 设
{
p1
q1
,
p2
q2

}
是子群 H 的生成元集. 令 d = gcd(p1q2, p2q1), 则由 Bezout 等式, d

q1q2
∈ H. 且存

在整数 m,n 使得
p1
q1

= m
d

q1q2
,p2
q2

= n
d

q1q2
. 即 H =

〈
d

q1q2

〉
. 由归纳容易证明其余情况.

P20.10 设 p 是一个素数,G 是方程 xp = 1, xp
2

= 1, · · · , xp
n

= 1, · · · 的所有根在复数乘法下的群. 试
证 G 的任意真子群都是有限阶的循环群.

证明. 记 Gn 是方程 xp
n

= 1 的根在复数乘法下的群, 则容易看出 G1 ⊂ G2 ⊂ · · · ⊂ Gn ⊂ · · · , 且
{Gn} 单调递增至 G. 任取 g ∈ G, 存在一个最小的 n 使得 g 在 Gn 中第一次出现, 容易看出 g 是 pn

阶元, 是 Gn 的生成元. 同时考虑到递增包含关系, 可以断言对 G 的任意真子群 H, 存在最高阶元,
否则 H = G. 所以 H 就形如 Gn, 即是有限阶的循环群.
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11 第十一周暨第九次

Ex1.1 N ⩽ G, 证明 N ' aNa−1, 任意 a ∈ G.

证明. ϕ : N → aNa−1, n 7→ ana−1.

• 群同态.ϕ(m)ϕ(n) = ama−1ana−1 = amna−1 = ϕ(mn).

• 满射. 显然.

• 单射. 设 ϕ(n) = 1, 即 ana−1 = 1, 则 n = 1.

Ex1.2 N / G, 群同态 f : G→ H,N ⊂ ker f . 定义 f̃ : G/N → H,f̃(aN) = f(a), 证明 f̃ 良定.

证明. 任意 aN = bN ,ab−1 ∈ N ⊂ ker f , 则 f(ab−1) = 1H , 则 f(a) = f(b).

P25.1 令 G 是实数对 (a, b),a 6= 0 带有乘法

(a, b)(c, d) = (ac, ad+ b)

的群. 试证：K =
{
(1, b)

∣∣b ∈ R
}
是 G 的正规子群且 G/K ∼= R∗.

证明.

• 验证 G 是群.

– 结合律.
((a, b)(c, d)) (e, f) = (ac, ad+ b)(e, f) = (ace, acf + ad+ b)

(a, b) ((c, d)(e, f)) = (a, b)(ce, cf + d) = (ace, acf + ad+ b)

– 幺元. (1, 0)(a, b) = (a, b), (a, b)(1, 0) = (a, b).

– 可逆. (a, b)(
1

a
,− b

a
) = (1, 0), (

1

a
,− b

a
)(a, b) = (1, 0).

• 考虑映射 ϕ : G→ R∗, (a, b) 7→ a. 容易验证 ϕ 是群同态,kerϕ = K.

从而 K 是正规子群,G/K ∼= R∗.

P25.4 试证群 G 的指数为 2 的子群一定是 G 的正规子群.

证明. 设 H ⩽ G 且 [G : H] = 2, 那么存在 a ∈ G 使得 G = H t aH.
要证 H / G, 只需证对任意 b ∈ G,bH = Hb.

• 当 b ∈ H, 显然有 bH = H = Hb.

• 当 b /∈ H, 只能有 bH = aH = Hb.

因此 H / G.

P25.6 设 f : G→ H 是群同态,M ⩽ G. 试证 f−1(f(M)) = KM , 这里 K = ker f .
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证明.

• KM ⊂ f−1(f(M)). 任取 km ∈ KM ,f(km) = f(k)f(m) = f(m) ∈ f(M).

• f−1(f(M)) ⊂ KM . 任取 a ∈ f−1(f(M)), 存在 m ∈ M 使得 f(a) = f(m), 则 am−1 ∈ K, 存
在 k 使得 a = km.

P25.7 设 M 和 N 分别是群 G 的正规子群. 如果 M ∩N = {1}, 则对任意 a ∈M ,b ∈ N ,ab = ba.

证明. 因为 N / G, 所以对任意的 a ∈M ,aN = Na. 任取 b ∈ N ,ab ∈ Na, 存在 c ∈ N 使得 ab = ca.
若 c = b, 命题得证. 若 c 6= b, 固定住选出的 a, b, c. 因为 M / G, 所以对上面选出的 b ∈ N 有

bM =Mb. 因此 ab ∈ bM , 存在 d ∈M 使得 ab = bd, 从而 ca = bd, 其中 c 6= b. 移项得 b−1c = da−1,
其中 b−1c ∈ N ,da−1 ∈M . 因为 c 6= b, 所以 b−1c 6= 1. 这与 M ∩N = {1} 矛盾！

P25.8 设 f : G→ H 是群同态. 如果 g 是 G 的一个有限阶元素, 则 f(g) 的阶整除 g 的阶.

证明. 设 g ∈ G 的阶为 d, 则 gd = 1, 则 f(g)d = f(gd) = 1, 从而 f(g) 的阶整除 g 的阶.

P25.10 如果 G/C(G) 是循环群, 则 G 是 Abel 群.

证明. 观察到, 若 G 是 Abel 群, 则 C(G) = G. 这提供了更强的信息, 让我们知道如何导出矛盾！
记 N = C(G). 设 aN 是 G/N 的生成元, 不妨设 aN 6= N , 否则 G 已经是 Abel 群.
因为 a /∈ N , 所以存在 b ∈ G 使得 ab 6= ba. 考虑 bN , 因为 G/N 是循环群, 所以存在 m 使得

bN = amN . 因此存在 c ∈ N 使得 b = amc. 但此时 ab = aamc = am+1c = amca = ba, 矛盾！

Ex2.1 对应定理

证明. 有自然同态
ϕ : G −↠ G/N,

则我们有 f1(K) = ϕ(K), f2(K
′) = ϕ−1(K ′).

Ex2.2 若 K/N / G/N , 则 K / G.

证明. 由上一题, 我们有子群间的一一对应, 若 K/N / G/N , 则 f1(K) = gf1(K)g−1 = f1(gKg
−1),

因此 K = gKg−1, 故 K / G.

P30.2 讨论置换

σ =

(
1 2 · · · n

n n− 1 · · · 1

)
的奇偶性.

证明.

(1) 设 n = 2k + 1, 则 σ = (1n)(2, n− 1) · · · (k − 1, k + 1)

• 设 k = 2l, 则为奇置换, 此时 n = 4k + 1

• 设 k = 2l + 1, 则为偶置换, 此时 n = 4l + 3
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(2) 设 n = 2k, 则 σ = (1n)(2, n− 1) · · · (k, k + 1)

• 设 k = 2l, 则为偶置换, 此时 n = 4k

• 设 k = 2l + 1, 则为奇置换, 此时 n = 4l + 2

P30.5 试证一个置换的阶等于它的轮换表示中各个轮换的长度的最小公倍数.

证明. 设置换 σ 的阶为 d, 设它的轮换表示 σ1 · · ·σn 中各个轮换的长度的最小公倍数为 d′.
已知轮换的长度就是轮换的阶数.

• σd
′
= σd

′

1 · · ·σd
′

n = 1.

上面可以交换是因为轮换表示两两不交. 因此 d | d′.

• σd1 · · ·σdn = σd = 1. 假设 σdi 6= 1, 则其余部分是它的逆, 但轮换表示两两不交, 这不可能. 因此
σdi = 1. 从而 d′ | d.

P30.6 试确定 S4 的全部正规子群.

解.

• S4 的共轭类如下：

– 14,Id

– 1221,(12), (13), (14), (23), (24), (34)

– 1131,(123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243)

– 22,(12)(34), (13)(24), (14)(23).

– 41,(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432).

• S4 按共轭类可分为 24 = 1 + 6 + 8 + 3 + 6 共 5 类.

• 由于全体对换生成 Sn, 所以欲找非平凡正规子群, 不可包含对换.

• 已经知道 A4 / S4, 它是所有偶置换, 即恒等、两个对换和三轮换.

• 由 Lagrange 定理,S4 的非平凡正规子群的阶数只能为 12, 8, 6, 4, 3, 2.

• 容易看出不存在其他 12 阶子群, 不存在 8, 6, 3, 2 阶子群

• K4 / S4, 它是所有的两个对换.

• 还有平凡正规子群 {Id} 和 S4 本身.

P30.7 试证 A4 没有 6 阶子群.

证明. 若 A4 有 6 阶子群 H, 则 [A4 : H] = 2, 从而 H 是 A4 的正规子群, 但计算知 A4 的共轭类有
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• [14] 型：1 个

• [22] 型：3 个

• [1131] 型的一部分：4 个

• [1131] 型的另一部分：4 个

因此没有 6 阶正规子群.

P30.8 试证：当 n ⩾ 3 时,C(Sn) = {1}.

证明. 已知 C(Sn) / Sn.

• 当 n = 3 时,S3 的正规子群只有 {1} , A3, S3.

若 C(S3) = A3 或 S3, 则 S3/C(S3) 为循环群, 则 S3 为 Abel 群, 矛盾！

• 当 n = 4 时,S4 的正规子群只有 {1} ,K4, A4, S4, 同理可知 C(S4) 不为 A4 或 S4.

由于

(13)(12)(34)(13) = (14)(23) 6= (12)(34),

所以 C(S4) 6= K4.

• 当 n = 5 时,S5 的正规子群只有 {1} , An, Sn, 同前可证.
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12 第十二周暨第十次

Ex1.1

(1) 证 H 恰由 (1234), (13) 生成.

证明. 由 | 〈(1234)〉 | = 4 且 (13) /∈ 〈(1234)〉 知 | 〈(1234), (13)|〉 | > 4, 由 Lagrange 定理知
| 〈(1234), (13)|〉 | | |H| = 8, 所以 | 〈(1234), (13)|〉 | = 8, 因此 〈(1234), (13)|〉 = H.

(2) 〈(1324), (12)〉

(3) 〈(1243), (14)〉

Ex1.2 求所有 σ ∈ S3, 使得 (12) = σ(13)σ−1.

证明. (12) = σ(13)σ−1 = (σ(1)σ(3)), 故 σ = (23) 或 (123).

Ex1.3 若 G 是 Abel 群, 则 G 是单群 ⇐⇒G 是 p 阶循环群, 其中 p 素.

证明.

• ⇐= 显然.

• =⇒ GAbel 群 =⇒ 任意 N ⩽ G 都是正规子群, 由于 G 是单群, 所以 G 的子群只有平凡子群,
取 1 6= a ∈ G, 则 〈a〉 ⩽ G, 从而 〈a〉 = G.

若 |a| =∞, 则 a /∈
〈
a2
〉
, 则

〈
a2
〉
⊊ 〈a〉,

〈
a2
〉
= {1}, 矛盾.

P29.3 Sn 中型为 1λ12λ2 · · ·nλn 的置换共有
n!∏n

i=1 λi!i
λi
个, 由此证明

∑
λi⩾0

λ1+2λ2+···+nλn=n

1∏n
i=1 λi!i

λi
= 1

证明. 对任意 1λ12λ2 · · ·nλn 型置换 σ 均可写成以下形式

σ = (a1) · · · (an)︸ ︷︷ ︸
λ1

(aλ1+1aλ1+2) · · · (aλ1+2λ2−1aλ1+2λ2
)︸ ︷︷ ︸

λ2

· · ·

其中若 i 6= j, 则 ai 6= aj ,ai ∈ {1, · · · , n}, 若 λi = 0, 则不存在 i 轮换.a1, · · · , an 的可能取值有 n!

种, 由于在 λi 个 i 轮换中, 它们的次序改变不影响 σ, 且每个 i 轮换中,(b1b2 · · · bi) = (b2b2 · · · bib1) =

· · · = (bib1 · · · bi−1), 故 σ 的个数只有
n!∏n

i=1 ai!i
λi 个, 由于不同型的元素不在同一等价类, 因此

∑
λi⩾0

λ1+2λ2+···+nλn=n

n!∏n
i=1 λi!i

λi
= n!,

从而 ∑
λi⩾0

λ1+2λ2+···+nλn=n

1∏n
i=1 λi!i

λi
= 1.
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Ex2.1 求所有 σ ∈ A3 使得 σ(123)σ−1(132).

证明. σ(123)σ−1 = (σ(1)σ(2)σ(3)) = (132), 得 σ = (23), (13), (12), 故不存在 σ ∈ A3 满足条件.

Ex2.2 验证 ρ 是群同态.

证明. 任意 g, h ∈ G, 任意 x ∈ X

ρ(gh)(x) = (gh) · x = g(h · · ·x) = ρ(g)(ρ(h)(x))

故 ρ(gh) = ρ(g)ρ(h), 即 ρ : G→ S(X) 是群同态.

Ex2.3 G 是群, 验证反群 Gop = G,x ∗ y = yx 是群, 且 G 与 Gop 同构.

证明. (1) 1Gop = 1G

(2) 任意 x ∈ Gop,x−1 即为 x 在 Gop 中的逆

(3) 任意 x, y, z ∈ Gop,
x ∗ (y ∗ z) = (zy)x = z(yx) = (x ∗ y) ∗ z.

(4) 构造

ϕ : G→ Gop, x 7→ x−1,

易验证任意 x, y ∈ G,
ϕ(xy) = ϕ(x) ∗ ϕ(y).

Ex2.4 H ⩽ G,H\G =
{
Ha
∣∣a ∈ G}, 构造 (H\G)↶G.

证明. 构造
H\G×G→ H\G, (Ha, g) 7→ Hag.

Ex2.5 验证是单射.

证明. 由 Aut(E/k)↷RootE(f) 知 θ 是同态, 任意 σ ∈ ker θ,σ
∣∣
k
= Id,σ

∣∣
{u1,··· ,un}

= Id, 由关键引理,σ
由 {u1, · · · , un} 唯一决定, 故 σ = IdE , 因此 ker θ = {Id}, 因此 θ 是单射.

Ex2.6 写出来！

证明. 记 x1 = (1, 0)T , x2 = (0, 1)T , x3 = (1, 1)T , 构造

φ : GL2(F2)×X −→ X(
a b

c d

)
×

(
x

y

)
7−→

(
a b

c d

)(
x

y

)
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则 φ 是群作用. (
a b

c d

)
x1 =

(
a

c

)
=


x1 a = 1, c = 0

x2 a = 0, c = 1

x3 a = 1, c = 1

(
a b

c d

)
x2 =

(
b

d

)
=


x1 b = 1, d = 0

x2 b = 0, d = 1

x3 b = 1, d = 1

(
a b

c d

)
x3 =

(
a+ b

c+ d

)
=


x1 a+ b = 1, c+ d = 0

x2 a+ b = 0, c+ d = 1

x3 a+ b = 1, c+ d = 1

这诱导了群同态 ψ : GL2(F2)→ S3, 其中

ψ

(
0̄ 1̄

1̄ 0̄

)
= (12), ψ

(
1̄ 0̄

1̄ 1̄

)
= (13),

故 Imψ ⊃ 〈(12), (13)〉 = S3, 从而 ψ 是满射, 而 |S3| = 6 = |GL2(F2)|, 从而 ψ 是单射.

Ex2.7 构造群满同态 S4 ↠ S3.

证明. 考虑 S4 在其子集 [22] 上的共轭作用,

φ : S4 × [22]→ [22], (τ, σ) 7→ τστ−1

由于 [22] 是 S4 的一个共轭元素类, 所以 φ 是良好定义的, 因此诱导了一个群同态

ψ : S4 → S3.

记 x1 = (23)(14), x2 = (13)(24), x3(12)(34), 则 ψ((12)) = (12), 同理 ψ((13)) = (13), 从而 Imψ ⊃
〈(12), (13)〉 = S3, 从而 Imψ = S3.

Ex2.8check 左作用！

证明. 定义 φ : G×G→ G, (g, h) 7→ g · h = ghg−1, 容易验证

(1) (gg′) · h = gg′hg′−1g−1 = g · (g′ · h),∀ g, g, h ∈ G

(2) 1 · h = h,h ∈ G.
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13 第十三周暨第十一次

Ex1.1 Σ(□) =
{
1, τ, τ 2, τ 3, σ, τσ, τ 2σ, τ3σ

}
, 验证

Z(Σ(□)) =
{

Id, τ 2
}
.

证明. 由于任意 τ iσj , τkσl ∈ Σ(□), 其中 i, k = 0, 1, 2, 3,j, l = 0, 1, 有

τ iσj(τkσl)(τ iσj)−1 = τ iτ (−1)jkτ−(−1)liσj

(1) 当 k = 0, 2 时, 上式为 τ i+k−(−1)liσl, 则 τkσl ∈ Z(Σ(□)) 当且仅当 l = 0, 此时 τkσl = Id 或 τ2.

(2) 当 k = 1, 3 时, 上式为 τ i−k−(−1)liσl 6= τkσl, 否则,2k ≡ i − (−1)li mod 4, 所以 l = 1, 从而
2k ≡ 2i mod 4, 矛盾.

因此,Z(Σ(□)) =
{

Id, τ 2
}

.

Ex1.2 设 |G| = p2,g ∈ Z(G), 且 ord g = p. 记 H = 〈g〉, 设 g′ ∈ G\H, 记 K = 〈g′〉, 验证

φ : H ×K −→ G

(gi, g′j) 7−→ gig′j

是同态.

证明.

φ((gi1 , g′j1)·(gi2 , g′j2)) = φ((gi1+i2 , g′j1+j2)) = gi1+i2g′j1+j2 = gi1g′j1gi2g′j2 = φ((gi1 , g′j1))φ((gi2 , g′j2)).

P34.1 设 G 作用在集合 Σ 上, 对任意 a, b ∈ Σ, 若存在 g ∈ G 使得 ga = b, 则 Ga = g−1Gbg. 换句话
说, 同一轨道中元素的固定子群彼此共轭.

证明. 设 σ ∈ Gb, 则 g−1σga = g−1σb = g−1b = a. 即 g−1Gbg ⊂ Ga, 反之亦然.

P34.3 设群 G 在集合 Σ 上的作用是传递的,N 是 G 的正规子群, 则 Σ 在 N 作用下的每个轨道由同

样多的元素.

证明. 任取 a, b ∈ Σ, 由于 G 在 Σ 上的作用是可迁的, 所以存在 g ∈ G 使得 b = ga. 由上一题知
Ga = g−1Gbg. 故

Na = N ∩Ga = N ∩ g−1Gbg = g−1Ng ∩ g−1Gbg = g−1Nbg,

即 a 与 b 在 N 下的稳定化子互相共轭, 由轨道稳定化子公式知 |Oa| = |Ob|.

P34.12 设 p 是 |G| 的最小素因子. 若 p 阶子群 A / G, 则 A ⩽ C(G).

证明. 不太会, 要再想想.

Ex2.1 〈K4, (13)〉 , 〈K4, (12)〉 , 〈K4, (14)〉 两两不同.
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证明. 若 〈K4, (13)〉 = 〈K4, (12)〉, 则 (12)(13) = (132) ∈ 〈K4, (13)〉, 从而 ord(132) | 8, 但 ord(132) =
3, 矛盾. 其他同理可得.

Ex2.2 分析 S3 的情况

证明. |S3| = 6 = 2× 3.

• Sylow2-子群. 设 Sylow2-子群的个数为 r, 则 r 形如 2k + 1 且 r | 3, 则 r = 1 或 3. 若
r = 1 则该子群为正规子群, 矛盾. 因此 S3 的 Sylow2-子群有三个, 正是 S3 的三个二阶子

群 〈(12)〉 , 〈(13)〉 , 〈(23)〉.

• Sylow3-子群. 设 Sylow3-子群的个数为 r, 则 r 形如 3k + 1 且 r | 2, 所以 r = 1. 因此 S3 的

Sylow3-子群只有 A3.

Ex2.3 设 G 是 Abel 群,|G| = ps11 · · · psrr 是素因子分解, 则：

(1) 存在唯一的 Pi ⩽ G, 使得 |Pi| = prii .

(2) 存在同构

ϕ : P1 × · · · × Pr −→ G

(h1, · · · , hr) 7−→ h1 · · ·hr.

证明.

(1) Sylow 定理断言了 Pi 的存在性, 因为 Abel 群的所有子群都是正规子群, 所以唯一.

(2) • ϕ 是同态.

ϕ((h1, · · · , hr) · (l1, · · · , lr)) = ϕ((h1l1, · · · , hrlr))

= h1l1 · · ·hrlr
= h1 · · ·hrl1 · · · lr
= ϕ(h1, · · · , hr)ϕ(l1, · · · , lr).

• 设 H = ϕ(P1 × · · · × Pr), 则 prii | H, 所以 H = G.

Ex2.4已知：设 H ⩽ A,P ⩽ A是 Sylowp-子群,|A| = ps ·m,(p,m) = 1,则存在 g ∈ A,使得 gPg−1∩H
是 H 的 Sylowp-子群. 运用以上事实, 证明：

(2) A 的 Sylowp-子群彼此共轭.

(4) 设 P 是 A 的一个 Sylowp-子群, 则 A 的 Sylowp-子群的个数为 [A : NA(P )].

证明.
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(2) 设 P 和 P ′ 是任意给定的 A 的 Sylowp-子群, 则由事实知, 存在 g ∈ A, 使得 gPg−1 ∩ P ′ 是 P ′

的 Sylowp-子群. 而 P ′ 的 Sylowp-子群唯一且是自身, 因此 gPg−1 ∩ P ′ = P ′, 故 gPg−1 ⊃ P ′,
同理存在 h ∈ G 使得 hP ′h−1 ⊃ P , 故

hgPg−1h−1 ⊃ hP ′h−1 ⊃ P,

从而

|P | = |hgPg−1h−1| ⩾ |hP ′h−1| ⩾ |P |,

因此 P = hP ′h−1, 即 P 与 P ′ 共轭.

(4) 不太清楚 (4) 在说什么, 需要再想一下.

P40.2 设 G 是一个 n 阶群,p 是 n 的素因子. 试证：方程 xp = 1 在群 G 中解的个数是 p 的倍数.

证明. 考虑 S =
{
(e1, · · · , ep)

∣∣e1 · e2 · · · ep = 1, ei ∈ G
}

. 则 |S| = np−1.
群 Zp 作用在集合 S 上, 它的不动点集 |S0| 正是 xp = 1 的解, 从而

|S| ≡ |S0| ≡ 0 mod p.

P40.4 试证 200 阶群 G 一定含有一个正规的西罗子群.

证明. 其 Sylow-5 子群的个数形如 5k+1 且整除 2, 因此只能有 1 个 Sylow-5 子群, 因此它正规.

P40.7 设 N 是有限群 G 的一个正规子群. 如果 p 和 |G/N | 互素, 则 N 包含 G 的所有西罗 p-子群.

证明. 对任意 G 的 Sylowp-子群 P , 存在 g ∈ G, 使得 gPg−1 ∩ N 是 N 的 Sylowp-子群, 而
(P, |G/N |) = 1, 所以 gPg−1 ∩ N = gPg−1, 从而 gPg−1 ⊂ N , 从而 P ⊂ g−1Ng = N . 因此 N

包含 G 的所有 Sylowp-子群.

P40.8 设 G 是任意一个有限群,N 是 G 的正规子群,P 是 G 的一个 Sylowp-子群. 试证：

(1) N ∩ P 是 N 的 Sylowp-子群；

(2) PN/N 是 G/N 的 Sylowp-子群；

(3) NG(P )N/N ∼= NG/N (PN/N).

证明.

(1) 存在 g ∈ G, 使得 N ∩ gPg−1 是 N 的 Sylowp-子群. 因此

N ∩ P = g−1(N ∩ gPg−1)g

是 N 的 Sylowp-子群.

(2) |PN/N | = |P/(P ∩N)| = |P |
|P ∩N |

.设 |G| = prm,其中 (p,m) = 1,则 |P | = pr,设 |N | = pkn,

其中 (p, n) = 1,则 |P ∩N | = pk,|G/N | = pr−k
m

n
,从而 |PN/N | = pr−k,进而 PN/N 是 G/N

的 Sylowp-子群.
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(3) 想不清楚这是在说什么.

P40.13 设 P 是 G 的 Sylowp-子群, 且 NG(P ) 是 G 的正规子群. 试证 P 是 G 的正规子群.

证明. 由于 P ⊂ NG(P ),|G/NG(P )| 与 P 互素, 故 NG 包含所有的 Sylowp-子群, 而 P / NG(P ), 故
Sylowp-子群只有一个, 从而 P / G.

Ex2.5 既约字唯一

证明. 设由非空集合 X 形成的所有既约字组成的集合是 Ω, 任意 x ∈ X, 定义

σx : Ω→ Ω, ω 7→ xω, ∀ω ∈ Ω,

因为 ω 是既约字, 因此 σx 是 Ω 到自身的双射, 从而 σx 是一个置换. 对于任意一个字

u = xn1
1 x

n2
2 · · ·xnt

t

规定

σu := σn1
x1
σn2
x2
· · ·σnl

xl
.

令

H =
{
σω
∣∣ω ∈ Ω

}
,

则 H 对于置换的乘法成为一个群, 并且如果一个字化简成既约字 ω, 则 σu = σω.
设同一个字 u 用两种不同的方式化简成既约字 ω1, ω2, 则据上述,σω1

= σu = σω2
. 由于 σω1

把空

字映成 ω1,σω2
把空字映成 ω2, 所以 ω1 = ω2.
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14 第十四周暨第十二次

Ex1.1 证明：
N(r1, · · · , rm) =

〈{
ωriω

−1
∣∣1 ⩽ i ⩽ m,ω ∈ F (x1, · · · , xn)

}〉
.

证明. 记 N = N(r1, · · · , rm),N ′ =
〈{
ωriω

−1
∣∣1 ⩽ i ⩽ m,ω ∈ F (x1, · · · , xn)

}〉
.

• 因为 N / F (x1, · · · , xn), 所以对任意的 ω ∈ F (x1, · · · , xn), 有 ωriω
−1 ∈ N . 所以 N ′ ⊂ N .

• 要证 N ⊂ N ′,因为 N 按定义是包含 r1, · · · , rm 的最小的正规子群,N ′ 显然包含 r1, · · · , rm,因
此只需证 N ′ 是正规子群, 即证 N ′ 对共轭封闭.

任取 y ∈ N ′, 任取 v ∈ F (x1, · · · , xn). 注意到 y 形如 ω1ri1ω
−1
1 ω2ri2ω

−1
2 · · ·ωlrilω−1

l , 则

vω1ri1ω
−1
1 ω2ri2ω

−1
2 · · ·ωlrilω−1

l v−1 = (vω1)ri1(vω1)
−1(vω2)ri2(vω2)

−1 · · · (vωl)ril(vωl)−1 ∈ N ′.

Ex1.2 证明：在 F (a, b) 中,

N(a2, b2, (ab)3) = N(a2, b2, abab−1a−1b−1).

证明. 记 N = N(a2, b2, (ab)3),N ′ = N(a2, b2, abab−1a−1b−1).

• 由于 N ′ / F (a, b),
b(abab−1a−1b−1 · · · b2)b−1 = babab−1a−1 ∈ N ′.

重复这个步骤, 得 (ba)3 ∈ N ′. 因此

(ab)3 = a(ba)3a−1 ∈ N ′,

从而 N ⊂ N ′.

• 类似可证 N ′ ⊂ N .

P44.2 如果 n 为正奇数, 求证 D2n
∼= Dn × Z2.

证明. Dn =
〈
a, b
∣∣an = b2 = (ab)2 = 1

〉
,Z2 =

〈
c
∣∣c2 = 1

〉
, 我们有自然的满同态

π : F (x, y)→ Dn × Z2,

其中 π(x) = (a, c),π(y) = (b, c).
显然 N(xn, y2, (xy)2) ⊂ kerπ.
因此诱导了满同态

π̃ : D2n → Dn × Z2.

而 |D2n| = |Dn × Z2| = 4n, 因此 π̃ 是单射, 从而 D2n
∼= Dn × Z2.

P44.3 若 n ⩾ 3, 试问 An × Z2 与 Sn 是否同构》
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证明. C(An × Z2) = C(An)× C(Z2) ⊃ Z2.
但 C(Sn) = {1}, 故 Sn 6' An × Z2.

P44.4 设 G1, G2, G3 为群, 则

(1) G1 ×G2
∼= G2 ×G1

(2) (G1 ×G2)×G3
∼= G1 × (G2 ×G3).

证明.

(1) (g1, g2)←→ (g2, g1).

(2) ((g1, g2), g3)←→ (g1, (g2, g3)).

P44.5 设 Gi 为群, 则

(1) C(G1 ×G2 × · · · ×Gn) = C(G1)× C(G2)× · · · × C(Gn).

(2) G1 ×G2 × · · · ×Gn 为 Abel 群当且仅当 Gi 为 Abel 群.

证明.

(1) (g1, · · · , gn) ∈ C(G1 × · · · ×Gn)

⇐⇒ (g1, · · · , gn)(h1, · · · , hn) = (h1, · · · , hn)(g1, · · · , gn),∀ (h1, · · · , hn) ∈ G1 × · · · ×Gn

⇐⇒ gihi = higi

⇐⇒ gi ∈ C(Gi).

(2) G1 × · · · ×Gn 为 Abel 群

⇐⇒ C(G1 × · · · ×Gn) = {1}

⇐⇒ C(Gi) = {1}

⇐⇒ Gi 为 Abel 群.

P44.6 设 Gi 为群,Ni ⩽ Gi, 则

(1) N1 × · · · ×Nn ⩽ G1 × · · ·Gn

(2) N1 × · · · ×Nn / G1 × · · ·Gn ⇐⇒ Ni ⩽ Gi

(3) 当 N1 × · · · ×Nn / G1 × · · ·Gn 时,

G1 × · · · ×Gn/N1 × · · · ×Nn
∼= G1/N1 × · · ·Gn/Nn.

证明.

(1) 对任意 (x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn) ∈ N1 × · · · ×Nn,

(x1, · · · , xn)(y1, · · · , yn)−1 = (x1y
−1
1 , · · · , xny−1

n ) ∈ N1 × · · · ×Nn.
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(2) 任意 (x1, · · · , xn) ∈ G1 × · · · ×Gn,

(x1, · · · , xn)(N1 × · · · ×Nn)(x1, · · · , xn)−1 = x1N1x
−1
1 × · · · × xnNnx

−1
n = N1 × · · ·Nn

⇐⇒ xiNix
−1
i = Ni, 即 Ni / Ni.

(3) 有自然满同态

π : G1 × · · · ×Gn → G1/N1 × · · · ×Gn/Nn

(g1, · · · , gn) 7→ (g1N1, · · · , gnNn),

易知 kerπ = N1 × · · · ×Nn.

Ex2.1 证明：
Zn '

〈
x1, · · · , xn

∣∣xixj = xjxi, 1 ⩽ i < j ⩽ n
〉
.

证明.

(1) f : X → Zn, xi 7→ ei.

(2) 由自由群的泛性质,f 诱导了 f̃ : F (X) ↠ Zn.

(3) 由于 f̃(xixj) = ei + ej = ej + ei = f̃(xjxi), 所以 f̃ 满足关系 xixj = xjxi,1 ⩽ i < j ⩽ n.

所以 f̃ 诱导了

f̄ : F (x1, · · · , xn)/N(xixjx
−1
i x−1

j

∣∣1 ⩽ i < j ⩽ n) ↠ Zn.

(4) 下证 f̄ 是单射, 任取 y ∈ ker f̄ ,y 形如 x̄1
k1 x̄2

k2 · · · x̄nkn , 且 f̄(y) = 0, 即

k1e1 + k2e2 + · · ·+ knen = 0.

而 e1, · · · , en 是 Zn 的一组基, 因此 k1 = · · · = kn = 0, 即 g = 1, 从而 f̄ 是单射.

Ex2.2 设 G 是群,N / G, 若 N 和 G/N 都是有限生成的, 则 G 也是有限生成的.

证明. 设 U = {u1, u2, · · · , ur} 有限生成 N ,V = {v̄1, v̄2, · · · , v̄s} 有限生成 G/N .
设 ϕ : G↠ G/N 是自然同态. 任取 vi ∈ G 使得 ϕ(vi) = v̄i,1 ⩽ i ⩽ s.
断言 {u1, · · · , ur, v1, · · · , vs} 是 G 的生成集.
任取 g ∈ G,ϕ(g) = v̄ϵ1i1 · · · v̄

ϵn
in

, 其中 ε ∈ {1,−1},1 ⩽ ij ⩽ s,1 ⩽ j ⩽ n,n ∈ N.
所以存在 n ∈ N 使得 g = nvϵ1i1 · · · v

ϵn
in

= uδ1j1 · · ·u
δm
jm
vϵ1i1 · · · v

ϵn
in

.

Ex2.3 设 A ∈ Zn×n, 则 A ∈ GLn(Z)⇐⇒ φA : Zn −→ Zn 是同构.

证明.

• =⇒ φA ◦ φA−1 = Id,φA−1 ◦ φA = Id.

• ⇐= 由 φA ◦ φB = Id 知 AB = I.
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Ex2.4 φP (ImφB) = ImφA

证明. 因为 B = P−1AQ, 所以 PB = AQ, 所以 φPφB = φAφQ.
从而 φP (ImφB) = φA(ImφQ) = φA(Zn) = ImφA.
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15 第十五周暨第十三次

P49.7 试证：当 (m,n) = 1 时,Zm ⊕ Zn 的不变因子为 {mn}；而当 (m,n) > 1 时,Zm ⊕ Zn 的不变
因子为 {(m,n), [m,n]}.

证明.

• 当 (m,n = 1) 时,Zm ⊕ Zn ' Zmn, 这是中国剩余定理.

•



Chapter 6

另一条脉络

1 有限群

1.1 四元群

循环群

• U(Z[i]) = {±1,±i}, 运算是复数乘法, 生成元是 i.

• Z4 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄}, 运算是同余类加法, 生成元是 1̄.

Klein 四元群（实际上是域）

• Z[i]/(2) = {0̄, 1̄, i, 1̄ + i}

• F4 = F2[x]/(x
2 + x+ 1̄) = {0̄, 1̄, u, u+ 1̄}

123
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1.2 六元群

循环群

S3

• 无六阶元

• 非 Abel

• GL2(F2)
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2 不可约性的判定

• Eisenstein, 永远滴神.

• 模素数 p 后不可约则原式不可约.

– 但容易构造不可约多项式模素数 p 后可约.

– 甚至 x4 + 1 模任意素数 p 后可约.

• 平移. 平移前后不可约性不变.

– f(x) = xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1,g(x) := f(x+ 1) ≡ xp−1 mod p.Eisenstein.

– f(x) = x4 + 1,g(x) : f(x+ 1) = x4 + 4x3 + 6x2 + 4x+ 2.Eisenstein.

– f(x) = x6 + x3 + 1,g(x) : f(x+ 1) = x6 + 6x5 + 15x4 + 21x3 + 18x2 + 9x+ 3.Eisenstein.

• 有无根 ⇐⇒ 有无一次因式.

– 有限域上直接代值试.

– 二次实系数多项式比如 x2 + 1 判别式小于 0=⇒ 在 R 上无根, 从而在 R 的各种子域比如
Q(
√
2) 上无根.

– 判断在单扩张如 Q(ω) 上有无根直接将根设成 a+ bω 代入暴算.

• Q[x] 中的不可约性等同于 Z[x] 中的不可约性.

• 曲线救国：

– 商掉它生成的主理想后是域.

∗ 域 =⇒ 极大理想 =⇒ 素理想 =⇒ 素元 =⇒ 不可约元

– 它是某个代数元的化零多项式, 并且单扩张的扩张次数与它的次数相同.
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3 F9
直接验证, 易知 F3[x] 中的首一不可约二次多项式只有三个,x2 + 1, x2 + x− 1, x2 − x− 1.
F9 的乘法表.

解.
0̄ 1̄ 2̄ u 1̄ + u 2̄ + u 2̄u 1̄ + 2̄u 2̄ + 2̄u

0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄

1̄ 0̄ 1̄ 2̄ u 1̄ + u 2̄ + u 2̄u 1̄ + 2̄u 2̄ + 2̄u

2̄ 0̄ 2̄ 1̄ 2̄u 2̄ + 2̄u 1̄ + 2̄u u 2̄ + u 1̄ + u

u 0̄ u 2̄u 2̄ 2̄ + u 2̄ + 2̄u 1̄ 1̄ + u 1̄ + 2̄u

1̄ + u 0̄ 1̄ + u 2̄ + 2̄u ¯2 + u 2̄u 1̄ 1̄ + 2̄u 2̄ u

2̄ + u 0̄ 2̄ + u 1̄ + 2̄u 2̄ + 2̄u 1̄ u 1̄ + u 2̄u 2̄

2̄u 0̄ 2̄u u 1̄ 1̄ + 2̄u 1̄ + u 2̄ 2̄ + 2̄u 2̄ + u

1̄ + 2̄u 0̄ 1̄ + 2̄u 2̄ + u 1̄ + u 2̄ 2̄u 2̄ + 2̄u u 1̄

2̄ + 2̄u 0̄ 2̄ + 2̄u 1̄ + u 1̄ + 2̄u u 2̄ 2̄ + u 1̄ 2̄u

• u 和 2̄u 的最小多项式是 x2 + 1̄.

• u+ 1̄ 和 2̄u+ 1̄ 的最小多项式是 x2 + x− 1̄.

• u+ 2̄ 和 2̄u+ 2̄ 的最小多项式是 x2 − x− 1̄.
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4 Zorn 引理及其应用

4.1 预备
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4.2 极大理想的存在性



CHAPTER 6. 另一条脉络 129

4.3 无穷维线性空间基的存在性

我们首先将有限维线性空间中基的概念推广到任意线性空间：

定义 4.1. 设 V 是域 k 上线性空间,Y ⊂ V .

(1) 称 Y 线性无关如果 Y 的任意有限子集是线性无关的.

(2) 称 Y 张成 V 如果每个 v ∈ V 都是 Y 中有限多个元素的线性组合, 记作 V = 〈Y 〉.

(3) V 的一组基是张成 V 的线性无关子集.

在 V 中, 只有有限和是被允许的, 这是因为 V 上没有定义拓扑, 因此没有序列收敛的概念.

例 4.2. Y =
{
1, x, x2, · · · , xn, · · ·

}
是 V = k[x] 的基.

定理 4.3. 任意域 F 上线性空间有一组基. 事实上,V 的每组线性无关子集 B 都被包含在 V 的某组

基中, 即, 存在 B′ 使得 B ∪B′ 是 V 的一组基.

证明.

一个很好的 notes：http://www.math.lsa.umich.edu/ kesmith/infinite.pdf

http://www.math.lsa.umich.edu/~kesmith/infinite.pdf
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4.4 用素理想刻画 Noetherian 环
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4.5 域的代数闭包



附录 A

范畴论

1 范畴观点下的含幺交换环

命题 1.1. 设 f 是环同态，如下命题等价

(1) f 是单同态

(2) f 是左消去的，即对任意 Z 和环同态 gi : Z → R，有

f ◦ g1 = f ◦ g2 =⇒ g1 = g2.

证明.

命题 1.2. 设 f 是满同态，则 f 是右消去的，即对任意 Z 和环同态 gi : S → Z，有

g1 ◦ f = g2 ◦ f =⇒ g1 = g2.

证明.

例 1.3. ι : Z→ Q 是右消去的但不是满同态.

证明.

命题 1.4. 设 f 是环同态，如下命题等价

(1) f 是满同态

(2) f 是右消去的，且 f 是余等化子.

例 1.5. ι : Z→ Q 是单同态但不是等化子.
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