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摘要: 量子输运是微观和介观体系的非平衡统计物理的一个重要研究问题，在这篇文章中，我们回
顾了非平衡 Green 函数的一般理论，并且建立了其运动方程，给出了热输运体系的稳恒热流表达式。
除此之外，我们还通过直接考察广义 Langevin 方程中的关联函数也给出了同样的结果，并且比较了
两种非平衡统计方法的不同并给出总结。
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Abstract: The paper provides two different approaches to quantum transport problem, a signif-

icant area of non-equilibrium statistical physics in microscopic and mesoscopic regimes. The paper
reviews the general theory of non-equilibrium Green functions and obtains the steady-state heat
current by establishing the equation of motion. Besides, another aspect also shows the same result,
via considering the correlation functions in generalized Langevin equation. The differences of those
methods are discussed in the paper.

Keywords: Quantum heat transport; Non-equilibrium Green functions; Quantum Langevin
equation

I. 量子输运问题简介

输运现象是物理和化学领域里的重要研究对象，宏观的输运现象涉及物质、能量、动量、电荷以及角动量等
物理量在被研究体系中的交换与定向流动。对于宏观体系的研究，输运现象在非平衡统计领域中有着至关重要
的地位，尤其是 Onsage 倒易原理等深刻揭示了宏观输运现象的本质。近平衡的宏观输运过程实际上可以视为
体系环境相互作用的结果，其输运的一般性质可由体系和环境的关联函数给出。而对于微观体系，在纳米尺度
上的输运问题也成为近来的研究热点 [1]，对于微观和介观体系，其性质决定了量子效应不再能够忽略，经典极
限也无法正确成立，但体系的输运性质仍旧是和体系、环境的关联函数紧密相关的，因此在量子力学的基础上，
通过考察体系环境的相互作用，我们在理论上也能够给出量子输运的一般性质。
在本文中，我们主要考察了量子热输运体系，其建立于非平衡统计的框架下，对于其的深刻了解是进一步

探究量子区域下热力学的重要步骤。本文主要分为两个部分：在第一部分中，我们重新回顾了非平衡 Green 函
数，并且根据其性质，通过运动方程法给出了热输运热流的一般表达式；在第二部分中，我们通过将体系-环境
纠缠定理推广到非平衡区域后得到的性质重新给出了热流表达式，在这种方法下，我们能更明确地看出热输运
的性质是来源于体系和环境之间的关联函数，其具有更明确的物理含义。

II. 非平衡 Green 函数简介

在 20 世纪 60 年代 Schwinger、Keldysh、Kadanoff 等人提出了非平衡 Green 函数理论后，其被广泛地用
于超导、激光、量子输运等非平衡统计领域的研究 [5, 6]。值得注意的是，在上世纪 80 年代，我国物理工作者
周光召、苏肇冰、于渌以及郝柏林等人对非平衡 Green 函数做了更为体系化的研究 [3, 5]。在这节中，我们将简
单地介绍非平衡 Green 函数的方法，并且给出运动方程法的一般处理步骤，最终使用之处理热输运问题。
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A. 基本定义

根据量子力学基本原理，一个量子体系可以由体系的密度算符完全确定，其定义为

ρ ≡
∑
n

pn|ψn⟩⟨ψn|. (II.1)

这里 |ψn⟩ 表示系综中不同的状态，其出现的概率为 pn. 给定一组完备的正交基 {|n⟩}(n = 0, 1, 2, · · · )，我们可
以将密度算符在这组基下表示，即

ρ =
∑
mn

ρmn|m⟩⟨n|, (II.2)

这里

ρmn = ⟨m|ρ|n⟩. (II.3)

可以验证，密度算符有性质

Tr(ρ) = 1 且 ρnn ≥ 1. (II.4)

对于一个可观测量 Â, 其系综平均为

⟨Â(t)⟩ = Tr[Â(t)ρ], (II.5)

其中 Â(t) 是 Heisenberg 绘景中的算符，其满足 Â(t) = U †(t, t0)Â(t0)U(t, t0)，这里用到了 Hamilton 量 H 对
应的传播子 U(t, t0) = T+e

−i
∫ t
t0

dτ H(τ). 这里的时序算符 T+ 定义为

T+[Â(t1)Â(t2)] = Â(t1)Â(t2)θ(t1 − t2) + Â(t2)Â(t1)θ(t2 − t1), (II.6)

其中 θ(t) 是阶跃函数，定义为

θ(t) ≡


1, t > 0

0, t < 0

1
2
, t = 0

. (II.7)

求迹操作的循环不变性保证

⟨Â(t)⟩ = Tr[Âρ(t)], (II.8)

这里 ρ(t) = U(t, t0)ρ(t0)U
†(t, t0) 是 Schrödinger 绘景下的密度算符。

当体系处于热力学平衡态时，其密度矩阵可以由正则分布描述，即 ρ = ρeq = e−βH/Tr e−βH . 但若要研究
非平衡 Green 函数，我们不对系综平均的密度算符做任何假设。
非平衡 Green 函数的定义实际上和平衡 Green 函数的定义在形式上完全相同，其中推迟 Green 函数定义

为

GR
AB(t1, t2) ≡ −iθ(t1 − t2)⟨[Â(t1), B̂(t2)]η⟩, (II.9)

与其对应的超前 Green 函数定义为

GA
AB(t1, t2) ≡ iθ(t2 − t1)⟨[Â(t1), B̂(t2)]η⟩, (II.10)
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其中 η 是区分 Fermi 子和 Bose 子的指标。当 η = 1 时，表示 Bose 子，此时 [Â, B̂] ≡ ÂB̂ − B̂Â 表示两个算符
的对易子；当 η = −1 时，表示 Fermi 子，此时 [Â, B̂]−1 ≡ {Â, B̂} ≡ ÂB̂ + B̂Â 表示两个算符的反对易子。
除了上述定义，还有其他四种 Green 函数，其定义为

G−−
AB(t1, t2) ≡ −i⟨T+Â(t1)B̂(t2)⟩, (II.11)

G++
AB(t1, t2) ≡ −i⟨T−Â(t1)B̂(t2)⟩, (II.12)

G+−
AB(t1, t2) ≡ G>

AB(t1, t2) ≡ −i⟨Â(t1)B̂(t2)⟩, (II.13)

G−+
AB(t1, t2) ≡ G<

AB(t1, t2) ≡ −iη⟨B̂(t2)Â(t1)⟩. (II.14)

这里 G< 和 G> 分别称为小于 Green 函数和大于 Green 函数。
注意到这里的算符 Â(t) 和 B̂(t) 均是 Heisenberg 绘景下的算符，且所有的平均都基于任意的密度算符 ρ.

但是，使用 ρ 来计算上述的物理量并不是很方便的，而更优的选择是使用初始的无相互作用下的密度算符 ρ0，
为了进一步说明，我们来考察如下 Hamilton 量

HT(t) = H +H ′(t). (II.15)

将第二部分视为微扰，并在相互作用绘景下考虑，其传播子定义为

UH(t, t0) = e−iH(t−t0), (II.16)

UI(t, t0) = T+ exp
{
− i

∫ t

t0

dτ H ′(τ)

}
. (II.17)

因此量子系统的态和算符随时间的演化关系为

ρI(t) = UI(t, t0)ρI(t0)U
†
I (t, t0), (II.18)

ÂI(t) = U †
H(t, t0)Â(t0)UH(t, t0). (II.19)

假设在 t0 → −∞ 时，体系处于无相互作用的状态，且相互作用是十分缓慢地引入到体系中的。容易证明

⟨T+Â(t1)B̂(t2)⟩ = Tr
{
ρ0TCÂI(t

+
1 )B̂I(t

+
2 ) exp

[
− i

∫
C

dτ H ′(τ)

]}
. (II.20)

这里我们引入了复闭路编时算符 TC，其按照图 1中的积分路径 C 定义时序，具体为

TC(Â(t
+
1 )B̂(t+2 )) = T+(Â(t

+
1 )B̂(t+2 )), (II.21)

TC(Â(t
−
1 )B̂(t−2 )) = T−(Â(t

−
1 )B̂(t−2 )), (II.22)

TC(Â(t
+
1 )B̂(t−2 )) = B̂(t−2 )Â(t

+
1 ). (II.23)

这里我们定义了逆编时算符 T− ≡ (T+)
†，且引入了记号 t+ 来表示在上半平面的时间，其可以显式地写作 t+ =

t+ i0+（这里 0+ 表示一个无限小的正数）；同理 t− = t− i0+，表示下半平面的时间。注意到在积分路径 C 中，
积分的路径分为从 −∞+ i0+ 到 ∞+ i0+ 的部分 C1 和从 ∞− i0+ 到 −∞− i0+ 的部分 C2. 但实际上 C1 的终
点和 C2 起点的位置可以是任意一个大于 t1 和 t2 的数。我们记 ⟨(·)⟩0 ≡ Tr[ρ0(·)] 并令

SC ≡ exp
[
− i

∫
C

dτ H ′(τ)

]
, (II.24)

则有

⟨T+Â(t1)B̂(t2)⟩ = ⟨TCÂI(t1)B̂I(t2)SC⟩0. (II.25)
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图 1: 图中表示了 TC 定义的积分路径 C，其分为两个部分：C1 和 C2. 其中 C1 表示在上半平面从 −∞ 到 +∞
的路径；C2 表示在下半平面从 +∞ 到 −∞ 的路径。

至此，我们定义复闭路 Green 函数为

GC
AB(t1, t2) ≡ −i⟨TCÂ(t1)B̂(t2)⟩ = −i⟨TCÂI(t1)B̂I(t2)SC⟩0, (II.26)

此处按照复闭路 C 进行编时，可以验证由此定义的 Green 函数可以回到之前的四种情形。具体来说：当 t1 和
t2 均处于上半平面时，有

GC
AB(t

+
1 , t

+
2 ) = G−−

AB(t1, t2), (II.27)

由于这种情况下编时操作是按照时间顺序进行的，这类 Green 函数又被称为因果 Green 函数；当 t1 和 t2 均处
于下半平面时，有

GC
AB(t

−
1 , t

−
2 ) = G++

AB(t1, t2); (II.28)

当 t1 处于上半平面而 t2 处于下半平面时，即

GC
AB(t

+
1 , t

−
2 ) = G<

AB(t1, t2); (II.29)

同理，当 t1 处于下半平面而 t2 处于上半平面时，有

GC
AB(t

−
1 , t

+
2 ) = G>

AB(t1, t2). (II.30)

如此定义的复闭路 Green 函数可以展开为

iGC
AB(t1, t2) =

∞∑
n=0

(−i)n

n!

∫
C

dτ1
∫
C

dτ2· · ·
∫
C

dτn ⟨TCÂ(t1)B̂(t2)H
′(τ1)H

′(τ2) · · ·H ′(τn)⟩0. (II.31)

可以看出如此定义的复闭路非平衡 Green 函数和平衡 Green 函数有着相同的形式，因此我们可以在此基础上使
用微扰理论并建立相应的 Feynman 图形技术来计算 Green 函数。但我们在这里感兴趣的问题为量子体系的输
运问题，对于这类问题，使用建立 Green 函数运动方程的方法在很多情况下相比于 Feynman 图方法是很直接
的，因此在之后的章节中，我们将主要的精力集中于非平衡 Green 函数运动方程的建立。

B. 非平衡 Green 函数的运动方程

在输运问题的研究中，我们常常考虑如下的 Hamilton 量：

H = H0 +H1, (II.32)

和之前的描述类似，当 t → −∞ 时，H1 = 0, 这里对应的是无相互作用的体系的态 ρ0, 即体系的各个组分之间
不耦合在仪器. 但随着体系的演化，H1 以绝热的方式（即十分缓慢地）加在体系上，这样就导致量体系中某些
物理量以流的形式发生了输运。
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根据传播子满足的运动方程

∂

∂t
U(t, t0) = −iH(t)U(t, t0), (II.33)

可以得到推迟 Green 函数的运动方程为

i
∂

∂t1
GR

AB(t1, t2) = δ(t1 − t2)⟨[Â(t2), B̂(t2)]η⟩−i⟨[[Â(t1),H(t1)], B̂(t2)]η⟩θ(t1 − t2). (II.34)

这里一个关键要素在于 [Â(t1),H]η 的计算，对于 Hamilton 量 H，其无相互作用的部分可以在二次量子化下写
作产生和湮灭算符的组合。例如，对于 Fermi 子体系，H0 可以表示为

HFermion
0 =

∑
k

ϵkĉ
†
kĉk, (II.35)

其中 ĉ†k 和 ĉk 分别表示动量为 k 的 Fermi 子的产生和湮灭算符，ϵk 表示相应的能量。对于 Bose 子体系，H0

可以表示为

HBoson
0 =

∑
k

ωkâ
†
kâk, (II.36)

其中 â†k 和 âk 分别表示振动模为 ωk 的 Bose 子的产生和湮灭算符，ωk 表示相应的能量。注意到，Fermi 子和
Bose 子的产生和湮灭算符满足不同的对易关系，即

[âk, â
†
k′ ]η = δkk′ , (II.37a)

[âk, âk′ ]η = 0, (II.37b)

[â†k, â
†
k′ ]η = 0. (II.37c)

这里我们将 H0 总结为统一的形式

H0 =
∑
k

ϵkâ
†
kâk. (II.38)

进一步地，我们假设算符 Â 为产生或者湮灭算符 â†j (âj) 的线性组合，因此我们只需要考虑单个产生或湮灭算
符的方程，则有

[âj ,H0] = ϵj âj , (II.39)

[â†j ,H0] = −ϵj â†j . (II.40)

并且，我们记 GR
j̄B

(t1, t2) ≡ −i⟨[â†j(t1), B̂(t2)]⟩θ(t1 − t2) 和 GR
jB(t1, t2) ≡ −i⟨[âj(t1), B̂(t2)]⟩θ(t1 − t2), 则我们可

以将重新表述为

i
∂

∂t1
GR

j̄B(t1, t2) +GB
j̄B(t1, t2) = δ(t1 − t2)⟨[â†j(t2), B̂(t2)]η⟩ − i⟨[[â†j(t1),H1(t1)], B̂(t2)]η⟩θ(t1 − t2). (II.41)

其形式解为

GB
j̄B(t1, t2) = gR

j̄ (t1 − t2)⟨[a†j(t2), B̂(t2)]η⟩+
∫ t1

−∞
dτ gR

j̄ (t1 − τ)GR
Hj̄1B

(τ, t2), (II.42)

这里我们定义了两个推迟 Green 函数:

gR
j̄ (t1 − t2) ≡ −ieiϵj(t1−t2)θ(t1 − t2), (II.43)

GR
Hj̄1B

(t1, t2) ≡ −i⟨[[â†j(t1),H1(t1)], B̂(t2)]η⟩θ(t1 − t2). (II.44)
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其中 gG 是自由粒子对应的 Green 函数。对于湮灭算符，方程的形式解为

GR
jB(t1, t2) = gR

j (t1 − t2)⟨[aj(t2), B̂(t2)]η⟩+
∫ t1

−∞
dτ gR

j (t1 − τ)GR
Hj1B

(τ, t2), (II.45)

其中

gR
j (t1 − t2) ≡ −ie−iϵj(t1−t2)θ(t1 − t2), (II.46)

GR
Hj1B

(t1, t2) ≡ −i⟨[[âj(t1),H1(t1)], B̂(t2)]η⟩θ(t1 − t2). (II.47)

在这种情况下，我们可以将这里的积分区域拓展到复闭路 C，则有

GR
j±B(t1, t2) = gR

j±(t1 − t2)⟨[a±j (t2), B̂(t2)]η⟩+
∫
C

dτ gR
j±(t1 − τ)GR

Hj±1B
(τ, t2), (II.48)

这里我们使用记号 ± 表示湮灭/产生对应的情形，而该积分方程就是复闭路 Green 函数 GC
AB(t1, t2) 的运动方程

的形式解。更一般地，其形式解可以写作

GC
j±B(t1, t2) = gC

j±(t1 − t2)⟨[a±j (t2), B̂(t2)]η⟩+
∫
C

dτ gC
j±(t1 − τ)GC

Hj±1B
(τ, t2). (II.49)

这就是在对 H0 和 Â 作出上述限制下的 Dyson 方程，其更一般的形式可以通过微扰展开的方式得到。但对于复
闭路的 Green 函数，其并不对应于真实物理量的计算，若要回到真实的物理体系，我们需要将复闭路 Green 函
数重新关联回实时 Green 函数；另一方面，式 (II.49) 满足非平衡 Green 函数的运动方程还需要更为严格的说
明。基于上述的要求，在下一个小节中我们将阐述 Langreth 定理来对上述问题进行回答。

C. Langreth 定理

Langreth 定理是将复闭路 Green 函数关联回实时 Green 函数的重要定理，其可以说是非平衡 Green 函数
理论中最关键的定理。

Langreth 定理陈述如下：如果复闭路 Green 函数满足

G(t1, t2) =

∫
C

dtG1(t1, t)G2(t, t2), (II.50)

则有四类 Green 函数满足

G<(t1, t2) =

∫ ∞

−∞
dt

[
GR

1 (t1, t)G
<
2 (t, t2) +G<

1 (t1, t)G
A
2 (t, t2)

]
, (II.51a)

G>(t1, t2) =

∫ ∞

−∞
dt

[
GR

1 (t1, t)G
>
2 (t, t2) +G>

1 (t1, t)G
A
2 (t, t2)

]
, (II.51b)

GR(t1, t2) =

∫ ∞

−∞
dtGR

1 (t1, t)G
R
2 (t, t2), (II.51c)

GA(t1, t2) =

∫ ∞

−∞
dtGA

1 (t1, t)G
A
2 (t, t2). (II.51d)

通常会将其简记为

(G1G2)
< = GR

1G
<
2 +G<

1 G
A
2 , (II.52a)

(G1G2)
> = GR

1G
>
2 +G>

1 G
A
2 , (II.52b)

(G1G2)
R = GR

1G
R
2 , (II.52c)

(G1G2)
A = GA

1G
A
2 . (II.52d)



7

我们首先来证明第一个式子：根据回路积分的性质，对于时间 t > max[Re t1,Re t2] 的积分抵消，这里我们
不妨设 Re t2 > Re t1. 因此有

G<(t1, t2) =

∫
C1

dtG1(t
+
1 , t)G

<
2 (t, t

−
2 ) +

∫
C1

dtG<
1 (t

+
1 , t)G2(t, t

−
2 ), (II.53)

这里的闭路 C1 和 C2 的定义如图 2所示。进一步地，对于第一项可以按照图 3继续划分成∫
C1

dtG1(t
+
1 , t)G

<
2 (t, t

−
2 )

=

∫ t1

−∞
dtG>

1 (t
+
1 , t)G

<
2 (t, t

−
2 ) +

∫ −∞

t1

dtG<
1 (t

+
1 , t)G

<
2 (t, t

−
2 )

=

∫ ∞

−∞
dt θ(t1 − t)G>

1 (t
+
1 , t)G

<
2 (t, t

−
2 ) +

∫ −∞

∞
dt θ(t1 − t)G<

1 (t
+
1 , t)G

<
2 (t, t

−
2 )

=

∫ ∞

−∞
dtGR

1 (t1, t)G
<
2 (t, t2). (II.54)

通过同样的处理方法，我们可以得到∫
C1

dtG1(t
+
1 , t)G

<
2 (t, t

−
2 ) =

∫ ∞

−∞
dtG<

1 (t1, t)G
A
2 (t, t2). (II.55)

同理，我们可以得到对于大于 Green 函数满足第二个式子。

t

−∞ ∞max[Re t1,Re t2]

图 2: 闭路 C1 的积分路径。

t

−∞ ∞t1
t2

图 3: 闭路 C2 所对应的积分路径。

接下来，我们需要继续证明第三个式子。根据推迟 Green 函数的定义，我们有

GR(t1, t2) = θ(t1 − t2) [G
>(t1, t2)−G<(t1, t2)] . (II.56)

则

GR(t1, t2) = θ(t1 − t2) [G
>(t1, t2)−G<(t1, t2)]

= θ(t1 − t2)

{∫ ∞

−∞
dtGR

1 (t1, t) [G
>
2 (t, t2)−G<

2 (t, t2)] + [G>
1 (t1, t)−G<

1 (t1, t)]G
A
2 (t, t2)

}
= θ(t1 − t2)

{∫ t1

t2

dt [G>
1 (t1, t)−G<

1 (t1, t)] [G
>
2 (t, t2)−G<

2 (t, t2)]

}
=

∫ ∞

−∞
dtGR

1 (t1, t)G
R
2 (t, t2). (II.57)

同理，我们可以得到超前 Green 函数所满足的 Langreth 定理。至此，我们证明了所有的复编时 Green 函数回
到实时 Green 函数的关系。



8

从 Langreth 定理可以看出，复闭路推迟 Green 函数满足的关系和实时 Green 函数相同，因此我们对于从
式 (II.48) 和式 (II.49) 有了更好的说明。根据式 (II.49) 给出的复闭路推迟 Green 函数关联到实时 Green 函数的
积分方程正好满足推迟 Green 函数的运动方程，即式 (II.34). 但 Langreth 更为直接的应用在于复闭路 Dyson
方程的研究，根据 Dyson 方程和 Langreth 定理给出的 Keldysh 方程描述了非平衡体系动力学的一般性质 [2]。
除此之外，我们还可以证明通过运动方程法给出的结果是和 Dyson 方程相同的，但 Dyson 方程可以给出更为一
般情况下的结果，不过其计算较为复杂。值得注意的是，在这里由于平衡态体系和非平衡态体系可以有着相同
的 Hamilton 量，因此对于平衡态 Green 函数运动方程的形式解，我们可以直接通过积分回路延拓的方法得到
非平衡 Green 函数所满足的积分方程。
根据非平衡 Green 函数满足的性质，我们可以总结运动方程法处理问题的一般途径为：
1. 写出平衡态 Green 函数满足的运动方程。
2. 求出其形式解。
3. 把时间积分延拓到复闭路上, 以得到复编时的非平衡 Green 函数。
4. 用 Langreth 定理将它关联回实时 Green 函数。
但我们通过运动方程法给出的仍旧是 Green 函数直接的关系，如果我们需要进一步地计算 Green 函数，那

么我们可以采用 Feynman 图或者运动方程演化的方法。对于运动方程的演化，基于 Kubo 和 Tanimura 的级联
运动方程，严以京、徐瑞雪等人发展了耗散子运动方程的方法，该方法可以实现精度较高的量子体系的演化，因
此可以用于计算 Green 函数；但运动方程的方法计算精度大、计算速度慢，因此对于大体系的计算，图形技术
的方法至关重要。

III. 热输运问题的 Green 函数方法

在本节中，我们着重于使用非平衡 Green 函数方法处理 Bose 子的输运问题，即热输运问题。非平衡 Green
函数处理热输运体系的方法是十分经典的方法，本节中我们使用运动方程法给出热输运问题的热流的表达式。
在热输运问题中，我们考察如下的 Hamilton 量

HT = HS + hB +HSB = HS +
∑
α

hα +
∑
αu

Q̂uF̂αu, (III.1)

其中 HS 是体系的 Hamilton 量且 {Q̂u} 是耗散模。这里的环境为 Gauss-Wick 类环境，满足

hα =
1

2

∑
j

ωαj(p̂
2
αj + x̂2αj) 且 F̂αu =

∑
j

cαuj x̂αj , (III.2)

这里 α = L,R, 表示左右热库，其均达到热平衡态、具有温度 βα ≡ 1/kBTα. 定义环境的湮灭算符为

â†αj ≡
1√
2
(x̂αj + ip̂αj), (III.3)

则产生算符为 â†αj . 因此环境可以表示为

hα =
∑
j

ωαj

(
â†αj âαj +

1

2

)
且 F̂αu =

1

2

∑
j

gαuj(âαj + â†αj). (III.4)

我们重新定义了系数为 gαuj ≡
√
2cαuj . 热输运中的热流定义为

Jα(t) ≡ −⟨ḣα(t)⟩ = −i
∑
u

⟨Q̂u[F̂αu(t), hα(t)]⟩, (III.5)
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结合产生湮灭算符的性质，可以得到

Jα(t) =
1

2

∑
j

∑
u

gαujωαj [−i⟨âαj(t)Q̂u(t)⟩+ c.c.] ≡
∑
ju

gαujωαjReG<
αj,u(t, t). (III.6)

其中我们使用了小于 Green 函数的定义，即

G<
αj,u(t, t

′) ≡ −i⟨âαj(t)Q̂u(t
′)⟩. (III.7)

由我们之前的讨论以及对易关系 [âαj(t), Q̂u(t)] = 0 和∑
u

[âαj(t), Q̂uF̂αu(t)] =
1

2

∑
u

gαujQ̂u(t), (III.8)

我们可以得到复闭路 Green 函数的积分方程为

GC
αj,u(t, t

′) =
1

2

∑
v

gαvj

∫
C

dτ gC
αj(t− τ)GC

vu(τ, t
′), (III.9)

其中定义了

GC
vu(t, t

′) ≡ −i⟨TCQ̂v(t)Q̂u(t
′)⟩ (III.10)

和

gC
αj(t− t′) ≡ −i⟨TCâαj(t)â

†
αj(t

′)⟩, (III.11)

且满足

gR
αj(t− t′) = −ie−iωαj(t−t′)θ(t− t′). (III.12)

这里，我们使用 Langreth 定理将其关联回实时 Green 函数，即

G<
αj,u(t, t

′) =
1

2

∑
v

gαvj

∫ t

−∞
dτ gR

αj(t− τ)G<
vu(τ, t

′) + g<αj(t− τ)GA
vu(τ, t

′). (III.13)

稳态时 Green 函数有平移对称性，因此可以得到

G<
αj,u(t) =

1

2

∑
v

gαvj

∫ ∞

0

dτ gR
αj(τ)G

<
vu(t− τ) + g<αj(τ)G

A
vu(t− τ). (III.14)

根据 Green 函数 gC
αj(t− t′) 在平衡态下的性质，我们可以得到

g<αj(t− t′) = −ie−iωαj(t−t′)⟨â†αj âαj⟩, (III.15)

因此有

G<
αj,u(t) = − i

2

∑
v

gαvj

∫ ∞

0

dτ
[
θ(τ)G<

vu(t− τ) + ⟨â†αj âαj⟩GA
vu(t− τ)

]
e−iωαjτ , (III.16)

且根据

GA
vu(t− τ) = iθ(τ − t)⟨[Q̂v(t− τ), Q̂u]⟩, (III.17)
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我们可以得到热流的稳态表达式为

Jα =
2

π

∑
uv

∫ ∞

−∞
dω ω

eβαω − 1
Jα
uv(ω)Cuv(ω). (III.18)

这里定义了环境的谱函数

Cuv(ω) ≡
1

2

∫ ∞

−∞
dt ⟨Q̂u(t)Q̂v(0)⟩eiωt (III.19)

和环境谱密度函数

Jα
uv(ω) ≡

π

2

∑
j

cαujcαvj [δ(ω − ωαj)− δ(ω + ωαj)]. (III.20)

注意到，温衡热流可以表达为

Jα =
2

π

∑
uv

∫ ∞

0

dω ωJα
uv(ω)

[
n̄α(ω)Cuv(ω)− (n̄α(ω) + 1)Cuv(−ω)

]
, (III.21)

其中 n̄α(ω) 是 Bose 分布，即

n̄α(ω) =
1

eβαω − 1
. (III.22)

这就是热输运所对应的 Landauer 公式 [1]。

IV. 热输运的 Langevin 方程方法

从非平衡 Green 函数对于输运问题的研究，我们可以看出 Green 函数实际上作为关联函数的推广，对于其
的研究可以给出体系和环境之间的联系，这恰恰是输运体系的关键。另一方面，体系和环境的研究最为直接的方
式是对于开放体系的统计研究，在本章中，我们将通过热输运体系所满足的 Langevin方程来对非平衡 Green函
数进行更深层次的理解。在整个处理中，其中关键步骤在于产生、湮灭部分的分解，并且我们利用了 Bogoliubov
变换，将有限温体系映射到有效的真空态，对响应和关联函数给出了较为方便的处理方法。

A. Langevin 方程的建立

这里我们依旧考虑式 (III.1)给出的 Hamilton量。在这里，我们在环境的相互作用绘景下考虑问题，其中一
个重要的性质来自于等式

ϕα
uv(t) ≡ i[F̂ B

αu(t), F̂
B
αv(0)] =

∑
j

cαujcαvj sin(ωαjt), (IV.1)

这里用到了 F̂ B
αu(t) ≡ eihB(t−t0)F̂αue

−ihB(t−t0) = eihαtF̂αue
−ihα(t−t0). 可以看出，这里定义的环境响应函数 ϕα

uv(t)

是个 c 数而不是 q 数，因此其可以重新表示为

ϕα
uv(t) = i⟨[F̂ B

αu(t), F̂
B
αv(0)]⟩α, (IV.2)

这里 ⟨(·)⟩α ≡ trB[(·)e−βαhα ]/trBe
−βαhα . 环境响应函数相应的谱密度函数定义为

Jα
uv(ω) ≡

1

2

∫ ∞

−∞
dt eiωt⟨[F̂ B

αu(t), F̂
B
αv(0)]⟩α =

π

2

∑
j

cαujcαvj [δ(ω − ωαj)− δ(ω + ωαj)]. (IV.3)
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可以看出 Jα
uv(ω) = Jα

vu(ω) = −Jα
uv(−ω).

根据之前的定义，在 Heisenberg 绘景下，一个可观测量的时间依赖定义为 Â(t) ≡ eiHT(t−t0)Âe−iHT(t−t0)，
则我们可以得到运动方程，即 Langevin 方程为

¨̂xαj(t) = −ω2
αj x̂αj(t)− ωαj

∑
u

cαujQ̂u(t), (IV.4)

其形式解为

x̂αj(t) = x̂αj cos[ωαj(t− t0)] + p̂αj sin[ωαj(t− t0)]−
∑
u

cαuj

∫ t

t0

dτ sin[ωαj(t− τ)]Q̂u(τ). (IV.5)

因此，我们有

F̂αu(t) = F̂ B
αu(t)−

∑
v

∫ t

t0

dτ ϕα
uv(t− τ)Q̂v(τ). (IV.6)

同样地，热流算符定义为

Ĵα ≡ −dhα
dt =

∑
u

Q̂u
˙̂
Fαu, (IV.7)

这里 ˙̂
Fαu ≡ i[HT, F̂αu] = i[hα, F̂αu]. 而稳恒热流为

Jα ≡ ⟨Ĵα⟩ =
∑
u

⟨Q̂u
˙̂
Fαu⟩, (IV.8)

因此我们的主要的目标为 ⟨Q̂u
˙̂
Fαu⟩ 的计算。

B. 热态的纯化和 Bogoliubov 变换

对于一个混态系统，其可以看作是一个更高维的 Hilbert 空间的约化密度算符 [4]。例如，对于一个纠缠态，
当将其的一个自由度约化求偏迹后，其约化成某个混态。反之，对于一个混态，我们可以通过纯化的方式得到一
个纯态。对于一个热平衡态，其密度算符为

ρ =
e−βH

Tr e−βH
. (IV.9)

对于热输运体系的环境，其处于热平衡态，我们考察其某一个振动模 ωαk 的密度算符

ραk ≡ e−βαωαkâ
†
αkâαk

Zαk

=
∞∑

nαk=0

e−βαωαknαk

Zαk

|nαk⟩⟨nαk|, (IV.10)

这里 Zαk ≡ Tr e−βαωαkâ
†
αkâαk = (1 − e−βαωαk)−1, 并且这里定义了 |nαk⟩ ≡ (â†αj)

nαk |0αj⟩/
√
nαk! 且 |0αj⟩ 是真空

态。构建纯态为

|ξαk⟩ =
1√
Zαk

∞∑
nαk=0

e−βαωαknαk/2|nαk⟩ ⊗ |nαk⟩′, (IV.11)

这里 |nαk⟩′ ≡ (b̂†αj)
nαk |0αk⟩′/

√
nαk! 和相应的产生 (湮灭) 算符 b̂†αk (b̂αk) 构造了纯化的辅助 Fock 空间，可以验

证

ραk = tr′(|ξαk⟩⟨ξαk|), (IV.12)
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这里的 tr′ 表示对于辅助自由度的约化。对于多个振动模的情形，密度算符为

ρα =
∏
k

⊗ραk. (IV.13)

接下来我们通过 Bogoliubov 变换将热库映射到零温的有效热库，具体操作为：定义变换

âαj =
√
1 + n̄αj ĉαj +

√
n̄αj d̂

†
αj , (IV.14a)

b̂αj =
√
1 + n̄αj d̂αj +

√
n̄αj ĉ

†
αj , (IV.14b)

这里定义了 n̄α(ωαj) ≡ n̄αj , 其逆变换为

ĉαj =
√
1 + n̄αj âj −

√
n̄αj b̂αj , (IV.15a)

d̂αj =
√
1 + n̄αj b̂j −

√
n̄αj âαj , (IV.15b)

可以验证

[ĉαj , ĉ
†
αk] = δjk, (IV.16a)

[d̂αj , d̂
†
αk] = δjk, (IV.16b)

因此可以得到

ĉαj |ξαj⟩ = 0, (IV.17a)

d̂αj |ξαj⟩ = 0, (IV.17b)

这里用到了 n̄αj = e−βαωαj (n̄αj + 1). 因此，在 ĉαj 和 d̂αj 下，纯态 |ξαj⟩ 可以看作是有效的真空态，定义其表
示为

|ξαj⟩ = |0αj⟩c|0αj⟩′d, (IV.18)

这里 ĉαj |0αj⟩c = d̂αj |0αj⟩′d = 0.
在 Bogoliubov 变换下，由式 (III.1) 给出的 Hamilton 量可以表示为

HT = HS +
∑
α

h′α +
∑
αu

Q̂uF̂αu, (IV.19)

其中

h′α =
1

2

∑
j

ωαj(ĉ
†
αj ĉαj − d̂†αj d̂αj), (IV.20)

且

F̂αu =
∑
j

cαuj(
√
1 + n̄αj ŷαj +

√
n̄αj ẑαj), (IV.21)

这里定义了

ŷαj ≡
1√
2
(ĉαj + ĉ†αj), (IV.22)

ẑαj ≡
1√
2
(d̂αj + d̂†αj), (IV.23)

至此，我们构建了零温下的有效环境和总的 Hamilton 量。
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C. 稳恒热流

首先，我们将热库算符 F̂αu 按照产生和湮灭算符 (+,−) 分解为

F̂αu =
∑

σ=+,−

F̂ σ
αu = F̂+

αu + F̂−
αu, (IV.24)

并且我们记 â† ≡ â+ 和 â− ≡ (â+)†, â 代表所有定义过的产生湮灭算符. 因此我们可以有

F̂ σ
αu = F̂ B;σ

αu −
∑
v

∫ t

t0

dτ ϕα;σ
uv (t− τ)Q̂v(τ). (IV.25)

这里，根据 Bogoliubov 变换定义的有效真空态，我们有

F̂ σ
αu =

∑
j

cαuj√
2
(
√
1 + n̄αj ĉ

σ
αj +

√
n̄αj d̂

σ
αj), (IV.26)

并且有

F̂ B;σ
αu (t) =

∑
j

cαuj√
2
(
√
1 + n̄αj ĉ

σ
αje

σiωαjt +
√
n̄αj d̂

σ
αje

−σiωαjt), (IV.27)

故由环境响应函数的定义我们可以得到

ϕα;σ
uv (t) =

1

2

∑
j

cαujcαvj [sin(ωαjt)− σi(1 + 2n̄αj) cos(ωαjt)], (IV.28)

因此,

˙̂
F σ
αu(t) =

˙̂
F B;σ
αu (t)−

∑
v

∫ t

t0

dτ ϕ̇α;σ
uv (t− τ)Q̂v(τ) + σi

∑
vj

cαujcαvj

(
n̄αj +

1

2

)
Q̂v(t). (IV.29)

至此，我们可以得到

⟨Q̂u
˙̂
Fαu⟩ = ⟨Q̂u

˙̂
F+
αu⟩+ c.c., (IV.30)

这里我们用到了 (F̂+
αu)

† = F̂−
αu 和 Hermite 算符的性质. 在稳态情形下，有 t− t0 → ∞，此时可以导出稳衡热流

的表达式为

Jα =
2

π

∑
uv

∫ ∞

−∞
dω ω

eβαω − 1
Jα
uv(ω)Cuv(ω). (IV.31)

可以看出，其和之前的结果完全一致。

V. 总结

在本文中，通过非平衡 Green 函数的运动方程法和 Langevin 方程的关联函数法，我们分别给出了相同的
热输运的稳恒热流表达式。从整个过程中我们可以看出：Green 函数和关联函数均表示了在环境的影响下的体
系环境关联，并且能够通过关联给出响应，即热流。但相比于非平衡 Green 函数法，通过关联函数直接考察的
方法更能够体现出关联的物理意义，且更为简洁且没有数学上的繁琐。非平衡 Green 函数法作为一种经典的处
理非平衡体系的方法，其可以建立一套完整的操作流程来处理问题，但其数学形式较为繁琐，且忽略了解析性
的考虑。通过对体系环境总的动力学的考量，根据耗散子动力学方程，我们能够从根本上验证热流公式的正确
性，并且可以基于此计算热流。但对于介观等较大的体系，通过严格的动力学方法会由于计算量大的原因无法
很好的计算，在这种情况下，通过非平衡 Green 函数建立的 Dyson 方程且结合图形展开的方法，可以对介观体
系的输运问题给出数值解。除了对于 Bose 子体系（即热输运）的研究，非平衡 Green 函数和关联函数的方法
也可以用于 Fermi 子体系的处理，其可以给出微观电子输运的稳恒电流。
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A. 体系环境纠缠定理

本节作为附录，在不影响行文顺序的情况下简要地介绍非平衡体系下的体系环境纠缠定理，同样地我们依
旧考虑由式 (III.1) 所定义的 Hamilton 量。体系环境纠缠定理实际上描述了一种 “输入” 和 “输出” 的关系，其
中定义的体系体系纠缠函数是一种 “输入” 函数，即

χSS
uv(t) ≡ i⟨[Q̂u(t), Q̂v(0)]⟩ ≡ [χSS(t)]uv, (A.1)

通过其给出 “输出” 函数，即其他的响应函数，定义为

χSα
uv(t) ≡ i⟨[Q̂u(t), F̂αv(0)]⟩ ≡ [χSα(t)]uv, (A.2)

χαS
uv(t) ≡ i⟨[F̂αu(t), Q̂v(0)]⟩ ≡ [χαS(t)]uv, (A.3)

χαα′

uv (t) ≡ i⟨[F̂αu(t), F̂α′v(0)]⟩ ≡ [χαα′
(t)]uv. (A.4)

这里的 ⟨(·)⟩ = Tr[(·)ρst], 且 Heisenberg 绘景中令 t0 = 0, 因此响应函数有时间平移不变性，即

χAB(t− t′) = i⟨[Â(t), B̂(t′)]⟩. (A.5)

体系环境纠缠定理表述为

χαS(t) = −
∫ t

0

dτ ϕϕϕα(t− τ)χSS(τ) (A.6)

和

χSα(t) = −
∫ t

0

dτ χSS(τ)ϕϕϕα(t− τ), (A.7)

这里 [ϕϕϕα(t)]uv ≡ ϕα
uv(t). 除此之外，还有

⟨F̂αu⟩ = −
∑
v

ηuv⟨Q̂v⟩, (A.8)

这里

ηuv ≡
∫ ∞

0

dt ϕα
uv(t), (A.9)

描述了体系和环境平均值的纠缠。
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