
1.1：2011-2012学年第⼀学期 第⼀次测试

当 时，有

当 时， ，则 存在且有限。

原式

原式

原式

而 ，

故原式 。

原式

故 ， 有上界。

又 ， 递增，故 收敛。

由 ， ， ，下归纳证明 ：

若 成立，则需 ， ，

，又 时成立，故 恒成立， 递减且有下界，

故 收敛，设其收敛与 ，即 ，即 ，

又 ，故 ，即 ， 。

取 ， ， ，

取 ， 。

此时得到的 即为严格递增的趋于 的数列。
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原式可化为 ，

当 时，有 ，有 收敛准则， 存在。

令 ，下证 。

令 ，由 ，有

原式可化为： ，令 ，有：

，故 。
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1.2：2011-2012学年第⼀学期 第⼆次测试

，令 ，得 ；

， ，令 ，得 或 ；

时， ； 或 时， ，

故 为极大值， 为最小值。

或 时， ； 或 时， ，

故凸区间为 和 ，凹区间为 和 。

原式

原式

取 ，则 ，有：

，注意到 ，故取 ， ，

。

事实上 。

略。

，

令 ，

由 ， ， ， ，

又 ，且最高此项均为 ，有 个根，其中 ，必有 个根为 ，

其余 个根 ，显然这 个根亦为 的根。

故 。

即证 ，取 ， 在 恒负，

故 在 上恒凹， ，得证。

令 ， ，故 。

即 ， ，原命题易证。
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由 ，不妨设 均为正，即 ，

即 ， ， ；

同理， ， ，由介值定理， ， 。

不妨设 均为正， ， 均为负，即证 ， ，

由 ， ， 为 右侧最近的零点， ， ，

而 ， ，

故 ， ，即 。

令 ， ， ，

则 ， ，即 。
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1.3：2012-2013学年第⼀学期 第⼀次测试

伪。举例：

真。 ， ，当 时， ，即 时， ，

由柯西收敛准则， 收敛。

真。 ， ， ，

在 上连续，由介值定理， ， 即 。

伪。举例： ，在 上一致连续，但很明显无界。

时， ，

而 ，故

时， ，

而 ，故

综上，

原式

原式

原式

当 ， ， ，令 ， ；

当 ， ；

当 ， ， ，令 ，

综上， 在 连续 处为无穷间断点

反证法，设其不为常值函数，即 ， ， ，不妨设 。

取 由 ，显然 ，而 ，

在 处连续，但取 ， ， 时，

， ，但 ，与 处 连续矛盾，

故 在 时为常值函数。而 证明同理。故原命题成立。
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令

当 时，由 有 ， 递增且由上界，设 收敛于 ，

，得 ，又 ，故 ， ，

当 时， ， ， ；

当 时， ， 递减且有下界，设 收敛于 ，

，得 ，又 ，故 ， ，

综上， 。

，

， 递减，又 ，设 收敛于 ；

， 递增，

又 ，设 收敛于 ；

，即 ，

故 收敛。

由 ， ， ，当 时 ， ，

取 ，当 时， ， ，有：

，故 。
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1.4：2012-2013学年第⼀学期 第⼆次测试

，

原式

原式

原式

原式

，曲率

先证如下结论：当 时， 递减。

即 时，有 ， ，

而 ，故 ，即证。

故 ， ，而显然 最大，故 。

可导一定连续， ， ，故 ；

时， ， 时， ，

， ，

解得 ，

综上， 。

设 对于 恒成立，由微分中值定理，有：

， ，

，取 ， ， 时， ，

故 在 上一致连续。而必要性不一定成立，反例如下：

， ， ，但 在 上一致连续。
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由题， 为凸函数，先证 在 上连续。

， ，

其中 为定点， 任意，且

故有

令 ，则

若 ， ，即 ， ， 在 处连续

若 ， 在 中满足利普西茨条件， 在 上一致连续，故在 处连续

综上， 在 上连续。

令 ，若 ， ，则取 ，则有

，矛盾。

故 在 上有上界。

令 ，取 ，若 下无界，即 ， ， ，

若 ，则有 ，矛盾；

若 ，则有 ，矛盾。

故 有下界。综上， 在 上有界。

由微分中值定理， 或 ，取 ，有 ，

由 ， 充分小，可使 符号不变， 单调，

故存在唯一的 使得 。 时，有：
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1.5：2013-2014学年第⼀学期 第⼀次测试

， ， ，

当 时，

不收敛，下证子列 不收敛。

，设 ，

当 ，取 ， ，

当 ，取 ， ， ，

故 不收敛，故 不存在。

当 ， ，对于 ，取 ，当 时，

，由 收敛准则， 收敛。

 

，

故 。

原式 。

原式 。

原式 。

不妨设 单增，

先证 任一点 有左右极限，且 ，

令 ， ， ， ，

又由单调， ， ， ，

即 ，而 同理，即证得 任一点有左右极限。

故对于 的复合 ， 为连续函数，亦任一点均有左右极限。证毕。

取 ， ，当 ， ，

若 ，取 ，则不存在 ，使 ，故 。
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， ， ， ，下证 和 均收敛。设 ，

， ，而 得 ，

当 时，有 ，故 递增且有上界 ，设 收敛于

而 ，得 或 ，又 ，故

类似的，对 进行同理的计算，可知 递减且有下界 ，设 收敛于 且可证 ；

综上， 收敛于 。
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1.6：2013-2014学年第⼀学期 第⼆次测试

时， ； 时， ； 时，

，

得 ， 。

在 处有二阶导，故 在 得领域内连续，

由 ， ，故 ， ，

。

原式

若 ，不妨设 ， ，

， 时 ， 时 ，

在 可导，即 ，

即 领域内 同号，

若 ，即 ，

对 均成立。

取 ，有 ， 。

由 在 处连续，即 ， ， 时 ，

对任意一点 ，对于上述 ， ， 时， ，

， ，故 在 上各点连续。

两边取对数移项，即证 在 时成立。

研究 ， ， ， 时 ， 递减。

故对于 ，当 即 时，有 ，得证。

利用微分中值定理即可解释，略。

若 ， ，又 ，故 一定存在最值同时为极值。

不妨设其有最大值 ，则此时 ，但 ，矛盾。

最小值同理。故不存在 ， ，即 。
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