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摘 要

摘 要

在 1970年，Manin利用 Brauer群在 𝑋(𝑘)与 𝑋(𝔸𝑘)之间构造了一个中间集
合，现在一般称为 Brauer–Manin障碍，通常这个集合比有理点集合更好判断是
否非空。利用代数群上主齐性空间的理论，可以构造另外一种障碍，称之为下降

障碍。在 1999年，Skorobogatov构造了一个好的代数簇，其Manin障碍集是非
空集但有理点是空集的例子。事实上，在那个例子中，下降障碍是空集，从而一

般来说障碍是不唯一的。但更糟糕的是，在 2010年，Poonen构造了一个下降障
碍也是非空集但无有理点的代数簇的例子。

本文是一个综述报告，将主要介绍Manin障碍和下降障碍的基本理论，并详
细解释 Skorobogatov构造的例子。

关键词：有理点；Brauer–Manin障碍；下降障碍
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Abstract

ABSTRACT
In 1970, Manin constructed an intermediate set between 𝑋(𝑘) and 𝑋(𝔸𝑘) via the

theory of Brauer group. Now, it’s called Brauer–Manin obstruction. Usually, this set is
better than the set of rational points to judge whether it is nonempty. Using the theory
of principle homogeneous spaces on algebraic groups, another kind of obstruction can
be constructed, which is called descent obstrution. In 1999, Skorobogatov constructed
a nice algebraic varieties, whose Manin obstrution set is a nonempty set but the set of
rational points is empty set. In fact, in that example, the descent obstruction is empty
set, so in general, obstrution is not unique. But to make matter worse, in 2010, Poonen
constructed an example of algebraic varieties where descent obstruction is also non
empty set, but its rational points set is empty.

This article is a summary report. We will mainly introduce the basic theory of
Manin obstrution and descent obstrution, and explain in detail about the example of
Skorobogatov.

Key Words: Rational points; Brauer–Manin obstruction; Descent obstruction

II



目 录

目 录

第 1章 引言 ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ 1

第 2章 预备知识ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ 2
2.1 障碍理论的一般讨论 ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ 2
2.2 代数和代数几何预备知识 ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ 3
2.3 Manin障碍和下降障碍ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ 8

第 3章 下降障碍比Manin障碍更精细的例子 ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ 12
3.1 准备和辅助定理 ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ 12
3.2 构造 ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ 17

参考文献 ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ 21

致谢 ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ ꞏ 23

III





符 号 说 明

符 号 说 明

𝔄𝔟 阿贝尔群范畴

𝔸𝕜 𝑘的阿代尔环
𝑘𝑠 𝑘的可分闭包
𝑘 𝑘的代数闭包
𝛺𝑘 𝑘的所有素位的集合
𝐸[𝑚] 𝐸(𝑘)的𝑚阶挠元的集合
III(𝐸) 𝐸的𝑇 𝑎𝑡𝑒 − 𝑆ℎ𝑎𝑓𝑎𝑟𝑒𝑣𝑖𝑐ℎ群
𝐿𝑖𝐹 𝐹的第𝑖阶左导出函子
𝑅𝑖𝐹 𝐹的第𝑖阶右导出函子
𝑣𝑎𝑙𝑝 𝑝进赋值
𝑋 𝑋 ×𝑘 𝑘





第 1章 引 言

第 1章 引 言

研究代数簇的有理点是数论中一个非常基本但是又很困难的问题，也就是，

求多项式方程的有理解问题。一般我们希望研究代数簇是否有有理点，如果有，

它是否满足弱逼近条件 (𝑋(𝑘)在 𝑋(𝔸𝑘)中是否稠密)。早在上世纪，哈塞和闵可
夫斯基就证明了，数域上的二次型定义的方程有解当且仅当在每个 ℚ𝑝和 ℝ上有
解，这被称为局部整体原则。于是人们就开始研究对于一般的方程，甚至是在一

般的整体域 (比方说 ℚ的有限扩张)，研究局部整体原则和其失效的原因。
在 1970年，Manin利用 Brauer群 (𝐻2

𝑒𝑡(𝑋, 𝔾𝑚))，在 𝑋(𝑘)与 𝑋(𝔸𝑘)之间构
造了一个中间集合 𝑋(𝔸𝕜)𝐵𝑟，现在一般称为 Brauer–Manin集，见定义 2.19。通
常这个集合比有理点集合更好判断是否非空，并且能解释很多局部整体原则失

效的原因，即 Manin 障碍非空。在 1999 年之前，人们不知道 Manin 障碍是否
能解释所有好的代数簇局部整体原则失效的原因，1999 年 [19]Skorobogatov 构
造了一个 Manin障碍集是非空集但有理点是空集的好的代数簇的例子。1930年
Chevalley和Weil以及之后 (直到 2002年)的一些数学家的工作，利用主齐性空
间的理论可以构造另外一种障碍，𝑋(𝔸𝕜)𝑑𝑒𝑠𝑐𝑒𝑛𝑡，称之为下降障碍，见 (2.2)。一
般来说，下降障碍比Manin精细，见命题 2.15。事实上，在 Skorobogatov的例子
中，下降障碍是空集，从而下降障碍能解释局部整体原则失效的原因。但更糟糕

的是，在 2010年，Poonen构造了一个下降障碍也是非空集并且无有理点的好的
代数簇的例子，现在已知的所有障碍都无法解释。

本文是一篇综述报告，主要目的是介绍 Manin障碍和下降障碍的基本理论，
并且详细的解释 Skorobogatov在 [19]给出的例子。文章介绍的主要结果是:
定理 1.1 (定理 3.6和定理 3.7)在 ℚ上存在好的代数簇，即 𝑋 是光滑射影

的，并且 𝑋 是整的。其有理点 𝑋(ℚ) = 𝜙，𝑋(ℚ)𝐵𝑟 ≠ 𝜙，并且 𝑋(ℚ)𝑑𝑒𝑠𝑒𝑛𝑡 = 𝜙。
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第 2章 预 备 知 识

第 2章 预 备 知 识

2.1 障碍理论的一般讨论

我们的问题是要研究方程的有理解，在代数几何中这相当于研究代数簇

𝑋/𝑘(分离的有限型的 𝑘概形) 的 𝑘 点，也就是 𝑋(𝑘) = 𝐻𝑜𝑚𝑠𝑝𝑒𝑐𝑘(𝑘, 𝑋)。如不
作特别说明，本文考虑的基域都是代数数域。

一个很基本的问题是决定 𝑋(𝑘) 是否为空集，我们知道，在局部域 (比如
ℚ𝑝, ℝ)解方程会容易的多，所以我们想考虑 𝑋(𝔸𝑘)和 𝑋(𝑘)的关系。
定义 2.1 𝔸𝑘 = ∏′

𝑣∈𝛺𝑘
(𝑘𝑣, 𝒪𝑣) = {(𝑥𝑣)|仅有限个𝑣, 𝑥𝑣 ∉ 𝒪𝑣}

A𝑘,𝑆 = ∏𝑣∈𝑆 𝑘𝑣 × ∏𝑣∉𝑆 𝒪𝑣

𝒪𝑘,𝑆 ∶= {𝑎 ∈ 𝑘 ∶ 𝑣(𝑎) ≥ 0，对于任意𝑣 ∉ 𝑆}
其中 𝑆 是 𝛺𝑘的有限集。

注 因为 𝑋/𝑘是分离的，所以 𝑋(𝑘) ⊆ 𝑋(𝔸𝑘)。参见 [9]或 [14]。
我们想在𝑋(𝔸𝑘)和𝑋(𝑘)之间构造一个中间集合，从现在的观点来看大多都

是通过以下的方式进行构造的。

考虑一个函子 𝐹 ∶ 𝑆𝑐ℎ𝑒𝑚𝑒𝑠𝑜𝑝𝑝 → 𝑆𝑒𝑡𝑠。对于任意的 𝑘代数 𝐿，将 𝐹(𝑠𝑝𝑒𝑐𝐿)
记为 𝐹(𝐿)。
假设 𝐴 ∈ 𝐹(𝑋)。对于任意的 𝑘 代数 𝐿，定义 𝑒𝑣𝐴 ∶ 𝑋(𝐿) → 𝐹(𝐿)，𝑥 ∶

𝑠𝑝𝑒𝑐𝐿 → 𝑋，𝑒𝑣𝐴(𝑥) = 𝑥∗(𝐴) ∈ 𝐹(𝐿)。我们有以下交换图。

𝑋(𝑘) � � //

𝑒𝑣𝐴
��

𝑋(𝔸𝑘)
𝑒𝑣𝐴
��

𝐹(𝑘) // 𝐹(𝔸𝑘)

(2.1)

令𝑋(𝔸𝑘)𝐴 = {𝑦 ∈ 𝑋(𝔸𝑘)|𝑒𝑣𝐴(𝑦) ∈ 𝑖𝑚(𝐹(𝑘) → 𝐹(𝔸𝑘))}，由 (1,1)知道，𝑋(𝑘) ⊆
𝑋(𝔸𝑘)𝐴。

因此，我们定义

𝑋(𝔸𝑘)𝐹 ∶= ⋂
𝐴

𝑋(𝔸𝑘)𝐴 ⊇ 𝑋(𝑘).

定义 2.2 如果𝑋(𝔸𝑘) ≠ 𝜙，但是𝑋(𝔸𝑘)𝐹 = 𝜙，那我们说存在局部整体原则
的 𝐹 障碍。
注 事实上，通常这样的函子 𝐹 是某种上同调理论，比如 𝐻2(𝑋, 𝔾𝑚)，

𝐻1(𝑋, 𝐺)等等。因此接下来主要围绕着上同调理论展开介绍。
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第 2章 预 备 知 识

2.2 代数和代数几何预备知识

令 𝐺 是一个有限群，称 𝑀 是一个 𝐺 模，如果 𝑀 有 ℤ[𝐺] 模结构。两个
𝐺 模之间的态射就是它们作为 ℤ[𝐺] 模的态射。将 𝑀𝑜𝑑𝐺 记为 𝐺 模范畴。考
虑函子 𝐻𝑜𝑚𝐺(ℤ, −) ∶ 𝑀𝑜𝑑𝐺 → 𝔄𝔟，ℤ 是平凡 𝐺 模，即 𝐺 作用平凡。所以
𝐻𝑜𝑚𝐺(ℤ, 𝐴) = 𝐴𝐺，而且此函子左正合。

定义 2.3 𝐻𝑖(𝐺, 𝐴) ∶= 𝑅𝑖(𝐻𝑜𝑚𝐺(ℤ, 𝐴))，称为 𝐺的 𝐴系数的上同调群。
同样地，考虑函子 ℤ ⊗ℤ[𝐺] − ∶ 𝑀𝑜𝑑𝐺 → 𝔄𝔟。其右正合。
定义 2.4 𝐻𝑖(𝐺, 𝐴) ∶= 𝐿𝑖(ℤ ⊗ℤ[𝐺] 𝐴)，称为 𝐺的 𝐴系数的同调群。
我们知道对于一个短正合列 0 → 𝐴 → 𝐵 → 𝐶 → 0，导出函子可以诱导出长

正合列。而且事实上，群的上同调群和同调群分别诱导的长正合列可以用某种方

式连接起来。

对于有限群 𝐺和 𝐺模 𝐴，定义范数映射，𝑁 ∶ 𝐴 → 𝐴, 𝑎 ↦ ∑𝑔∈𝐺 𝑔.𝑎。设
𝐼𝐺是映射 ℤ[𝐺] → ℤ, ∑𝑔∈𝐺 𝑛𝑔𝑔 ↦ ∑𝑔∈𝐺 𝑛𝑔的核。于是我们定义 Tate上同调为:

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

�̂�𝑞(𝐺, 𝐴) = 𝐻𝑞(𝐺, 𝐴), 𝑞 ≥ 1.
�̂�0(𝐺, 𝐴) = 𝐴𝐺/𝑁𝐴, 𝑞 = 0.
�̂�−1(𝐺, 𝐴) = 𝐾𝑒𝑟𝑁/𝐼𝐺𝐴, 𝑞 = −1.
�̂�𝑞(𝐺, 𝐴) = 𝐻𝑞−1(𝐺, 𝐴), 𝑞 ≤ 2.

命题 2.1 若 𝐺是有限群，而且有 𝐺模短正合序列 0 → 𝐴 → 𝐵 → 𝐶 → 0,
则有以下长正合序列。

⋯ → �̂�𝑞−1(𝐺, 𝐶) → �̂�𝑞(𝐺, 𝐴) → �̂�𝑞(𝐺, 𝐵) → �̂�𝑞(𝐺, 𝐶) → �̂�𝑞+1(𝐺, 𝐴) → ⋯

证明 参见 [15]的定理 9.101。 ∎

下面我们考虑 𝐺 是循环群的时候，假设 𝐺 =< 𝑔 >，而且 |𝐺| = 𝑛。考虑
ℤ[𝐺]中的两个元素。𝑁 = 1 + 𝑔 + 𝑔2 + ⋯ + 𝑔𝑛−1, 𝐷 = 𝑔 − 1。同时我们不改变符
号的定义

𝑁 ∶ ℤ[𝐺] → ℤ[𝐺], 𝑎 ↦ 𝑁𝑎.

以及

𝐷 ∶ ℤ[𝐺] → ℤ[𝐺], 𝑎 ↦ 𝐷𝑎.

令

𝜖 ∶ ℤ[𝐺] → ℤ, ∑ 𝑎𝑖𝑔𝑖 ↦ ∑ 𝑎𝑖.

注意到𝐷(∑ 𝑎𝑖𝑔𝑖) = (𝑎𝑛−1 − 𝑎0) + ∑𝑛−1
𝑖=1 (𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑖)𝑔𝑖，于是 𝑖𝑚𝐷 ⊂ 𝐾𝑒𝑟𝜖。

同样的，对于∑ 𝑎𝑖𝑔𝑖 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜖，即∑ 𝑎𝑖 = 0，设𝑁(∑ 𝑏𝑖𝑔𝑖) = ∑ 𝑎𝑖𝑔𝑖，取 𝑏0 = 0，
可得 𝑏𝑚 = −(∑𝑚

𝑖=1 𝑎𝑖)，于是𝐾𝑒𝑟𝜖 = 𝑖𝑚𝐷。
3



第 2章 预 备 知 识

命题 2.2 有限循环群的上同调群具有周期性，周期为 2。即有以下。

�̂�𝑞(𝐺, 𝐴) = 𝐾𝑒𝑟(𝐷)/𝑖𝑚(𝑁) = 𝐴𝐺/𝑁𝐴, 𝑞 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑2),

�̂�𝑞(𝐺, 𝐴) = 𝐾𝑒𝑟(𝑁)/𝑖𝑚(𝐷) = 𝐾𝑒𝑟𝑁/𝐷𝐴, 𝑞 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑2).

证明 注意到有以下 ℤ的预解式：

⋯ 𝑁 // ℤ[𝐺] 𝐷 // ℤ[𝐺] 𝑁 // ℤ[𝐺] 𝐷 // ℤ[𝐺] 𝜖 // ℤ // 0

现在将函子 − ⊗ℤ[𝐺] 𝐴和 𝐻𝑜𝑚𝐺(−, 𝐴)作用在上面的长正合列上取同调群，由
Tate上同调群的定义即证。 ∎

下面介绍投射有限群的上同调。

定义 2.5 𝐺是投射有限群，如果它是有限离散群的逆向极限，拓扑取逆向
极限诱导的拓扑，称为投射有限拓扑。

例 2.1 1.所有有限群是投射有限的。
2.根据无限伽罗瓦理论，𝐺𝑎𝑙(𝐾𝑠/𝐾) = lim←−

𝐿𝑖/𝐾有限
𝐺𝑎𝑙(𝐿𝑖/𝐾)是投射有限群。

事实上，如果 𝐺是有限群，那么假设 𝒰是所有正规的开子群 𝑈 ⊆ 𝐺的集
族。则 𝒰构成 1的基本领域系，并且 𝐺/𝑈 是有限群，𝐺 ≃ lim←− 𝐺/𝑈。见 [22]引
理 6.11.7。
定义 2.6 令 𝐺是一个投射有限群。一个离散 𝐺模是一个 𝐺模 𝐴，𝐴赋予

离散拓扑，而且作用 𝐺 × 𝐴 → 𝐴是连续的。
事实上 𝐴是任意𝐺模，则 𝐴是离散𝐺模当且仅当 𝐴 = ⋃ 𝐴𝑈，𝑈 跑遍𝐺的

开子群。例如，𝐾𝑠 便是一个离散 𝐺𝑎𝑙(𝐾𝑠/𝐾)模。而且离散 𝐺模范畴构成阿贝
尔范畴，记为C𝐺，并且有足够多的内射对象，因此我们可以以同样的手法定义

其上同调群。

定义 2.7 考虑函子 C𝐺 → 𝔄𝔟, 𝐴 → 𝐴𝐺，定义 𝐻𝑖(𝐺, 𝐴)为其第 𝑖阶右导出
函子。

事实上有 𝐻∗(𝐺, 𝐴) ≃ lim←− 𝐻∗(𝐺/𝑈, 𝐴𝑈)。参见 [22]定理 6.11.13。
下面我们做一个约定，对于扩张 𝐾 ⊆ 𝐿，将 𝐻𝑖(𝐺𝑎𝑙(𝐿/𝐾), 𝐿∗) 简记为

𝐻𝑖(𝐿/𝐾, 𝐿∗)。并且我们定义 𝐾 的 Brauer 群 𝐵𝑟(𝐾) 为 𝐻2(𝐾𝑠/𝐾, 𝐾∗
𝑠)，若

𝑐ℎ𝑎𝑟𝑘 = 0，则 𝐵𝑟(𝐾) = 𝐻2(𝐾/𝐾, 𝐾∗)。
事实上，Brauer可以用 Azumaya代数来定义。
定义 2.8 设 𝐴是 𝑘上的有限维代数，则下列三条等价。见 [11] 命题 4.1.1

和 [14]命题 1.5.2。
(1)𝐴是中心的，即 𝑍(𝐴) = 𝑘，且是单代数。
(2)存在域扩张 𝑘 ⊆ 𝐿和某个 𝑛，使得 𝐴 ⊗𝑘 𝐿 ≃ 𝑀𝑛(𝐿)。
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(3)𝐴 ⊗𝑘 𝐴∘ → 𝐸𝑛𝑑𝑘(𝐴), 𝑎 ⊗ 𝑏 ↦ (𝑥 ↦ 𝑎𝑥𝑏, 𝑥 ∈ 𝐴)是同构。其中 𝐴∘是 𝐴的
反代数。

满足上面一条的 𝑘代数称为 𝑘上的 Azumaya代数。
我们现在再次定义 𝑘的 Brauer群。两个 𝑘代数 𝐴, 𝐵称为相似的，如果存在

𝑛, 𝑚，有 𝐴 ⊗ 𝑀𝑛(𝑘) ≃ 𝐵 ⊗ 𝑀𝑚(𝑘)，这是一个等价关系，记为 𝐴 ∼ 𝐵。于是考
虑集合

{𝐴𝑧𝑢𝑚𝑎𝑦𝑎 𝑘代数}/ ∼,

这上面有自然的加法 [𝐴] + [𝐵] ∶= [𝐴 ⊗𝑘 𝐵]，单位元是 [𝑘]，根据定义 1.8 知道
[𝐴]−1 = [𝐴∘]，所以这构成一个阿贝尔群。将它记为 𝐵𝑟𝐴𝑧(𝑘)。
命题 2.3

𝐵𝑟𝐴𝑧(𝑘) ≃ 𝐵𝑟(𝑘).

证明 参考 [17]158页。 ∎

下面介绍一个类域论中的正合列，这对于我们引入 BrauerManin障碍至关
重要。

假设𝐾是 ℚ𝑝的有限扩张或者 𝔽𝕡((𝑡))的有限扩张，并且假定 𝜅是其剩余域，
那么𝐾𝑛𝑟(𝐾的极大非分歧扩张)的剩余域为 𝜅。从而𝐺𝑎𝑙(𝐾𝑛𝑟/𝐾) = 𝐺𝑎𝑙(𝜅/𝜅) =
ℤ̂。事实上，𝐵𝑟(𝐾)与 𝐻2(𝐾𝑛𝑟/𝐾, 𝐾∗

𝑛𝑟)同构。见 [17]181页定理 1和推论。
命题 2.4 存在同构 𝑖𝑛𝑣𝐾 ∶ 𝐵𝑟(𝐾) → ℚ/ℤ，由以下映射给出。称为局部不

变量。

𝐻2(𝐾𝑛𝑟/𝐾, 𝐾∗
𝑛𝑟) 𝑣 // 𝐻2(ℤ̂, ℤ) 𝐻𝑜𝑚(ℤ̂, ℚ/ℤ)𝛿oo

𝛾
// ℚ/ℤ

每个映射皆为同构。于是 𝑖𝑛𝑣 = 𝛾 ∘ 𝛿−1 ∘ 𝑣。

证明 我们只给出概要，具体见 [17]的 12、13章。
第一步，对于 𝐿/𝐾 是有限非分歧扩张，由正合列 1 → 𝑈𝐿 → 𝐿∗ → ℤ → 0，

并证明𝐻𝑞(𝐺, 𝑈𝐿) = 0，可以得到𝐻2(𝐿/𝐾, 𝐿∗) → 𝐻2(𝐺𝑎𝑙(𝐿/𝐾), ℤ)是同构，通
过取极限可以得到 𝐻2(𝐾𝑛𝑟/𝐾, 𝐾∗

𝑛𝑟) → 𝐻2(𝐺𝑎𝑙(𝐾𝑛𝑟/𝐾), ℤ)是同构。
第二步，将𝐻(ℤ̂, −)作用在 0 → ℤ → ℚ → ℚ/ℤ → 0可以得到，𝐻1(ℤ̂, ℚ/ℤ) =

𝐻𝑜𝑚(ℤ̂, ℚ/ℤ) ≃ 𝐻2(ℤ̂, ℤ)。
最后，注意到 𝐻𝑜𝑚(ℤ̂, ℚ/ℤ) ≃ ℚ/ℤ。 ∎

命题 2.5 根据整体类域论，有以下正合列。

0 // 𝐵𝑟(𝑘) // ⊕𝑣𝐵𝑟(𝑘𝑣) 𝑖𝑛𝑣𝑘 // ℚ/ℤ // 0

其中 𝑖𝑛𝑣𝑘是局部不变量 𝑖𝑛𝑣𝑘𝑣
的和。
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证明 见 [13]定理 8.1.17。 ∎

下面我们定义一个概形的 Brauer群，因此需要平展上同调的理论。
定义 2.9 令 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 是概形之间的态射。
(1)称 𝑓 在 𝑥 ∈ 𝑋 处平坦，如果 𝑓∗

𝑥 ∶ 𝒪𝑌 ,𝑦 → 𝒪𝑋,𝑥使得 𝒪𝑋,𝑥是平坦的 𝒪𝑌 ,𝑦

模。称 𝑓 是平坦的，如果 𝑓 在 𝑋 处处平坦。
(2)𝑓 称为忠实平坦的，如果 𝑓 平坦且是满射。
(3)𝑓 称为在 𝑥处局部有限展示，如果存在 𝑦的仿射开领域 𝑉 = 𝑠𝑝𝑒𝑐𝐴，𝑥的

仿射开领域 𝑈 = 𝑠𝑝𝑒𝑐𝐵，使得 𝐵在 𝐴上是有限展示的。其中 𝑦 = 𝑓(𝑥)。𝑓 称为
局部有限展示，如果处处局部有限展示。

(4)𝑓 称为 fppf，如果 𝑓 局部有限展示并且平坦。
命题 2.6 (1)开浸入是平坦的。
(2)平坦性在基变换下不变。
(3)平坦性在合成下不变。
定义 2.10 令 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 是概形之间的态射。
(1)𝑓 称为非分歧的，如果对于任意的 𝑥, 𝑦 = 𝑓(𝑥)，有 𝔪𝑦𝒪𝑋,𝑥 = 𝔪𝑥，并且

𝜅(𝑥)/𝜅(𝑦)是可分扩张。
(2)称 𝑓 是平展的 (etale)，如果 𝑓 平坦而且非分歧。
命题 2.7 (1)开浸入是平展的。
(2)平展性在基变换下不变。
(3)平展性在合成下不变。
定义 2.11 令 𝒞是一个范畴。一个在 𝒞上的 Grothendieck拓扑 (事实上是预

拓扑)是一个集合 𝑐𝑜𝑣(𝒞)(称为覆盖)，其中的元素是一族有共同的目标对象的态
射 {𝑈𝑖 → 𝑈}，满足下列条件:

1.若 {𝑈𝑖 → 𝑈} ∈ 𝑐𝑜𝑣(𝒞)，对于任意的映射 {𝑉 → 𝑈} ∈ 𝑐𝑜𝑣(𝒞)，则 𝑈𝑖 ×𝑈 𝑉
存在，并且 {𝑈𝑖 ×𝑈 𝑉 → 𝑉 } ∈ 𝑐𝑜𝑣(𝒞)。

2.{𝑈𝑖 → 𝑈} ∈ 𝑐𝑜𝑣(𝒞)，{𝑉𝑖𝑗 → 𝑈𝑖}，那么 {𝑉𝑖𝑗 → 𝑈} ∈ 𝑐𝑜𝑣(𝒞)。
3.若 𝛷 ∶ 𝑈 ′ → 𝑈 是同构，则 {𝛷} ∈ 𝑐𝑜𝑣(𝒞)。
定义 2.12 令 𝑋 是一个拓扑空间。令 𝒞是一个范畴，其对象是 𝑋 中开集，

而且对于任意 𝑈, 𝑉 ∈ 𝒞，

𝐻𝑜𝑚(𝑈, 𝑉 ) =
⎧{
⎨{⎩

𝑖, 若𝑈 ⊆ 𝑉 , 𝑖 ∶ 𝑈 → 𝑉是包含映射。
𝜙, 其他。

令 𝑐𝑜𝑣𝒞是集族 {𝑈𝑖 → 𝑈}使得 ∪𝑖𝑈𝑖 = 𝑈。则 (𝒞, 𝑐𝑜𝑣(𝒞))是一个 Grothendieck拓
扑，称为经典的 Grothendieck拓扑。
令 𝑋 是一个概形。𝑋𝑍𝑎𝑟是拓扑空间 𝑠𝑝(𝑋)的经典 Grothendieck拓扑。
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定义 2.13 给定概形 𝑋，取 𝒞 = Et𝑋，其对象是概形 𝑈 并且配有一个平
展态射 𝑈 → 𝑋，其态射是平展态射。称 {𝜙𝑖 ∶ 𝑈𝑖 → 𝑈} 在 𝒞 是覆盖，如果
⋃𝑖 𝜙𝑖(𝑈𝑖) = 𝑈。这定义了 etale site 𝑋𝑒𝑡。

定义 2.14 固定概形𝑋，取𝒞 = Schemes𝑋。一个覆盖是一族𝑋态射 {𝑈𝑖 →
𝑈}，使得∐ 𝑈𝑖 → 𝑈 是 fppf(fpqc)的。这定义了 fppf site 𝑋𝑓𝑝𝑝𝑓(fpqc site 𝑋𝑓𝑝𝑞𝑐)。
定义 2.15 一个范畴 𝒞上的阿贝尔群预层ℱ是一个反变函子 𝒞 → 𝔄𝔟。
定义 2.16 令ℱ是 site(𝒞, 𝑐𝑜𝑣(𝒞)上的预层，则ℱ是层当且仅当

ℱ(𝑈) → ∏
𝑖

ℱ(𝑈𝑖) ⇉ ∏
𝑖,𝑗

ℱ(𝑈𝑖 ×𝑈 𝑈𝑗)

正合 (即第一个映射是单射，且是右边两个映射之差的 Ker)，对于所有的覆盖
{𝑈𝑖 → 𝑈} ∈ 𝑐𝑜𝑣(𝒞)。
对于概形𝑋，它的𝑋𝑍𝑎𝑟, 𝑋𝑒𝑡, 𝑋𝑓𝑝𝑝𝑓 , 𝑋𝑓𝑝𝑞𝑐上的层构成的范畴都是阿贝尔范

畴 [11]，并且都有足够多的内射对象。于是我们将 𝑋 的上同调定义为整体截面
的导出函子。

例 2.2 (1)𝔾𝑎，𝔾𝑎(𝑈) = (𝛤(𝒪𝑈 , 𝑈), +)，对于任意平展态射 𝑈 → 𝑋。
(2)𝔾𝑚，𝔾𝑚(𝑈) = 𝛤(𝒪𝑈 , 𝑈)∗，对于任意平展态射 𝑈 → 𝑋。
(3)考虑 (𝑆𝑝𝑒𝑐𝑘)𝑒𝑡上的阿贝尔层，则定价于给出一个𝐺𝑎𝑙(𝑘𝑠/𝑘)模，见 [11]52、

53页或者 [14]定理 6.4.6。
定义 2.17 𝐻𝑞

∗ (𝑋, ℱ) ∶= 𝑅𝑞(𝛤 (𝑋∗, ℱ))。其中 ∗可以是 𝑧𝑎𝑟, 𝑒𝑡, 𝑓𝑝𝑝𝑓。
注 在此，我们收集一些结论。1.𝐻0

𝑒𝑡(𝑋, ℱ) = ℱ(𝑋)。
2.𝐻𝑞

𝑒𝑡(𝑆𝑝𝑒𝑐𝑘, ℱ) ≃ 𝐻𝑞(𝐺𝑎𝑙(𝑘𝑠/𝑘), ℱ(𝑘𝑠))，特别地，𝐻𝑞(𝑆𝑝𝑒𝑐𝑘, 𝔾𝑚) ≃
𝐻𝑞(𝑘𝑠, 𝑘∗

𝑠)。
3.𝐻1

𝑍𝑎𝑟(𝑋, 𝔾𝑚) ≃ 𝐻1
𝑒𝑡(𝑋, 𝔾𝑚) ≃ 𝐻1

𝑓𝑝𝑝𝑓(𝑋, 𝔾𝑚) ≃ 𝑃𝑖𝑐(𝑋)
因此，我们有理由将 Brauer群定义为𝐻2

𝑒𝑡(𝑋, 𝔾𝑚)，事实上还可以通过 Azu
maya代数去定义，但这时候我们需要考虑的是 𝒪𝑋 代数且作为 𝒪𝑋 模是凝聚的，

具体见 [14]定义 6.6.12或者 [11]140页。
用同样的办法也可以定义 Cech上同调，见 [11]第三章第二节。
令𝒞是一个阿贝尔范畴。令𝐴 ∈ 𝒞，𝐴的下降滤过是集族 {𝐹 𝑛(𝐴)}，𝐹 𝑛(𝐴) ⊆

𝐴，并且 𝐹 𝑛(𝐴) ⊆ 𝐹 𝑛′(𝐴)，若 𝑛 ≥ 𝑛′。𝒞中的滤过对象是 𝒞中的对象，并带有
一个滤过。

定义 2.18 [6] 𝒞中的谱序列是一个序对 𝐸 = (𝐸𝑝,𝑞
𝑟 , 𝐸𝑛)满足以下。

(a)𝐸𝑝,𝑞
𝑟 ∈ 𝒞，通常 𝑟称为页数，一般我们比较关心第 2页 (易于计算)。而且

一般我们可以考虑第一象限的谱序列，所以可以假定 𝑝, 𝑞 < 0时，𝐸𝑝,𝑞
𝑟 = 0。

(b)态射 𝑑𝑝,𝑞
𝑟 ∶ 𝐸𝑝,𝑞

𝑟 ⟶ 𝐸𝑝+𝑟,𝑞−𝑟+1
𝑟 使得 𝑑𝑝+𝑟,𝑞−𝑟+1

𝑟 𝑑𝑝,𝑞
𝑟 = 0，称之为第 𝑟页的

微分。
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(c)同构 𝛼𝑝,𝑞
𝑟 ∶ ker (𝑑𝑝,𝑞

𝑟 ) / Im (𝑑𝑝−𝑟,𝑞+𝑟−1
𝑟 ) ⟶ 𝐸𝑝,𝑞

𝑟+1。即本页的同调信息在下

一页。

(d) 滤过对象 𝐸𝑛 ∈ 𝒞。我们假设对于任意固定的 (𝑝, 𝑞)，有 𝑑𝑝,𝑞
𝑟 = 0 以及

𝑑𝑝−𝑟,𝑞+𝑟−1
𝑟 = 0当 𝑟充分大时，由此得出 𝐸𝑝,𝑞

𝑟 在 𝑟充分大的时候会稳定下来，我
们将此对象定义为 𝐸𝑝,𝑞

∞ ，并且假定 𝐹 0𝐸𝑛 = 𝐸𝑛, 𝐹 𝑛+1𝐸𝑛 = 0。
(e)有同构 𝛽𝑝,𝑞 ∶ 𝐸𝑝,𝑞

∞ → 𝐹 𝑝𝐸𝑛/𝐹 𝑝+1𝐸𝑛。

并且称 𝐸𝑝,𝑞
𝑟 收敛到 𝐸𝑛，一般记为 𝐸𝑝,𝑞

2 ⟹ 𝐸𝑛。

容易定义两个谱序列 𝐸 = (𝐸𝑝,𝑞
𝑟 , 𝐸𝑛), ̃𝐸 = ( ̃𝐸𝑝,𝑞

𝑟 , ̃𝐸𝑛)之间的态射，即一族
态射 𝑢𝑝,𝑞

𝑟 ∶ 𝐸𝑝,𝑞
𝑟 → ̃𝐸𝑝,𝑞

𝑟 ，𝑢𝑛 ∶ 𝐸𝑛 → ̃𝐸𝑛，与微分映射和滤过映射协调 (即满足明
显的交换图)。谱序列构成一个加法范畴。谱序列函子是指某个范畴 𝒞到𝒟上谱
序列范畴的函子。

我们有著名的 Grothendieck谱序列，很多谱序列可以由其导出。
命题 2.8 ([6] 命题 2.4.1) 令 𝒞, 𝒞′ 和 𝒞′′ 是阿贝尔范畴。假设 𝒞 和 𝒞′ 的

每个对象都同构于某个内射对象的子对象。考虑反变函子 𝐹 ∶ 𝒞 ⟶ 𝒞′ 以及

𝐺 ∶ 𝒞′ ⟶ 𝒞′′。假设 𝐹, 𝐺 左正合，𝐹 将内射对象映射为 𝐺 循环对象。(即被
𝑅𝑞𝐺, 𝑞 > 0零化的对象)。那么存在一个上同调谱序列函子从 𝒞到 𝒞′′，收敛到

𝑅(𝐺 ∘ 𝐹)。初始项为
𝐸𝑝,𝑞

2 (𝐴) = 𝑅𝑝𝐺 (𝑅𝑞𝐹(𝐴)) .

命题 2.9 (HochschildSerre谱序列)令 𝜋 ∶ 𝑋′ → 𝑋 是有限伽罗瓦覆盖，伽
罗瓦群为 𝐺，令 𝐹 是 𝑋𝑒𝑡上的阿贝尔层，则存在谱序列。

𝐻𝑝(𝐺, 𝐻𝑞(𝑋′
𝑒𝑡, 𝐹 )) ⟹ 𝐻𝑝+𝑞(𝑋𝑒𝑡, 𝐹 ).

2.3 Manin障碍和下降障碍

假设 𝑘是整体域，𝑋是 𝑘上的代数簇，那么存在 𝑇 是 𝛺𝑘的有限集合，并且

存在 𝒪𝑘,𝑇 上分离的有限型的概形𝒳，其一般纤维是 𝑋。注意到 𝔸𝑘是 𝔸𝑘,𝑆 的正

向极限。见 [3]246页或 [14]95页，可以证明

lim−→ 𝒳 (A𝑘,𝑆) ⟶ 𝒳 (A𝑘) = 𝑋 (A𝑘)

𝒳 (A𝑘,𝑆) ∼⟶ ∏
𝑣∈𝑆

𝑋 (𝑘𝑣) × ∏
𝑣∉𝑆

𝒳 (𝒪𝑣)

因此，𝑋(𝔸𝑘)可视为∏𝑣 𝑋(𝑘𝑣)的子集。
对于 𝐴 ∈ 𝐵𝑟(𝑋)有类似的结论，将在以下命题体现。

8
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命题 2.10 若 (𝑥𝑣) ∈ 𝑋(𝔸𝑘)，固定 𝐴 ∈ 𝐵𝑟(𝑋)，则对几乎所有 (除去有限项)
的 𝑣有 𝐴(𝑥𝑣) = 0。

证明 仅给出概要，可参见 [3]249页。
存在𝒳是 𝒪𝑘,𝑆概形，使得 𝐴是某个𝒜 ∈ 𝐵𝑟(𝒳)的像，可假定 𝑥𝑣 ∈ 𝒳(𝒪𝑣)，

对于任意 𝑣 ∉ 𝑆，从而 𝐴(𝑥𝑣)是某个𝒜(𝑥𝑣) ∈ 𝐵𝑟(𝒪𝑣)的像，注意到 𝐵𝑟(𝒪𝑣) = 0，
因此几乎所有 𝐴(𝑥𝑣) = 0。 ∎

于是可以很轻松的给出Manin障碍的定义了。
定义 2.19 对于固定的 𝐴 ∈ 𝐵𝑟(𝑋)，

𝑋(𝔸𝑘)𝐴 ∶= {(𝑥𝑣) ∈ 𝑋(𝔸𝑘)| ∑
𝑣

𝑖𝑛𝑣𝑣(𝐴(𝑥𝑣)) = 0}.

𝑋(𝔸𝑘)𝐵𝑟 ∶= ⋂
𝐴∈𝐵𝑟(𝑋)

𝑋(𝔸𝑘)𝐴.

而且有 𝑋(𝑘) ⊆ 𝑋(𝔸𝑘)𝐵𝑟 ⊆ 𝑋(𝔸𝑘)。
注 对于包含关系，只需注意到以下交换图。

𝑋(𝑘) � � //

��

𝑋(𝔸𝑘)

��

0 // 𝐵𝑟(𝑘) // ⊕𝑣𝐵𝑟(𝑘𝑣)∑ 𝑖𝑛𝑣𝑣// ℚ/ℤ // 0
定义 2.20 令 𝐺 → 𝑆 是一个 fppf群概形。一个 𝑆 上的 𝐺主齐性空间是一

个 fppf 𝑆概形𝑋赋予了右𝐺作用。(即对于任意的 𝑇 /𝑆，𝑋(𝑇 )有𝐺(𝑇 )右作用)。

𝑋 ×𝑆 𝐺 ⟶ 𝑋

并且满足下列条件之一:
(i)存在 fppf基变换 𝑆′ → 𝑆使得𝑋𝑆′ 有𝐺𝑆′ 作用，并且在 𝑆′上同构于𝐺𝑆′，

其作用右乘 𝐺𝑆′ 作用。

(ii)态射
𝑋 ×𝑆 𝐺 ⟶ 𝑋 ×𝑆 𝑋
(𝑥, 𝑔) ⟼ (𝑥, 𝑥𝑔)

是同构。

主齐性空间直觉上可以理解为是一个有单传递的 𝐺作用的空间。
命题 2.11 [14]179页。令 𝐺 → 𝑆 是 fppf群概形，𝑋是 𝑆 上的 𝐺主齐性空

间。则下列命题等价。

(1)𝑋 同构于平凡主齐性空间 (𝐺和其上的右乘作用)。
(2)𝑋(𝑆) ≠ 𝜙，即 𝑋 → 𝑆 存在截面。
(3)𝑋 对应于 �̌�1

𝑓𝑝𝑝𝑓(𝑆, 𝐺)的零元素。
9
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对应仿射的 𝑆 群概形 𝐺，有以下 𝐺主齐性空间的分类。
命题 2.12 [14]181页。𝐺 → 𝑆 是仿射群概形，并且 𝑆 是局部诺特的概形。

则有以下 (指定基点的)同构。(即平凡主齐性空间对应到𝐻1
𝑓𝑝𝑝𝑓(𝑆, 𝐺)的零元素)。

{𝐺 −主齐性空间}/同构 ≃ 𝐻1
𝑓𝑝𝑝𝑓(𝑆, 𝐺).

命题 2.13 [20]20，21页。𝐺 → 𝑆 是 fppf 𝑆 群概形，令 𝑃 是一个 𝑆 上的右
𝐺主齐性空间，𝐹 是一个仿射 𝑆 概形并带有左 𝐺作用。则 𝑃 ×𝑋 𝐹 在 𝐺作用下
的商 𝑌 存在，并且是仿射 𝑋 概形，(𝑝, 𝑓) ↦ (𝑝𝑠−1, 𝑠𝑓)。
注 上述的 𝑌 称为 𝑃 和 𝐹 的收缩积 (Contracted product)，记为 𝑃 ×𝐺 𝐹。同

时也称为 𝐹 关于 𝑃 的扭曲。
𝑄是一个𝑋上左𝐺主齐性空间，则存在逆主齐性空间𝑄′(是右主齐性空间)，

作为 𝑋 概形是同构于 𝑄的，作用是 𝑥′𝑠 ∶= 𝑠−1𝑥′。

因此，如果有𝑋上右 𝐺主齐性空间 𝑃，以及另一个右 𝐺主齐性空间 𝐸，那
么定义它们的收缩积为 𝑃 ×𝐺 𝐸′。𝐸′为逆。

我们大部分处理的是 𝑋 和 𝑃 都是 𝑘上的代数簇，𝐺𝑋 是一个 𝑘上代数群 𝐺
做基变换上来的，𝑍是一个 𝑘上右𝐺主齐性空间，𝐸 = 𝑋 ×𝑘 𝑍，想求 𝑃 与 𝐸的
收缩积。令 𝜎 ∈ 𝑍1(𝐺𝑎𝑙(𝑘/𝑘), 𝐺)，[𝜎]是 𝑍 的对应元素。那么收缩积 𝑃 𝜎可认为

是 𝑃 在以下作用的商，(𝑔, 𝑥) ↦ (𝑔(𝑥)).𝜎−1
𝑔 。

命题 2.14 𝑋 是 𝑘 上的代数簇。令 𝐺是一个光滑的仿射代数群。假设 𝑓 ∶
𝑍 → 𝑋 是一个 𝐺主齐性空间，并且 𝜁 ∈ 𝐻1(𝑋, 𝐺)是其对应的类。那么对于任
意 𝜏 ∈ 𝐻1(𝑘, 𝐺)，𝑓𝜏 ∶ 𝑍𝜏 → 𝑋 是扭曲主齐性空间。则

𝑋(𝑘) = ⋃
𝜏∈𝐻1(𝑘,𝐺)

𝑓𝜏(𝑍𝜏(𝑘)).

证明 容易知道

𝑋(𝑘) = ⋃
𝜏∈𝐻1(𝑘,𝐺)

{𝑥 ∈ 𝑋(𝑘) ∶ 𝜁(𝑥) = 𝜏}.

(𝜁(𝑥)是取 𝑓 在 𝑥处的纤维所对应的 𝐻1(𝑘, 𝐺)上同调类)。
因此只需证，{𝑥 ∈ 𝑋(𝑘) ∶ 𝜁(𝑥) = 𝜏} = 𝑓𝜏(𝑍𝜏(𝑘))。
𝑥 ∈ 𝑓𝜏 (𝑍𝜏(𝑘))
⟺纤维 𝑍𝜏

𝑥 是 𝑘上平凡 𝐺𝜏 主齐性空间 (命题 1.11)。
⟺ 𝑍𝑥 ×𝐺 𝑇 −1是 𝑘上平凡 𝐺𝜏 主齐性空间。

⟺ 𝑍𝑥 ≃ 𝑇 作为 𝐺主齐性空间 (在两边的右侧取关于 𝑇 的收缩积)。

⟺ 𝜁(𝑥) = 𝜏

∎
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因此，对于任意 𝑓 ∶ 𝑍 → 𝑋 是 𝐺 主齐性空间，则 𝑋(𝑘) ⊆
⋃𝜏∈𝐻1(𝑘,𝐺) 𝑓𝜏(𝑍𝜏(𝔸𝑘))，定义

𝑋(𝔸𝑘)𝑓 = ⋃
𝜏∈𝐻1(𝑘,𝐺)

𝑓𝜏(𝑍𝜏(𝔸𝑘)),

𝑋(𝔸𝑘)𝐻1(𝑋,𝐺) ∶= ⋂
所有𝐺主齐性空间

𝑋(𝔸𝑘)𝑓 ,

𝑋(𝔸𝑘)𝑑𝑒𝑠𝑐𝑒𝑛𝑡 = ⋂
所有光滑仿射代数群𝐺

𝑋(𝔸𝑘)𝐻1(𝑋,𝐺). (2.2)

命题 2.15 ([14]命题 8.5.3)𝑘是整体域。𝑋 是正则拟射影的 𝑘代数簇。则

𝑋(𝔸𝑘)𝑑𝑒𝑠𝑐𝑒𝑛𝑡 ⊆ 𝑋(𝔸𝑘)𝐵𝑟.

注 这表明，𝑋 性质不太差时下降障碍比 Manin障碍精细，我们在第二章
会给出下降障碍严格比Manin障碍精细的例子。
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第 3章 下降障碍比 Manin障碍更精细的例子

本章的目的是构造一个好的代数簇，其下降障碍为空集，Manin障碍非空。

3.1 准备和辅助定理

定义 3.1 令 𝐸 是在 𝑘上的椭圆曲线，一个 𝐸 的 𝑛覆盖是指 (𝐶, 𝜓)，其中
𝐶 是 𝑘上的 𝐸 下的主齐性空间,作用为 𝜇 ∶ 𝐸 × 𝐶 → 𝐶，并且满足下列交换图。

𝐸 × 𝐶
𝜇
��

(𝑛,𝜓)
// 𝐸 × 𝐸

+
��

𝐶 𝜓
// 𝐸

(3.1)

注 一个 𝐸 下的主齐性空间 𝐶 是 𝑛覆盖，当且仅当 [𝐶] ∈ 𝐻1(𝑘, 𝐸)能提升
为 𝐻1(𝑘, 𝐸[𝑛])中的上链。
定义 3.2 一个 𝑛𝑚覆盖 𝜓′ ∶ 𝐶′ → 𝐸 称为是 𝜓 ∶ 𝐶 → 𝐸 的提升，如果存在

𝜉 ∶ 𝐶′ → 𝐶,使得下图交换。

𝐸 × 𝐶′ (𝑚,𝜉)
//

𝜇′
��

(𝑛𝑚,𝜓′)

%%

𝐸 × 𝐶 (𝑛,𝜓)
//

𝜇
��

𝐸 × 𝐸
+
��

𝐶′ 𝜉
//

𝜓′

99𝐶 𝜓
// 𝐸

(3.2)

注 𝑛𝑚覆盖 𝜓′ ∶ 𝐶′ → 𝐸 是 𝑛覆盖 𝜓 ∶ 𝐶 → 𝐸 的提升，当且仅当 𝐶 对应
在 𝐻1(𝑘, 𝐸[𝑛])的上闭链是 𝐶′ 在 𝐻1(𝑘, 𝐸[𝑛𝑚])的上闭链在 𝑚∗ ∶ 𝐻1(𝑘, [𝑛𝑚]) →
𝐻1(𝑘, 𝐸[𝑛])的像。那么即有𝑚[𝐶′] = [𝐶] ∈ 𝐻1(𝑘, 𝐸)。见 [2]。
下面我们来构造一类 𝑘 上的光滑恰当的曲面，最终我们构造的例子属于这

一类曲面。构造主要基于以下两点。

(1) 𝐸 是 𝑘 上的椭圆曲线，一个 2 覆盖 𝜓 ∶ 𝐶 → 𝐸 可被提升至 4 覆盖
𝜓′ ∶ 𝐶′ → 𝐸，而且 𝐶 有一个度 (degree)为 2的 0闭链。

(2)𝜌 ∶ 𝐷 → 𝐷是无不动点的对合映射，𝐷是亏格为 1的曲线。
令 𝜉 ∶ 𝐶′ → 𝐶，满足 𝜓′ = 𝜓 ∘ 𝜉。这是一个伽罗瓦覆盖，伽罗瓦群为 𝐸[2]。

特别地，𝜉诱导在 𝑃𝑖𝑐0上的映射，𝜉∗ ∶ 𝐸 → 𝐸 是 𝐸 中乘以 2的映射。由黎曼罗
赫定理，𝐶 上 degree为 2的除子，诱导了映射 ℎ ∶ 𝐶 → ℙ1

𝑘，使得它是二重覆盖。

见 [21]517，509页。记 𝜎 ∶ 𝐶 → 𝐶 为超椭圆对合 (involution)映射，𝜎∗在 𝐶 的雅
克比簇 𝐸 上的作用是乘以 −1。
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令 𝐷′ = 𝐷/𝜌,且满足 𝜙 ∶ 𝐷 → 𝐷′(商映射)是非分歧的二重覆盖。设 𝐽, 𝐽 ′

分别为 𝐷, 𝐷′ 的雅克比簇。则 𝜌∗ 在 𝐽 上的作用是平凡的，显然 𝜙∗ ∶ 𝐽 ′ → 𝐽 是
degree为 2的同源 (isogeny)映射。
令𝑋是 𝑌 = 𝐶 × 𝐷在无不动点对合映射 (𝜎, 𝜌)下的商，𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑋。这是一

个光滑恰当的几何整的曲面，也被称为超椭圆曲面或双椭圆曲面。参见 [1]。其
几何不变量为 𝜅 = 0, 𝑝𝑔 = 0, 𝑞 = 1, (𝐾𝑋)2 = 0, 𝑏1 = 𝑏2 = 0。
由 [4] 命题 3.1，𝜋2 ∶ 𝑌 → 𝐷诱导的 𝑋 → 𝐷′ 是 Albanese映射。从而 𝐺模

𝑃𝑖𝑐0(𝑋) ≃ 𝑃𝑖𝑐0(𝐷′) ≃ 𝐽 ′(𝑘)。见 [8] 定理 3.3(iii)。最后，令 𝑌 ′ = 𝐶′ × 𝐷，令
𝜋 ∶ 𝑌 ′ → 𝐷 是第二个分量的投影。令 𝑓 ′ ∶ 𝑌 ′ → 𝑋 为非分歧覆盖的复合，即
𝑓 ′ = (𝜉, 𝐼𝑑) ∘ 𝑓。
记 𝐺 = 𝐺𝑎𝑙(𝑘/𝑘)。
定理 3.1 假设 𝑘 满足 𝐻3(𝑘, 𝔾𝑚) = 0。若 𝐸 无阶恰好为 2 的 𝑘 点，则

𝑓 ′∗(𝐵𝑟(𝑋)) ⊆ 𝜋∗(𝐵𝑟(𝐷)) ⊆ 𝐵𝑟(𝑌 ′)。
对于任意的 𝑘代数簇 𝑋 有 HochschildSerre谱序列:

𝐻𝑝(𝑘, 𝐻𝑞(𝑋, 𝔾𝑚)) ⟹ 𝐻𝑝+𝑞(𝑋, 𝔾𝑚).

当 𝑋 是恰当 (proper)几何连通和几何约化时，𝐻0(𝑋, 𝔾𝑚) = 𝒪∗
𝑋 = 𝑘∗

。

从谱序列中可读出以下正合列。

0 → 𝐹 1𝐸2/𝐹 2𝐸2 ≃ 𝐸1,1
∞ → 𝐸1,1

2 = 𝐻1(𝑘, 𝑃 𝑖𝑐(𝑋)) → 𝐸3,0
2 = 𝐻3(𝑘, 𝑘∗) = 0

0 // 𝐹 1𝐸2 // 𝐵𝑟(𝑋) = 𝐹 0𝐸2 // 𝐹 0𝐸2/𝐹 1𝐸2 ≃ 𝐸0,2
∞

� � // 𝐸0,2
2 = 𝐵𝑟(𝑋)𝐺

由谱序列函子的函子性知，其中 𝑏 ∶ 𝑋 → 𝑋 是自然的映射。

𝐹 0𝐸2 = 𝐵𝑟(𝑋) //

𝑏∗
��

𝐹 0𝐸2/𝐹 1𝐸2 � � // 𝐵𝑟(𝑋)𝐺

��

̃𝐹 0 ̃𝐸2 = 𝐵𝑟(𝑋) 𝑖𝑑 // ̃𝐹 0 ̃𝐸2/ ̃𝐹 1 ̃𝐸2 = 𝐵𝑟(𝑋) � � // ̃𝐸0,2
2 = 𝐵𝑟(𝑋)

(3.3)

于是 𝐵𝑟1(𝑋) ∶= 𝑘𝑒𝑟(𝐵𝑟(𝑋) → 𝐵𝑟(𝑋)𝐺) = 𝐹 1𝐸2，又有以下交换图，其中第一

行是短正合列。

0 // 𝐹 2𝐸2 // 𝐹 1𝐸2 // 𝐹 1𝐸2/𝐹 2𝐸2 // 0

𝐵𝑟(𝑘) 𝐸2,0
2

OOOO

// 𝐵𝑟1(𝑋)

(3.4)

结合之前两个短正合列有 0 → 𝑖𝑚(𝐵𝑟(𝑘) → 𝐵𝑟1(𝑋)) → 𝐵𝑟1(𝑋) →
𝐻1(𝑘, 𝑃 𝑖𝑐(𝑋)) → 0，由谱序列的函子性，对于结构映射 𝑠 ∶ 𝑋 → 𝑘 有 (并且

13
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注意到 𝐵𝑟(𝑘) = 0)。

𝐹 0𝐸2 = 𝐵𝑟(𝑘) // 𝐵𝑟1(𝑋) = 𝐹 1𝐸2 // 𝐵𝑟(𝑋)

̃𝐹 0 ̃𝐸2 = 𝐵𝑟(𝑘) //

𝑠∗

OO

𝐵𝑟(𝑘) = ̃𝐹 1 ̃𝐸2

𝑠∗

OO

𝐵𝑟(𝑘)
𝑠∗

OO
(3.5)

这表明 𝐵𝑟(𝑘) 的像落在 𝐵𝑟1(𝑋) 中，则 𝐵𝑟0(𝑋) = 𝑖𝑚(𝐵𝑟(𝑘) → 𝐵𝑟(𝑋)) =
𝑖𝑚(𝐵𝑟(𝑘) → 𝐵𝑟1(𝑋))，从而有

0 → 𝐵𝑟0(𝑋) → 𝐵𝑟1(𝑋) → 𝐻1(𝑘, 𝑃 𝑖𝑐(𝑋)) → 0.

对于光滑射影的曲面，根据 [7] 或 [11] 第 5 章 3.29(d) 有：𝐵𝑟(𝑋) 的可除
子群 𝐵𝑟(𝑋)𝑑𝑖𝑣 ≃ (ℚ/ℤ)𝑏2−𝜌，𝑏2 是 𝑋 的第二 betti 数，𝜌 = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑁𝑆(𝑋))。
𝐵𝑟(𝑋)/𝐵𝑟(𝑋)𝑑𝑖𝑣 ≃ 𝐻𝑜𝑚(𝑁𝑆𝑡𝑜𝑟(𝑋), ℚ/ℤ)作为𝐺模。在我们的例子中，𝑝𝑔 = 0，
从而 𝑏2 = 𝜌，因此 𝐵𝑟(𝑋) ≃ 𝐻𝑜𝑚(𝑁𝑆𝑡𝑜𝑟(𝑋), ℚ/ℤ)。
下面我们来分析 𝐺 模 𝑃𝑖𝑐(𝑋) 和 𝑓∗ ∶ 𝑃 𝑖𝑐(𝑋) → 𝑃𝑖𝑐(𝑌 ) 的性质。令 𝛤 为

由 (𝜎, 𝜌)生成的 𝑌 的循环自同构子群，𝛤 ≃ ℤ/2ℤ。对于覆盖 𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑋(覆盖
的 Galois群是 𝛤 )和 𝐼𝑑 ∶ 𝑌 → 𝑌 利用 HochschildSerre谱序列函子的函子性，用
(2.3)、(2.5)类似的方法可以得到 𝑓∗ ∶ 𝐵𝑟(𝑋) → 𝐵𝑟(𝑌 )的像落在 𝐵𝑟(𝑌 )𝛤 中。由

[3]命题 4.6.3，𝑃 𝑖𝑐0
𝐶×𝐷 ≃ 𝑃𝑖𝑐0

𝐶 × 𝑃𝑖𝑐0
𝐷。又由于 (𝜎, 𝜌)在 𝐸(𝑘) × 𝐽(𝑘)的作用是

乘以 (−1, 1)，从而我们得到以下交换图，其中行是正合的。

0 // 𝐽 ′(𝑘) //

(0,𝜙∗)
��

𝑃𝑖𝑐(𝑋) //

𝑓∗

��

𝑁𝑆(𝑋) //

𝑓∗

��

0

0 // 𝐸[2](𝑘) × 𝐽(𝑘) //

��

𝑃𝑖𝑐(𝑌 )𝛤 //

��

𝑁𝑆(𝑌 )𝛤

��

0 // 𝐸(𝑘) × 𝐽(𝑘) // 𝑃𝑖𝑐(𝑌 ) // 𝑁𝑆(𝑌 ) // 0

(3.6)

为了分析 𝐵𝑟1(𝑋)的结构，我们需要以下引理。
引理 3.2 有 𝐺模同构，𝑁𝑆(𝑋)𝑡𝑜𝑟 = 𝐸[2](𝑘)。

证明 记 𝑓∗ ∶ 𝑁𝑆(𝑋) → 𝑁𝑆(𝑌 ) 的核为 𝐾。因为 𝑌 是阿贝尔曲面，所以
𝑁𝑆(𝑌 )是无挠的，所以𝐾 = 𝑁𝑆(𝑋)𝑡𝑜𝑟。从而只需证𝐾 ≃ 𝐸[2]作为𝐺模。根据
HochschildSerre谱序列，

𝐻𝑝(𝛤 , 𝐻𝑞(𝑌 , 𝔾𝑚)) ⟹ 𝐻𝑝+𝑞(𝑋, 𝔾𝑚).

从谱序列可读出以下正合列。

0 → 𝐸1,0
2 = 𝐸1,0

∞ = 𝐹 1𝐸1 → 𝐸1 → 𝐹 0𝐸1/𝐹 1𝐸1 = 𝐸0,1
∞ → 0

14
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0 → 𝐸0,1
∞ → 𝐸0,1

2 = 𝑃𝑖𝑐(𝑌 )𝛤 → 𝐸2,0
2 = 𝐻2(𝛤 , 𝑘∗)

整合起来，有。

0 // 𝐻1(𝛤 , 𝑘∗) // 𝑃𝑖𝑐(𝑋) 𝑓∗
// 𝑃𝑖𝑐(𝑌 )𝛤 // 𝐻2(𝛤 , 𝑘∗)

𝛤 ≃ ℤ/2ℤ，由循环群的上同调公式可知，𝐻1(𝛤 , 𝑘)∗ = 𝐾𝑒𝑟𝑁/𝐼𝐺𝐴 = ℤ/2ℤ，
𝐻2(𝛤 , 𝑘∗) = 𝐴𝐺/𝑁𝐴 = 0。
即有𝐾𝑒𝑟𝑓∗ = ℤ/2ℤ，𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟𝑓∗ = 0。由 (2.5)与蛇形引理可得，

0 → ℤ/2ℤ → ℤ/2ℤ → 𝐾 → 𝐸[2](𝑘) → 0,

从而𝐾 ≃ 𝐸[2](𝑘)。 ∎

推论 3.3 𝐵𝑟(𝑋)∗ = 0，从而 𝐵𝑟(𝑋) = 𝐵𝑟1(𝑋)。

证明 见 [18]93，94 页，Wei 配对 𝐸[2](𝑘) × 𝐸[2](𝑘) → 𝜇2 = ℤ/2ℤ 是
𝐺 不变的以及非退化的。从而 𝐸(2) 是自对偶。于是由引理 2.2，𝐵𝑟(𝑋) =
𝐻𝑜𝑚(𝑁𝑆(𝑋)𝑡𝑜𝑟, ℚ/ℤ) = 𝐻𝑜𝑚(𝐸(2)(𝑘), ℚ/ℤ) = 𝐸[2](𝑘)。根据定理 2.1的假设
知 𝐸[2](𝑘)𝐺 = 𝐸[2](𝑘) = 0，所以 𝐵𝑟(𝑋)𝐺 = 𝐸[2](𝑘) = 0。 ∎

引理 3.4 𝑓∗(𝐵𝑟(𝑋))/𝐵𝑟0(𝑌 ) ⊆ 𝐵𝑟1(𝑌 )/𝐵𝑟0(𝑌 ) = 𝐻1(𝑘, 𝑃 𝑖𝑐(𝑌 ))包含在
由 𝐸(𝑘) × 𝐽(𝑘) = 𝑃𝑖𝑐0(𝑌 ) � � // /𝑃 𝑖𝑐(𝑌 ) 诱导的映射，𝐻1(𝑘, 𝐸)[2] × 𝐻1(𝑘, 𝐽)
的像中。

证明 由谱序列的函子性有以下交换图，其中每行是正合的。

0 // 𝐵𝑟0(𝑋) //

𝑓∗
��

𝐵𝑟(𝑋) //

𝑓∗

��

𝐻1(𝑘, 𝑃 𝑖𝑐(𝑋)) //

𝑓∗

��

0

0 // 𝐵𝑟0(𝑋) // 𝐵𝑟(𝑋) // 𝐻1(𝑘, 𝑃 𝑖𝑐(𝑋)) // 0

因此只需分析最右端的 𝑓∗。

注意到 𝑌 是阿贝尔曲面，因此 𝑁𝑆(𝑌 )𝛤 ⊂ 𝑁𝑆(𝑌 )是无挠的。因为 𝑓 是二
重覆盖，由定义可知 ∀𝑅 ∈ 𝐷𝑖𝑣(𝑋)有 𝑓∗𝑓∗(𝑅) = 2𝑅。这表明作为 ℚ线性空间
有，𝑁𝑆(𝑋) ⊗ ℚ ≃ 𝑁𝑆(𝑌 )𝛤 ⊗ ℚ。𝑋的第二 betti数 𝑏2 = 2，且有 𝑏2 = 𝜌 = 2，从
而 𝑑𝑖𝑚(𝑁𝑆(𝑌 )𝛤 ⊗ ℚ = 2。
事实上，𝜙1 ∶ 𝑌 → 𝐶, 𝜙2 ∶ 𝑌 → 𝐷 的纤维构成此线性空间的一组基。记

𝑙 = {𝑝𝑡} × 𝐷, 𝑚 = 𝐶 × {𝑝𝑡}，由相交数的定义 ([21]548,550页)可知 𝑙2 = 𝑚2 =
0, 𝑙𝑚 = 1，显然 𝑙, 𝑚 ∈ 𝑁𝑆(𝑌 )𝛤。假定 𝑎𝑙+𝑏𝑚 = 0在𝑁𝑆(𝑌 )𝛤，那么 𝑎𝑙+𝑏𝑚 ∼𝑎𝑙𝑔

0，那么 𝑙(𝑎𝑙 + 𝑏𝑚) = 0, 𝑚(𝑎𝑙 + 𝑏𝑚) = 0，即有 𝑏 = 𝑎 = 0，这表明 𝑙, 𝑚 在
15
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𝑁𝑆(𝑌 )𝛤 ⊗ ℚ中线性无关，从而是其一组基。并且显然 𝐺在 𝑙, 𝑚上作用是平凡
的。于是 𝑁𝑆(𝑌 )𝛤 = ℤ ⊕ ℤ作为平凡 𝐺模。由于 𝐺是投射有限群，但 ℤ无有限
子群，从而 𝐻1(𝐺, ℤ) = 𝐻𝑜𝑚(𝐺, ℤ) = 0。
用函子𝐻1(𝑘, −)作用在图 (2.6)上 (事实上，需要将𝑁𝑆(𝑌 )𝛤 替换成 𝑃𝑖𝑐(𝑌 )

的像)，可得以下交换图，其中中间的行是正合的。

𝐻1(𝑘, 𝑃 𝑖𝑐(𝑋))

��

𝐻1(𝑘, 𝐸[2]) × 𝐻1(𝑘, 𝐽) //

��

𝐻1(𝑘, 𝑃 𝑖𝑐(𝑌 )𝛤 ) //

��

0

𝐻1(𝑘, 𝐸) × 𝐻1(𝑘, 𝐽) // 𝐻1(𝑘, 𝑃 𝑖𝑐(𝑌 ))

因此只需将𝐻1(𝑘, 𝑃 𝑖𝑐(𝑋))在𝐻1(𝑘, 𝑃 𝑖𝑐(𝑌 ))𝛤 提升至𝐻1(𝑘, 𝐸[2])×𝐻1(𝑘, 𝐽)，根
据交换图便得证。 ∎

证明 让我们回到定理 2.1的证明。注意到以下交换图。

𝐵𝑟(𝑋) //

��

𝐻1(𝑘, 𝑃 𝑖𝑐(𝑋))

��

𝐻1(𝑘, 𝐸[2]) × 𝐻1(𝑘, 𝐽)

��

𝐵𝑟0(𝑌 ) � � //

��

𝐵𝑟1(𝑌 )

��

// // 𝐻1(𝑘, 𝑃 𝑖𝑐(𝑌 ))

��

𝐻1(𝑘, 𝐸) × 𝐻1(𝑘, 𝐽)oo

��

𝐵𝑟0(𝑌 ′) � � // 𝐵𝑟1(𝑌 ′) // // 𝐻1(𝑘, 𝑃 𝑖𝑐(𝑌 ′)) 𝐻1(𝑘, 𝐸) × 𝐻1(𝑘, 𝐽)oo

𝐵𝑟0(𝐷) � � //

OO

𝐵𝑟1(𝐷)

OO

// // 𝐻1(𝑘, 𝑃 𝑖𝑐(𝐷))

OO

𝐻1(𝑘, 𝐽)oo

OO

(3.7)

由之前的讨论知道，𝑌 ′ → 𝑌 诱导在雅克比簇 𝐸(𝑘) × 𝐽(𝑘)上的映射是 (2, 1)即
在 𝐸 是乘以 2的映射。
并且注意到正合列，

0 // 𝐸[2] // 𝐸 [2]
// 𝐸 .

将 𝐻1(𝑘, −)作用在其上知，𝐻1(𝑘, 𝐸[2]) → 𝐻1(𝑘, 𝐸) → 𝐻1(𝑘, 𝐸)复合为零，而
且 𝜌在 𝐽 上作用平凡。于是 (2.7)最右端的两个竖直箭头复合等于 (0, 𝑖𝑑)，而且
(2.7)右下角的竖直箭头是自然嵌入。
于是结合引理 2.4与简单的追图可知，𝑓 ′∗(𝐵𝑟(𝑋))/𝐵𝑟0(𝑌 ′)落在𝐻1(𝑘, 𝐽) →

𝐻1(𝑘, 𝑃 𝑖𝑐(𝐷)) → 𝐻1(𝑘, 𝑃 𝑖𝑐(𝑌 ′))中，将 𝐻1(𝑘, 𝑃 𝑖𝑐(𝐷))的元素提升至 𝐵𝑟1(𝐷)，
由交换图知 𝑓 ′∗(𝐵𝑟(𝑋))/𝐵𝑟0(𝑌 ′) 落在 𝜋∗(𝐵𝑟1(𝐷))/𝐵𝑟0(𝑌 ′) 中，又 𝐵𝑟1(𝐷) ⊆
𝐵𝑟(𝐷)，从而 𝑓 ′∗(𝐵𝑟(𝑋))/𝐵𝑟0(𝑌 ′)落在 𝜋∗(𝐵𝑟(𝐷))/𝐵𝑟0(𝑌 ′)，所以 𝑓 ′∗(𝐵𝑟(𝑋)) ⊆
𝜋∗(𝐵𝑟(𝐷))。 ∎

16
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3.2 构造

命题 3.5 (a)令 𝐶 是由以下方程定义的亏格为 1的曲线，

𝑦2 = 𝑔(𝑥)，

其中 𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥4 + 𝑏𝑥3 + 𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥 + 𝑒是 𝑘上可分的四次多项式。那么 𝐶 可以赋
予一个二重覆盖 𝜓 ∶ 𝐶 → 𝐸，

𝐸 ∶ 𝑢2 = 𝑣3 − 27𝐼𝑣 − 27𝐽，

其中 𝐼 = 12𝑎𝑒 + 𝑐2，𝐽 = 72𝑎𝑐𝑒 − 27𝑎𝑑2 − 2𝑐3，使得纤维 𝜓−1([0])是 𝑦 = 0定义
的方程。

(b)令𝐾 = 𝑘[𝑥]/(𝑎𝑥4 +𝑏𝑥3 = 𝑐𝑥2 +𝑑𝑥+𝑒)，令 𝜃 = 𝑥 ∈ 𝐾，假若 𝑎在 𝑘∗/𝑘∗2，

可表示成某个 𝑁𝑚𝐾/𝑘(𝜖), 𝜖 ∈ 𝐾。那么存在 𝐶′ ⊂ ℙ3
𝑘，使得 𝐶′是 𝐸的四重覆盖，

并且是二重覆盖 𝜙 ∶ 𝐶 → 𝐸 的提升。而且事实上 [𝐶′] ∈ III(𝐸)。
(c)若 𝐶(𝑘) = 𝜙，则 [𝐶′]在 𝐻1(𝑘, 𝐸)的阶恰好为 4。

证明 参见 [19]附录 A和 [10]。 ∎

下面我们来构造例子，下面将第一节的 𝑘取为 ℚ，由 [13] 命题 8.3.9，可知
𝐻3(ℚ, 𝔾𝑚) = 0，因此符合定理 2.1的假设。取 𝐸 是 ℚ上的椭圆曲线，由如下方
程定义。

𝑦2 = 𝑥3 − 1221。

由 Rubin和 Kolyvagin的工作 (见 [19] 附录 A)，其秩为 0。根据 [5] 的命题 1可
计算出其挠部分 𝐸(ℚ)𝑡𝑜𝑟 = 0，于是 𝐸(ℚ) = 0。
由命题 2.5知 𝐶 由以下方程给出，𝑦2 = 3(𝑡4 − 54𝑡2 − 117𝑡 − 243) = 𝑔(𝑡)。并

且可以赋予二重覆盖映射 𝜓 ∶ 𝐶 → 𝐸，而且存在 𝐶′ 是它的提升，𝜓′ ∶ 𝐶′ → 𝐸
是四重覆盖。

因为𝐸(ℚ) = 0，所以𝐶(ℚ) = 𝜙，因为 𝜓′−1([0])为 3(𝑡4 −54𝑡2 −117𝑡−243) =
0 = 𝑡4 + 54𝑡2 − 117𝑡 − 243，其不可约 (可用 matlab分解因式)，因此无解。
取 𝑝(𝑥) = 𝑥2 + 1, 𝑞(𝑥) = 𝑥2 + 2，注意到它们的结式为−1，而且它们在 ℚ上

取正值。

令 𝐷 ⊂ ℙ3
ℚ是光滑恰当 (proper)亏格为 1的曲线，由以下方程给出。

𝑦2 = 𝑥2 + 1, 𝑧2 = 𝑥2 + 2.

很显然 𝐷在无穷远有有理点。令 𝜌 ∶ 𝐷 → 𝐷将 (𝑥, 𝑦, 𝑧)映到 (𝑥, −𝑦, −𝑧)的
对合映射。由 𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥)的构造，可知 𝜌无不动点。于是 𝐷′ = 𝐷/𝜌是由以下方
程给出的椭圆曲线。

𝑤2 = (𝑥2 + 1)(𝑥2 − 1).
17
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令 𝜓 ∶ 𝐷 → 𝐷′是自然的商映射。

与之前一样，我们定义 𝑌 = 𝐶 × 𝐷，X是作用 (𝜎, 𝜌)的商，𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑋。𝑋
可由以下方程定义。

𝑦2 = 3(𝑡4 − 54𝑡2 − 117𝑡 − 243)(𝑥2 + 1), 𝑧2 = 3(𝑡4 − 54𝑡2 − 117𝑡 − 243)(𝑥2 + 2).

沿用上一节的记号 𝑌 ′ = 𝐶 × 𝐷，𝑓 ′ ∶ 𝑌 ′ → 𝑋。
定理 3.6 (a)𝑋(ℚ) = 𝜙。
(b)∀𝑅 ∈ 𝐷(ℚ), {𝑃𝑣} ∈ 𝐶′(𝔸ℚ)，𝑓 ′将 {(𝑃𝑣, 𝑅)} ∈ 𝑌 ′(𝔸ℚ)映到𝑋(𝔸ℚ)𝐵𝑟，特

别地有 𝑋(𝔸ℚ)𝐵𝑟 ≠ 𝜙。

证明 (a) 覆盖 𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑋 是在 ℤ/2ℤ 下的主齐性空间。𝐻1(ℚ, ℤ/2ℤ) =
ℚ∗/ℚ∗2。由于

𝑋(ℚ) = ⋃
𝑎∈𝐻1(ℚ,ℤ/2ℤ)

𝑓𝑎(𝑌 𝑎(ℚ))

𝑌 𝑎 = 𝐶𝑎 × 𝐷𝑎，𝐶𝑎 ∶ 𝑦2 = 𝑎𝑔(𝑡)，𝐷𝑎 ∶ 𝑦2 = 𝑎𝑝(𝑥), 𝑧2 = 𝑎𝑞(𝑥)。
假设 (𝑡0, 𝑥0, 𝑦0)是 𝑋 的 ℚ𝑝点，并且 𝑦0𝑧0 ≠ 0，则 𝑣𝑎𝑙𝑝(𝑔(𝑡0))是偶数。
事实上，若 𝑣𝑎𝑙𝑝(𝑥0) > 0，则 𝑣𝑎𝑙𝑝(𝑝(𝑥0)) = 0(因为 𝑝(𝑥) = 𝑥2 + 1)。则

𝑣𝑎𝑙𝑝(𝑔(𝑡0)) = 2𝑣𝑎𝑙𝑝(𝑦0)。
若 𝑣𝑎𝑙𝑝(𝑥0) = 0, 那么 𝑣𝑎𝑙𝑝(𝑝(𝑥0) − 𝑞(𝑥0)) = 𝑣𝑎𝑙𝑝(1) = 0. 又

𝑣𝑎𝑙𝑝(𝑝(𝑥0)), 𝑣𝑎𝑙𝑝(𝑞(𝑥0)) ≥ 0，故而必有一个取等号，从而 𝑣𝑎𝑙𝑝(𝑔(𝑡0)) = 2𝑣𝑎𝑙𝑝(𝑦0)。
若 𝑣𝑎𝑙(𝑥0) < 0，则 𝑣𝑎𝑙𝑝(𝑝(𝑥0)) = 2𝑣𝑎𝑙𝑝(𝑥0)，从而 𝑣𝑎𝑙𝑝(𝑔(𝑡0)) = 2(𝑣𝑎𝑙𝑝(𝑦0)−

𝑣𝑎𝑙𝑝(𝑥0))。
所以 𝑔(𝑡) = ±1模 ℚ∗2。于是若 𝑌 𝑎(ℚ) ≠ 𝜙，则 𝑎 = ±1。于是有分解,

𝑋(ℚ) = 𝑓(𝑌 (ℚ)) ∪ 𝑓−(𝑌 −(ℚ)).

其中 𝐶−, 𝐷− 是将 𝑔(𝑡), 𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥) 的系数乘以 −1。由之前知 𝐶(ℚ) = 𝜙。而且
𝐷−(ℚ) = 𝜙，因为

𝐷− ∶ 𝑦2 + 𝑥2 + 1 = 0, 𝑧2 + 𝑥2 + 2 = 0.

所以 𝑋(ℚ) = 𝜙。
(b) (𝑃𝑣, 𝑅) ∶ 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑘𝑣 → 𝑌 ′, ∀𝐴 ∈ 𝐵𝑟(𝑋), 𝐴((𝑃𝑣, 𝑅)) = (𝑓 ′(𝑃𝑣, 𝑅))∗(𝐴) ∈

𝐵𝑟(𝑘𝑣)。想证明 {(𝑃𝑣, 𝑅)} ∈ 𝑌 ′(𝔸𝑄)被 𝑓 ′映到 𝑋(𝔸ℚ)𝐵𝑟。即证明，

∑
𝑣∈𝛺𝑘

𝑖𝑛𝑣𝑣𝐴((𝑃𝑣, 𝑅)) = ∑
𝑣∈𝛺𝑘

𝑖𝑛𝑣𝑣(𝑃𝑣, 𝑅)∗𝑓 ′∗(𝐴) = 0.

即证明

∑
𝑣∈𝛺𝑘

𝑖𝑛𝑣𝑣(𝑃𝑣, 𝑅)∗(𝐵) = 0, ∀𝐵 ∈ 𝑓 ′∗(𝐵𝑟(𝑋)).
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由定理 2.1，𝑓 ′∗(𝐵𝑟(𝑋)) ⊂ 𝜋∗(𝐵𝑟(𝐷))，从而需证明

∑
𝑣∈𝛺𝑘

𝑖𝑛𝑣𝑣(𝑃𝑣, 𝑅)∗𝜋∗(𝐴) = 0, ∀𝐴 ∈ 𝐵𝑟(𝐷).

即证

∑
𝑣∈𝛺𝑘

𝑖𝑛𝑣𝑣𝑅∗(𝐷) = 0,

由类域论的正合列得证。 ∎

下面我们来证明其下降障碍集为空集。

根据 BSD猜想有，III(𝐸) = (ℤ/4ℤ)2。故在假定 BSD猜想成立的情况下，之
前命题 2.5的 𝐶′是使得 2𝑖[𝐶′] = [𝐶]，𝑖达到最大的 𝐶′。

由 Rubin的结果 [16]定理 A，注 3，528页，有 III(𝐸)有限，所以我们下面
取使得 𝑖最大且 2𝑖[𝐶′] = [𝐶]的 𝐶′ ∈ III(𝐸)(但是我们保持之前的记号，包括 𝜉)。
根据 [12]I.6.18，III(𝐸) 中的元素能被任意素数整除。也就是，∃[𝐶″] ∈

𝐻1(𝑘, 𝐸)，使得 2[𝐶″] = [𝐶′]，𝐶″ 是在 𝐸 下的主齐性空间。即 𝐶″ 是 𝐶′ 的

提升，记 𝜉′ ∶ 𝐶′ → 𝐶 由图 (2.2)可知 𝜉诱导在 𝐸 上的作用是乘以 2。
令 𝑌 ″ = 𝐶″ × 𝐷，考虑以下覆盖。

𝑓″ ∶ 𝐶″ × 𝐷 → 𝑌 ′ = 𝐶′ × 𝐷 → 𝑌 = 𝐶 × 𝐷 → 𝑋.

𝑓″ = 𝑓 ∘ (𝜉, 𝐼𝑑) ∘ (𝜉′, 𝐼𝑑)。从而 𝑓″ ∶ 𝑌 ″ → 𝑋 是在 𝐺1 = 𝐸[2𝑖] ⋊ ℤ/2ℤ的主齐性
空间。由之前 𝜎的定义知，ℤ/2ℤ在 𝐸[2𝑖]的作用是乘以 −1。
定理 3.7 主齐性空间 𝑓″ ∶ 𝑌 ″ → 𝑋 的任意扭曲 (twisted) 形式 (𝑓″)𝛼 ∶

(𝑌 ″)𝛼 → 𝑋 的阿代尔点为空。作为推论，𝑋 的下降障碍集合为空。

证明 假若存在 𝛼，(𝑌 ″)𝛼(𝔸ℚ) ≠ 𝜙。
令 𝛼 ∈ 𝑍1(𝑘, 𝐺1)，(𝑓″)𝛼 ∶ (𝑌 ″)𝛼 → 𝑋 为其扭曲形式。因为 𝐸[2𝑖]在 𝐺1 正

规，于是 𝐺𝛼
1 包含 𝐸[2𝑖]𝛼。(𝑌 ″)𝛼/𝐸[2𝑖]𝛼 是在 ℤ/2ℤ下的 𝑋 上的齐性空间。事

实这是某个 𝑌 → 𝑋 的扭曲形式。即某个 𝑌 → 𝑋 的扭曲形式 𝑌 𝜏 → 𝑋，在定理
2.6的证明过程中知道至少 [𝜏 ] = ±1，但是 [𝜏 ] = −1时，𝐷−(ℝ) = 𝜙，所以必须
[𝜏 ] = 1。也就是 (𝑌 ″)𝛼/𝐸[2𝑖]𝛼 ≃ 𝑌。由正合列

1 → 𝐸[2𝑖] → 𝐺1 → ℤ/2ℤ → 1.

得到

𝐻1(𝑘, 𝐸[2𝑖] → 𝐻1(𝑘, 𝐺1) → 𝐻1(𝑘, ℤ/2ℤ).

也就是存在 𝛽 ∈ 𝑍1(𝑘, 𝐸[2𝑖])，使得 𝛼是 𝛽的像。所以 (𝑌 ″)𝛼 → 𝑌 是 𝑌 ″ → 𝑌
关于 𝛽的扭曲形式。𝐸[2𝑖]在𝐷上的作用为平凡作用，因此 (𝑌 ″)𝛼 = (𝐶″)𝛽 × 𝐷。
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(𝐶″)𝛽是 𝐸的 2𝑖+1重覆盖，并且是 2[(𝐶″)𝛽] = [𝐶′]，从而 2𝑖+1[(𝐶″)𝛽] = [𝐶]。而
且 (𝐶″)𝛽(𝔸ℚ) ≠ 𝜙，从而 (𝐶″)𝛽 ∈ III(𝐸)，但这与 𝐶′的取法矛盾。

得证。

∎
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