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一 经典力学回顾 2

一 经典力学回顾

牛顿时空观

* 存在绝对时空，相对绝对时空静止或匀速运动的参考系称为惯性系 [实际上并不存在]
牛顿三定律：

1. 惯性定律，定义惯性系；

2. 加速度定律，运动学方程，定义惯性质量与力；

3. 作用力反作用力定律。

物理理论要素：刻画系统状态 (经典力学中-相空间里的点)、动力学方程 (描述状态如何随时间演化)
相对性原理：力学规律在不同惯性系中形式不变

牛顿绝对时空的对称性 [伽利略变换]：设惯性系 Σ′ 相对 Σ 在 x 方向以速度 v 运动，0 时刻原点重合，则
时空坐标关系为 

t = t′

x = x′ + vt′

y = y′

z = z′

而牛顿第二定律在两个惯性系中一致，即

F = ma,F ′ = F,m′ = m ⇒ F ′ = m′a′

* 从而可以定义惯性质量 mi =
F
a
。

* 现代物理学重要思想：对称性决定物理规律，从爱因斯坦创立狭义相对论可以体现。
* 万有引力定律 F = GMm

r2
，地球上可定义引力质量 mg =

F
g
，此处 F 表示重力。单摆实验等实验证明了

惯性质量与引力质量相等，从而牛顿第二定律中的属性 m 的确为我们熟知的质量。

* 适用范围：宏观 [微观尺度-量子力学、宇宙尺度-广义相对论]，低速 [高速-狭义相对论]

狭义相对论

仍设惯性系 Σ′ 相对 Σ 在 x 方向以速度 v 运动，0 时刻原点重合。
由于只有 x 方向有运动，变换满足 y′ = y, z′ = z，且假设 x = γ(x′ + vt′), t = ax′ + bt′。根据光速不变，

考虑参考系 Σ′ 中以 x′ = ct′ 运动的粒子，在 Σ 系观察必然有 x = ct，从而 γ(ct′ + vt′) = c(act′ + bt′)；而

对 x′ = −ct′ 时，亦有 x = −ct，综合即得 a = γv
c2
, b = γ，于是可写成 t = γ

(
t′ + v

c2
x′
)
。根据力学相对性

原理，考虑 Σ 相对 Σ′ 的速度有 x′ = γ(x− vt)。由于(
x

t

)
= γ

(
1 v
v
c2

1

)(
x′

t′

)

可解得 γ =
(
1 − v2

c2

)−1/2
，而这就是狭义相对论下的洛伦兹变换公式，记四维坐标 xµ = (x0, x1, x2, x3) =

(ct, x, y, z) 可得张量写法

xµ = Λµ·νx
′ν

Λµ·ν =


γ γ v

c

γ v
c

γ

1

1
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对一个运动的粒子，其在 Σ 中经历的状态可以由一系列 (ct, x, y, z) 描述，也即构成了四维空间中的一条

曲线 xµ(τ)。这里 τ 是曲线的参数，对有质量粒子一般为固有时，即随粒子运动的时钟所经历的时间。在

四维情形下，牛顿第二定律扩展成为

fµ = m
d2

dτ2x
µ

这里 f1,2,3 即对应三维的牛顿第二定律，f0 为时间维度上的力。注意到固有时不会随着参考系变化，在 Σ′

系中应有

f
′µ = m

d2

dτ2x
′µ

从而由洛伦兹变换线性性即可算出 fµ = Λµ·νf
′ν。若 f ′ν 仅在空间的 x 轴上有力 f ′，计算可得

f =

(
γ
v

c
f ′, γf ′, 0, 0

)
若 Σ′ 即为随粒子运动的参考系，瞬时即有 dt

dτ = γ，由此可知时间维度的方程

γ
v

c
f ′ = m

d2

dτ 2 (ct)

能化为

vf ′ =
d
dt(γmc

2) =
d
dtE

实质上是能量方程。

而空间维度 x 方向方程写为

γf ′ = m
d
dt

(
m

dx
dt

)
事实上为动量方程。

* 三维牛顿第二定律仅为动量方程，扩展到四维后成为能量-动量方程。

开普勒第一定律

本段中，我们用费曼对开普勒第一定律的几何证明以展示经典力学中的物理图像。

引理：由于椭圆可写为到两点距离和一定的点的集合，给定圆心 O 的一个圆与圆内一点 A，动点 B 在圆

上，则 AB 中垂线与 OB 的交点 (记为 P ) 轨迹为椭圆。
将行星轨道以太阳为中心以均匀小角度 ∆θ 剖分，则相邻两点间速度差

∆v =
GMm∆t

r2
ê =

GMm∆θ

L
ê

这里 ê 为指向中心的单位矢量，第二个等号运用了等面积定律。

由于此速度差大小为常数，而 ê 在个方向均匀分布 (利用剖分均匀性)，可知所有的速度矢量在端点平移到
一点后都分布在一个圆上 [但端点并非圆心]，这就是行星绕太阳雨运动的速度图。只要计算出此速度场积
分形成的曲线，就可以得到行星轨道。

记端点为 A′，圆心为 O，端点绕圆心顺时针旋转 π
2
得到 A，利用引理方法可构造椭圆。对任何一点 B，

可验证引理中所画的中垂线也是椭圆在 P 处的切线，即速度方向。由于中垂线与 AB 垂直，A′O 与 AO

垂直，可得恰好对应 A′ 出发，终点在圆周上的速度，从而得证。

二 拉格朗日方程

§2.1 最小作用量原理

最小作用量原理可表述为：

δS[q(t)] = 0
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它与牛顿第二定律等价，左侧的 q(t) 代表质点的位置随时间变化的映射，q(t) = (x(t), y(t), z(t))，左侧 δ

为泛函的变分，S 是一个泛函，定义为

S[q(t)] =

∫ t1

t0

L(q̇, q, t)dt

q̇ 为 q 对 t 的导数，即速度，拉格朗日量 L 定义为 T (q̇(t))− V (q(t))，前一项代表动能，后一项代表势能。

* 单质点时，动能即为 T = 1
2
mq̇2。

变分为 0 的含义事实上是，对任何 q 的微小变化 qϵ(t) = q(t) + ϵδq(t) [这里 δq 为保持 δq(t0) = δq(t1) = 0

的任一光滑函数]，引起的 d
dϵ [qϵ(t)] 都在 ϵ = 0 点为 0. 下面以此计算出单质点的牛顿第二定律。

直接求导可知 [由于有限区间积分，积分与求导可交换] 有

d
dϵS[qϵ(t)] =

∫ t1

t0

(
mq̇ϵ ·

dq̇ϵ
dϵ −∇V (qϵ) ·

dqϵ
dϵ

)
dt

* 此处 ∇V 指 V (q) 对 q 的梯度。

进一步利用对 t 对 ϵ 求导可交换可知 ϵ = 0 时上式为∫ t1

t0

(
mq̇ · dδqdt −∇V (q) · δq

)
dt

对第一项分部积分，利用边界 δq(t0) = δq(t1) = 0 可知
(
−mq̈−∇V (q)

)
· δq 的积分为 0，由 δq 任意性可

知

−∇V (q) = mq̈

这也就是保守力场下的牛顿第二定律。

物理意义：这里变分为 0 代表 S 在某个驻点，一般来说为局部极小值，因此称为最小作用量原理。由于

L = T − V，动能代表当前发生的程度，势能表示潜在的发生程度，总体表征系统的活跃性，因此最小作

用量原理的物理意义是系统倾向于最低活跃性的状态。这一观念在其他地方也有体现：

静力学-最小能量原理
对杠杆，假设两臂长度 L1, L2，物体质量 m1,m2，证明平衡时 m1L1 = m2L2：假设 L2 向上某小角度 dθ
[趋于 0 的虚角度]，则此端降低近似为 L2dθ，引力做功 −m2gL2dθ，而另一端引起引力做功为 m1gL1dθ，
由虚功原理引力总做功为 0，因此 m1L1 = m2L2。

光学-费马原理
下面利用费马原理 [光程取极值] 推出光的反射与折射定律 [由两点直线最短直接得到光在均匀介质中走直
线]：
对于反射，若从 A 到 C，设反射点 B，考虑 C 过镜子对称点 C ′，由于 AB +BC = AB +BC ′，当且仅

当 ABC ′ 共线时光程最短，此时满足入射角反射角相等。

对于折射，给定 A,B 两点，光在介质中传播总时间

S[x⃗(t)] =

∫ B

A

ds
v

=
1

c

∫ B

A

nds

直接计算可以证明介质分界面满足 n1 sin θ1 = n2 sin θ2 时 δS = 0 取到极小值，这就是 Snell 定律。

非经典情况

双缝干涉揭示了电子与自身的干涉。设电子枪为 A 点，屏幕为 B 点，费曼认为每条路径的概率等于几率

幅模长的平方，而电子同时从所有可能路径通行，到每个路径 pi 几率相等，只是相位不同，ϕ[pk] 的角度
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θk =
S[pk]
h̄
，S 对应经典力学的作用量，从而其可以写为 Aeiθk，从而总几率幅为

ϕ[pk] =
∑
k

ϕ[pk] = A
∑
i

exp
(
i
h̄
S[pk]

)
由于 h̄ 很小，很小的 S 变化也会引起相位因子剧烈震荡抵消，只有在 δS = 0 附近相位因子相对变化缓

慢，导致几率幅基本同相位，干涉相加。经典情况下只有 δS = 0 的路径可行，而量子力学下所有可能路

径都会通过，只是 δS = 0 的路径几率最大。

§2.2 变分

泛函：将一个函数映射到一个数值的映射 S[y(x)]，如 S[y(x)] =
∫ 1

0
y(x)dx、S[y(x)] = y(0)。

当函数作微小扰动 δy 时 [一般要求 δy 边界处恒为 0]，泛函的变化定义为变分 [等时变分]：

δJ = J [y(x) + δy(x)]− J [y(x)]

与微分完全相同可证明

δ(J1 ± J2) = δJ1 ± δJ2

δ(J1J2) = J1δJ2 + J2δJ1

δ
J1
J2

=
J2δJ1 − J1δJ2

J2
2

* 变分与微分可交换：δ(dy) = d(δy)，可由 δ(y′) = (y + δy)′ − y′ = (δy)′ 推得。

* 与微分时相同，泛函取极值的点必须对任何 δy 变分为 0，否则可取合适的上升/下降方向。
例：若考虑泛函 J [y(x)] =

∫ x2

x1
f(y(x), y′(x), x)dx，与之前类似可算得

δJ =

∫ x2

x1

(
∂f

∂y
− d

dx
∂f

∂y′

)
δydx

于是从其恒 0 得到 ∂f
∂y

− d
dx

∂f
∂y′

= 0，这就是此泛函的欧拉方程。

* 当 f = f(y, y′) 与 x 无关时有

d
dx

(
f − y′

∂f

∂y′

)
= y′

(
∂f

∂y
− d

dx
∂f

∂y′

)
= 0

欧拉方程也可以写为 f − y′ ∂f
∂y′

= C。

* 当 f = f(x, y′) 与 y 无关时有
d
dx

∂f

∂y′
= 0

即 ∂f
∂y′

= C。

最速降线问题

给定上下端点，求静止自然下降到下端点速度最快的曲线。设曲线为 y(x)，最高点 y(0) = 0，向下为正，

根据能量守恒下降 y 时速度为
√
2gy，而曲线的 ds =

√
1 + (y′)2dx，于是

t =

∫ x0

0

ds
v

=

∫ x0

0

√
1 + (y′)2

2gy
dx

要取最小值，且 y(x0) = y0 固定。

根据欧拉方程可化简得到

(1 + (y′)2)y = C

分离出 dx, dy，设 y = C sin2 θ 可得到 x = C
(
θ − 1

2
sin(2θ)

)
，这是摆线对应的参数方程。
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悬链线

设悬链线单位长度质量为 ρ，函数 y(x)，则体系势能为

V = ρg

∫ x2

x1

yds = ρg

∫ x2

x1

y
√

1 + ẏ2dx

代入欧拉方程化简得到 yÿ − (1 + ẏ)2 = 0，解得 y = C1 cosh x+C2

C1
，可根据边界条件确定参数。

带约束问题

绳子长度固定为 L，两端都在 x 轴上，求围成面积最大的曲线。

设函数为 y(x)，则面积 S =
∫ x2

x1
ydx，长度 L =

∫ x2

x1

√
1 + ẏ2dx。利用乘子法，对 S + λL 作变分为 0 可

列出欧拉方程，进一步求解即得 (x− c1)
2 + (y − c2)

2 = λ2。

* 此处 λ 可具有物理意义：λ = − δS
δL
关系到面积随长度的变化。

拉格朗日方程

根据最小作用量原理与欧拉方程可知对任何下标 α 有

d
dt
∂L

∂q̇α
− ∂L

∂qα
= 0

这就是拉格朗日方程。

* 拉格朗日量可加，相加即两个独立体系组成共同体系。
* 由于 S =

∫ t2
t1
Ldt，L 增加某对 t 的全微商 f ′(t) 后 S 增加 f(t2)− f(t1)，为常数，因此不会影响变分的

计算。

* 在未必是保守系统的一般情形下，势能 V 无意义，此时哈密顿原理仍然存在，但会有额外的项。

莫培督原理

对于保守场自由运动的质点，考虑作用量

S =

∫ B

A

mv⃗ · dr⃗

则真实轨迹满足 δS = 0。

证明：由于 L = T − V，能量 E = T + V 守恒，为常数，因此是 t 的全微商，从而哈密顿原理可改写为

δ

∫ t2

t1

(T − V + E)dt = 0

即 2δ
∫ t2
t1
T dt = 0。注意到单质点的 T dt 可以写为 1

2
mv⃗ · dr⃗ 即可换元得证。

* 对质点组，只需积分中对 mv⃗ · dr⃗ 求和。

§2.3 虚功视角

约束运动：坐标与速度间存在一些不涉及任何力的限制关系，如 f(q, q̇, t) = 0 或 f(q, q̇, t) ≥ 0。

约束的分类：

1. 定常约束 (也称稳定约束)：不含时间的约束，如 f(q, q̇) = 0；不定常约束：随时间变化的约束。

2. 几何约束：不含速度的约束，可代表质点在曲线或曲面上运动，如 f(q, t) = 0；完整约束 [有时认为
完整约束与几何约束等价]：几何约束或可以积分为几何约束的约束，如 q · q̇ = 0 实质上是约束在平

面上，仍然是几何约束；非完整约束：不可积分为几何约束的约束。
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3. 可解约束：可在某一方向脱离的约束，即不等式表达且无法化为等式的约束；不可解约束：等式表达
的约束。

自由度：N 个质点的自由运动可用 3N 个独立参量描述 (每个质点的空间位置)，而每有一个独立的完整
约束，自由参量就减少了一个，若存在 k 个，则自由度 s = 3N − k。

广义坐标：自由度为 s 时，采用 s 个独立坐标 q1, . . . , qs 描述系统，它们就是广义坐标。广义坐标张成的

s 维空间称为位形空间。

* 可解约束视为成立而减少自由度，不成立时需增加一个独立坐标，重新处理。
* 广义坐标可以任意选取，但应遵循简洁的原则，如两连单摆构成的双摆只需选取两杆分别的角度 θ1, θ2

作为广义坐标。

* 称 q̇i 为广义速度

虚位移

假象质点系统发生了微小的符合约束的位移 δr，与实位移 dr 差别：

1. 瞬时完成，不需要时间；

2. 满足约束时可任意选取，并未真实发生；

3. 无论对定常或非定常约束都沿着切线方向 [如膨胀气球上爬行的小虫，虚位移不需要时间因此必为切
线方向]。

理想约束：约束反力所作虚功之和为 0，即
∑

i R⃗i · δr⃗i = 0，例如：

1. 物体在光滑曲面运动，约束力必然垂直曲面，于是 R⃗⊥δr⃗；

2. 刚性约束：约束力成对出现 R⃗1 + R⃗2 = 0 [如对刚体的约束]；

3. 接触约束：摩擦力等 [这里事实上是将摩擦力作为约束产生的主动力处理]。

虚功原理

理想约束条件下，平衡时主动力所做总虚功为 0。
虚功：力在虚位移下作的假想的功

δW =
∑
i

(F⃗i + R⃗i) · δr⃗i

这里 F⃗ 为质点所受主动力，R⃗ 为质点所受约束力。

若所有质点处在平衡态，必然有 F⃗i + R⃗i = 0，于是 δW = 0，对理想约束即有
∑

i F⃗i · δr⃗i = 0。

广义坐标下：
N∑
i=1

s∑
α=1

F⃗i ·
∂r⃗i
∂qα

δqα = 0

由于广义坐标互相独立，记广义力 Qα =
∑

i F⃗i ·
∂r⃗i
∂qα
，则方程为

∑
αQαδqα = 0，于是 Qα = 0。

* 保守力体系中设 F⃗i = −∇iV [这里 ∇i 知对应 r⃗i 的三个分量求导后拼成矢量]，则 Qα = − ∂V
∂qα

= 0，于

是虚功原理可写成 δW = −δV = 0，也即平衡时势能达到极值。

达朗贝尔原理

理想约束条件下，非平衡时主动力与惯性力所作总虚功为 0。

m¨⃗ri = F⃗i + R⃗i ⇒
∑
i

(
F⃗i −m¨⃗ri

)
· δr⃗i = 0
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双连杆平衡

两长度为 l1, l2、质量为 m1,m2 连杆，力 F⃗ 水平向前作用在最底端，求平衡时两连杆的偏移角度 θ1, θ2。

记两连杆中心点 r⃗1, r⃗2，F⃗ 作用点 r⃗F，则

δW = m1g⃗ · δr⃗1 +m2g⃗ · δr⃗2 + F⃗ · δr⃗F

且 [这里 êr(θ) = (cos θ, sin θ)，向下、向前为两轴正方向]
r⃗1 =

l1
2
êr(θ1)

r⃗2 = l1êr(θ1) +
l2
2
êr(θ2)

r⃗F = l1êr(θ1) + l2êr(θ2)

代入整理并由 δθ1, δθ2 独立即可解出

θ1 = arctan 2F

(m1 + 2m2)g
, θ2 = arctan 2F

m2g

* 由于 F⃗ 与 mg⃗ 均为保守力，此处也可用势能最低解出结果。

连线穿孔两小球运动

桌面上有一质量 m1 小球，通过一条长 l 的线连接到原点处桌下自由下落质量 m2 小球，求运动轨迹。

取广义坐标为桌上小球的 r, θ，则有

r⃗1 = rêr, r⃗2 = −(l − r)êz

于是可进一步算出 δr⃗1, δr⃗2 与 ¨⃗r1, ¨⃗r2 在广义坐标下的表示，从而代入达朗贝尔方程得到 [由垂直忽略 m1 的

重力项]
−m1

(
(r̈ − rθ̇2)êr + (rθ̈ + 2ṙθ̇)êθ

)
· (δrêr + rδθêθ) + (−m2g −m2r̈)êz · δrêz = 0

化简得到 (m1 +m2)r̈ −m1rθ̇
2 +m2g = 0

rθ̈ + 2ṙθ̇ = 0

* 第二个方程可以得到 r2θ̇ 为常数，本质为角动量守恒，从而可以进一步求解轨迹。

拉格朗日方程的推导

根据达朗贝尔原理变换为广义坐标后可得方程∑
i

mi
¨⃗ri ·

∂r⃗i
∂qα

= Qα

由于 ˙⃗ri =
∑

α
∂r⃗i
qα
q̇α + ∂r⃗i

∂t
，有

∂r⃗i
∂qα

=
∂ ˙⃗ri
∂q̇α

于是对动能 T 有
∂T

∂q̇α
=
∑
i

mi
˙⃗ri ·

∂r⃗i
∂qα

,
∂T

∂qα
=
∑
i

mi
˙⃗ri ·

∂ ˙⃗ri
∂qα

代入化简即有
d
dt
∂T

∂q̇α
− ∂T

∂qα
= Qα

这就是一般的拉格朗日方程。
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* 对保守系统，代入 Qα = − ∂V
∂qα
即得

d
dt
∂L

∂q̇α
− ∂L

∂qα
= 0

这里 L = T − V。

* 拉格朗日方程也可以改写为 d
dt

∂L
∂q̇α

− ∂L
∂qα

= Q̄α，Q̄α 表示非保守力的部分。

§2.4 拉格朗日力学

优势：

1. 其为 s (自由度) 个二阶动力学方程，较之牛顿力学更简洁，且引入广义坐标后可能简化问题；

2. 拉格朗日力学分析对象是能量量纲的拉格朗日量，分析性质更重，弱化了几何上的矢量方程；

3. 能量作为相互作用的普遍度量在物理学中有普适性；

4. 根据对称性，可以从新的拉格朗日量出发构造新理论。

一般求解流程：

1. 确定系统自由度；

2. 选择广义坐标；

3. 将位置矢量用广义坐标表达；

4. 计算速度；

5. 给出总动能；

6. 给出势能或广义力；

7. 得到拉格朗日方程组；

8. 结合初始条件求解。

一维运动

L =
1

2
mẋ2 − V (x)

于是 mẋ = ∂L
∂ẋ
，从而

mẍ = −V ′(x)

由此也可计算得到

E =
1

2
ẋ2 + V (x)

是守恒量。

二维向心力场

以 r, θ 作为广义坐标，则变换坐标系计算动能得到

L =
1

2
(ṙ2 + r2θ̇2)− V (r)

对 r, θ 分别代入拉格朗日方程有

mr̈ = mrθ̇2 − V ′(r)
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d
dt(mr

2θ̇) = 0

第二个式子即为角动量守恒，记 pθ = mr2θ̇，代入第一个式子可得

mr̈ =
p2θ
mr3

− V ′(r)

从而即可求解 r。

阿特伍德机

无摩擦滑轮两端悬挂质量 m1,m2 物体，设绳竖直部分 l 长，m1 上方长 x，则

L =
1

2
(m1 +m2)ẋ

2 +m1gx+m2g(l − x)

代入拉格朗日方程即解出

ẍ =
m1 −m2

m1 +m2

g

弹簧单摆

质量 M，原长 a 水平弹簧一端挂线长 l 单摆，小球质量 m，以弹簧长度变化 x 与单摆角度 θ 作广义坐标，

则计算可得

L =
1

2
Mẋ2 +

1

2
m
(
(ẋ+ l cos θθ̇)2 + (l sin θθ̇2)

)
− 1

2
kx2 −mgl cos θ

于是代入拉格朗日方程得 (M +m)ẍ+ml cos θθ̈ −ml sin θθ̇2 = −kx

ml cos θẍ+ml2θ̈ = −mgl sin θ

* 小振动时 sin θ ≃ θ, cos θ ≃ 1，于是可得到线性常微分方程组，通过特征值解得固有频率

ω2
± =

1

2
(ω2

0 + (1 + α)ω2
1)±

1

2

√
(ω2

0 − ω2
1)

2 + 2α(ω2
0 + ω2

1)ω
2
1

这里 α = m
M
, ω2

0 = k
M
, ω2

1 = g
l
。

双摆

单摆末端连接另一单摆，已知 l1,m1, l2,m2，以 θ1, θ2 为广义坐标，则

x1 = l1 sin θ1, x2 = l1 sin θ1 + l2 sin θ2

y1 = −l1 cos θ1, y2 = −l1 cos θ1 − l2 cos θ2

于是列出拉格朗日量后可解出l1θ̈1 +
m2l2

m1+m2

(
cos(θ1 − θ2)θ̈2 + sin(θ1 − θ2)θ̇2

)
+ g sin θ1 = 0

l1 cos(θ1 − θ2)θ̈1 + l2θ̈2 − l1 sin(θ1 − θ2)θ̇1 + g sin θ2 = 0

* 类似代数处理得到小振动时可得简正频率为

ω± =
ω0

1 + r±
, ω2

0 =
g

l1

r± =
1

2
(β − 1)± 1

2

√
(1− β)2 + 4αβ, α =

m2

m1 +m2

, β =
l1
l2
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三 拉格朗日量与诺特定理

§3.1 时空对称性

运动积分：由方程个数，系统自由度为 s 时通解会出现 2s 个积分常数 C1, . . . , C2s，它们在运动过程中始

终不变，称为运动积分，也即力学体系的守恒量。

正则动量：定义为拉格朗日量对广义速度的导数

pα =
∂L

∂q̇α

计算可发现

ṗα =
d
dt
∂L

∂q̇α
=

∂L

∂qα

循环坐标：L 中不含广义坐标 qα，只含 q̇α 时，其称为循环坐标。

* 由拉格朗日方程即可知循环坐标对应的正则动量守恒。

能量守恒

若力学系统对时间不变，即 L 不显含时间，则

dL
dt =

∑
α

∂L

∂qα
q̇α +

∑
α

∂L

∂q̇α
q̈α

右侧求和每项可利用拉格朗日方程化简为 d
dt
(
q̇α

∂L
∂q̇α

)
，于是有

H =
∑
α

q̇α
∂L

∂q̇α
− L

为守恒量，此量称为哈密顿量。

* 哈密顿量未必为系统能量 T + V：

考虑质点组 r⃗i(q1, . . . , qs; t)，则

˙⃗ri =
∑
α

∂ ˙⃗ri
∂qα

q̇α +
∂r⃗i
∂t

于是动能 T = T2 + T1 + T0，三项为

T2 =
∑
α,β

Aαβ q̇αq̇β, T1 =
∑
α

Bαq̇α, T0 = C0

其中大写字母表示不含 q̇α 的系数。

由于拉格朗日量为 T2 + T1 + T0 − V，计算可得对应哈密顿量即为

H =
∑
α

∂(T1 + T1 + T0)

∂q̇α
q̇α − L = (2T2 + T1)− L = (T2 − T0) + V

与能量 T + V 并不完全相同，因此 H 也称为广义能量。

* 当约束均为定常约束时，∂r⃗
∂t

= 0，于是 T1 = T0 = 0，此时 H 即为能量。

动量守恒

在等时变分条件下有

δL =
∑
α

∂L

∂q̇α
δq̇α +

∑
α

∂L

∂qα
δqα

类似上方可将其化成

δL =
∑
α

d
dt

(
∂L

∂qα
q̇α

)
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而由之前已证
∂r⃗i
∂qα

=
∂ ˙⃗ri
∂q̇α

从而
∂L

∂q̇α
=
∂T

∂q̇α
=
∑
i

mi
˙⃗ri ·

∂r⃗i
∂qα

由此合并得

δL =
d
dt
∑
i

(mi
˙⃗ri · δr⃗i)

若力学系统具有空间平移不变性，也即 ∂L
∂qα

= 0，当所有 r⃗ 同时平移相同距离，即所有 δr⃗i 一致为 δr⃗ 时，

应有 δL = 0，于是
d
dt
∑
i

(mi
˙⃗ri) · δr⃗ = 0

由此即有动量

P =
∑
i

miṙi

为常数。

角动量守恒

若力学系统具有空间转动不变性，也即系统转动角度 δϕ 时 δL = 0，由于 δr⃗i = δϕ× r⃗i，根据

δL =
d
dt
∑
i

(mi
˙⃗ri · δr⃗i)

代入并利用矢量运算律即可得到 (注意 d
dtδϕ = 0)

0 =
d
dt
∑
i

(mir⃗i · (δϕ× r⃗i)) = δϕ · d
dt
∑
i

(r⃗i ×mi
˙⃗ri)

于是角动量

J =
∑
i

(r⃗i ×mi
˙⃗ri)

为常数。

§3.2 诺特定理

考虑映射

F : R× Γ → Γ, F (ϵ, q) = qϵ, q0 = q

其对每个实数将位形空间中的函数 q 映射到另一个函数 qϵ，若存在函数 l(q, q̇) 满足

d
dϵL(qϵ(t), q̇ϵ(t))

∣∣∣∣
ϵ=0

=
d
dt l(q(t), q̇(t))

则称 F 为 L 的单参数对称变换群，或称 L 具有对称性 F。

* 此处我们记变分 δA = d
dϵA

∣∣
ϵ=0
，左侧即可以写为 δL。

* 最基本的情况为 l = 0，即是最直观的对称性，而此处 l 代表更一般的情况。

诺特定理：设 F 为 L 的单参数对称变换群，则对应的
∑

α pαδqα − l 守恒，此式称为守恒荷。

证明：
d
dt

(∑
α

pαδqα − l

)
=
∑
α

(ṗαδqα + pαδq̇α)− δL
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=
∑
α

(
∂L

∂qα
δqα +

∂L

∂q̇α
δq̇α

)
− δL = δL− δL = 0

* 此变分定义下计算仍可验证 δL =
∑

α

(
∂L
∂qα

δqα + ∂L
∂q̇α

δq̇α
)
，因此倒数第二步成立。

诺特定理出发推导三大守恒

对时间平移不变的拉格朗日系统，有对称性 qϵ(t) = q(t+ ϵ)，这是由于 δL = L̇, δqα = q̇α，因此可取 l = L，

根据诺特定理得哈密顿量守恒：

H =
∑
α

pαq̇α − L

对空间平移不变的拉格朗日系统，有对称性 qϵ(t) = q(t) + ϵv，这是由于空间平移不变要求对此的 δL = 0，

这里 v 为任何位形空间矢量，于是计算得 δq = v，取 l = 0，则有 v · p 守恒 [p 为各个 pα 拼接]，由 v 任

意性知 p 守恒，也即广义动量守恒，若广义坐标取空间坐标，这里广义动量就成为普通动量。

* 若对特定方向平移不变，由此即推出对特定方向动量守恒。
* 若条件无 δL = 0，令 qϵ(t) = q(t) + ϵv 可得 δL = v · ṗ，于是可取 l = v · p，最终会得出 0 = 0 的恒成立

式，这意味着任何系统都有某种“平移对称性”，而只有空间平移不变时才有意义。

对空间转动不变的拉格朗日系统，我们不加证明地使用如下结论：eX 是 n 阶实反对称阵到 n 阶特殊正交

阵的满射，且对给定的 X，eϵX , ϵ ∈ R 的“旋转方向”一致 [此处事实上是高维旋转方向一致的定义，在三
维时即为转轴相同]。
此时有对称性 qϵ(t) = eϵXq(t)，这是由于空间转动不变要求对此的 δL = 0，这里 X 为某反对称阵，于是

计算得 δq = Xq̇，取 l = 0，则有 p ·Xq̇ 守恒，由 X 任意性，可取 αβ 与 βα 位置分别为 ±1，其他为 0，
得到 pαqβ − qαpβ 守恒，也即广义角动量守恒。

* 若对特定方向旋转不变，由此即推出对特定方向角动量守恒，特别地，三维空间中有三个方向的角动量，
若三维空间对任何 X 守恒即可计算得到 p× q 守恒。

更复杂的守恒：考虑柱坐标系 (ρ, ϕ, z) 下某质点

L =
1

2
(ρ̇2 + ρ2ϕ̇2 + ż2)− V (ρ, aϕ+ z)

对称性：

(ρϵ, ϕϵ, zϵ) = (ρ, ϕ+ ϵ, z − aϵ)

计算可得此时 δL = 0，于是可取 l = 0，守恒荷为 mρ2ϕ̇−maż。

* 反之，若已知守恒量，可直接通过动力学方程验证。

带电粒子在电磁场中的运动

带电粒子在电磁场中的拉格朗日量为

L =
1

2
mṙ2 − eΦ(r⃗, t) +

e

c
˙⃗r · A⃗(r⃗, t)

其中

E⃗ = −∇Φ− 1

c

∂A⃗

∂t
, B⃗ = ∇× A⃗

计算可得
∂L

∂ ˙⃗r
= m ˙⃗r +

e

c
A⃗

d
dt
∂L

∂ ˙⃗r
= m¨⃗r +

e

c
(̇⃗r · ∇)A⃗+

e

c
˙⃗
A

∂L

∂r⃗
= −e∇ϕ+

e

c
∇r( ˙⃗r · A⃗)
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利用矢量运算律 ˙⃗r × (∇× A⃗) = ∇r( ˙⃗r · A⃗) + ( ˙⃗r · ∇)A⃗ 合并、整理即得

m¨⃗r = eE⃗ +
e

c
˙⃗r × B⃗

我们接下来观察非经典力学情况的拉格朗日方程。

在相对论情况下，四维坐标

{xµ} = {x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z}

定义 ds, dτ：
ds2 = −c2dτ 2 = −c2dt2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2

考虑时空度规 ηµν = diag(−1, 1, 1, 1)，则可用张量求和记号将右侧记作 ηµνdxµdxν。
此时，ẋ 表示 dx

dτ，拉格朗日量事实上可以写作

L =
m

2
ηµν ẋ

µẋν +
e

c
ẋµAµ

这里一阶张量 Aµ 与通常的 E⃗, B⃗ 的关系为：记 Fµν =
∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν
，则

Fµν =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 B3 −B2

E2 −B2 0 B1

E3 B2 −B1 0


* 事实上代入计算可得到 Aµ = {−Φ, A⃗}。
类似之前代入拉格朗日方程后可得到

ηµνmẍ
µ =

e

c
ẋνFµν

* 计算可验证当 µ = 1, 2, 3 时即为三维中的 m¨⃗r = eE⃗ + e
c
˙⃗r × B⃗，但 µ = 0 对应第四维的洛伦兹力。

四 向心力场中的运动

§4.1 轨道方程

两体问题

两体问题对应的拉格朗日量为

L =
1

2
mṙ21 +

1

2
mṙ22 − V (r⃗2 − r⃗1)

引入坐标变换：

R⃗ =
m1r⃗1 +m2r⃗2
m1 +m2

, r⃗ = r⃗2 − r⃗1, µ =
m1m2

m1 +m2

则有

L =
1

2
(m1 +m2)Ṙ

2 +
1

2
µṙ2 − V (r⃗)

由于 R⃗ 为循环坐标，其对应正则动量守恒，计算得
˙⃗
R 守恒，因此退化为单体问题。

单体问题

考虑质心系中以极坐标表示，假设 V (r⃗) = V (r) 只与距离有关，与方向无关，则此时拉格朗日量为

L =
1

2
µ(ṙ2 + r2θ̇2)− V (r)

此时 θ 为循环坐标，对应的正则动量 L = µr2θ̇ 守恒 (即角动量守恒)。
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记 f(r) = −V ′(r)，则 r 方向拉格朗日方程可利用角动量守恒改写为

µr̈ − L2

µr3
= f(r)

利用此两式可以计算出能量 E = T + V 也是运动积分，由此有

ṙ =

√
2

µ

(
E − V − L2

2µr2

)
, θ̇ =

L

µr2

由此，先利用 dt
dr 只与 r 有关可积分出 r, t 的关系式，再用 r 即可积分出 θ 得到轨道。

轨道方程

除了积分得到参数曲线外，我们还希望能得到与 t 无关的轨道方程，由于有

dt = dr
(
2

µ

(
E − V − L2

2µr2

))−1/2

, dθ = Ldt
µr2

可以直接得到轨道的积分关系，引入 u = 1
r
可写为

θ = θ0 −
∫ u

u0

du√
2µE
L2 − 2µV

L2 − u2

另一方面，由于
d
dt =

L

µr2
d
dθ

代入 r 方向运动方程可知

µ

(
L

µr2
d
dθ

)2

− L2

µr3
= f(r)

可进一步利用 u 改写为
d2u

dθ2 + u = − µ

L2

d
duV

(
1

u

)

开普勒问题

开普勒行星轨道问题中，V = −k
r
，这里 k = Gm1m2。

记有效势 Ve = −k
r
+ 1

2
L2

µr2
，则方程可化为 mr̈ = −V ′

e (r)。

* 圆轨道运动时必然 V ′
e (rc) = 0，得到 rc =

L2

µk
，此时势能最低为 −µk2

2L2。

直接计算可知微分形式的轨道方程可化为

d2u

dθ2 + u =
µk

L2

令 y = u− µk
L2，方程化为

d2y
dθ2 + y = 0，解得 y = B cos(θ − θ0) [B, θ0 为运动积分]，于是有

1

r
=

1

p
(1 + e cos(θ − θ0)) ⇒ r =

p

1 + e cos(θ − θ0)

这里 p = L2

µk
, e = Bp。

* 也可积分变换或直接利用积分公式得到轨道方程，积分公式中能量 E 作为运动积分，可计算出离心率

e =

√
1 +

2EL2

µk2

于是根据圆锥曲线知识得 E > 0, E = 0, E < 0 时分别为双曲线、抛物线、椭圆，而能量最低为 −µk2

2L2，此

时离心率为 0，为圆轨道。
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下面考虑椭圆轨道的情况，此时根据几何可知半长轴 a = p
1−e2。直接利用积分公式可积分得到，若从近日

点开始运动，存在参数关系式 r = a(1− e cosEa)

t = T
2π
(Ea − e sinEa)

这里参数 E 称为偏近点角，周期

T = 2π

√
µa3

k

Laplace-Runge-Lenz 矢量
在天体运动中，引入 A⃗ = P⃗ × L⃗− µk ˆ⃗r，这里 ˆ⃗r 表示 r⃗ 方向的单位矢量。求导计算得其满足 dA⃗

dt = 0，是

运动过程中的守恒量。

设 A⃗ 的方位角为 θ0，计算可得 A⃗ · r⃗ = Ar cos(θ − θ0) = L2 − µkr，从而

r(θ) =
p

1 + A
µk

cos(θ − θ0)

由此可以看出 e = A
µk
，且 A⃗ 指向近日点。

进一步计算 A⃗2 可得

A2 = 2µL2

(
E +

µk2

2L2

)
于是离心率表达式与之前计算结果相同。

§4.2 弯曲时空

四维弯曲空间

回顾之前相对论下的四维时空 [闵可夫斯基空间]，我们考虑球坐标

{xµ} = {t, r, θ, ϕ}

则 [仍采用张量求和记号]

ds2 = gµνdxµdxν , gµν = diag(−1, 1, r2, r2 sin2 θ)

广义相对论空间中，时空度规 gµν 是由爱因斯坦场方程求解的，其描述球对称天体在外部周围产生的弯曲，

坐标 t, r, θ, ϕ 下，时空度规为

gµν = diag
(
−
(
1− 2GM

r

)
,

(
1− 2GM

r

)−1

, r2, r2 sin2 θ

)
且 ds2 = −dτ 2。

弯曲空间中自由质点

爱因斯坦认为在弯曲空间中检验粒子走短程线，也即

S = m0c
2

∫ B

A

dτ = m0c
2

∫ B

A

(
− gµν

dxµ
dτ

dxν
dτ

)1/2

dτ

于是根据最小作用量原理可以得到粒子运动的测地线方程

d2xν

dτ 2 + Γνµσ
dxµ
dτ

dxσ
dτ

这里联络

Γσµν =
1

2
gγσ(∂γgµν + ∂µgλν − ∂νgλµ)
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∂a 表示对第 a 个分量求导，gαβ 与 gαβ 互逆。

等价来说，拉格朗日量为

L = m0c
2

(
− gµν

dxµ
dτ

dxν
dτ

)1/2

或采用等效的拉格朗日量 (某种意义上的动能) 为

Le =
1

2
gµν

dxµ
dτ

dxν
dτ

代入拉格朗日方程仍可以得到正确的测地线方程。

* 无质量粒子 dτ = 0，需要用仿参数 λ 代替，其需满足

gµν
dxµ
dλ

dxν
dλ = 0

此后我们均使用 λ 作为参数，对有质量粒子即可取 dλ = dτ。

球对称弯曲时空

考虑球对称天体周围的 gµν，代入等效拉格朗日量可得

2Le = −
(
1− 2GM

r

)(
dt
dλ

)2

+

(
1− 2GM

r

)−1( dr
dλ

)2

+ r2
(
dθ
dλ

)2

+ r2 sin2 θ

(
dϕ
dλ

)2

* 时空弯曲不强时且粒子非相对论时 [弱场近似] dλ = dτ ≃ dt，ϕ≪ 1，等效拉格朗日量近似为

2Le ≃ −1 +
2GM

r
+ ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2

可发现此即为经典力学中的拉格朗日量 T − V。

时空弯曲强时，我们记 ẋµ = dxµ

dλ ，则计算得对 θ 的拉格朗日方程可以写为

r2θ̈ + 2rṙθ̇ − r2 sin θ cos θϕ̇2 = 0

我们可以不妨假设在赤道面内 θ = π
2
, θ̇ = 0，代入可得此后都满足，以此列出其他方程：

(
1− 2GM

r

)
ṫ = const.

r2ϕ̇ = const.(
1− 2GM

r

)−1
r̈ −

(
1− 2GM

r

)−2M
r2
ṙ2 + M

r2
ṫ2 − rϕ̇2 = 0

其中前两式的守恒分别表示单位质量的能量 E 与有效角动量 L。

将 E,L 代入第三式，积分可得到

−
(
1− 2GM

r

)
ṫ2 +

(
1− 2GM

r

)−1

ṙ2 + r2ϕ̇2 = −ϵ

这里 ϵ = −gµν ẋµẋν，对有质量粒子为 1，无质量粒子为 0。θ = π
2
与 E,L, ϵ 即为此方程的运动积分。

有效势

合并势能项后 r 的运动方程可以写为

1

2
ṙ2 =

1

2
E2 − V (r), V (r) =

1

2
ϵ− GM

r
ϵ+

L2

2r2
− GML2

r3

* 与之相对，牛顿力学中
1

2
ṙ2 = EN − V (r), V (r) = −GM

2
+
L2

2r2

对有质量粒子 ϵ = 1，代入发现相差第一项与最后一项。
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广义相对论下圆轨道运动要求 V ′(rc) = 0，从而可以解得

ϵGMr2c − L2rc + 3GML2 = 0

无质量时 rc = 3GM，有质量粒子

rc =
L2 ±

√
L4 − 12G2M2L2

2GM

其中较大解稳定 [V ′′(rc) > 0]，较小不稳定，L =
√
12GM 时稳定与不稳定圆轨道重合，此时也是最小稳

定圆轨道，半径为 6GM，能量 E = 2
√
2

3
。

* 若粒子从无穷远处 E ≃ 1 被黑洞吸积，最终落入稳定圆轨道，则计算可知产能 1− E 约为 5.7%，这比
核反应产能率高出一个量级。

* 广义相对论有四大检验：引力红移、光线在引力场中的弯曲、水星近日点进动、雷达回波延迟，下面以
水星近日点进动与光线弯曲为例估算。

水星进动

记 u = GM
r
，类似经典力学时的推导，轨道方程可以写为

d2u

dϕ2
+ u =

G2M2

L2
+ 3u2

由于 u 很小，多出的 3u2 可以忽略，得到近似解

u0 =
G2M2

L2
(1 + e cosϕ)

重新代入轨道方程右侧，并假设解 u = u0 + u1，可重新近似得修正项

u1 = 3
G4M4

L4
eϕ sinϕ

从而 u 可以近似为

u ≃ G2M2

L2

((
1 + e cos

(
1− 3

G2M2

L

)
ϕ

))
近日点也即

1 + e cos
(
1− 3

G2M2

L

)
ϕ = 2nπ

可近似知

ϕ ≃ 2nπ

(
1 + 3

G2M2

L

)
于是一个周期引起的进动角为 6πG

2M2

L2 。

光线弯曲

即为考虑光子的运动方程，同样 u = GM
r
可推导出轨道方程满足

d2u

dϕ2
+ u = 3u2

与上类似操作可以得到一级近似后

u0 = C cosϕ, u1 = C2 sin2 ϕ, u = C cosϕ+ C2(1 + sin2 ϕ)

即使你可得 u→ ∞[最大] 时 ϕ = π
2
+ 2C，u→ −∞[最小] 时 ϕ = −π

2
− 2C，因此光线偏转角为 4C。

* 广义相对论事实上将引力几何化，不再视为力而是视为空间的弯曲。
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§4.3 弹性碰撞

质心系

* 弹性碰撞定义：粒子内部状态碰撞前后不变，总动量、总机械能守恒。
称实验室系 L 系，质心系 S 系，用下标 0 表示实验室系物理量，上标 ′ 表示碰撞后的物理量，设碰撞前
速度为 v⃗01, v⃗02，碰撞后为 v⃗′01, v⃗

′
02。

质心速度 v⃗0C = m1v⃗01+m2v⃗02
m1+m2

，于是令 v⃗ = v⃗01 − v⃗02 为相对速度，则质心系速度分别为

v⃗1 =
m2v⃗

m1 +m2

, v⃗2 = − m1v⃗

m1 +m2

在 S 系中利用动量、机械能守恒列出等式，由于 m1v⃗1 +m2v⃗2 = m1v⃗
′
1 +m2v⃗

′
2 = 0，结合机械能守恒即知

碰撞前后粒子速率不变。

若碰撞后粒子 1 相对入射前的速度方向为 ê，则 S 系中碰撞后可写为

v⃗′1 =
m2

m1 +m2

vê, v⃗′2 = − m1

m1 +m2

vê

回到 L 系中

v⃗′01 =
m1v⃗01 +m2v⃗02
m1 +m2

+
m2

m1 +m2

vê, v⃗′02 =
m1v⃗01 +m2v⃗02
m1 +m2

− m1

m1 +m2

vê

若粒子 2 静止，v⃗01 = v⃗，可化简为

v⃗′01 =
m1v⃗ +m2vê

m1 +m2

, v⃗′02 =
m1(v⃗ − vê)

m1 +m2

夹角关系

下面假设粒子 2 静止，推导两系中散射角关系 [L 系中散射角 θ0 易于测出，但 S 系中 θ 能对应更本质的

关系]。
在 S 系中，θ 余弦为 v̂ · ê，v̂ 表示单位化的速度，而在 L 系中 θ0 余弦为∥∥∥∥m1v⃗ +m2vê

m1 +m2

∥∥∥∥−1

v̂ · m1v⃗ +m2vê

m1 +m2

= v̂ · m1v̂ +m2ê

∥m1v̂ +m2ê∥
=

m1 +m2 cos θ
m2

1 +m2
2 + 2m1m2 cos θ

进一步化简得

tan θ0 =
m2 sin θ

m1 +m2 cos θ
解得

cos θ = −m1

m2

± cos θ0

√
1− m2

1

m2
2

sin2 θ0

当 m1 < m2 取正，否则取负。

* 也可从几何角度出发通过参考系变换后画出三角形进行计算。

单次散射

目前，我们仍然没有给出 θ 的具体形式，这是因为其依赖相互作用的类型。反之，测量 θ 也可以确定相互

作用的形式，例如库伦排斥的单次散射，b 为碰撞参数 [表示入射直线与固定粒子的距离]，θ 为散射角，可
推出关系 b = b(θ)。

假设以圆盘入射，入射流强度 n 代表单位时间流过单位面积的粒子数，则参数在 b 到 b+ db 间的圆环面
积为 dσ = 2πbdb，而它们被散射到 θ 到 θ + dθ 之间，对应的立体角为

dΩ =

∫ 2π

0

sin θdθdφ = 2π sin θdθ
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被散射的粒子数为 dN = ndσ，假设探测器安放在此立体角间，探测器立体角为 ∆ω，则探测到的粒子数

为

∆Nobs =
dN
dΩ∆ω = n

dσ
dΩ∆ω

而根据之前推导，微分散射截面
dσ
dΩ =

b

sin θ |b
′(θ)|

钢球散射

对应 V (r) 为 r < R 时无穷，r > R 时 0，则由几何关系知质心系下 b = R cos θ
2
。

根据之前结论计算
dσ
dΩ =

R2

4
, σtot =

∫ dσ
dΩ dΩ = πR2

* 总 σ 也可通过几何关系发现 b 最大为 R，因此为 πR2。

* 在实验室系讨论微分散射截面是非常复杂的，我们考虑两个特例：m1 = m2 时，θ0 =
θ
2
，于是可以直接

计算知 dσ
dΩ0

= R2

4
sin θdθ

sin θ0 dθ0 = R2 cos θ0；m1 ≪ m2 时，θ0 ≃ θ，于是 dσ
dΩ0

≃ R2

4
。

卢瑟福散射

类似钢球模型，可发现 θ = π − 2φ0，这里 φ0 指等效碰撞点与球心连线同入射方向的夹角。

由 L⃗ = r⃗ × p⃗ 守恒可知散射发生在固定平面内，考虑极坐标下拉格朗日量

1

2
µ(ṙ2 + r2φ̇2)− V (r)

则由 E,L 守恒可以推出 r 的关系

ṙ2 =
2(E − V (r))

µ
− L2

µ2r2

于是再由 φ̇ = L
µr2
可得轨道方程，积分即

φ = ±
∫

Ldr/r2√
2µ(E − V (r))− L2/r2

记 v∞ =
√

2E
µ
, b = L

µv∞
，则可改写为

φ0 =

∫ ∞

rm

bdr/r2√
1− b2/r2 − 2V (r)/(µv2∞)

这里 rm 指最小的 r，其与对应的速度可由动能与角动量守恒联合解出，于是原则上有 rm = rm(b, v∞)。

下面考虑 α 粒子与原子核的碰撞，设靶原子核原子序数为 Z，则库伦势

V (r) =
2Ze2

4πϵ0r

令 α = 2Ze2

4πϵ0
, β = α

µbv20
, u = b

r

则利用能量与角动量守恒可知 rm = b(β +
√
1 + β2)，于是可解得

φ0 = arccos β√
1 + β2

从而 β = cotφ0 = tan θ
2
，因此

b =
α

µv2∞
cot θ

2
,

dσ
dΩ =

α2

4µ2v4∞
csc4 θ

2

此即为卢瑟福散射公式，由于 α 只有平方，结果与吸引、排斥无关。

* 类似之前可得实验室系 m1 = m2 时
dσ

dΩ0
= 4α2

m2
1v

2
∞
csc4 θ0 cos θ0，m1 ≪ m2 时

dσ
dΩ0

≃ dσ
dΩ。

* 计算发现 σtot 发散，因此库仑相互作用是长程的。



五 微振动 21

五 微振动

§5.1 简谐振动

一维情况

假设势能函数 V (q) 最低点 q0，若力学系统在 q0 附近作小振动，将 V (q) 泰勒展开保留二阶项可得

V (q) ≃ 1

2
V ′′(q0)(q − q0)

2

记 V ′′(q0) = k, x = q − q0 [由最小性 k > 0]，系统拉格朗日量为

L =
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2

记 ω2 = k
m
，其拉格朗日方程 ẍ+ ω2x = 0 可解得

x = a cos(ωt+ α)

或用复数表示

x = Re
(
A exp(iωt)

)
Re 代表实部，A 为复振幅 a exp(iα)，进一步计算得其能量为 1

2
m2ω2a2。

高维震动

设 V (q10, . . . , qα0) 为势能最低点，记 kαβ = ∂2V
∂qα∂qβ

, xα = qα − qα0，则拉格朗日量可写为

L =
1

2

∑
α,β

(
mαβẋαẋβ − kαβxαxβ

)
* 这里动能中 mαβ 应为广义坐标与笛卡尔坐标转化，因此是 qα 的函数，由于认为 qα 在 qα0 附近，忽略

小量即可认为是常数。

代入拉格朗日方程后，将 mαβ, kαβ 写为矩阵 M,K 可得

Mẍ+Kx = 0

假设解能写为

xβ(t) = Aβ exp(iωt)

其中 Aβ 待定常数，则代入可得到 ∑
β

(−ω2mαβ + kαβ)Aβ = 0

其存在不全为 0 的解也即
det(K − ω2M) = 0

这是关于 ω2 的 n 次方程，一般有 n 个不同的根，由数学可知其根均为正实数。

* 由于 K,M 对称，根必然为实数，且由势能最小性知 K 正定，根据坐标变换规律可知 M 正定 (于是可
逆)，从而方程等价于 det(M−1K − ω2I) = 0。由 M 正定，M−1 正定，于是 M−1K ≃M−1/2KM−1/2 本

征值均为正实数，也即一定能得到 n 个正实数解。

* 另证：对方程组乘 A∗
α [上标星号表示共轭] 并求和可得∑

(−ω2mαβ + kαβ)A
∗
αAβ = 0

于是已知 Aα 时根可以写为

ω2 =

∑
kαβA

∗
αAβ∑

mαβA∗
αAβ
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由于 K,M 正定，这样得到的 ω2 是正实数。

* 摆动在线性近似下也可看作多维振动，如之前的双摆即可化为二维振动。

简正模式

回顾上一部分的 Mẍ + Kx = 0，类似之前讨论，由于 M,K 对称正定，其任何次方有意义，记 Λ =

M−1/2KM−1/2，方程可化为 ¨̄x = −Λx̄，这里 x̄ =M1/2x。

由 Λ 正定对称，根据数学知可设每个本征值 λi 对应本征矢量 ρi，且 ρi 构成一组标准正交基，则有

λi =
ρTi Λρi
ρTi ρi

> 0

下记 λi = ω2
i。

由于 ρi 构成一组基，可设 x̄(t) =
∑

i yi(t)ρi，即得到关于 yj 的 n 个独立方程

ÿj = −ω2
j yj

这就可以解出 (Aj , ϕj 为参数)
yj = Aj cos(ωjt+ ϕj)

* 根据标准正交性，设列向量 ρi 拼成的矩阵为 P，原变换为 x̄ = Py，因此反之有 y = P T x̄。

这样的 yi 称为简正坐标，解出的 ωj 称为简正频率，简正坐标系下系统的动能可写为

T =
1

2

∑
j

Mj ẏ
2
j

Mj 代表等效质量。

* 数学本质是将 M−1K 相似为正定阵 M−1/2KM−1/2 后利用正交相似对角化分离出对角元。

§5.2 简谐振动的推广

阻尼简谐振动

我们认为能量耗散项正比于速度 fr = αẋ，即

mẍ = −kx− αẋ

记 ω2
o =

k
m
, λ = α

2m
，则方程改写为

ẍ+ 2λẋ+ ω2
o = 0

将其化为二阶线性微分方程的形式可求解得特征值 r1,2 = −λ±
√
λ2 − ω2

o，于是分类讨论：

1. λ > ωo，两解均为非负实数，x = c1 exp(r1t) + c2 exp(r2t)；

2. λ < ωo，两解包含虚部，可得 x = a exp(−λt) cos(ωt+ α)，这里 ω =
√
ω2
o − λ2。

3. λ = ωo，这时 r = −λ，解为 x = (c1 + c2t) exp(−λt)，亦为某种共振。

高维情况下，耗散项可写为 fr,i =
∑

j αij ẋi，由作用相互性 αik = αki，可定义 F = 1
2

∑
αij ẋiẋj 为耗散函

数，从而可得到动力学方程为 ∑
j

(mij ẍj + kijxj) = −
∑
j

αij ẋi

设 xk = Ak exp(rt) 可类似之前得到矩阵方程

det(Mr2 +Ar +K) = 0
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这里 A 为 αij 形成的矩阵，这是一个关于 r 的 2n 次方程。

* 耗散函数的物理意义：存在耗散时拉格朗日方程为
d
dt
∂L

∂ẋi
=
∂L

∂xi
− ∂F

∂ẋi

于是进一步计算得到 dH
dt = −

∑
ẋi

∂F
∂ẋi

= −2F，也即其代表系统能量的减少率。

受迫简谐振动

假设有外力场 Ve(x, t)，记 −∂Ve

∂x
(0, t) = F (t)，则作近似可得拉格朗日量为

L =
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2 + xF (t)

动力学方程可写为

ẍ+ ω2x =
F (t)

m

* 由于线性性，只需知道特解，通解即为特解加上非受迫时的解
当外力循环 F (t) = f cos(γt+ β) 时可猜测得到特解，从而写出通解 [ω ̸= γ 时]

x = a cos(ωt+ α) +
f

m(ω2 − γ2)
cos(γt+ β)

共振 [γ → ω] 的情况下，方程可改写为

x = ã cos(ωt+ α) +
f

m(ω2 − γ2)

(
cos(γt+ β)− cos(ωt+ β)

)
通过洛必达法则得到

x = ã cos(ωt+ α) +
ft

2mω
sin(γt+ β)

振幅会随时间线性增长直到微振动近似不再适用。

对一般外力，记 ξ = ẋ+ iωx，可得
ξ̇ − iωξ = F (t)

m

直接计算 ξ 的解为

ξ = exp(iωt) 1
m

∫ t

0

F (t) exp(−iωt)dt+ ξ0

* 计算 x 并不需要再进行常微分方程的求解，因为 x 即为 ξ 的虚部除以 ω

* 根据 ξ 可得到

|ξ(t)|2 = ẋ2 + ω2x2 = 2
E(t)

m
= ã2(t)ω2

这里 ã(t) 为等效振幅。

参数共振

定义：系统在不稳定的平衡位置 [x = 0]，若稍微偏离平衡位置，位移 x 随时间指数增长。

设 k 是时间的函数，仍记 ω2 = k
m
，有

ẍ+ ω2(t)x = 0

若 ω 有周期性 ω(t) = ω(t+ T )，则对任何解 x(t)，x(t+ T ) 也是解。

由线性性，若 x1, x2 为独立的解，任何解都为它们的线性组合，从数学上，一般可选取合适的 x1, x2 使得

时间变换下

x1(t+ T ) = µ1x1(t), x2(t+ T ) = µ2x2(t)

于是可设

x1(t) = µ
t/T
1 F (t), x2 = µ

t/T
2 F (t)
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这里 F,G 为周期 T 的周期函数。

为确定参数，我们将 x1, x2 代入方程，分别乘 x2, x1 并相减可知

ẍ1x2 − ẍ2x1 =
d
dt(ẋ1x2 − ẋ2x1) = 0

于是 ẋ1x2 − ẋ2x1 为常数，将 t 变为 t+ T 可知 µ1µ2 = 1。

由于系数都为实数，x 为解时 x∗ 亦为解，因此或 µ1 = µ∗
2 [即 |µ1| = |µ2| = 1]，或 µ1, µ2 均实数。

第二种情况下，解可以写为：

x1(t) = µt/TF (t), x2(t) = µ−t/TG(t)

在 |µ| ̸= 1 时振幅呈指数增长。

六 哈密顿力学

§6.1 哈密顿正则方程

勒让德变换

记 u = ∂f
∂x
, v = ∂f

∂y
，则有

df = udx+ vdy

考虑 f̃ = f − ux 即有

df̃ = −xdu+ vdy

这就称为勒让德变换，变换后将 f(x, y) 变换为 f̃(u, y)，且有

x = −∂f̃
∂u
, v =

∂f̃

∂y

继续做勒让德变换，考虑
˜̃
f = f − ux− vy，则有

d ˜̃
f = −xdu− ydv

成为以 (u, v) 为自然变量的函数。

* 多维时 df =
∑

α uαdxα +
∑

α vαdyα，则勒让德变换即为 f̃ = f −
∑

α uαxα。

哈密顿方程

如之前对正则动量 pα 的定义，则 H 可以视为 L 做勒让德变换 (qα, q̇α) → (qα, pα)：

H =
∑
α

q̇αpα − L

根据勒让德变换的性质可写出

dH = −∂L
qα

dqα + q̇αdpα − ∂L

∂t
dt

由于 ṗα = ∂L
qα
，可知

∂H

∂pα
= q̇α,

∂H

∂qα
= −ṗα

这就是哈密顿方程。

将 (pα, qα) 构成的空间称为相空间，哈密顿量即为其中的态函数。

* 哈密顿力学中，一般要先求出拉格朗日量，再对应计算出哈密顿量，得到哈密顿方程 (2s 个一阶微分方
程)。
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修正的哈密顿原理

给定哈密顿量 H，作用量定义为

S[qα, pα] =

∫ t2

t1

(
pαq̇α −H(qα, pα, t)

)
dt

变分后使用分部积分，要求 δqα(t1) = δqα(t2) = 0 [由于作用量不包含 ṗα，并不需要指定 pα 的边界条件]，
利用 δqα, δpα 独立即得到

∂H

∂pα
= q̇α,

∂H

∂qα
= −ṗα

此仍然为哈密顿正则方程的形式。

* 此处假设 qα, pα 独立，pα 不再定义成 L 相关，而是视为动力学方程的一部分。

* 另一个角度来看，将 pα, qα 视为独立变量，代入拉格朗日方程也可以推出哈密顿正则方程。

* 若进一步要求 δpα(t1) = δpα(t2) = 0，则作用量积分中的函数 f 可以相差一个 (qα, pα, t) 为变量的函数

对时间的全导数，例如取 F = −
∑

α qαpα，则增加
dF
dt 得到

δ

∫ t2

t1

(
−
∑
α

ṗαqα −H(pα, qα, t)
)
= 0

于是仍然可以得到相同的哈密顿方程，而现在积分号内的内容已经与拉格朗日量无联系了。

循环坐标

由于 pαq̇α 中不显含 qα，L中的循环坐标也为 H 的循环坐标，由此又可知 pα 为常数，因此直接记 cα = pα

后 H 事实上可以进行降维。

若 q1, . . . , qm 为循环坐标，定义劳斯函数：

R =
n∑
α=1

pαq̇α − L

将其看作 q1, . . . , qs; p1, . . . , pm; q̇m+1, . . . , q̇s; t 的函数，对 t 求全微分可得 ∂R
∂pα

= q̇α,
∂R
∂qα

= −ṗα α = 1, . . . ,m

∂R
∂q̇α

= − ∂L
∂q̇α

, ∂R
∂qα

= − ∂L
∂qα

α = m+ 1, . . . ,m

* 此处 R 可以看作 L 与 H 的部分拼接，R 的对应 m+ 1 到 s 分量可以写出拉格朗日方程

d
dt
∂R

∂q̇α
− ∂R

∂qα
= 0, α = m+ 1, . . . , s

而前 s 个分量的 pα 事实上是常数，qα 不存在，R 事实上是 R(qm+1, . . . , qs; c1, . . . , cm; q̇m+1, . . . , q̇s; t)。

哈密顿方程求解向心力场

考虑 V (r) = −k
r
的向心力场，用极坐标 r, θ，可写出

L =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2) +

k

r

进一步解出

H =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2)− k

r
=

p2r
2m

+
p2θ

2mr2
− k

r

于是方程为 

ṙ = pr
m

ṗr =
p2θ
mr3

− k
r2

θ̇ = pθ
mr2

ṗθ = 0
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由 pθ 恒等，这可以化为 r 与 pr 的方程。

* 由于 θ 为循环变量，可写出劳斯方程 [这里 β = pθ 为常数]

R = −1

2
mṙ2 +

β2

2mr2
− k

r

从而直接有

−mr̈ + β2

mr3
− k

r2
= 0

四维时空例子

考虑四维时空中 [仍采用张量求和记号]

L =
∑
µ,ν

m

2
ηµν ẋ

µẋν − eAµẋ
µ

计算可得 pµ = mẋµ − eAµ，于是

H =
m

2
ηµν ẋ

µẋν =
1

2
ηµν

(pµ + eAµ)(pν + eAν)

m

§6.2 正则变换

循环坐标依赖于坐标系的选择，如有心力场时 (r, θ) 下 θ 是循环坐标，而 (x, y) 下无循环坐标。因此，我

们希望能找到循环坐标尽可能多的坐标系，这就需要进行坐标变换。

* 若 H 所有坐标均为循环坐标，有 pα 为常数 βα，记
∂H
∂βα

= γα(β)，则根据哈密顿方程 q̇α = γα(β)，即能

完全解出 qα = γα(β)t+ δα，也即广义坐标系中“直线运动”。

定义：将 H(qα, pα) 变换为坐标 Pα, Qα 下的等式，P,Q 视为 p, q, t 的函数，若存在 H̃(Qα, Pα, t) 使得

Q̇α =
∂H̃

∂Pα
, Ṗα = − ∂H̃

∂Qα

则称变换是正则的。

正则变换条件：由于将 S 写为
∑

α pαq̇α −H 积分与
∑

α PαQ̇α − H̃ 是等价的，可知必然相差全微分，即

存在 F 使得 (∑
α

pαq̇α −H

)
−
(∑

α

PαQ̇α − H̃

)
=

dF
dt

也即 ∑
α

pαdqα −
∑
α

PαdQα + (H̃ −H)dt = dF

这里 F = F (qα, Qα, t)。

若考虑等时变分，上式即改写为 ∑
α

pαδqα −
∑
α

PαδQα = δF

几何意义

单自由度情况下 (q, p) → (Q,P ) 是正则变换一般等价于

∂(Q,P )

∂(q, p)
= 1

由于 pδq − PδQ 为等时变分 δF，展开到 p, q 下可知(
p− P

∂Q

∂q

)
δq − P

∂Q

∂p
δp = δF
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单连通区域中，存在 δF 即等价于 δq 前项对 p 求导与 δp 前项对 q 求导相等，化简即

∂P

∂p

∂Q

∂q
− ∂P

∂q
− ∂Q

∂p
= 1

左侧即 ∂(Q,P )
∂(q,p)

的定义，由此正则变换是相空间中的保面积变换。

* 高维时有类似结论，但形式更加复杂。

生成函数

由前一部分知正则变换由 F 唯一确定 [称为生成函数或母函数]，有 2s个独立变量。上方给出了 F (qα, Qα, t)

的表达，通过勒让德变换即可得到 F (qα, Pα, t)、F (pα, Qα, t) 与 F (pα, Pα, t) 的表达，直接给出结论：记上

方 F (pα, qα, t) 为 F1，考虑

F2 = F1 +
∑
α

PαQα, F3 = F1 −
∑
α

pαqα, F4 = F1 +
∑
α

PαQα −
∑
α

pαqα

则有

F1 = F1(qα, Qα, t), pα =
∂F1

∂qα
, Pα = − ∂F1

∂Qα

, H̃ = H +
∂F1

∂t

F2 = F2(qα, Pα, t), pα =
∂F2

∂qα
, Qα =

∂F2

∂Pα
, H̃ = H +

∂F2

∂t

F3 = F3(pα, Qα, t), qα = −∂F3

∂pα
, Pα = − ∂F3

∂Qα

, H̃ = H +
∂F3

∂t

F4 = F3(pα, Qα, t), qα = −∂F4

∂pα
, Qα =

∂F4

∂Pα
, H̃ = H +

∂F4

∂t

常用生成函数：

1. 恒等变换

F2 =
∑
α

qαPα

计算可得 H̃ = H，各坐标不变。

2. 相空间平移变换

F2 =
∑
α

(qα + cα)(Pα − dα)

计算可得 pα = Pα − dα, Qα = qα + cα, H̃ = H，对应平移。

3. 对偶变换

F1 = qαQα

计算可得 pα = Qα, Pα = −qα, H̃ = H，也即正则动量、广义坐标进行交换。

4. q, p 分别在各自空间内正交变换

F2 = aαβPαqβ, A = (aαβ), AAT = I

直接求导知 pβ =
∑

α aαβPα, Qα =
∑

β aαβqβ，由正交性还可算得 Pα =
∑

α aαβpβ，于是 p, q 同时做

相同的正交变换。
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计算例

* 以下变换正则性均可直接通过行列式验证

1. 竖直上抛 H = p2

2m
+mgq

考虑 F1 = mg(gQ3/6 + qQ)，计算导数并反解可知其对应变换

q = − P

mg
− 1

2
gQ2, p = mgQ

于是代入可知 H̃ = H = −P。由此解出 P = c1, Q = −t+ t0，即可得到p = −mg(t− t0)

q = − 1
2
g(t− t0)

2 − c1
mg

2. 谐振子 H = 1
2
(p2 + q2)

考虑 Q = 1
2
(q2 + p2), P = − arctan q

p
，可验证正则，由分析知识，积分可构造出

F4 =
p2

tanP

从而有 H̃ = H = Q，代入哈密顿正则方程可知 Q̇ = 0, Ṗ = −1，设 Q = A2
0

2
, P = −t+ t0 即反解得p = A0 cos(t− t0)

q = A0 sin(t− t0)

3. 谐振子另解 H = p2

2m
+ 1

2
mω2q2

作线性变换 (θ = θ(t) 为待定函数)

q = Q cos θ + P

mω
sin θ, q = −mωQ sin θ + P cos θ

则积分可以算得可取

F2 =
qP

cos θ − 1

2
mω

(
q2 +

P 2

m2ω2

)
tan θ

取 θ = ωt，计算可得此时 H̃ = 0，于是 Q = Q0, P = P0，即反解得到

q(t) = A0 cos(ωt+ ϕ0)

p(t) = −mωA0 sin(ωt+ ϕ0)

其中

A0 =

√
A2

0 +
P 2
0

m2ω2
, tanϕ0 =

−P0

mωQ0

泊松括号

[u, v] =
∑
α

∂(u, v)

∂(qα, pα)
=
∑
α

(
∂u

∂qα

∂v

∂pα
− ∂u

∂pα

∂v

∂qα

)
性质：
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1. 反对称性、对加法与乘法的分配

[u, v] = −[v, u], quad[u, u] = 0, [u, v + w] = [u, v] + [u,w], [u, vw] = [u, v]w + [u,w]v

2. Jacobi 等式
[u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0

3. 相空间中函数 f(p, q, t) 根据哈密顿方程有

df
dt =

∂f

∂t
+ [f,H ]

4. 对 qα, pα, t 中任何一个作为 x 有

∂

∂x
[u, v] = [

∂u

∂x
, v] + [u,

∂v

∂x
]

5. 根据 qα, pα 独立性，对函数 f 有

[qα, f ] =
∂f

∂pα
, [pα, f ] = − ∂f

∂qα

于是

[qα, qβ] = 0, [pα, pβ] = 0, [qα, pβ] = δαβ

6. 若 (q, p) 到 (Q,P ) 为正则变换，则有

[P,Q]p,q = 1

从而对任何 [u, v] 有 [u, v]p,q = [u, v]Q,P。

* 证明 Jacobi 等式只需要对各个 pαpβ、pαqβ 与 qαqβ 二阶导项分别讨论，对比系数。

* 对坐标变换，[P,Q]p,q = 1 从几何意义可推得，再作差变换回 p, q 后展开可得证。高维时有类似的结论。

泊松括号应用

1. 表示运动方程

根据前述性质 5，哈密顿正则方程可表示为对称的形式

q̇α = [qα,H], ṗα = [pα,H]

2. 表示运动积分

若 f 守恒，则

ḟ =
∂f

∂t
+ [f,H ] = 0

进一步假设不含时间，则 [f,H ] = 0 等价于 f 守恒。

* 由于 [H,H] = 0，H 不显含时间时即守恒。

* 若 qγ 为循环坐标，则 [pγ ,H] = − ∂H
∂qγ

= 0，而 pγ 只涉及 pγ，不含时间，因此 pγ 守恒。

* 与上方同理，不显含 pγ 时 qγ 亦有守恒。
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3. 寻找新的运动积分

若 u, v 守恒，则 [u, v] 守恒。

证明：由上一部分可知 v̇ = [H, v], u̇ = [H,u]，因此

d
dt [u, v] =

∂

∂t
[u, v] + [[u, v],H] = [[H,u], v] + [u, [H, v]] + [[u, v],H] = 0

最后一个等号是通过 Jacobi 等式

[v, [H,u]] + [u, [v,H ]] + [H, [u, v]] = 0

变形得到。

* 量子力学中泊松括号有类似对应，即

[qα, qβ] = 0, [pα, pβ] = 0, [qα, pβ] = ih̄δαβ

角动量的泊松括号

J⃗ = r⃗ × p⃗ = (ypz − zpy, zpx − xpz, xpy − ypx)

计算可发现

[Jx, Jy] = Jz, [Jz, Jx] = Jy, [Jy, Jz] = Jx

于是有 (利用对乘法、加法分配)

[Jx, J
2] = [Jx, J

2
x ] + [Jx, J

2
y ] + [Jx, J

2
z ] = 2Jx[Jx, Jx] + 2Jy[Jx, Jy] + 2Jz[Jx, Jz] = 0

从而 [Jx, J ] =
1
2J
[Jx, J

2] = 0。

因此，Jx 与 J 可以同时成为广义动量，但 [Jx, Jy] 当 Jz 不恒为 0 时不能同时成为。

§6.3 哈密顿-雅可比方程

如果我们能找到一个第二类生成函数 F2，使得 H̃(Q,P, t) = 0，则所有 Qα, Pα 即为运动积分。

由于

H(q1, . . . , qs; p1, . . . , ps; t) +
∂F2

∂t
(q1, . . . , qs;P1, . . . , Ps; t) = 0

由 P1, . . . , Ps 事实上为常数，记 S(q, t) = F2(q, P, t) +A，则根据 pα = ∂F2

∂qα
有

H

(
q1, . . . , qs;

∂S

∂q1
, . . . ,

∂S

∂qs
; t

)
+
∂S

∂t
= 0

这称为哈密顿-雅可比方程 [H-J 方程]，S 即哈密顿主函数。A,P1, . . . , Ps 为 S 的积分常数，与 S 自变量

个数相同。

几何意义：由于
dS
dt = −H +

∑
α

∂S

∂qα
q̇α = −H +

∑
α

pαq̇α = L

可知 S =
∫
Ldt，即为作用量。

若 H 不显含 t，其为常数，因此根据 H-J 方程知

S(q, t) = −Et+W (q) +A

代入几何意义可知

W (q) =

∫ ∑
α

pαdqα
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此处 W 称为哈密顿特征函数，代入 H-J 方程即得到

H

(
q1, . . . , qs;

∂W

∂q1
, . . . ,

∂W

∂qs

)
= E

* 由于 E 为积分常数，可不妨设 P1 = E，即得到 W 为 q1, . . . , qs，并含有参数 E,P2, . . . , Ps 的函数。这

时

S = −P1t+W (q, P ) +A

于是计算得

Qα =
∂S

∂Pα
=

−t+ ∂W
∂E

α = 1

∂W
∂Pα

α > 1

计算例

1. H(p, q) = p+ aq2

不显含 t，可采用哈密顿特征函数，代入方程得

∂W

∂q
+ aq2 = E

于是 W = Eq − a
3
q3，由此

S = −Et+ Eq − a

3
q3 +A

考虑其诱导的正则变换可得到 [记常数 Q = q0]

q = t+ q0, p = E − a(t+ q0)
2

2. 开普勒问题 H = 1
2

(
p2r +

p2θ
r2

)
+ V (r)

类似得到方程为 (
∂W

∂θ

)2

= r2
(
2m(E − V (r))−

(
∂W

∂r

)2)
考虑分离变量，W (r, θ) =Wr(r) +Wθ(θ)，记方程左右均为 J2 [于是 J 亦为运动积分]，即可得到Wθ = Jθ +A

Wr =
∫ √

2m(E − V (r))− J2

r2
dr

再进一步对 E, J 求导计算 Qr, Qθ 即可得到径向方程与轨道方程。

3. H =
∑

α fα(qα,pα)∑
α gα(qα,pα)

得到方程后仍类似分离变量 W =
∑

αWα(qα)，即可得到

∑
α

(
fα

(
qα,

∂Wα

∂qα

)
− Egα

(
qα,

∂Wα

∂qα

))
由于独立性，求和中每一项均为常数，设第 α 项为 Cα，且

∑
α Cα = 0，从每个方程中即可解出

Wα =Wα(qα, E, Cα, Dα)，这里 D 为一阶微分方程产生的积分常数。

分离变量法

考虑一类特殊情况：

H =
∑
α

1

2
Aα(qα)p

2
α +

∑
α

Vα(qα)
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此时 H 不显含 t，对 W 分离变量

W =
∑
α

Wα(qα)

可得到 ∑
α

(
1

2
Aα(qα) +W ′

α(qα)
2 + Vα(qα)

)
= E

于是由独立性可设

Cα =
1

2
Aα(qα) +W ′

α(qα)
2 + Vα(qα)

且满足
∑

α Cα = E。

取 P1 = E，对应的 Q1 = −t0 [在定义 W 时已得所有 P,Q 均为常数]，可得到

t− t0 =
∂W

∂E

而再取 Pα = Cα, α > 1 即有

Qα =
∂W

∂Cα
, α > 1

* 在得到 W 后，上式事实上是 s− 1 个形如 fα(q1, . . . , qs) = 0, α > 1 的方程，联合可解出轨道方程，而

对 E 求导得到的方程则可加入 t，进而联合得到各个轨迹方程。

* 根据 pα = ∂W
∂qα
可解出 pα(q)，此即相空间中轨道方程。

*一般情况下，若 qi、pi以 φ(qi, pi)形式存在，不与其他分量耦合，则可设 S = Si(qi)+S̃(q1, . . . , qi−1, qi+1, qs)

进行分离变量，得到

φ

(
qi,

∂Si
∂qi

)
= Ci

从而达成降阶。

* 若 H 有循环坐标 qi，上式变为

φ

(
∂Si
∂qi

)
= Ci

也即可设 Si = Ciqi，Ci 即为 qi 对应的广义动量 pi。

* 若 H 不显含 t，事实上也可看作 E 是 t 对应的某种“广义动量”。

向心力场中三维运动

化为球坐标形式，可得

H =
1

2m

(
p2r +

p2θ
r2

+
p2ϕ

r2 sin2 θ

)
+ V (r)

根据分离变量与 ϕ 为循环坐标，可直接设

S = −Et+ pϕ(ϕ) +Wr(r) +Wθ(θ)

代入分离变量的 H-J 方程中的 θ 部分，可得

W ′
θ(θ)

2 +
p2ϕ

sin2 θ

为常数，设其为 J2，再考虑 r 有

1

2m
W ′
r(r)

2 +
J2

2mr2
+ V (r) = E

因此可得

S = −Et+ pϕϕ±
∫ √

J2 −
p2ϕ

sin2 θ
dθ ±

∫ √
2m(E − V (r))− J2

r2
dr
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再记 Q1 = −t0, Q2 = ϕ0，联合 Q3 即可得到表达式。

* 若 pϕ = 0 时，θ 成为循环坐标，退化为二维情况。

一般情况下，由 Q1, Q2, Q3 可列出方程 [由于第三个式子为不定积分，相差常数 Q3 可以省略]

t− t0 =

∫
m√

2m(E − V (r))− J2/r2
dr

ϕ− ϕ0 =

∫
pϕ

sin2 θ
√
J2 − p2ϕ/ sin2 θ

dθ

∫
J√

J2 − p2ϕ/ sin2 θ
dθ =

∫
J

r2
√
2m(E − V (r))− J2/r2

dr

考察第二个方程，记 pϕ = J cos i, i ∈
(
0, π

2

)
，再记 sin ϕ̄ = cot i cot θ，则积分即化为 [考虑单侧，忽略符号]

ϕ−ϕ0 = ϕ̄−ϕ̄0，通过几何关系可得到，设 Ω = ϕ0−ϕ̄0，则物体运动始终落在与 (sin i sinΩ,− sin i cosΩ, cos i)
垂直的平面内，事实上是平面运动。

而为处理第三个方程，我们记 sin θ̄ = cos θ
sin i，则化简可得其事实上为以 (r, θ̄)为极坐标进行平面运动的情况，

当 V (r) = −k
r
时即为行星轨道问题的解。

* 哈密顿力学事实上可在远比经典力学广的范围内使用，例如在广义相对论中研究转动黑洞时空下粒子运
动、统计力学中构造系综理论、量子力学中建立薛定谔方程等。

七 刚体运动

§7.1 刚体运动描述

自由度：刚体不共线三个质点决定刚体运动，因此自由运动去掉 3 质点距离不变的约束可知共 6 自由度。
* 特殊情况下会减少自由度，如平动 3，定轴转动 1，平面平行运动 3，绕定点转动 3。
本体坐标系：使刚体瞬时静止的惯性系。

欧拉定理：具有固定点的刚体运动必为绕定点某一轴线转动。

* 证明：数学角度出发，由于刚体运动保角、保距离、保定向，必然能用特殊正交阵 [行列式为 1 的正交
阵] A 刻画，而由数学知识可知 A 本征值有 1 [写出本征方程两边取模可发现正交阵本征值模长均为 1，分
三实数与两复数一实数讨论，由行列式为 1 可知有 1]，求解 AR⃗ = R⃗ 得到的本征矢量即为转轴。

蔡斯尔定理：刚体运动可以分解为平动与定点转动叠加。

* 证明：通过平动保持某点不动后利用欧拉定理。
角速度：有限转动在复合下不可交换，无法看成矢量，但无穷小转动 A1 = I + ϵ1, A2 = I + ϵ2 在复合下可

近似为 I + ϵ1 + ϵ2，因此复合可看作矢量，从而角速度可看作矢量 [这里 n 为某固定平面的法向量]

ω⃗ =
dn⃗
dt

任一点速度与加速度

在绕某点转动时，以此为原点，根据定义考虑与转轴垂直平面可得 v⃗ = ω⃗ × r⃗，从而

a⃗ = ˙⃗ω × r⃗ + ω⃗ × v⃗ = ˙⃗ω × r⃗ + ω⃗ × (ω⃗ × r⃗)

一般情况下，若以刚体上 c 为参考点，则有

v⃗p = v⃗c + ω⃗ × (r⃗p − r⃗c)
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令 r⃗ = r⃗p − r⃗c 有

a⃗p = a⃗c + ˙⃗ω × r⃗ + ω⃗ × (ω⃗ × r⃗)

* 注意 ω⃗ 对所有点一致：设 c′ 角度度为 ω⃗′，再以 c′ 为参考点计算 p⃗ 可发现

(ω⃗ − ω⃗′)× r⃗ = 0

由于 p 点可任取，必有 ω⃗ − ω⃗′ = 0。

转动瞬轴：由于 v⃗c = v⃗c′ + ω⃗ × (r⃗′ − r⃗)，给定 c′ 点，只要角速度非 0，总能找到某点使得 v⃗c = 0，其称为

转动瞬心，计算发现直线 r⃗ + lω⃗
ω
上任一点都保持 v⃗ = 0，此直线即为转动瞬轴。

* 这意味着只要刚体瞬时不是平动，均可看作定轴转动。

刚体运动学方程

刚体三个惯量主轴相对实验室系的转动称为欧拉角，φ, θ, ψ 分别代表进动角、章动角与自转角。

若 x⃗′ 为实验室系坐标，转动到 x⃗ 本体坐标系坐标，则变换阵定义为：

x⃗ =


cosψ sinψ
− sinψ cosψ

1



1

cos θ sin θ
− sin θ cos θ




cosφ sinφ
− sinφ cosφ

1

 x⃗′

* 此即为欧拉角的几何含义，实验室系绕 z 转动 φ，绕 x 转 θ，再绕 z 转 ψ 后即成为本体坐标系。

此处 φ ∈ [0, 2π), ψ ∈ [0, 2π), θ ∈ [0, π)。

将刚体转动角速度投影到本体坐标系中，可以得到

ω⃗φ = (sin θ sinψ, sin θ cosψ, cos θ)φ̇

ω⃗θ = (cosψ,− sinψ, 0)θ̇

ω⃗ψ = (0, 0, 1)ψ̇

ω⃗ = ω⃗φ + ω⃗θ + ω⃗ψ

由此即可得到 ω⃗ 在本体坐标系的表达式

ω⃗ = (φ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ, φ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ, φ̇ cos θ + ψ̇)

* 若在实验室系中，由于本体坐标系变换回实验室系需要依次绕 z 旋转 −ψ，绕 x 转 −θ，再绕 z 转 −φ，
将 φ, θ, ψ 替换为 −ψ,−θ,−φ 后再将 ω⃗ 替换为 −ω⃗′ 即可得到实验室系中表示的角速度：

ω⃗′ = (ψ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosφ,−ψ̇ sin θ cosφ+ θ̇ sinφ, ψ̇ cos θ + φ̇)

转动惯量

考虑定点转动，则瞬时动能 T 由 ω⃗ 唯一确定，且应为二次函数，从而可假设

T =
1

2
ω⃗T Iω⃗

这里 3× 3 矩阵 I 就是转动惯量张量。考虑质点组系统，以某点 c 为参考点，实验室系速度为 v⃗ 则

T =
1

2

∑
i

mi(v⃗ + ω⃗ × r⃗i)
2

定点转动即 v⃗ = 0，由此分解得到

ω⃗T Iω⃗ =
∑
i

mi(ω⃗ × r⃗i)
2
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对比系数有

Iij =
∑
α

mα(δijr
2
α − rα,irα,j)

连续时 m = ρdV，即
Iij =

∫∫∫
ρ(r)(δijr

2 − rirj)dV

* 从积分定义可看出其有对称性 Iij = Iji，且若 A,B 绕某点的转动惯量为 IA, IB，视为整体后转动惯量即

IA + IB，这称为广延性。

平行轴定理：若质心转动惯量 IC，另一点 Q转动惯量 IQ，坐标轴方向不变，⃗a = Q⃗C，刚体总质量 M，则

ICij = IQij −M(δija
2 − aiaj)

* 证明：不妨假设离散情况，利用坐标变换与质心定义
∑

αmαr⃗α = 0 可得到结论。

坐标变换：若坐标变换 x→ x′ = Λx，其中 Λ 为特殊正交阵，则角动量对应变换 ω⃗ → ω⃗′Λω⃗，而能量不变

1

2
ω⃗T Iω⃗ =

1

2
ω⃗′T I ′ω⃗′

即可得到

I ′ = ΛIΛT

*例：质量 m，半径 R均质球，对球心转动惯量，球坐标系积分可直接算得为 diag
(
2
5
mR2, 2

5
mR2, 2

5
mR2

)
。

正方体转动惯量

* 设其均质，质量为 m，边长 a

考虑过顶点，以三边为轴，可直接计算得正方体转动惯量

I =


2
3

− 1
4

− 1
4

− 1
4

2
3

− 1
4

− 1
4

− 1
4

2
3

ma2

利用平行轴定理，顶点到质心的向量 a⃗ = a
2
(1, 1, 1)，于是可得对质心转动惯量 diag

(
1
6
ma2, 1

6
ma2, 1

6
ma2

)
。

若以顶点为中心，取体对角线为新坐标系 z 轴，面对角线对应 x, y 轴，则考虑旋转复合可知坐标变换为

x⃗′ =


1√
6

1√
6

− 2√
6

− 1√
2

1√
2

0
1√
3

1√
3

1√
3

 x⃗

于是计算可得

I ′ = ΛIΛT = diag
(
11

12
ma2,

11

12
ma2,

11

12
ma2

)
* 类似上述过程，一般情况下，从质心转动惯量出发，结合平行轴定理与坐标变换即可得到任何点出发以
任何坐标系的转动惯量。

总角动量与转动惯量

刚体总角动量为各点角动量的求和

L⃗ =
∑
α

mαω⃗ × r⃗α

其为不依赖坐标系选择的矢量，可以验证有

L⃗ = Iω⃗

这也是转动惯量的等价定义。
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惯量主轴

由于 I 为对称阵，根据数学知识，其可被正交相似对角化，即存在正交阵 T 使得 T T IT = diag(I1, I2, I3)，
这里 I1, I2, I3 为 I 的本征值，T 的每列对应为其本征矢量 [可均取为单位矢量且相互正交]。
T 的每列称为 I 的惯量主轴，对应本征值称为主转动惯量。

* 以任何点出发都可以得到三个惯量主轴与主转动惯量，但未必一致，例如之前对正方体转动惯量的计算。
* 中心惯量主轴：质心为坐标原点的惯量主轴。
* 当 I 有重复本征值时，惯量主轴不唯一，可以在特征空间中人为选定。

* 利用积分变换可知刚体的对称轴、旋转对称轴、对称面的法线一定为惯量主轴。
主转动惯量性质：均为正 [利用积分可知，于是 I 正定对称]，且任一个不大于其他两个之和。
* 证明：直接通过积分定义可知

I1 + I2 − I3 =

∫∫
ρ(r)2z2dV ≥ 0

推论：xOy 平面内二维刚体有 I3 = I1 + I2。

例：均匀正四面体中心主轴惯量：以质心与某顶点连线为 z 轴，此轴由对称必然为惯量主轴，而底面事实

上任意两垂直轴均为惯量主轴，最终得到边长 a 质量 m 的正四面体中心主轴惯量为

I1 = I2 =
3

2
ma2, I3 = ma2

惯量椭球

若转轴的方向向量为 n⃗ = (α, β, γ)，则利用转动惯量的能量定义，考虑角速度关系可知绕其的转动惯量为

n⃗T In⃗。若坐标轴为惯量主轴，即有

I ′ = α2I1 + β2I2 + γ2I3

假设刚体绕转轴 O⃗Q 的转动惯量为 IQ，则取此方向 Q 使得 |OQ| = 1√
IQ
。

这时 Q 坐标为 1√
I
(α, β, γ)，由 I = n⃗T IQn⃗ 即可得到方程

I11x
2 + I22y

2 + I33z
2 + 2I12xy + 2I23yz + 2I32zx = 1

这就是一个椭球方程，中心为参考点 O。

* 物理含义：转轴为 OQ 时，角动量 J⃗ 为 Q⃗ 点法线方向 [也即 Iω⃗ 为法向，直接计算可证]。
* 这时惯量主轴即对应椭球的主轴，取主轴时有 I11x

2 + I22y
2 + I33z

2 = 1。

§7.2 欧拉动力学方程

由 I 定义，假设已经选取了惯量主轴，则有 T = 1
2
(I1ω

2
x + I2ω

2
y + I3ω

2
z)，从而

L(φ, θ, ψ, φ̇, θ̇, ψ̇) =
1

2
(I1ω

2
x + I2ω

2
y + I3ω

2
z)− V (φ, θ, ψ)

考虑 ψ 对应的 z 方向，记此方向力矩为 N⃗z = −∂V
∂ψ
，代入拉格朗日方程可算得

I3ω̇z − (I1 − I2)ωxωy = Nz

由对称性有

I1ω̇x − (I2 − I3)ωyωz = Nx

I2ω̇y − (I3 − I1)ωzωx = Ny

此即为刚体运动欧拉动力学方程组。
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* 虽然我们是从欧拉角出发进行的推导，但由于对称性，方程最后可以写为 x, y, z 方向的形式。

自由刚体

考虑 V = 0 时的刚体运动。此时 φ 为循环坐标，因此对应的

pφ = I1ωx sin θ sinψ + I2ωy sin θ cosψ + I3ωz cos θ

由于此时角动量 J⃗ = (I1ωx, I2ωy, I3ωz)，即有 pφ = Jz′ 守恒。由对称性同理可得 Jx′ , Jy′ 守恒，总角动量

J2
0 = I21ω

2
x + I22ω

2
2 + I23ω

2
3 守恒。

* 能量与角动量守恒也可直接通过欧拉方程计算得到
根据能量 E0 与角动量 J2

0 守恒，可解出 ωx, ωy 用 ωz 的表示，即

ωx = f1(ωz) = ±

√
J2
0 − 2E0I2 − I3(I3 − I2)ω2

z

I1(I1 − I2)

ωy = f2(ωz) = ±

√
J2
0 − 2E0I1 − I3(I3 − I1)ω2

z

I2(I2 − I1)

理论上代入动力学方程后可求解得到 ωz(t)，再用 ω⃗ 解出 φ, θ, ψ 的演化，然而由于角速度关于欧拉角的非

线性性，实际求解非常困难。

* 潘索几何法：考虑惯量椭球上方向为 ω⃗ 方向的点 O⃗Q = ω⃗
C
，则原点到此点的距离 R = O⃗Q · L⃗

L
= 2T

CL
守

恒 (这里 T 为动能，自由运动时即总能量)。因此，刚体运动可看成 O⃗Q 处切平面上的纯滚动。

稳定性分析：

假设主轴惯量互不相同，考虑绕 x 轴的转动 ω⃗ = ωxe⃗x，对其施加扰动后成为

ω⃗ = ωxe⃗x, λe⃗y + µe⃗z

这里 λ, µ 为小量，代入欧拉方程忽略高阶小量得到
ω̇ ≃ 0

λ̇ = I3−I1
I2

ωxµ

µ̇ = − I2−I1
I3

ωxλ

进一步代入求解可得 λ̈+ Ω2
1λ = 0, Ω2

1 = ω2
x
(I3−I1)(I2−I1)

I2I3
由于对 µ 的方程类似，当 Ω2

1 > 0 时转动稳定，

否则不稳定。

* 由对称性，对 y, z 轴转动时有类似的结论

对称欧拉陀螺

下面考虑 I1 = I2 ̸= I3 时的自由转动。此时代入欧拉方程可解出 ωz 为常数，记为 ωz0，假设 I3 > I1，再

记 Ω = I3−I1
I1

ωz0，方程即化为

ω̇x +Ωωy = 0, ω̇y − Ωωx = 0

于是可解出 ωx = A cos(Ωt+ ϕ0)

ωy = A sin(Ωt+ ϕ0)

* 这时角速度大小 ω =
√
ω2
x + ω2

y + ω2
z =

√
A2 + ω2

z0 为常数。

下面求解欧拉角。选角动量方向为 z′ 轴考虑坐标变换有

J⃗ = J(sin θ sinψ, sin θ sinψ, cos θ)
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而

J⃗ = (I1ωx, I2ωy, I3ωz) = (I1A cos(Ωt+ ϕ0), I1A sin(Ωt+ ϕ0), I3)

对比可得方程，由 ωz0 守恒可知 θ 守恒，记为 θ0，进一步求解可得

ψ =
π

2
− (Ωt+ ϕ0)

且有 J sin θ0 = I1A，最后代入 ωz 的表达式可知

φ = (ωz0 +Ω) sec θ0t+ φ0

* 物理图像：I3 > I1 时 Ω > 0，I3 < I1 时 Ω < 0，分别代表不同进动方向进动，而实验室系中 Ω+ ωz0 =
I3
I
> 0，总是右手绕轴进动，但由 Ω 不同正负有绕大圆/小圆的区分。

* 自转周期约为 2π
ωz0
，而进动周期即 2π

Ω
。

稳定性分析：与之前稳定性分析相同条件，考虑绕 x 轴转动，此时可得方程
ω̇x ≃ 0

µ̇ = 0

λ̇ = I3−I1
I1

ωxµ̇

从而由 I3 ̸= I1 知 λ(t) 为线性函数，因此绕 x 轴不稳定，同理绕 y 轴不稳定。绕 z 轴时稳定：

Ω2
3 = ω2

x

(I3 − I1)
2

I21
> 0

考虑内能损耗：将能量守恒与角动量守恒变换形式可得到

2I3E0

J2
0

=

(
I3
I1

− 1

)
sin2 θ + 1

这里利用了 J3 = I3ωz = J0 cos θ。
内能损耗一般导致 E0 减小，J0 不变，若 I3 > I1 则会引起 θ 减小，陀螺稳定，否则将不稳定。

拉格朗日陀螺

仍有 I1 = I2 ̸= I3，但考虑重力场下定点转动。若定点到质心距离 l，重力势能 V = mgl cos θ。直接计算
可得

L =
I1
2
(θ̇2 + φ̇2 sin2 θ) +

I3
2
(ψ̇ + φ̇ cos θ)2 −mgl cos θ

由于 φ,ψ 均为循环坐标，可知

Pφ = Jz′ , Pψ = Jz = I3ωz

均守恒，再由能量守恒，三个运动积分已找到。由 Pφ, Pψ 守恒φ̇ = Jz′−Jz cos θ
I1 sin2 θ

ψ̇ = Jz
I3

− Jz′−Jz cos θ
I1 sin2 θ

* 注意 φ̇ 正负不确定，也即进动增大、减小并不确定。

引入有效势能、改写能量表达式

Ve(θ) =
(Jz′ − Jz cos θ)2

2I1 sin2 θ
−mgl(1− cos θ), E′ = E − J2

z

I3
−mgl

将前述方程代入可得到
I1
2
θ̇2 + Ve(θ) = E′
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理论来说可积分出 t(θ)，从而解出 θ(t)，再进一步解方程得到 φ(t), ψ(t)。

快速陀螺：假设 t = 0 时只有自转 ψ(0) = ωz ̸= 0，没有进动、章动 φ̇(0) = θ̇(0) = 0，且假设陀螺转速很

快。

记 θ(0) = θ1，θ1 是此方向运动的转折点，设另一个转折点为 θ2。

在 0 处，直接计算可得三个运动积分为Pψ = I3 cos θ1ψ̇(0)

Pφ = I3ψ̇(0) = I3ωz
E =

J2
z

2I3
+mgl cos θ1

在另一个满足 θ̇ = 0 的点 θ2 [其余下标也对应用 2 表示]，由运动积分相等可得到方程 [由上方 ψ̇(0) = ωz

守恒] 
(I1 sin2 θ2 + I3 cos2 θ2)φ̇2 + I3 cos θ2ψ̇2 = I3 cos θ1ωz
I3(ψ̇2 + cos θ2φ̇2) = I3ωz

I1
2
(θ̇22 + φ̇2

2 sin2 θ2) +
J2
z

2I3
+ gml cos θ2 = J2

z

2I3
+mgl cos θ1

消去 φ̇, ψ̇ 得到
I23ω

2
z

2I1mgl
(cos θ1 − cos θ2) = sin2 θ2

记 P = I23ω
2
z

2I1mgl
，由转速很大知其 ≫ 1，而其与 ϵ = cos θ1 − cos θ2 不超过 1，因此 |ϵ| ≪ 1。

* 由此陀螺自转角速度 ωz 越大，ϵ 越小，θ2 ≃ θ1，几乎无章动。

* 另一方面，几乎无章动可知 θ̇ 几乎处处为 0，此时由 E 守恒可解得 φ̇ = mgl
I3ωz
，同样在 ωz 越大时越小，

几乎无进动。


