
热力学 统计物理 笔记

原生生物

* 袁业飞老师课堂笔记 (插图来自袁老师)，与原讲义的差异包括：

• 修正了部分错误，分节均匀化，省略了部分非重点内容；

• 基本统一了记号 (如 ≃ 表示发生了等价小量/无穷近似，≈ 表示发生了数值近似，∝ 表正比)；

• 补全了一些逻辑与推导，调整了部分概念顺序以方便理解。
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一 热力学系统及其热力学势

§1.1 系统 平衡态

阿伏伽德罗常数：NA = 1g
mu

≈ 6.02× 1023，联系宏观量与微观量。

* 如大气一立方米约 2.56× 1025 个粒子，为阿伏伽德罗常数量级

考虑的系统分类：

1. 孤立系统：粒子数 N、能量 E、体积 V 固定 [无物质能量交换]

2. 封闭系统：粒子数 N、温度 T、体积 V 固定 [只有能量交换]

3. 开放系统：化学势 µ、温度 T、体积 V 固定 [物质能量均有交换]

* 以系统的平衡态为主要研究对象，上述参量均为宏观条件
* 达到平衡态时间-弛豫时间 τ ∼ ϕ

ϕ̇
[在某时标下刻画]：

1. 碰撞时标

假设分子是刚体，考虑碰撞截面 σ ∼ πd2，其中 d 为分子半径量级，则平均自由程 λ ∼ 1
nσ
，大约

1.29× 10−7m，而平均自由时间 τ ∼ λ
v̄
∼ 2.81× 10−10s，因此很快达到局部热平衡 [LTE]。

2. 动力学时标

对系统尺度 l ∼ 1m，压强等扰动以声速传播，则传播时间 τ ∼ 3.02× 10−3s，扰动容易抹平。

3. 热传导时标

假设房间边长 l，产生温差 ∆T = T1 −T2，传导热量 ∆Q = CV ρl
3∆T，而传导率 ∆Q̇ = −κ dT

dzA，于

是 τ ∼ 3.4× 104s。也即整体热平衡建立很慢。

4. 扩散时标

密度增加的扰动，粒子数 ∆N ∼ ∆nl3，扩散率 ∆Ṅ = D dn
dZA，于是 τ ∼ 5.3× 104s。

* 由于 LTE 容易达到，很多时候对非平衡态 (如研究流体时) 假设有局域热平衡，也即假设充分碰撞 [当
相互作用很弱时，如等离子体可能情况，无法用流体力学近似，只能对每个粒子计算]
对于一个系统，在平衡态时，只需要确定部分宏观条件，就可以确定系统的状态，这样一组参数称状态参

量。[可用坐标表示，状态参量张成空间 (相空间) 的点对应平衡态]
相空间作用：状态看作点、状态变化看作曲线后可用微分几何研究，如 dU = T dS− pdV 看成一形式，外
微分为 0 得到 dT ∧ dS = dp ∧ dV，这就是麦克斯韦关系。
结论：物理量必须是态函数 [数学：一形式是否恰当]，也即能写为状态参量的函数。
* 力学中，E = H(q, p) ∈ R，哈密顿量 H 是动量与坐标的函数；类似地，简单系统每个点的 S,U 可以看

成 p, V 的函数，从而作为态函数。

状态参量的选取和具体系统有关 [热力学理论的普适]，可能具有不同类型：

1. 力学参量：压强等

2. 几何参量：体积等

3. 化学参量：粒子数等

4. 热参量：温度等

5. 电磁参量：极化强度、磁矩等

* 于是平衡态也可分类为不同平衡，如力学平衡、热平衡、化学平衡……
物理量区分：广延量 (一般大写字母，与物质多少正比) 与强度量 (一般小写字母，与物质多少无关)
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§1.2 热力学第零定律 温度

热力学第零定律：两系统 A、B 都与 C 热平衡，则 A 与 B 也热平衡。
* 于是自然有状态函数相同，记为 t，称为温度 (每个系统的函数形式未必一样)
* 对 A 系统，t = tA(pA, VA) 可以写为 fA(pA, VA, t) = 0，对 B、C 同理，这个方程依赖物质性质，因此称
为物态方程 [Equation of State]。
温度测量-选择理想气体作为测温物质 (气体足够稀薄)，状态方程 pV = RT，对不同 p 测量 V − t 图，在

t 轴交于一点，即绝对零度。

理想气体温标：选取绝对零度为温度零点，额外定水三相点温度 273.16K，即可得到温度 T = 273.16K× p
pt
，

其中 p 为当前压强，pt 为三相点压强。

* 摄氏温度为热力学温度数值 +273.15

物态方程测量：体胀系数 αp = 1
V

(
∂V
∂T

)
p
、压强系数 βV = 1

p

(
∂p
∂T

)
V
、等温压缩系数 κT = − 1

V

(
∂V
∂p

)
T

* 测量结果的适用范围应为测量时采集的数据范围
由 f(p, V, T ) = 0 计算偏导可得

(
∂V
∂p

)
T

(
∂p
∂T

)
V

(
∂T
∂V

)
p
= −1，于是 αp = κTβV p。

1. 理想气体

αp = 1
T
, βV = 1

T
, κT = 1

p
，对 V 全微分可计算得 pV

T
为常数，记为 R。

2. 更精确的实验结果

αp = 1
T
(1 + 3a

V T 2 ), κT = 1
p
(1 + a

V T 2 )，体积无穷时趋于理想气体 [边界条件]。考虑
(
∂ ln p
∂T

)
V
可以得到

物态方程 p(1 + a
V T 2 ) = Tf(V )，又由边界条件可得 f(V ) = R

V
(扔高次项)，于是 p(V + a

T 2 ) = RT。

3. 混合理想气体

piV = nmi
RT，其中 pi 代表分压，求和可得到 pV =

∑
i nmi

RT。

4. 范德瓦尔斯气体 [实际气体]

(p + aN2

V 2 )(V − nb) = NkBT，kB 玻尔兹曼常数 V → ∞ 时为理想气体。[b 可理解为最大密度控制，
斥力产生，而 p = NkBT

V−Nb
− aN2

V 2 ，于是 a 可理解为吸引力产生。用平均场思想控制分子相互作用。]

5. 维里展开

维里展开 pV ≃ kBT +B(T )p+ C(T )p2 . . .，或 pv ≃ kBT +B′(T ) 1
v
+ C ′(T ) 1

v2 . . .，其中 v = V
N
为

比容。[若已知分子作用力的势函数，理论来说可以计算系数。]

6. 固体、液体

αp, κT 近似不变，V = V0 exp(αp(T −T0)−κT (p−p0))，近似有 V ≃ V0[1+αp(T −T0)−κT (p−p0)]。

7. 顺磁性固体

m ∝ B,m ∝ 1
T
，其中 m 为磁化强度 [单位体积磁矩]，局里定律 M = C

T
B，M 为总磁矩 mV。[总磁

矩有限，因此局里定律适用于磁场强度较低范围。]

* 铁磁性：Hessenberg 模型，势能 V ∼ −Jµ⃗i · µ⃗j 来自短程自旋的相互作用 [于是同向时势能最低，
这样引起的自旋同向聚集的范围称为磁畴]，从而表现出磁性。

§1.3 热力学第一定律 内能

1. 体积功

对流体，外界对系统做的体积变化功：đW = −pdV，准静态过程下 W = −
∫ V2

V1
pdV。[不可逆：做

功更少]
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* 这里 đ 表示形式上的无穷小量，而非全微分，其积分与过程有关，而 d 代表全微分，积分结果只
与初末态有关

2. 表面张力功

考虑二维液面，线框一边可移动 [注意有上下两面]，长度 l，单位长度表面张力 γ，向外拉 dx，则外
界做功 đW = F dx = 2γldx = γdA(A 为两个面面积改变)。

3. 电介质

考虑大量电偶极子，取向极化 [外场引起取向改变] 过程外界做功：电极化矢量 P = lim∆V→0

∑
i p⃗i

∆V
，

于是 đW = lim∆V→0

∑
i ϵ⃗·dp⃗i

∆V
= ϵ⃗ · dP。

4. 磁介质

类似电偶极子，考虑大量分子环流，磁化强度 m = lim∆V→0

∑
j µ⃗j

∆V
，取向磁化过程中外界做功实质是

变化的磁场产生的电动势对分子环流做功，即 Vj = −B · da⃗j

dt
，于是类似得做功 B · dmV = B · dM。

一般功的表达式：đW = Y dy，y 为广义位移，Y 为相应的广义力，如流体 y = V, Y = −p，二维液面
y = A, Y = γ，电介质 y = P, Y = ε，磁介质 y =M,Y = B。

焦耳实验结果-能量守恒 [由于 p− V 图像上每个点代表平衡态，曲线意味着准静态过程，也即视为每个状

态达到平衡，过程可逆]：无论是否经历准静态过程，内能在两个平衡态间的变化恒定, 于是内能是一个态
函数 [局域热平衡下，剖分为若干平衡态 U =

∑
i Ui]。

内能改变：dU = đW + đQ，即热力学第一定律。
热力学无法得到内能表达式，通过热容 C = lim∆T→0

∆Q
∆T
测量，定义 V 不变时热容为定容热容 (由于

đW = −pdV = 0, dU = đQ)，可得 CV =
(
∂U
∂T

)
V
，p不变时热容为定压热容，类似推导有 Cp =

(
∂(U+pV )

∂T

)
p
，

记态函数焓 H = U + pV，则 Cp =
(
∂H
∂T

)
p
。

对理想气体而言，内能只与温度有关 [焦耳定律]，即
(
∂U
∂V

)
T
= 0，于是

U(T ) = U(T0) +

∫ T

T0

dU
dT dT =

∫ T

T0

CV dT

若 CV 为常数积分即为 CV (T − T0)。而由理想气体物态方程，Cp = Cv + nmR，记绝热指数 γ = Cp

CV
。

§1.4 热力学第二定律 熵

1. 等温过程

一般通过与某恒温热源 [热容非常大的物体] 接触达到，由于 pV 恒定，可直接推出

W = −RT ln VB

VA

, Q = −W = RT ln VB

VA

。

2. 绝热过程 [đQ = 0]

全微分可知 V dp+ γpdV = 0，积分得 pV γ = C，这样得到的曲线称为绝热线，由于 γ 定义其大于

1，因此比等温线更陡 (此时也有 TV γ−1, T γp1−γ 恒定)。

卡诺循环：等温膨胀、绝热膨胀、等温压缩、绝热压缩四过程进行循环。

不妨考虑 1 mol 理想气体，假设第一、三过程对应的温度是 T1, T2，四过程前的体积为 V1, V2, V3, V4，根

据能量守恒 (循环前后内能不变，绝热过程无吸放热)，总做功应等于第一过程的吸热 Q1 = RT1 ln V2

V1
减

第三过程的放热 −Q2 = −RT2 ln V3

V4
，而根据绝热过程可推出 V2

V1
= V3

V4
，也即系统对外做功
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−W = RT1 ln V2

V1

−RT2 ln V3

V4

= R(T1 − T2) ln V2

V1

于是热功转化效率

η =
|W |
Q1

= 1− T2

T1

* 另一个看法：卡诺循环中
∑

i
Qi

Ti
= 0(注意只有 1、3 过程中 Q 非零)，于是

∮ đQ
T

= 0。将任何可逆循环

剖分成微小的卡诺循环叠加可知对任何循环过程有∮
đQ
T

= 0

于是 đQ
T
积分与路径无关 [ 1

T
是 đQ的积分因子]，可以定义一个势能 S 作为态函数，满足

∫ f

i
đQ
T

= Sf −Si，

这样定义的势能称为熵。

* 数学上：将 đQ
T
写为 (aT , aV ) · (dT, dV ) = a⃗ · d⃗l，即有∮

a⃗ · d⃗l = 0 ⇒ ∇× a⃗ = 0 ⇒ a⃗ = ∇S

这里的 S 即为熵。

* 对理想气体，đQ = CV dT + pdV，乘 1
T
后有 đQ

T
= CV

T
dT + nR

V
dV，积分与过程无关，因此不考察卡诺

循环也可以得到 1
T
是积分因子，定义

Sf − Si =

∫ Tf

Ti

CV

T
dT +

∫ Vf

Vi

nR

V
dV

也可以引入熵 [但物理含义不明确]。
若 CV 恒定，对理想气体有

Sf − Si = CV ln Tf

Ti

+ nR ln Vf

Vi

* 注意这些熵的定义与卡诺循环讨论都依赖于工作物质，前述的 T 也为理想气体温标推导的结果

热力学第二定律：本质是热力学过程具有方向性。

克劳修斯表述：不可能把热量从低温物体传到高温物体而不引起其他变化。

开尔文表述：不可能从单一热源吸热使之完全变成有用的功而不引起其他变化。

(克劳修斯表述对应制冷机，开尔文表述对应热机，利用可逆热机，可以由反证互相推导)
* 卡诺定理：所有工作于两个确定温度间的热机中，可逆热机效率最高。[由此知一切可逆热机效率相等]
利用卡诺定理定义温标：假设某种温标下温度 θ1 > θ2 间的可逆热机效率 η = 1 − Q2

Q1
，其中 Q1 为吸热，

Q2 为放热，考虑 θ1 到 θ3、θ3 到 θ2 的两热机传递可知必然有
Q2

Q1
= f(θ2)

f(θ1)
，因此可在水的三相点 273.16K

基础上定义热力学温标 Q2

Q1
= T∗

2

T∗
1
。[又称绝对温标，单位为 K]

考察热力学温标下的等温过程，由定义可知
∮ đQ

T∗ = 0，因此对任何热力学系统也可以类似定义熵 Sf −Si =∫ f

i
đQ
T∗。

另一方面，由于热力学温标与理想气体温标在三相点相同，且考虑卡诺循环效率可知 1− T∗
2

T∗
1
= 1− T2

T1
，因

此对理想气体而言绝对温标与理想气体温标等价，于是此后不特别说明即将 T 当作绝对温标。

* 仍可将 1
T
作为积分因子

* 更高维空间，如 đQ =
∑N

i=1 dUi +
∑N

i=1 pidVi，利用热力学第二定律仍然可以证明
1
T
是积分因子

熵增原理

孤立系统会自发向熵增加的方向演化。

* 考虑绝热自由膨胀 [下标 1] 结合可逆等温压缩 [下标 2] 的循环过程，由于这个过程中只有单一热源，必
然外界对系统做功，否则违背热力学第二定律的开尔文表述。
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由循环，∆U = ∆Q1+∆Q2+∆W1+∆W2 = 0，于是外界对系统做功为W = ∆W1+∆W2 = −∆Q1−∆Q2 >

0，由可逆，−∆Q2 = T (Sf − Si)，而这即得到 T∆S > ∆Q1，于是由 ∆Q1 = 0 即得 ∆S > 0。[不可逆过
程下熵增大]
一般不可逆绝热膨胀：通过复合可逆等温过程 [下标 2]、可逆绝热过程 [下标 3] 构成循环。由条件 ∆U =

0,∆Q1 = ∆Q3 = 0，可逆等温过程温度为 T，由热力学第一定律与开尔文表述可知 ∆W = −∆Q2 =

T∆S > 0。

* 克劳修斯等式/不等式：
∮ đQ

T
≤ 0，等号当且仅当过程可逆时成立。[严谨性问题：非准静态时，积分未

必可进行]
* 更严谨的表述：不可逆过程经过的中间状态

∑
i

đQi

Ti
<
∫ f

i
đQ
T

= Sf − Si，右侧为同样终末态的可逆过程。

若绝热，左侧为 0，即有 Sf > Si，这也推出了熵增原理。

* 平衡态的严谨数学定义：熵达到极大。
熵增 ⇒ 克劳修斯表述：热量 Q 从热源 T1 传到 T2 引起的熵变是 Q

(
1
T2

− 1
T1

)
，因此只会自发从高到低。

熵增 ⇒ 开尔文表述：若从单一热源吸热并做功，总熵增等于热源熵增 ∆S = −Q
T
< 0，矛盾。

绝热自由膨胀：理想气体温度 T，从 VA 绝热自由膨胀到 VB 熵变是 nR ln VB

VA
，因此不可逆。

* 吉布斯佯谬：若左侧白色气体，右侧红色气体，按上方情况应为熵增 2nR ln VB

VA
，而若让颜色不断接近，

直到同种原子，应不存在熵增？[解释：本质是信息熵，两种气体能区分和不能区分时微观状态数是完全不
同的，不存在极限情况]
* 统计解释：玻尔兹曼熵 S = kB lnΩ，混乱程度度量，Ω 代表给定宏观条件时的微观状态数。

热力学角度对熵的直观解释：等温情况下，∆S = ∆Q
T
，由热量无序性，吸收热量时混乱程度也增加，而温

度表征内能，内能越大自身混乱程度越大，因此熵的直观理解是系统混乱程度增加的比例。

§1.5 热力学势

由热力学基本方程 dU = T dS − pdV，于是 T =
(
∂U
∂S

)
V
= T (S, V ), p = −

(
∂U
∂V

)
S
= p(S, V )，原则上联立

消去 S 可得 T = T (p, V )。

* 特性函数：适当选择自然参量 (如 U 的自然参量是 S, V，类似切空间的自然基底) 后，只需知道一个热
力学函数，就能通过偏导求得所均匀系统的全部热力学函数，这个函数就是特性函数。

更多特性函数 [由勒让德变换得到，利用 d(ab) = adb+ bda 在左右移动]：

dU(S, V ) = T dS − pdV ⇒
(
∂T

∂V

)
S

= −
(
∂p

∂S

)
V

dH(S, p) = T dS + V dp⇒
(
∂T

∂p

)
S

=

(
∂V

∂S

)
p

dF (T, V ) = −SdT − pdV ⇒
(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂p

∂T

)
V

dG(T, p) = −SdT + V dp⇒
(
∂S

∂p

)
T

= −
(
∂V

∂T

)
p

F = U − TS,H = U + pV,G = U + pV − TS，右侧的部分即为麦克斯韦关系。[可用于测量熵相关的难以
测量的量]
* 自由能 F 由于 T, V 好控制而常用，物理含义：等温时准静态过程自由能减少等于对外做功 [dT = 0 ⇒
dF = −pdV ]、等温等容时向 F 减少的方向演化 [dF = dU − T dS < dU − đQ = −pdV = 0]。(其他热力
学势可类似分析)
* 麦克斯韦关系的另一个表述：0 = ddU = dT ∧ dS − dp ∧ dV (对 H,F,G 外微分结果相同)。[几何意义：
T − S 图的面积元与 p− V 图面积元相同，即 ∂(T,S)

∂(p,V )
= 1 ⇒ ∂(T,S)

∂(x,y)
= ∂(p,V )

∂(x,y)
。这里

∂(T, S)

∂(p, V )
=

(
∂T

∂p

)
V

(
∂S

∂V

)
p

−
(
∂T

∂V

)
p

(
∂S

∂p

)
V
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为 Jacobi 行列式，取不同的基即得到四个麦克斯韦关系，如取 S, V 即计算得到第一个]
实验角度：希望变换为以 T, V, p 中的两个为参量。如考虑 U(T, V )，由链式法则可计算出 (注意 V 一定时

dU = đQ = T dS，于是
(
∂S
∂T

)
V
= 1

T

(
∂U
∂T

)
V
= CV

T
)((

∂U
∂T

)
V(

∂U
∂V

)
T

)
=

((
∂S
∂T

)
V

(
∂V
∂T

)
V(

∂S
∂V

)
T

(
∂V
∂V

)
T

)((
∂U
∂S

)
V(

∂U
∂V

)
S

)
=

(
CV

T
0(

∂p
∂T

)
V

1

)(
T

−p

)
=

(
CV

T
(
∂p
∂T

)
V
− p

)

于是

dU = CV dT +

(
T

(
∂p

∂T

)
V

− p

)
dV

开系 化学势 巨热力学势

粒子数 N 可能改变时，dU(S, V,N) = T dS − pdV + µdN，其中 µ 即定义为
(
∂U
∂N

)
S,V
。

类似有：

dH(S, p,N) = T dS + V dp+ µdN ⇒ µ =

(
∂H

∂N

)
S,p

dF (T, V,N) = −SdT − pdV + µdN ⇒ µ =

(
∂F

∂N

)
T,V

dG(T, p,N) = −SdT + V dp+ µdN ⇒ µ =

(
∂G

∂N

)
T,p

吉布斯自由能 G 的性质：通过控制两个强度量不变时求偏导，设 G = Ng(T, p) 即得 µ = G
N
。[由于 V, S

与 N 正比，其他热力学势无法直接得到化学势，于是考虑化学反应时常考虑吉布斯自由能]
* 广延量含义：G(T, p, cN) = cG(T, p,N), F (T, cV, cN) = cF (T, V,N)，左侧需要所有广延量变化相同倍

数

对开系的控制：常采用某大热源、粒子源控制系统的 T, µ 不变。[有粒子交换时平衡态 µ 一定，证明见后]
于是利用勒让德变换，得到易于控制 T, V, µ而定义的 dJ(T, V, µ) = −SdT−pdV −N dµ，有 J = F−Nµ =

F −G = −p(T, µ)V，称为巨热力学势，以 T, V, µ 为自然参量。

于是 N = −
(

∂J
∂µ

)
T,V

= −
(

∂p(T,µ)
∂µ

)
T,V

V，即 n = N
V

= −
(

∂p(T,µ)
∂µ

)
T
。

* 事实上由于粒子有交换，这里的 n,N 均为平均值 n̄, N̄

§1.6 热力学第三定律 绝对熵

* 此前定义的为相对熵 ∆S = Sf − Si

化学实验：控制等温等压 (于是 dG < 0，吉布斯自由能减少)，考察化学反应前后，发现 T → 0 时

∆G→ ∆H，且
(
∂∆G
∂T

)
p
→
(
∂∆H
∂T

)
p
。

热力学第三定律：limT→0 ∆S = 0

* 由上方实验结论可知

lim
T→0

∆S = lim
T→0

∆H −∆G

T
= lim

T→0

((
∂∆G

∂T

)
p

−
(
∂∆H

∂T

)
p

)
= 0

* 于是可取 T → 0 时为原点，成为绝对熵，满足 limT→0 S(T, V ) = 0，从而在 T − S 图上无法在各态之间

通过有限的热力学过程达到绝对零度，也即另一表述绝对零度不可达到

热力学第三定律可推出，温度趋于 0 时：

1. 比热趋于 0 (这里 C 取 CV , Cp 等无区别)

C = T

(
∂S

∂T

)
T→0

→ T
∆S

T
→ 0
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2. 不存在考虑理想气体

由于 CV , Cp 趋于 0，若存在可推出 R = Cp − CV → 0，矛盾。

3. αp 趋于 0

αp =
1

V

(
∂V

∂T

)
p

= − 1

V

(
∂S

∂p

)
T

→ 0

4. 局里定律不成立 (与理想气体类似)

V 一定时 M = mV = C B
T
，由做功 đW = BdM 可得

(
∂S
∂B

)
T
=
(
∂M
∂T

)
B
。令 χ = ∂M

∂B
，由局里定律知

其恒为 C
T
，于是

(
∂χ
∂T

)
B
→ ∞，而事实上(

∂χ

∂T

)
B

=
1

B

(
∂M

∂T

)
B

=
1

B

(
∂S

∂B

)
T→0

→ 0

* η = 1− T2

T1
⇒ limT2→0 η = 1，与开尔文表述矛盾，从而第二定律推出第三定律？[解释：由于 limT→0 ∆S = 0，

不存在等温的系统状态改变的热力学过程，因此从热力学第三定律可得到根本不可能构造卡诺循环]
* 理想气体的绝对熵真实表达 (考虑升温时三态变化)：

S(T, p) =

∫ Tf

0

Ccr
p

T
dT +

(∆H)f
Tf

+

∫ Tb

Tf

C l
p

T
dT +

(∆H)b
Tb

+

∫ T

Tb

Cg
p

T
dT

二 典型热力学系统

§2.1 单原子理想气体

* 只需要得到 F (T, V ) 就能确定全部信息

状态方程 pV = nmRT、内能 U = U(T )

* 分子运动论角度推导：考虑某面有活塞，活塞面积为 A，到另一面距离 L 的气缸，两边压强 p 平衡，

碰撞产生的动量变化 −m∆vx = 2mvx，碰撞间隔
1
∆t

= vx
2L
，于是平均冲量 < p >= vx

2L
2mvx

A
，有压强为

p = N
V
m < v2x >，由总能量

1
2
m < v2x > 与 T 正比可以得到 pV = NkT，其中 k 为某常数，与实验对比可

得到 k = R
NA
为玻尔兹曼常数 kB。

统计力学结果 CV = 3
2
NkB，于是 Cp = 5

2
NkB，U(T ) = 3

2
NkBT + U0,H(T ) = 5

2
NkBT +H0，积分可得

S(T, V )− S(T0, V0) = NkB

(
3

2
lnT + lnV

)
− 3

2
lnT0 − lnV0

* 问题：T → 0 时为 −∞、不满粒子足全同性要求 [值得注意的是此处表面不满足广延性 S(T, 2V, 2N) =

2S(T, V,N)，但事实上 S0 的改变导致广延性保持]
* 操作：将 lnV 替换为 ln V

N
，常数用 S0 代替，可以得到表达式

S(T, V,N) = NkB

(
3

2
lnT + ln V

N

)
+ S0

(统计物理得到 S0 =
5
2
+ 3

2
ln 2πmkB

h2 )
于是

F (T, V,N) = −NkBT
(
3

2
lnT + ln V

N
+ S0 −

3

2

)
由此作偏微分可重新推出各态函数，如 S = −

(
∂F
∂T

)
V,N
与之前结果相同，p = −

(
∂F
∂V

)
T,N

= NkBT
V
即为状

态方程，且化学势

µ =

(
∂F

∂N

)
T,V

= −kBT
(
3

2
lnT + ln V

N
+ S0 −

5

2

)
其他量可类似得到。
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§2.2 范德瓦尔斯气体

p =
NkBT

V −Nb
− a

(
N

V

)2

* 回顾平均场思想，应用：朗道理论、核的壳层模型……
性质：利用 dU = CV dT +

(
T
(
∂p
∂T

)
V
− p
)

dV 可知(
∂CV

∂V

)
T

=

(
∂
(
T
(
∂p
∂T

)
V
− p
)

∂T

)
V

计算得其为 0，因此范德瓦尔斯气体的 CV 与 V 无关，亦可计算得

U(T, V ) = U(T0, V0) +

∫ T

T0

CV dT −Na2
(

1

V
− 1

V0

)

S(T, V ) = S(T0, V0) +

∫ T

T0

CV

T
dT +NkB ln V −Nb

V0 −Nb

F (T, V ) = U(T, V )− TS(T, V )

绝热节流过程

多孔塞左侧维持高压强 p1，右侧维持低压强 p2，气体通过多孔塞被压向右侧。

* 理想气体：左右温度不变；实验结果：在较大状态范围内温度下降
假设 V1 体积 U2 内能气体过多孔塞后体积、内能为 V2, U2，由外界体积功可知 U2 −U1 = p1V1 − p2V2，于

是 H1 = H2，节流过程是等焓过程。

定义焦汤系数 µJT =
(

∂T
∂p

)
H
，由于对 dH 坐标变换有：

Cp =

(
∂H

∂T

)
p

= T

(
∂S

∂T

)
p

,

(
∂H

∂p

)
T

= V − T

(
∂V

∂T

)
p

可推知

µJT =
1

Cp

(
T

(
∂V

∂T

)
p

− V

)
=

V

Cp

(Tαp − 1)

* 对理想气体，αp = 1
T
，于是 µJT = 0。

范德瓦尔斯方程可变形为

p =
RT

v − b̃
− ã

v2

其中 v = V
nm
, ã = N2

Aa, b̃ = NAb，后在无歧义时仍记为 a, b，可计算出 µJT，令其为 0 可解得

p =
a

b2
(1− C(T ))(3C(T )− 1), C(T ) =

√
RbT

2a

在此曲线前后焦汤系数正负变化，因此称为反转曲线。

* 令 p = 0 可以解得 C(T1) =
1
3
, C(T2) = 1，于是 T2 = 9T1，能利用节流过程降温的温区为 [T1, T2]。实际

操作：利用绝热膨胀将温度降至 T2 以下，再通过节流降温。

* 考虑二阶维里展开 pV
T

= R+ B(T )
T
p，此时可计算得

µJT =
T 2

Cp

d
dT
(B(T )

T

)
于是哪怕 p 很小仍可以区分是否为理想气体。而对焦耳膨胀系数

(
∂T
∂v

)
u
，同样考虑展开 pv

T
= R + B′(T )

Tv
，

可算得 (
∂T

∂v

)
u

= − T 2

CV V 2

d
dT
(B′(T )

T

)



二 典型热力学系统 11

在体积趋于无穷时 T 2

CV V 2 → 0，因此趋于 0，难以分辨是否为理想气体。

绝热膨胀过程

利用麦克斯韦关系计算得其系数满足 (
∂T

∂V

)
S

= − T

CV

(
∂p

∂T

)
V

对正常热力学系统有
(
∂p
∂T

)
V
> 0，于是

(
∂T
∂V

)
S
< 0，即绝热膨胀时降温。

绝热膨胀与节流过程降温比较：也即比较
(

∂T
∂p

)
H
与
(

∂T
∂p

)
S
，计算可得(

∂T

∂p

)
S

−
(
∂T

∂p

)
H

=
V

Cp

于是绝热膨胀降温效率更高，但由于体积过大不易于工业化生产。

§2.3 磁介质系统

磁场做功为 BdM = µ0HdM，其中 H 为磁场强度，再考虑体积功可得 đW = µ0HdM − pdV，于是
dU = T dS + µ0HdM − pdV。此时 U(S, V,M) 为特性函数，类似可知 G = U − TS + pV − µ0HM，由
可积性 [热力学第一定律保证] 得麦克斯韦关系：(

∂S

∂H

)
T,p

= µ0

(
∂M

∂T

)
p,H

[磁热效应](
∂V

∂H

)
T,p

= −µ0

(
∂M

∂p

)
T,H

[力磁效应]

* 磁致伸缩效应与压磁效应的联系(
∂S

∂p

)
T,H

= −
(
∂V

∂T

)
p,H

[力热效应]

绝热去磁效应：定义 CH = T
(
∂S
∂T

)
H,p
，假设局里定律成立有(

∂T

∂H

)
S,p

= −
(
∂S

∂H

)
T,p

(
∂T

∂S

)
H,p

= −µ0T

CH

(
∂M

∂T

)
H,p

=
C

CHT
µ0H > 0

因此绝热下去磁可降温。

* 郎之万模型：上述讨论是将磁场当成外界，忽略了磁矩在外磁场中的势能 −µH ·M，若考察磁矩与磁场
中的相互作用，实际做功为

đW = µ0HdM + d(−µH ·M) = −µM dH = −M dB

§2.4 光子气体

* 一般气体需要相互作用达到平衡，这个过程称为热化 [thermalize]，而光子之间无相互作用，其热化通过
与容器壁原子分子相互作用而间接作用。

* 光子数不守恒，化学势 µ =
(
∂F
∂N

)
T,V

= 0。

状态方程：p = 1
3
u，其中 u = U

V
。

* 统计物理可推出，一切热化的相对论粒子 (速度接近光速) 都满足此方程。
设 U = u(T )V，类似前可推出

(
∂U
∂V

)
T
= T

(
∂p
∂T

)
V
− p，解得 u(T ) = aT 4，类似得熵 S = 4

3
aT 3V，于是

F = − 1
3
aT 4V，定容热容 CV = 4aT 3V，而吉布斯自由能 G = 0。

假设在容器壁开一小孔，考虑通量：坡印廷矢量 |S⃗| = ∆E
∆t∆A∆Ω

= cu
4π
，对立体角积分可得通量为 Ju = c

4
aT 4，

记 σ = ac
4
得到通量 Ju = σT 4，称为斯特藩-玻尔兹曼公式，统计物理中得到 σ = π2k4

B

60h̄3c2
。

* 由于黑体无反射，通过平衡可知其单位面积辐射能量也是 σT 4，于是上述平衡辐射又称为黑体辐射。[利
用地球上的接收到的功率可以估算太阳热量；标准的黑体谱：宇宙微波背景辐射 (CMBR)]
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§2.5 其他物态

固体

Dulong - Petit 定律：内能 U = CT，于是积分可得 S = C lnT + (S0 − C lnT0)。

*问题：T → 0时 S → −∞？解释：能级量子化，在 T 较高时可将 C 看作常数，否则由于量子效应 T → 0

时 C → 0。

等离子体

正负离子相等，在德拜长度 λD 尺度呈现电中性，其为
√

kBTV
8πNe2

。

其势能 −Ne2

λD
，内能约为 CV T −Ne2λ−1

D ，利用 U = F − T
(
∂F
∂T

)
V
= −T 2

(
∂F/T
∂T

)
V
，积分得到

F = CV T lnT − 2

3
Ne2

√
8πNe2

kBTV
+ Tf(V )

由 V → ∞ 时应为理想气体，可近似得到 F = Fig − 2
3
Ne2

√
8πNe2

kBTV
，其中 Fig 为理想气体的自由能，物态

方程为

pV = RT
(
1 +

A√
V

)
, A = −Ne

2

3

√
8πNe2

kBT

三 相变和临界现象

相：同一物质，不同化学性质的状态。

相变本质：热运动 (无序) 与相互作用 (有序) 的竞争。

§3.1 单元系的平衡条件

考虑 S = S(U, V )，孤立系统内，假设某小部分内能、体积虚变动 δU1, δV1，剩下部分变动 δU2, δV2，则有

δU1 + δU2 = 0, δV1 + δV2 = 0。

由于孤立系统平衡熵应取极大值，平衡条件 δS = 0，稳定平衡额外条件 δ2S < 0。利用
(
∂S
∂U

)
V
= 1

T
,
(
∂S
∂V

)
U
=

p
T
约束条件计算可得

δS =
δU1

T1

+
p1
T1

δV1 +
δU2

T2

+
p2
T2

δV2 =
( 1

T1

− 1

T2

)
δU1 +

( p1
T1

− p2
T2

)
δV1

于是有热平衡条件 T1 = T2 与力学平衡条件 p1 = p2。

进一步计算得

−δ2S =
1

2

(
δU1 δV1

)−
(

∂1/T
∂U

)
V

−
(

∂1/T
∂V

)
U

−
(

∂p/T
∂U

)
V

−
(

∂p/T
∂V

)
U

(δU1

δV1

)
> 0

也即要求中间的矩阵正定。

计算结果：稳定平衡条件为 CV > 0, κT > 0，可定性得到虚变动会恢复。

对 T, V 为常数的系统，由 1.5 节自由能 F 应取极小值，平衡条件 δF = 0，稳定平衡条件 δ2F > 0。

类似可得 T, p 为常数的系统平衡条件 δG = 0，稳定平衡条件 δ2G > 0。

§3.2 更多平衡条件

单元复相系平衡条件

假设两相参量分别为 Tα, pα, nα;Tβ, pβ, nβ。类似之前推导可得 Tα = Tβ = T，pα = pβ = p，此时由于

nα + nβ 恒定，可得 δS = − 1
T
(µα − µβ)δnα = 0，于是得到化学平衡条件 µα = µβ。
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* 化学势理解：粒子交换的方向

热力学势在多元系的推广

同一相仍然有 T, p 一定，于是参量为 T, p, n1, n2, . . . , nk，而广延量也即在 n1 到 nk 都变为 λ 倍时结果也

成为 λ 倍。利用齐次函数的性质可知 V =
∑

i nivi，其余小写字母同理，而 G =
∑

i niµi。

将
(
∂G
∂T

)
p,ni
看作多元系的熵，即有

dU = T dS − pdV +
∑
i

µidni

dF = −SdT − pdV +
∑
i

µidni

dH = T dS + V dp+
∑
i

µidni

dG = −SdT + V dp+
∑
i

µidni

* 类似可写出 µi 的多种等价表示 (定义)
由于 G =

∑
i niµi，考虑直接微分的形式可得 Gibbs 关系：

−SdT + V dp =
∑
i

nidµi

*T, p, µ1, . . . , µk 这 k + 2 个强度量，由于 Gibbs 关系约束可知只有 k + 1 个独立参量

多元复相平衡

类似上方，需要不同相的 T, p 相等时，才可整体定义热力学势。

假设 ϕ 个相，k 个组元，平衡需要 
Tα = · · · = T ϕ = T

pα = · · · = pϕ = p

µα
i = µβ

i = · · · = µi

共有 (k + 2)(ϕ− 1) 个约束关系，而每个相独立强度量共有 ϕ(k + 1) 个，因此自由度 k + 2− ϕ。

例：盐水，k = 2, ϕ = 1 ⇒ f = 3，需要三个强度量，如温度、压强、浓度；在考虑气态时 ϕ = 2 ⇒ f = 2，

只有温度、浓度是独立变化的：利用 µα = µβ 原则上可解出 p；进一步考虑固态时 ϕ = 3 ⇒ f = 1，只有

浓度，温度、压强被三相平衡确定；若再考虑盐的结晶，f = 0，完全确定。

§3.3 气液相变

范德瓦尔斯方程 p = RT
v−b

− a
v2，假设其对气液相都成立，对固定的 T 可得到等温线形状如下：
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观察可发现，存在临界温度 Tc，其下等温线单调性发生两次改变，其上恒单调减。于是
(
∂p
∂v

)
T
在 Tc 处恒小

于等于 0，且必在某点处 p 对 V 的一阶、二阶导数都为零，由此可解得此点 pc =
a

27b2
, vc = 3b,RTc =

8a
27b
。

* 一二阶导函数为 0 可以理解为 T < Tc 不断升高时，原本的两个单调性改变的导函数零点逐渐合为一个，

由中值定理可知此处的二阶导也为 0。
* 在临界温度以下，即 T < Tc 时，会发生相变，而 T > Tc 时，气液间的差别消失。

*T < Tc 时的等温线，由单调性变化存在同一个 p 对应三个不同的 v，最小的是液态，最大的是气态，而

中间点由于
(
∂p
∂v

)
T
> 0，并不是稳定状态。

系统可能稳定状态：汽液共存

* 部分稳定在气态，部分稳定在液态，此时由之前平衡条件应有 TG = TL, pG = pL, µG = µL，其中 G,L

分别为气体、液体，µ 若有大小差别则指示汽化/液化的方向
考虑沿某条等温线运动，此时 dµ = −sdT + vdp = vdp (注意到已经同除以了粒子摩尔数)，于是 µQ =

µ0 +
∫ Q

0
vdp，变化如图：

* 实际上，JN 段并不稳定，实际加压变化一般不会经过 J、N，而是直接从下方的 MXK 通过，X 即为两
相平衡的位置。XJ 段称为过热液体，NX 则为过冷蒸汽
注意到此积分是对 p− v 图纵轴进行，当 v 前进时，µ 会在 MJ 段减小，JN 段增大，NK 段增加。两点之
间 µ 的差距为过两点作平行于 v 轴的直线所夹的部分的有向面积。因此，欲在某一压强下达到平衡，如

下图：

则需要 LU 下的面积与 UG 上的面积相等，在 L 到 G 的过程实际会沿水平线变化，此时系统化学势恒在
X 点，水平线上的 T, p 恒定，是气液平衡点。
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蒸气压

由于相变时熵变化，温度、压强恒定，这时的相变潜热 L 满足 L = T (SG − SL)。

考虑 µL(T, p) = µG(T, p)，两边同取微分可得 −sLdT + vLdp = −sGdT + vGdp，于是变形得
dp
dT =

sG − sL
vG − vL

=
L

T (VG − VL)

这称为克拉珀龙方程，由液体体积相比气体可忽略，再代入理想气体状态方程可得 dp
dT = Lp

nmRT 2，积分得

p = p0 exp
(
− L

nmRT

)
，此为蒸气压曲线 (液汽平衡) 的近似方程。

§3.4 临界现象

* 相变时，由于 µ 一定，G 连续，类似可得其他热力学势连续

一阶相变：热力学势一阶导函数不连续，如 s =
(
∂µ
∂T

)
p
不连续产生相变潜热，一般的气液相变为此情况。

二阶相变：一阶导函数连续，二阶导函数不连续，如 κT = − 1
v

(
∂2µ
∂p2

)
T
，气液相变中临界点

(
∂p
∂v

)
Tc

= 0，而

κT 是其倒数的有限倍数，于是发散，从而临界点处为二阶相变。

考虑临界点处：T = Tc, p = pc 时，方程化为 pc(v − vv)
3 = 0，即此处有三重根

* 利用临界点无量纲化范德瓦尔斯方程：设 p̃ = p
pc
, ṽ = v

vc
, T̃ = T

Tc
，得到

p̃ =
8T̃

3ṽ − 1
− 3

ṽ2

* 任何范德瓦尔斯气体代入之前解出的临界点有 pcvc
RTc

= 0.375，与实际气体量级吻合但差别明显

临界指数

不同气体临界附近存在共性 (实验结果)：

1. 临界点附近沿共存曲线逼近：
vG − vL ∼ (Tc − T )β, β ≈ 0.32

2. 等温线 T = Tc 附近接近临界点：

p− pc ∼ (v − vc)
δ, δ ≈ 4.8

3. v = vc 时 T → T+
c 等温压缩：

κ ∼ (T − Tc)
−γ , γ ≈ 1.2

这三个指数称为临界指数，而根据范德瓦尔斯方程：

1. 温度、压强相同得 8T̃
3ṽL−1

− 3
ṽ2
L
= 8T̃

3ṽG−1
− 3

ṽ2
G
，整理有

T̃ =
(3ṽG − 1)(3ṽL − 1)(ṽL + ṽG)

8ṽ2Lṽ
2
G

临界点附近 ṽG = 1 + δṽG, ṽL = 1 + δṽL，由系统体积一定 δṽG = −δṽL，再展开二阶项得到 T̃ − 1 ≈
− 1

16
(ṽG − ṽL)

2，即 β = 0.5。

2. 计算可得 T = Tc 时

p̃− 1 = − (ṽ − 1)3

ṽ2(3ṽ − 1)

于是 δ = 3。

3. v = vc 时

κ ∼
(
∂p̃

∂ṽ

)
T̃

= 6(1− T̃ )

即得 γ = 1。
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* 较大偏差原因：临界点附近涨落 (即方差) 很大，平均值描述不够，如统计物理得 ∆N2

N2 = κTRT
V
，由 κT

发散会导致分子数涨落极大，出现临界乳光

§3.5 铁磁-顺磁相变

临界温度：居里温度 Tc

Tc 以下 铁磁性 [自旋-自旋相互作用主导]
Tc 以上 顺磁性 [热运动主导，无自发磁化强度]
* 铁磁体点阵结构，每个格点原子有沿某方向的磁矩 (不妨设为朝上 σ = +1 或朝下 σ = −1)，由原子磁
矩之间相互作用与原子磁矩外场间相互作用，系统哈密顿量为 (下方下标 ⟨ij⟩ 表示对相邻的 i, j 求和)

H = −J
∑
⟨ij⟩

σiσj −B
∑
i

σi

外磁场 B = 0 时，随温度升高，热运动减弱有序取向的趋势，临界温度时热运动能量超过原子磁矩间相互

作用，自发磁矩 M = 0，铁磁体变为顺磁体。

* 在 T = Tc 顺磁体转化为铁磁体过程中，自发磁矩朝上下概率相等，但事实上只可能取随机的某个特定

的方向，这称为对称性自发破缺

临界行为：

1. T → T−1
c 时，M(T ) ∼ (Tc − T )β，β ∈ (0.30, 0.36)。

2. 零场磁化率 χ =
(
∂m
∂B

)
T
在 T → Tc 时发散：χT ∼

(T − Tc)
−γ T → T+

c

(Tc − T )−γ′
T → T−

c

，γ ∈ (1.2, 1.4), γ′ ∈

(1.0, 1.2)。

3. T = Tc 且弱磁场时，M ∼ B1/δ，δ ∈ (4.2, 4.8)。

4. 零场比热容 CH ∼

(T − Tc)
−α T → T+

c

(Tc − T )−α′
T → T−

c

。

* 与上一节的情况在临界点邻域的行为有很大相似性，临界指数也大致相等，暗示更普遍物理规律。

§3.6 朗道理论

朗道，1937 二级相变 (临界点相变) 唯象理论，引入序参量
* 临界温度以下的相：对称性低、有序度高、序参量非零；临界温度以上的相：对称性高、有序度低、序
参量 0
* 气液相变：气液密度差 ρL − ρG 看作序参量；铁磁-顺磁相变：宏观磁矩 M 看作序参量 [下方以此为例]
对单轴各向异性铁磁体，二级相变过程中 T,M 应可决定状态，于是可以取 F = F (T,M)。由系统对称性

要求应有 F (T.M) = F (T,−M)，于是泰勒展开应有形式：

F (T,M) = F0(T ) + a(T )M2 + b(T )M4 + o(M4)

实际的自由能应有 F (T ) = minM F (T,M)，由于可平移，F0(T ) 的值不重要，而由于 F (T,M) 最小值应

存在，可假设 b(T ) > 0。作图分析可发现，a > 0 时 F 有唯一极小值，在 M = 0 取到；而 a < 0 时 M 有

两个对称的极小点，记其 M 值为 ±M0(T )。出于与临界点情况的相似性，自然假设 a(T ) 的符号与 T −Tc

的符号相同。
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当 a(T ) < 0 时，计算可知 M0(T ) =
√

−a(T )
2b(T )

，于是：

F (T ) =

F0(T ) T > Tc

F0(T )− a2(T )
4b(T )

T < Tc

进一步假设在临界点附近有 a(T ) = (T −Tc)a0, b(T ) ≡ b0 > 0，则 T < Tc 时 F (T ) = F0(T )− a2
0

4b0
(T −Tc)

2，

计算可得 F 对 T 一阶导数在临界点连续，但二阶导数为F ′′
0 (T )−

a2
0

2b0
T → T−

c

F ′′
0 (T ) T → T+

c

因此是二级相变。

* 将 a0, b0 代入可知 M0 = a0

2b0
(Tc − T )0.5，于是理论推得 β = 0.5，并不符合实验，因此这只是一个定性

描述。不过，它指出了不连续的起源：基态在临界温度下或为 M0 或为 −M0，不存在反射对称性，这就

是对称性自发破缺。

* 对称性自发破缺应用：黑格斯机制 [规范场获得质量]、宇宙暴涨 [宇宙早期温度降至临界温度引起剧烈
膨胀]

四 理想经典气体的统计理论

§4.1 玻尔兹曼分布

最概然分布

抛出 N 个硬币 (N 非常大) 中 n 个向上的状态数为 Ω(N,n) = Cn
N，斯特林公式近似 lnN ! ≈ N(lnN − 1)

得

lnΩ(N,n) ≈ N lnN − n lnn− (N − n) ln(N − n)

从而求导可知在 n = N
2
时 lnΩ 最大，也即此状态出现概率最大，具体为 P (N,N/2) = C

N/2
N 2−N，取对

数可知 N 很大时概率几乎为 1。此外，泰勒展开可得偏离一点的

lnΩ(N,N/2− ϵ) = lnΩ(N,N/2) +
1

2

∂2 lnΩ

∂n2
ϵ2 = lnΩ(N,N/2)− 2

N
ϵ

若取 ϵ = 1，可得
Ω(N,N/2− 1)

Ω(N,N/2)
= exp(−2/N) → 0

也即，偏离很小的宏观状态比起最概然状态来说，出现概率也趋于 0。于是我们得到：最概然的宏观状态
基本是真实的宏观状态，因此之后得出玻尔兹曼分布是依据最概然分布。

分布的导出

假定微观粒子的能量只能取一系列离散数值 ϵi = iϵ, i ∈ N，称为能级，并记能级 i 上的粒子数为 ai。由粒

子数与总能量守恒，存在约束条件
∑

l al = N,
∑

l alϵi = E。对某一确定分布，能量可能的分配方式数称

为配容，由组合学可导出其为 N !∏
l(al!)
。

* 这里的能级并不是从量子力学导出的，只是为了接下来的讨论方便
先验假设：等概率原理 [每种分配方式等概率]，从而最概然分布也就是最大配容对应的分布，而在两个约
束条件下的最大值问题可以用 Lagrange 乘子法求解，对上方问题的求解结果为 al = exp(−α − βϵl)，其

中 α, β 通过约束条件解出。(接下来讨论更复杂的模型时会给出过程)
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一般模型：进一步假设每个能级 ϵl 有 ωl 个量子态，由于玻尔兹曼系统粒子之间可分辨，在上方
N !∏
l(al!)

的

基础上，还要考虑每个能级中粒子的具体量子态分布，因此可能数为

ΩMB =
N !∏
l(al!)

∏
l

ωal

l

* 对宏观而言，简并度可以看作相空间相格中的粒子数，也即 ωl =
∆ωl

hr
0

由于单调性，对 lnΩMB 极大化不影响结果，且更方便近似，类似之前可得 lnΩ ≈ N lnN −
∑

l al ln al +∑
l al lnωl，对 al 取变分，由乘子法

δ lnΩMB − αδN − βδE = −
∑
l

(
ln al
ωl

+ α+ βϵl

)
δal = 0

于是必须 al = ωl exp(−α− βϵl)，其中 α, β 满足

N =
∑
l

ωl exp(−α− βϵl), E =
∑
l

ϵlωl exp(−α− βϵl)

* 从约束条件计算可得到 α, β 的物理意义：α = δ ln Ω
δN

∣∣
δE=0,δV=0

, β = δ ln Ω
δE

∣∣
δN=0,δV=0

* 取所有 ωl = 1 即为本段开头的情况

§4.2 热力学的统计表达

* 本节中 Ω 均指 ΩMB

热力学第零定律

若系统一、系统二的粒子数、能量分别为 N1,2, E1,2，平衡时考虑虚的能量交换 δE1 + δE2 = 0，考虑联合

微观状态数 Ω = Ω1Ω2，有：

δ lnΩ = δ lnΩ1 + δ lnΩ2 = β1δE1 + β2δE2 = (β1 − β2)δE1

于是 δ lnΩ = 0 ⇔ β1 = β2，β 就是决定两系统平衡的参数。

* 考虑量纲后引入比例因子可知温度 T = 1
kβ
，若取绝对温度，k 就是玻尔兹曼常数 kB。

热力学第一定律

内能 U 即为总能量 E =
∑

l alϵl，定义单粒子配分函数 Z1(β, V ) =
∑

l ωl exp(−βϵl)，计算可知 U =

E(N, β, V ) = −N ∂
∂β

lnZ1，从而内能是系统宏观条件的函数。

此外，dU =
∑

l ϵldal +
∑

l aldϵl，前项即为 đQ，后项即为 đW = Y dy(若只有体积功，y 即为 V，Y 即

为 −p)，这也给出了广义力的统计意义 Y =
∑

l al
dϵl
dy。

熵的统计表达

由于 1
T
= δS

δU

∣∣
δN=0,δV=0

，直接计算可得 δS = kBδ lnΩ，于是 S = kB lnΩ+ C。

根据热力学第三定律，趋向绝对零度时系统处在确定的微观状态，这时 Ω = 1 ⇒ S = 0，因此常数取为 0，
即有 S = kB lnΩ。

* 此定义称为玻尔兹曼熵，给出熵的统计意义：系统混乱程度的度量，因此熵增原理也即混乱程度的自然
增加。

* 麦克斯韦佯谬：两边均匀气体，中间阀门，麦克斯韦妖只允许向右运动的分子通过阀门，不允许向左的
分子通过阀门，则焦耳膨胀的逆过程可以发生？[真正解释见下方信息论部分]
* 吉布斯熵：吉布斯通过考虑可区分的宏观状态与其下不可区分的微观状态定义熵。若系统包含 s 个宏观

态，分别对应 n1, . . . , ns，共 N 个等概率微观态，每个宏观态出现概率 Pi =
ni

N
，定义吉布斯熵为 S =
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Stot − Smicro，即总熵减微观熵。其中微观熵为宏观态统计平均值 Smicro =
∑s

i=1 PiSi = kB
∑s

i=1 Pi lnni，

而总熵为 kB lnN，直接计算可知这样得到的

S = kB

s∑
i=1

Pi(lnN − lnni) = −kB
s∑

i=1

Pi lnPi

而玻尔兹曼统计对应的是共 Ω 个等概率宏观态的情况，因此结果仍为 kB lnΩ。[由此可以发现，绝对熵事
实上也有某种相对性，取决于微观结构的观察层次]

热力学势的统计表达

利用 lnΩ 的表达式与熵的表达式，可以直接得出各热力学势的表达：

α =
δ lnΩ

δN

∣∣∣∣
δE=0,δV=0

=
1

kB

δS

δN

∣∣∣∣
δE=0,δV=0

= − µ

kBT

S = kB(N lnN + αN + βU)

F = −NkBT lnZ1(T, V )

* 从微观粒子模型可以直接计算配分函数，从而得到特性函数自由能，计算出热力学特性
从自由能推导其他参量表达 (从而可以推出其他热力学势)：

S = NkB

(
lnZ1 + T

(
∂ lnZ1

∂T

)
V,N

)

p = NkBT

(
∂ lnZ1

∂V

)
T,N

µ = −kBT lnZ1

信息论

定义：若某陈述出现的概率为 P，引入的信息量 Q = −k logP。
* 若 k = kB，log 底为 e，即描述了热力学系统的状态信息
对一系列陈述，概率分别为 Pi，香农熵 S 定义为信息量平均值 ⟨Qi⟩ = −

∑
iQiPi = −k

∑
i Pi logPi。

热力学角度：计算机存储 N 个比特，每个为 0 或 1，若擦除信息，系统熵减少 kB ln 2N = NkB ln 2，于

是环境熵至少增加 NkB ln 2。若麦克斯韦妖希望不引起变化，甄别分子速度过程中需要储存每个分子的信

息，最后应擦除，而擦除的过程事实上将气体减少的熵增加到了环境中，总熵不会减少。

§4.3 玻尔兹曼系统

经典粒子运动状态：广义坐标 (q1, . . . , qs)、广义动量 (p1, . . . , ps) 构成相空间，其中 s 为系统自由度。

* 物理量必须为态函数，如能量、哈密顿量等随时间演化，画出的曲线即为粒子运动状态的相轨道 (哈密
顿正则方程事实上是切线方向的积分曲线)
微观粒子力学模型例子：

1. 单原子分子，三维自由粒子，H = 1
2m

(p2x + p2y + p2z)。

2. 一维线性谐振子，坐标 x 动量 p，哈密顿量 ϵ = p2

2m
+ 1

2
mω2x2。ω =

√
k
m
固有频率，k 倔强系数，m

为谐振子质量。若 ϵ 恒定，方程即为相空间中的椭圆，半长轴 a =
√
2mϵ, b =

√
2ϵ

mω2，面积
2πϵ
ω
。

3. 自由转子，自由度为 2，广义坐标 θ, ϕ，相应动量为 pθ, pϕ，哈密顿量 H = 1
2I
(p2θ +

1
sin2 θ

)p2ϕ，I 为转

动惯量。
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结合可以得到双原子分子的模型：简化为两个质点，质心对应广义坐标 X,Y, Z，绕质心旋转方位角 θ, ϕ，

振动的广义坐标相对距离 r，对应广义动量后可得哈密顿量为

H =
1

2M
(p2X + p2Y + p2Z) +

1

2I
(p2θ +

1

sin2 θ
p2ϕ) +

p2r
2µ

+
1

2
µω2r2

其中 M = m1 +m2，约化质量 µ = m1m2

m1+m2
，转动惯量 I = µr2，ω 为径向振动固有频率。

玻尔兹曼系统：N 个全同 (微观属性一致) 的近独立 (相互作用比起动能可忽略) 经典粒子。
考虑孤立玻尔兹曼系统：N,V,E 给定，且由于经典物理粒子可分辨，必须确定每一个粒子 (每个都可被跟
踪) 的微观状态才能完全决定。
玻尔兹曼为方便讨论引入相空间离散化，人为划分为 ∆qα∆pα = h0, α = 1, 2, . . . , s 的小格子，每个体积

为 hs0，称为相格。

* 经典力学 h0 可任意小，通过离散化后可推导最概然分布，大部分热力学特性函数鱼 h0 无关，但有些

(如熵) 与其密切相关，但熵变又与其无关，这说明经典力学中无法严格讨论绝对熵。量子力学中说明 h0

就应取为普朗克常数 h，因此此后取为 h。

将相空间剖分为一系列体积微元 ∆ωl，认为每个体积元内的能量 ϵl 为定值 (如取微元中心值)，并成为能
级，每个能级对应的微观状态数称为简并度 ωl =

∆ωl

hs ，对应粒子数为 al，即可通过玻尔兹曼统计理论得到

单粒子配分函数 Z1 =
∑

l
∆ωl

hs exp(−βϵl)，由连续性事实上为积分

Z1 =

∫
· · ·
∫ dq1 . . . dqsdp1 . . . dps

hs
exp

(
− βϵ(q1, . . . , qs, p1, . . . , ps)

)
从而可计算自由能 F = −NkBT lnZ1(T, V )，得到各热力学势。

* 配分函数沟通微观模型与宏观热力学势

§4.4 理想单原子分子气体

由 H = 1
2m

(p2x + p2y + p2z) 积分可得 (注意到
∫∫∫

dxdydz = V )

Z1 =
V

h3

(
2πm

β

)3/2

=
V

h3
(2πmkBT )

3/2 =
V

λ3
T

其中 λT 为热德布罗意波长
h√

2πmkBT
，从最后一个式子中可看出 Z1 无量纲。

计算各热力学势：

F = −NkBT ln V

λ3
T

p = −
(
∂F

∂V

)
N,T

=
NkBT

V
, S = −

(
∂F

∂T

)
N,V

= NkB

(
ln V

λ3
T

+
3

2

)
, µ =

(
∂F

∂N

)
T,V

= −kBT ln V

λ3
T

U = F + TS =
3

2
NkBT,H = U + pV =

5

2
NkBT,G = Nµ+NkBT ̸= Nµ

* 虽然正确得到了理想气体状态方程，但熵与吉布斯自由能不满足广延性要求，这是由于粒子可分辨的假
设具有原则性错误。

在自由能表达式 F = −NkBT lnZ1 中，事实上假定了所有粒子配分函数 ZN = ZN
1 ，而由于不可分辨，事

实上需要除以交换数 N !，得到

F = −NkBT lnZ1 + kBT lnN ! ≈ NkBT (ln
N

Z1

− 1)

* 能除以交换数需要满足经典极限条件，即粒子间距 d ∼ n−1/3 ≫ λT，这时状态数远大于粒子数，每个态

占据的平均粒子数远小于 1，可以忽略一个态上有多个粒子的情况，这时任何两个粒子交换在可分辨系统
看来是不同的，而不可分辨系统看来相同，因此只需要直接除以 N !。
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* 对状态数 ΩMB 除以交换数 N ! 后计算热力学势可得到相同的结果

重新计算单原子分子理想气体各热力学势：

F = NkBT (ln(nλ3
T )− 1), S = NkB

(5
2
− ln(nλ3

T )
)
, µ = kBT ln(nλ3

T )

计算验证可得此时 G = Nµ，满足之前推导的结果。

* 重新看待吉布斯佯谬：当隔板两侧气体相同时，由于全同性，无法区分容器“左边”与“右边”的粒子，
初末态必然相同，状态不变，因此熵不变。

麦克斯韦速度分布律

由玻尔兹曼分布，体积微元 ωl =
∆ωl

h3 = V
h3 dpxdpydpz 中的粒子数为

dN(px, py, pz) = al =
V

h3
exp

(
− α− β

2m
(p2x + p2y + p2z)

)
dpxdpydpz

由总粒子数

N =
V

h3

∫∫∫
exp

(
− α− β

2m
(p2x + p2y + p2z)

)
dpxdpydpz

计算可确定

exp(−α) = N

V

(
h2β

2πm

)3/2

进一步将 pi = mvi 代入得到

dN
N

=

(
mβ

2π

)3/2

exp
(
− mβ

2
(v2x + v2y + v2z)

)
dvxdvydvz

记 dvxdvydvz 前的分布函数为 f(vx, vy, vz)，代入之前计算结果 β = 1
kBT
有

f(vx, vy, vz) =

(
m

2πkBT

)3/2

exp
(
− m

2kBT
(v2x + v2y + v2z)

)
这就是麦克斯韦速度分布函数。

§4.5 能均分定理与双原子分子气体

能均分定理：粒子能量中每一个广义动量或广义坐标的平方项的平均值等于 1
2
kBT。

证明：假设动能和势能都为广义坐标与广义动量的平方项，即 ϵ = ϵp + ϵq = 1
2

∑
α aαp

2
α + 1

2

∑
α bαq

2
α，其

中系数均为正数，则能量平均值

⟨ϵ⟩ =
∑
α

〈
1

2
aαp

2
α

〉
+
∑
α

〈
1

2
bαq

2
α

〉
由于粒子满足玻尔兹曼分布 f(ϵ) = exp(−α− βϵ)，不失一般性，考虑第一个可知〈

1

2
a1p

2
1

〉
=

∫
· · ·
∫

1

2
a1p

2
1 exp(−α− βϵ)

dp1 . . . dpsdq1 . . . dqs
hs

利用归一化条件代换 exp(−α) 后右式可写为∫
· · ·
∫

1
2
a1p

2
1 exp(−βϵ) dp1...dps dq1...dqs

hs∫
· · ·
∫

exp(−βϵ) dp1...dps dq1...dqs
hs

注意到能量为若干项求和，exp(−βϵ) 可以分解为各项乘积，分子分母对应消去后只剩下∫
R

1
2
a1p

2
1 exp

(
− β

2
a1p

2
1

)
dp1∫

R exp
(
− β

2
a1p21

)
dp1

=
1

2β
=

1

2
kBT
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最后一步可直接通过分部积分计算得到，从而总内能即为每个平方项贡献 1
2
kBT 的结果。

定理应用：

1. 单原子分子气体：三个平方项，内能 3
2
NkBT。

2. 双原子分子气体：七个平方项，内能 7
2
NkBT。

实际：室温下 U = 5
2
NkBT。(量子理论粗略说法为室温下振动自由度被冻结)

3. 固体热容：假设 N 个原子在晶格上作独立三维简谐振动，共 3N 个振子，6N 自由度，内能 3NkBT。

实际：室温和高温符合，低温时比热随温度几乎指数下降。

4. 黑体辐射：空窖边长 L 正方体，充满 ωn = 2π
L
|n|c 驻波，其中 n 为三维整数矢量。计算可知一定频

率下的微观状态数为 (最后一步可用球坐标换元计算，ω 代表模长)：

dnxdnydnz = 2
V

(2πc)3
dωxdωydωz =

V

π2c3
ω2dω

若根据能均分定理，黑体辐射强度正比于微观状态数，假设每一个电磁振动的模式类似机械振动 (两
个自由度，这一处理事实上并不严谨)，也即

U(ω)dω = 2 · 1
2

dnxdnydnzkBT

解得 u(ω) = U
V

= 1
π2c3

ω2kBT，称为瑞利-金斯公式。

实际：u(ω) 随 ω 增大而增大，这是不符合实验结果的，称为紫外灾难。

* 这些和实际情况的差异代表着经典理论的不适用，必须采用量子理论

理想双原子分子气体

回顾 ϵ = 1
2M

(p2X + p2Y + p2Z) +
1
2I
(p2θ +

1
sin2 θ

p2ϕ) +
p2
r

2µ
+ 1

2
µω2r2，分为三个部分

ϵt =
1

2M
(p2X + p2Y + p2Z), ϵr =

1

2I
(p2θ +

1

sin2 θ
p2ϕ), ϵv =

p2r
2µ

+
1

2
µω2r2

由配分函数中的能量在 e 指数上，其可分为为三项乘积 Zt
1Z

r
1Z

v
1，分别对平动的坐标和动量、转动的坐标

和动量、振动的坐标和动量积分。

计算可得：

1. Zt
1 类似单原子分子积分，结果为

V

λ3
T

, λT =
h√

2πMkBT
。

2. 按照 pθ, pϕ, ϕ, θ 的顺序积分可算得

Zr
1 =

∫∫∫∫ dθdϕdpθdpϕ
h2

exp
(
− β

2I
(p2θ +

1

sin2 θ
p2ϕ)

)
=
T

θr

其中转动特征温度 θr =
h2kB

8π2I
。

3. 直接积分可得
Zv

1 =

∫∫ dprdr
h

exp
(
− β

p2r
2µ

− β
1

2
µω2r2

)
=
T

θv

其中振动特征温度 θv = h̄ωkB。
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利用不可分辨性改进后的自由能表达式可算得自由能为：

F = −NkBT
(

ln V

Nλ3
T

+ ln T

θr
+ ln T

θv
+ 1

)
[本段和讲义略有偏差，讲义中省略了 lnN ! = N lnN −N 中的 −N 产生的一个 −NkBT 项，而一般情
况下不宜作为小量被近似]
进一步得到：

p =
NkBT

V

µ = −kBT
(

ln V

Nλ3
T

+ ln T

θr
+ ln T

θv

)
S = NkB

(
5

2
− ln(nλ3

T )

)
+NkB

(
ln T

θr
+ 1

)
+NkB

(
ln T

θv
+ 1

)
于是有 U = F + TS = 7

2
NkBT，与能均分定理结果一致，H = 9

2
NkBT，且可验证 G = Nµ。

§4.6 理想气体的化学反应

由第三章结论，化学反应达到平衡之后的量由化学势决定，将化学反应式写为
∑

i νiAi = 0，其中 Ai 代表

参与反应的化学物质，νi 代表系数，各组元的分子数改变正比于系数的绝对值，而正负代表反应物还是生

成物 (如可规定反应物为正，则生成物为负)。若初始各组元分子数 N0
i，则 ∆N 次反应 (为正代表正向进

行，否则为反向) 后为 N0
i − νi∆N。

假设在等温等压，则吉布斯自由能改变量 ∆G = −
∑

i νiµi∆N，其中 µi 为第 i 个组元的化学势。热力学

第二定律要求反应沿 ∆G < 0 及逆行，且平衡时 ∆G = 0 ⇒
∑

i νiµi = 0。

* 若给定初始粒子数，达到平衡所需化学反应次数原则上可通过平衡条件确定，化学势可实验测得或由统
计物理方法得到。

考察混合理想气体，有 F =
∑

i Fi。一般理想气体的自由能表达式事实上为

F (N,T, V ) = Nϵ+NkBT ln(nλ3)−NkBT −NkBT ln j(T )

其中 ϵ 代表基态能量，j(T ) 为分子内部自由度 (内部结构、自旋) 相关的配分函数，可得化学势为

µi = ϵi + kBT (lnniλ
3
i )− kBT ln ji(T )

代入化学平衡条件，记粒子数丰度 xi =
ni

n0
，其中 n0 为标准粒子数密度，整理可得∏

i

xνi

i = K(T )

其中 K(T ) 为确定参与反应的粒子后只与 T 有关的函数，这个式子称为质量作用律。

此外，若记 µ
(0)
i 为 ni = n0 时的化学势 ϵi + kBT (lnn0λ

3
i )− kBT ln ji(T )，并记 ∆µ(0) =

∑
i νiµ

(0)
i 代表每

个 ni = n0 时 G 在一次化学反应中的改变值，可发现 K(T ) = exp(−β∆µ(0))。

例：中性氢电离平衡

氢电离-复合平衡过程 p + e− ↔ H + γ，其中中性氢 H、质子 p(电离氢)、电子 e− 看作化学物质，则化学
平衡条件 µp + µe = µH。由于氢原子电离温度远高于常温，质子、电子、氢原子均为非相对论粒子，可用

玻尔兹曼统计，化学势分别为 (最后一项由自旋产生)

µp = mpc
2 + kBT ln(npλ

3
p)− kBT ln 2

µe = mec
2 + kBT ln(neλ

3
e)− kBT ln 2

µH = mHc
2 + kBT ln(nHλ

3
H)− kBT ln 4

已知氢电离能 χH，由能量守恒可得 mpc
2 +mec

2 −mHc
2 = χH，结合化学平衡条件与 λH ≃ λp，得到

nH = npneλ
3
e exp

(
χH

kBT

)
，称为萨哈方程。
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§4.7 固体比热

经典理论：固体等效为 3N 个独立的一维谐振子，Z1 =
T
θv
, θv = h̄ω

kB
，自由能 F = −3NkBT ln T

θv
，进一步

有 µ = −3kBT ln T
θv
, S = 3NkB

(
ln T

θv
+ 1
)
, U = 3NkBT。

* 由于限制在晶格附近振动，构成定域系统，振子可分辨，无需除以交换数
* 低温时比热恒定、T → 0 时 S → −∞ 不满足实际情况，需要引入量子效应
半定量讨论：振动能量是分立的，能级之间间隔 h̄ω，室温 kBT ≫ h̄ω，准连续，能级分立效应几乎可忽

略，低温时即显著。kBT ≤ h̄ω 时，谐振子无法改变能级，而能量遵循麦克斯韦分布，ϵ > h̄ω 的振子数

∆N 比例随 e 指数下降，即 ∆N
3N

∼ exp
(
− h̄ω

kBT

)
。更准确来说，由于谐振子基本冻结在基态，看作两能级

ϵ0, ϵ1 模型，根据玻尔兹曼统计可知出于第一激发态的谐振子近似为

∆N

3N
≃ exp

(
− ϵ1 − ϵ1

kBT

)
= exp

(
− h̄ω

kBT

)
由于激发过程对内能贡献 h̄ω，内能约为

U ≃ ∆Nh̄ω = 3N exp
(
−h̄ω
kBT

)
h̄ω

进一步得到低温时比热为

CV =

(
∂U

∂T

)
V,N

= 3NkB

(
h̄ω

kBT

)2

exp
(
− h̄ω

kBT

)
符合随温度降低指数下降的性质。

* 随温度降低指数下降往往暗示着分立能级

爱因斯坦理论

假定 3N 个谐振子固有频率一致，为 ω，能级是量子化的，为 ϵn =
(
n+ 1

2

)
h̄ω，每个能级具有唯一量子态。

由其为定域系统，利用玻尔兹曼统计可得配分函数

Z1 =
∞∑

n=0

exp
(
−
(
n+

1

2

)
βh̄ω

)
=

exp(−βh̄ω/2)
1− exp(−βh̄ω)

于是自由能

F = −3NkBT lnZ1 =
3

2
Nh̄ω + 3NkBT ln

(
1− exp

(
− h̄ω

kBT

))
进一步得到

S = 3NkB

(
− ln

(
1− exp

(
− h̄ω

kBT

))
+

h̄ω

kBT

1

exp(h̄ω/kBT )− 1

)

U =
3

2
Nh̄ω +

3Nh̄ω

exp(h̄ω/kBT )− 1
, CV = 3NkB

(
h̄ω

kBT

)2 exp(h̄ω/kBT )
(exp(h̄ω/kBT )− 1)2

* 当 T → 0K 时 U → 3
2
Nh̄ω，为振子零点能，第二项则为总的激发态能量。

* 由 h̄ω
kBT

= θv
T
，当 T ≫ θv 时，CV ≃ 3NkB，与经典谐振子结果一致；当 T ≪ θv 时

CV ≃ 3NkB
(θv
T

)2 exp
(
− θv
T

)
代表低温下比热快速下降。
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§4.8 顺磁性固体

郎之万模型

* 原子磁矩倾向于沿外磁场排列，使得势能 −µ ·B 取极小，随温度升高，热运动能量增加，排列更加混乱，
于是顺磁体原子磁矩产生的势能与热运动动能相互竞争

N 个近独立的原子磁矩看作玻尔兹曼系统 (由固体，仍为定域系统)，单个磁矩能量为 ϵ = −µB cos θ，于
是将 cos θ ∈ [−1, 1] 与 ϕ ∈ [0, 2π] 看作相空间坐标基有

Z1 =

∫∫
dϕd cos θ exp(βµB cos θ) = 4π

sinh(βµB)

βµB
,F = −NkBT ln

(
4π

sinh(βµB)

βµB

)
由固体不考虑体积功，且出于对称性总磁矩必然沿外磁场方向，做功表达式为 −M dB (见 2.3 节)，于是
dF = −SdT −M dB，进一步得到

M = −
(
∂F

∂B

)
T

= NµL(x), x =
µB

kBT
,L(x) = cothx− 1

x

这里 L 称为郎之万函数，并定义 θ = 1
x
为无量纲化温度。

*x≫ 1 时 L(x) ≃ 1，几乎所有原子磁矩沿外磁场排列，x≪ 1 时 L(x) = x
3
+ o(x)，M ≃ Nµ2

3kB

B
T
，符合局

里定律，B
T
前的系数为局里系数。

进一步得到

S = −
(
∂F

∂T

)
B

= NkB

(
ln
(
4π

sinhx
x

)
− xL(x)

)
* 内能 U = −MB 为平均磁矩在磁场中的能量

* 当 x≪ 1 时 S → NkB ln 4π；当 x≫ 1 时 S → −∞ 不满足实际情况，说明低温时相互作用不能忽略

分立能级系统

考虑最简单的模型，原子磁矩只有与外磁场同向、反向两个取向，则有

Z1 = exp(−βµB) + exp(βµB) = 2 coshx, F = −NkBT ln(2 coshx)

于是

S = NkB
(

ln(2 coshx)− x tanhx
)
,M = Nµ tanhx, U = F + TS = −MB

* 当 x≪ 1 时泰勒展开近似可得

F ≃ −NkBT
(

ln 2 +
1

2
x2
)
,M ≃ Nµx, S ≃ NkB ln 2

令 χ = Nµ2µ0

kBT
，则 M = χH，即为局里定律；这时 S 是系统最大熵，微观状态数 2N。

* 当 x≫ 1 时近似有

F ≃ −NµB,M ≃ Nµ, S ≃ 0

磁矩基本沿磁场方向排列，微观状态确定。

负温度

* 对能级有上限 (如上方两能级) 的系统出现
低温时几乎全处于 ϵ = −µB 基态，随温度增加激发态粒子增多，直到 T → ∞ 时一半基态一半激发态。
若低温时突然反转磁场 (基态与激发态交换) 直到平衡，激发态粒子多于基态粒子，由玻尔兹曼统计

N+

N−
= exp(−2x) > 1 ⇒ x < 0 ⇒ T < 0

* 也可根据 1
T
=
(
∂S
∂U

)
N
< 0 得到结果，粒子数反转后进一步增加内能会有更多粒子到激发态，反而更有

序。
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假设系统中有 N− 处于 ϵ− = −µB 的基态，N+ 处于 ϵ+ = µB 的激发态，若已知总粒子数 N、内能 U，

可解出

N+ =
1

2

(
N +

U

µB

)
, N− =

1

2

(
N − U

µB

)
于是熵为

S = kB lnΩ = kB ln N !

N+!N−!
≃ N lnN −N+ lnN+ −N− lnN−

记 s = S
NkB

, u = U
NµB
，无量纲化可得到

s = ln 2− 1

2
(1 + u) ln(1 + u)− 1

2
(1− u) ln(1− u)

于是由无量纲化温度

θ =
1

x
=

(
∂s

∂u

)−1

N

=
2

ln 1−u
1+u

=



0+ u = −1

+∞ u = 0−

−∞ u = 0+

0− u = 1

* 负温度出现的三个条件：能量上限、粒子数反转、系统与外界绝热 (否则激发态会跃迁到基态)

五 理想量子气体的统计理论

§5.1 玻色系统与费米系统

微观粒子与经典粒子区别：微观粒子的能量是量子化的；全同粒子具有完全不可分辨性；自旋影响统计：

微观粒子具有确定的自旋，半整数即费米子，遵循泡利不相容原理，每个物理态只允许一个粒子；整数即

玻色子，不遵循泡利不相容原理。

波粒二象性：德布罗意关系

ϵ = h̄ω

p = h̄k
，h̄ = h

2π
为约化普朗克常数。

海森堡不确定性关系：∆p∆q ≥ h，动量和坐标无法完全确定，不能用相空间点表示，于是微观粒子的运

动不是轨道运动。

量子态：微观粒子的物理态，用希尔伯特空间的波函数描述，一般由一组量子数表征，量子数数目等于自

由度数。用狄拉克符号表示为 |ψ⟩ = |a1, . . . , ar⟩，代表波函数 ψ 基本被量子数 a1, . . . , ar 确定 (可能相差
相位因子)。
薛定谔方程：量子态对时间一次导数的方程 ih̄ ∂

∂t
|ψ⟩ = Ĥ |ψ⟩，其中 Ĥ 为哈密顿算符。

量子系统模型例子：

1. 三维自由粒子，考虑在边长为 L 的立方体容器中运动，自由度为 3，求解薛定谔方程得到波函数为
|ψ⟩ = |nx, ny, nz⟩，三个量子数取值为任意整数，粒子能量为

ϵn =
h2

2mL2
(n2

x + n2
y + n2

z)

下标 n = n2
x + n2

y + n2
z，只要 n 相同，nx, ny, nz 不同取值下能量仍相同，这样的量子态称为简并的。

例如，n = 1 时对应其中一个为 ±1，其余为 0 的情况，共 6 种可能，因此 n = 1 的能级是简并的，

简并度为 6。

2. 一维谐振子，可解出波函数为 |ψ⟩ = |n⟩，量子数取值为非负整数，对应的能量为

ϵn =

(
n+

1

2

)
h̄ω

最低能量为 ϵ0 =
1
2
h̄ω，称为零点振动能，与经典情况不同。
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3. 自由转子，自由度为 2，解得波函数为 |ψ⟩ = |l,m⟩，其中 l 为非负整数，m为 −l,−(l−1), . . . , l−1, l，

能量为：

ϵl = l(l + 1)
h̄2

2I

其中 I 为转动惯量，可发现转子能量只与角动量量子数 l 有关，与磁量子数 m 无关，ϵl 的简并度即

为 m 的取值可能，为 2l + 1。

玻色-爱因斯坦统计
由于全同性，给定了每个量子态上的粒子数，微观状态就完全确定。

玻色系统：粒子不可分辨，每个量子态容纳的粒子数不受限制。

假设每个能级 ϵl 有 ωl 个量子态，每个能级占据的粒子数为 al。由粒子不可分辨，对特定能级，可以考虑

插板法进行计数 (将所有盒子和不可分辨的小球排成一行，左端第一个为盒子，每个盒子的小球数目是其
右侧到下一个盒子前的小球数目)，得到可能性共 Cal

ωl+al−1，由不可分辨，总个数为各能级相乘：

ΩBE =
∏
l

(ωl + al − 1)!

al!(ωl − 1)!

费米-狄拉克统计
费米系统：粒子不可分辨，每个量子态容纳的粒子数最多一个。

假设每个能级 ϵl 有 ωl 个量子态，每个能级占据的粒子数为 al，可能性共 Cal
ωl

(若 al > ωl 规定其为 0)，由
不可分辨，总个数为各能级相乘：

ΩFD =
∏
l

ωl!

al!(ωl − al)!

* 若 al ≪ ωl，计算可发现 ΩBE ≃ ΩFD ≃
∏

l

ω
al
l

al!
= ΩMB

N !
，这个条件称为经典极限条件，而 N ! 即为不可

分辨性的影响。

* 满足经典极限条件的玻色/费米系统或定域系统都可视为玻尔兹曼系统

§5.2 玻色气体理论

类似对玻尔兹曼系统的讨论，近似得到

lnΩBE ≃
∑
l

(
(ωl + al) ln(ωl + al)− al ln al − ωl lnωl

)
对 al 变分并引入约束 δN =

∑
l δal = 0, δE =

∑
l ϵlδal = 0 与对应乘子 α, β，可得到最概然分布满足

ln al
ωl + al

+ α+ βϵl = 0

即

al =
ωl

exp(α+ βϵl)− 1

这称为玻色-爱因斯坦分布，同样利用条件

N =
∑
l

ωl

exp(α+ βϵl)− 1
, E =

∑
l

ϵlωl

exp(α+ βϵl)− 1

确定乘子。

* 此后本节的 Ω 默认为 ΩBE
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根据 δ lnΩ − αδN − βδE = 0，与 4.2 节相同推出 S = kB lnΩ，从而仍有 α = − µ
kBT

, β = 1
kBT
。从 α, β

表达式中可以看出，应以 µ, T, V 为自然参量的巨热力学势 J = J(µ, T, V ) 得到所有宏观统计量。对玻尔

兹曼统计首选自由能 F (N,T, V ) 作为热力学势，是由于化学势和粒子数具有简单的关系

N exp(α) = Z1(T, V )

但对玻色统计与费米统计，无法简单分离出 α，因此只能直接选择巨热力学势。

热力学势的统计表达

定义巨配分函数

Ξ =
∏
l

Ξl =
∏
l

(
1− exp(−α− βϵl)

)−ωl

由玻尔兹曼关系与最概然分布可计算得熵的统计表达式

S = kB

(
lnΞ− α

∂

∂α
Ξ− β

∂

∂β
Ξ

)
此外有

N =
∑
l

al = − ∂

∂α
Ξ, E =

∑
l

ϵlal = − ∂

∂β
Ξ

根据 J = U − TS −Nµ 并代入 α, β 表达式可得到

J = −kBT lnΞ = kBT
∑
l

ωl ln
(
1− exp((µ− ϵ)/kBT )

)
* 为使分布的每个态上粒子数为正，需要 µ ≤ ϵmin，且当 µ = ϵmin 会导致基态粒子数趋于无穷，单个态影

响整体近似为积分的结果，见 5.3 节 BEC。
* 在 dJ = −SdT − pdV −N dµ 中令 dT = dV = 0 积分也可得到类似结果，但无法确定常数

利用微分关系可得到熵的另一表达与 p,N 的表达式：

S = kB

(
lnΞ + T

∂

∂T
lnΞ

)
, p = kBT

∂

∂V
lnΞ, N = kBT

∂

∂µ
lnΞ

进一步得到

F = kBT

(
− lnΞ + µ

∂

∂µ
lnΞ

)
U = kBT

(
µ
∂

∂µ
lnΞ + T

∂

∂T
lnΞ

)
H = kBT

(
µ
∂

∂µ
lnΞ + T

∂

∂T
lnΞ + V

∂

∂V
lnΞ

)
G = kBT

(
− lnΞ + µ

∂

∂µ
lnΞ + V

∂

∂V
lnΞ

)

理想、自由三维玻色气体

对理想、自由的三维玻色气体，在一定的 dx, dy, dz, dpx, dpy, dpz 内的量子态数为

g
∆ωl

h3
= g

d3xd3p

h3

这里 g 是简并因子，d3x, d3p 分别为 dxdydz, dpxdpydpz 的简写。
* 对质量非零的粒子，一般有 g = 2s+ 1，其中 s 为自旋量子数；对光子 (质量为 0)，s = 1, g = 2。

由于自由玻色子能级是准连续的，求和替换为积分，利用
∫∫∫

d3x = V 并代入 α, β 得到

J = −kBT lnΞ = kBT

∫∫∫
g
V d3p

h3
ln
(
1− exp((µ− ϵ)/kBT )

)
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* 此推导中求和替换为积分忽略了基态的贡献，也即以下假设满足 µ < ϵmin。

记玻色子分布函数 f(ϵ, µ) =
(

exp((ϵ− µ)/kBT )− 1
)−1
，进一步可得

S = −kB
∫∫∫

g
V d3p

h3
ln
(
1− exp((µ− ϵ)/kBT )

)
+ kB

∫∫∫
g
V d3p

h3
f(ϵ, µ)

ϵ− µ

kBT

p = −kBT
∫∫∫

g
d3p

h3
ln
(
1− exp((µ− ϵ)/kBT )

)
N =

∫∫∫
g
V d3p

h3
f(ϵ, µ)

* 这里为区分，等号左侧的正体 p 为压强，右侧均表示动量
为看出物理意义，可将所有都用分布函数积分来表示，例如压强 (注意 p = 0 时 p→ ∞ 时 ϵ ∼ pc)：

p = −kBT
∫∫∫

g
d3p

h3
ln
(
1− exp((µ− ϵ)/kBT )

)
= −kBTg

h3

∫∫
dΩ
∫

ln
(
1− exp((µ− ϵ)/kBT )

)
p2dp

=
kBTg

3h3

∫∫
dΩ
(
−
∫

ln
(
1− exp((µ− ϵ)/kBT )

)
dp3
)

利用分部积分：

=
kBTg

3h3

∫∫
dΩ
(∫

p3d ln
(
1− exp((µ− ϵ)/kBT )

)
− ln

(
1− exp((µ− ϵ)/kBT )

)
p3
∣∣∣∣∞
ϵmin

)
由µ < ϵmin知ϵmin处为 0；∞处由 ln

(
1− exp((µ− ϵ)/kBT )

)
∼ − exp((µ− ϵ)/kBT )知为 0

=
kBTg

3h3

∫∫
dΩ
∫
p3d ln

(
1− exp((µ− ϵ)/kBT )

)
=

g

3h3

∫∫
dΩ
∫
p3

exp((µ− ϵ)/kBT )

1− exp((µ− ϵ)/kBT )
dϵ

=
g

3h3

∫∫
dΩ
∫
p3f(ϵ, µ)dϵ

进一步利用ϵ =
√
p2c2 +m2c4 ⇒ dϵ = (pc2/ϵ)dp得到：

=
g

h3

∫∫
dΩ
∫
p4c2

3ϵ
f(ϵ, µ)dp

=
g

h3

∫∫
dΩ
∫
p2dpp

2c2

3ϵ
f(ϵ, µ)

=

∫∫∫
g

d3p

h3
f(ϵ, µ)

p2c2

3ϵ

* 于是压强的微观统计量为 p2c2

3ϵ
，代表每个粒子的贡献

类似有 U =
∫∫∫

g V d3p
h3 f(ϵ, µ)ϵ，每个粒子贡献能量 ϵ。将非相对论质能关系 ϵ ≃ mc2 + p2

2m
代入两个表达

式，近似到一次可得 p = 2
3
U
V

= 2
3
u；而将相对论气体质能关系 ϵ ≃ pc 代入可得到 p = 1

3
u。

分子运动论推导压强统计表达式

考虑气体分子在 dt 时间内与器壁面积 dA 的体积微元碰撞，假设弹性碰撞，则分子动量范围 p 到 p+ dp，
立体角 Ω 到 Ω+ dΩ 内入射的分子数为 dN = g

h3 fvdtdA cos θp2dpdΩ，其中 v 为粒子速度，对非相对论

粒子为 p
m
，对相对论粒子为 pc2

ϵ
。

碰撞过程中每个粒子冲量 2p cos θ，因此压强为
∫∫ d∆p

dtdA，代入质能关系 v = pc2

ϵ
积分即为

2
g

h3

∫
f
p2c2

ϵ
p2dp

∫∫
cos2 θdΩ

计算得到与之前相同的表达式。
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§5.3 费米气体理论

与玻色系统完全类似，费米系统的最概然能级分布为

al =
ωl

exp(α+ βϵ) + 1

这称为费米-狄拉克分布，利用条件

N =
∑
l

ωl

exp(α+ βϵl) + 1
, E =

∑
l

ϵlωl

exp(α+ βϵl) + 1

确定乘子。

定义巨配分函数

Ξ =
∏
l

Ξl =
∏
l

(
1 + exp(−α− βϵl)

)ωl

可以得到巨热力学势 J = −kBT lnΞ，于是类似利用 dϵ = (c2p/ϵ)dp 可得三维自由费米气体巨热力学势的
积分表达式

J = −kBTV
∫∫

g

3h3
dΩ
∫

dp3 ln
(
1 + exp((µ− ϵ)/kBT )

)
= −V

∫
gd3p

h3
f(ϵ, µ)

p2c2

3ϵ

这里 f(ϵ, µ) =
(

exp((ϵ − µ)/kBT ) + 1
)−1
是费米子的分布函数，于是再次得到粒子压强的微观统计量为

p2c2

3ϵ
。

类似得到其他热力学量：

n =
N

V
=

∫
g

d3p

h3
f(ϵ, µ)

u =
U

V
=

∫
g

d3p

h3
f(ϵ, µ)ϵ

p =

∫
g

d3p

h3
f(ϵ, µ)

p2c2

3ϵ

* 由于有限温度下 f(ϵ, µ) 的积分不存在解析表达式，需通过数值计算得到想要的结果。定义无量纲化能

量、化学势、温度、动量与总能量：

x =
ϵ−mc2

kBT
, η =

µ−mc2

kBT
, θ =

kBT

mc2
, p̃ =

pc

kBT
, ϵ̃ =

ϵ

kBT

则有

x = ϵ̃− θ−1, p̃ =
√
ϵ̃2 − θ−2, p̃dp̃ = ϵ̃dϵ̃ = θ−1(1 + θx)dx

将数密度 n 用 θ 与 x 改写，注意到 d3p = p2dp sinφdθdφ，可得

n = g
4
√
2π

h3
m3c3θ3/2(F1/2(η, θ) + θF3/2(η, θ))

这里定义费米-狄拉克积分

Fk(η, θ) =

∫ ∞

0

xk
√

1 + θx
2

dx
exp(x− η) + 1

类似可表示压强与内能

p = g
8
√
2π

3h3
m4c5θ5/2

(
F3/2(η, θ) +

1

2
θF5/2(η, θ)

)
u = g

4
√
2π

h3
m4c5θ5/2(F3/2(η, θ) + θF5/2(η, θ)) + nmc2

* 最后一项表示费米子的静止能量贡献
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§5.4 典型玻色气体与性质

光子气体

* 黑体辐射的一种较现代推导：
假设边长 L 的空腔内电磁辐射振动模式量子化，En = 2π

L
h̄|n|。对每个固定频率为 ωn 的模式，可以被激

发整数倍次，得到能量 jEn = jh̄ωn，于是配分函数即为 Z =
∑∞

j=0 exp(−βjEn) =
1

1−exp(−βh̄ωn)
，得到能

量平均值为

⟨En⟩ −
∂

∂β
lnZ =

h̄ωn

exp(βh̄ωn)− 1

若 L 很大，准连续情况求和变为积分，得到频率低于 ω 的辐射能量为

E(ω) =

∫ ω

d3n h̄ωn

exp(βh̄ωn)− 1
=

∫ ω

0

4πh̄
L3

8π3c3
ω3dω

exp(βh̄ω)− 1

于是能量密度为 (由光有两个偏振态需要乘 2)

u =
1

V

dE(ω)

dω =
h̄

π2c3
ω3

exp(βh̄ω)− 1
=

8πh

c3
ν3

exp(βhν)− 1

将光子看作玻色子进行推导 [玻色，1924]：
* 德布罗意关系为 E = h̄ω = hν, p = h̄k(p, k 代表动量、波矢的模长)；求解麦克斯韦方程组得到光子的色
散关系：ω = ck；而其为完全相对论粒子，能量、动量亦满足 E = cp；电磁波有两个独立的偏振态，与考

察洛伦兹群得到的光子简并因子 g = 2 相符。

光子数不守恒，因此根据化学势定义可知 µ = 0，进而 α = 0，能级分布为 al =
ωl

exp(βϵl)−1
。看作理想、自

由的三维玻色气体，体积 V 的空窖内频率在 ν 到 ν + dν 范围的量子态数目为 8πV
c3
ν2dν，于是平均光子

数密度、能量密度为

n(ν, T )dν =
8π

c3
ν2dν

exp(hν/kBT )− 1
, u(ν, T )dν =

8π

c3
hν3dν

exp(hν/kBT )− 1

这里的能量关系就是著名的黑体辐射普朗克公式。

* 低频下 u ≃ 8π
c3
ν2kBT，高频下 u ≃ 8πh

c3
ν3 exp(−hν/kBT )，分别是瑞利-金斯公式与维恩公式。

* 积分后可以得到空窖内光子数密度与能量密度为 n(T ) = 16πζ(3)k
3
BT 3

h3c3
, u(T ) = 8π5

15

k4
BT 4

h3c3
，这里 ζ(3) 为黎

曼 ζ 函数，约为 1.202，相除得到平均能量为 ⟨ϵ⟩ = π4

30ξ(3)
kBT。

用动量表示数密度，可以计算巨配分函数的对数

lnΞ = −gV
∫∫∫ d3p

h3
ln(1− exp(−βϵ)) = − V

π2h̄3

∫
p2dp ln(1− exp(−pc/kBT ))

利用分部积分与玻色积分
∫∞
0

x3 dx
exp(x)−1

= Γ(4)ζ(4) = π4

9
计算可得到

J = −kBT lnΞ = −π
2

45

k4BT
4

h̄3c3
V

进一步有

S =
4π2

45

k4BT
3

h̄3c3
V, p =

π2

45

k4BT
4

h̄3c3
, U =

π2

15

k4BT
4

h̄3c3
V

* 可以看出 p = 1
3
u，5.2 节推到过这对完全相对论气体普适

玻色-爱因斯坦凝聚
*对理想玻色气体，随温度的下降，大部分玻色子都冻结在基态，这就是玻色-爱因斯坦凝聚 [Bose-Einstein
Condensation, BEC]
玻色气体的分布 al =

ωl

exp((ϵl−µ)/kBT )−1
，不妨取基态能量 ϵ0 = 0，由于粒子数为正的要求，需要满足化学

势 µ < 0。而数密度

n(µ, T ) =
1

V

∑
l

ωl

exp
(
(ϵl − µ)/kBT

)
− 1
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由此也能得到 µ(n, T ) 的表达式。

若数密度、体积不变时温度下降，ϵl − µ 也需要下降，而能量非负且 µ < 0，于是 µ 会增加，也即 |µ| 减
小。最终 µ→ 0 时

a0 =
ω0

exp
(
(−µ)/kBT

)
− 1

→ +∞

反过来可以得到此时

−µ = kBT ln
(
1 +

1

a0

)
≃ kBT

a0
≪ kBT

当 µ = 0− 时，同样可以利用上方 n 的表达式反解出温度，称为临界温度 (g 为简并因子)：

n = g
2π

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0

ϵ1/2dϵ
exp(ϵ/kBTc)− 1

⇒ n = g
2√
π

1

λ3
Tc

B3/2(0) =
gζ(3/2)

λ3
Tc

, λT =
h√

2πmkBT

* 这里列出方程应用了非相对论气体能量、动量关系 p =
√
2mϵ，而 d3p 内量子态数 g d3p

h3 = gp2

h3 dpdΩ (位
置积分后成为 V 被消去，dΩ 积分为立体角 4π)，于是可推出单位体积内能量在 ϵ 到 ϵ+ dϵ 的量子态数

g
4π

h3
2mϵ

(
2m

2
√
2mϵ

dϵ
)

= g
2π

h3
(2m)3/2ϵ1/2dϵ

*Bn(η) 为玻色型积分
∫∞
0

xn−1

exp(x−η)−1
，可证明 Bn(0) = Γ(n)ζ(n)，而 Γ(3/2) =

√
π
2

* 在 BEC 发生时 nλ3
Tc

≥ 1，满足强简并条件；反解出 Tc =
h2

2πmkB(gζ(3/2))2/3
n2/3

在 T < Tc 时，µ 已经为 0，于是粒子数积分

g
2π

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0

ϵ1/2dϵ
exp(ϵ/kBT )− 1

=
gζ(3/2)

λ3
T

= n

(
T

Tc

)3/2

< n

这是由于剩余的粒子都在 ϵ = 0 的基态，而这部分的量子态数有限，在积分中被忽略。这部分粒子数即为

n0(T ) = n

(
1−

(
T

Tc

)3/2
)

当 T → 0 时，全部粒子都冻结在基态，微观状态唯一，S = 0；很多情况下能量、动量均为 0，导致压强
也为 0。
由基态能量为 0，单位体积的总能量可以直接积分得到：

u = g
2π

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0

ϵ3/2dϵ
exp(ϵ/kBTc)− 1

=
3

2

kBT

λ3
T

gg5/2(z)

其中

gn(z) =
1

Γ(n)

∫ ∞

0

dx xp−1

z−1 exp(x)− 1
=

∞∑
l=1

zl

ln

z = exp(βµ) 称为逸度。
* 类似 5.2 节推导，对非相对论费米子仍有 p = 2

3
u，于是可得状态方程

发生 BEC 时，z = 1，u ∝ T 5/2，于是可以得到单位体积定容热容

CV =

(
∂u

∂T

)
µ

=
5u

2T
=

15

4
ζ(5/2)

gkB
λ3
T

于是利用之前推导的临界温度表达式可知单个粒子贡献的比热为

CV

nkB
=

15

4

ζ(5/2)

ζ(3/2)

(
T

Tc

)3/2

* 系数大约 1.925，而经典条件下 CV = 3
2
nkB
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T > Tc，非 BEC 的情况下，可以用量子态关于动量的分布积分算出

n = gg3/2(z)
1

λ3
T

, u =
3

2
gg5/2(z)

kBT

λ3
T

, p = gg5/2(z)
kBT

λ3
T

* 可以算出 g′n(z) =
1
z
gn−1(z)，于是 n 的表达式两边对 T 求导得到 d ln z

d ln T
= − 3g3/2(z)

2g1/2(z)
，也即温度升高时化

学势下降

* 对 u 求导可计算出单位体积比热 CV = gkB

λ3
T

(
15
4
g5/2(z)− 9

4

g2
3/2(z)

g1/2(z)

)
，于是每粒子比热

CV

nkB
=

15

4

g5/2(z)

g3/2(z)
− 9

4

g3/2(z)

g1/2(z)

温度很高时 z ≃ 1, gn(z) ≃ z，比热与经典单原子分子气体一直；在 Tc 附近 CV 不光滑，BEC 实质上是
一种相变。

* 玻色气体在 T > Tc 时状态方程为 p = kBT
λ3
T
gg5/2(z)，T < Tc 时则为

kBT
λ3
T
gg5/2(1)，在 T < Tc 时压强只

与温度有关，与体积无关，压缩系数无穷大。

* 相变线 Tc 上，由于 n ∝ T 3/2, p ∝ T 5/2, v = n−1，可知 pv5/3 = const，具体可算出

pv5/3 =
ζ(5/2)

ζ5/3(3/2)g2/3
h2

2πm

§5.5 典型费米气体与性质

强简并自由电子气体

* 自由电子气体可以看作费米子，符合之前推导的费米气体的热力学势表达式，且电子自旋为 1/2，应取
g = 2。

T → 0 时，电子应按能量最低排列，又由于泡利不相容，应从最低能级开始逐个排列，直到达到总数。从

分布函数的角度来看也有这样的性质：

lim
T→0

f(ϵ, µ) = lim
T→0

(
exp((ϵ− µ)/kBT ) + 1

)−1
=

1 ϵ < µ

0 ϵ > µ

记 ϵF = µT→0 为简并费米能；在动量空间，这意味着电子都位于某个球中，球称为费米球，其表面称为费

米面；最大动量称为费米动量，费米能对应的特征温度 TF = ϵF
kB
称为费米温度。

* 实际情况下，只要系统的温度远小于费米温度，费米气体就可以近似为绝对零度处理，认为系统已经处
于低于费米能的量子态被占满的强简并态。

这时对应的热力学势可以直接积分得到：

n =
8π

3h3
p3F , u =

8π

h3

∫ pF

0

ϵp2dp, p =
8π

h3

∫ pF

0

p2c2

3ϵ
p2dp

* 由第一个式子可知 pF =
(

3
8π

)1/3
hn1/3 ∝ n1/3

* 非相对论近似下，忽略静止能量 mc2(视为 0 点)，则 ϵ ≃ p2

2m
，得到

u ≃ 4π

5h3
p5F
m

∝ n5/3, p ≃ 8π

15h3
p5F
m

* 当 n 很大时 pF 很大，符合极端相对论情况 ϵ ≃ pc，于是

u ≃ 2πc

h3
p4F ∝ n4/3, p ≃ 2πc

3h3
p4F

下面考虑一般情况下直接积分，代入 ϵ =
√
m2c4 + p2c2，令 p = mec sinh(ξ/4)，并且 pF 对应 ξF，换元

后可发现

u =
8π

h3
m4c5

∫ ξF

0

1

16
sinh2(ξ/2)dξ = mc2

32π2λ3
(sinh ξF − ξF )
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这里 λ = h̄
mc
为对应的康普顿波长，取 m = me 即为电子的结果。类似得到：

p =
8π

h3
m4c5

∫ ξF

0

1

12
sinh4(ξ/4)dξ = mc2

96π2λ3

(
sinh ξF − 8 sinh(ξF/2) + 3ξF

)
* 数密度也可表示成 n = 1

3π2λ3 sinh3(ξF/4)

* 直接计算极限可得到之前推导的非相对论 (ξF ≪ 1, sinh ξ ≃ ξ)、极端相对论 (ξF ≫ 1, sinh ξ ≃ eξ/2) 的
退化情况

金属中的电子

* 估算可得到铜中被电子的费米动量 pF = 2.7keV ≪ mec
2 ≈ 511keV，费米温度 TF = 8.2× 104K 远高于

室温，因此其中的电子气体是非相对论、强简并的，其他金属类似

根据之前非相对论情况的推导，代入有 u = 3
5
n p2

F

2m
= 3

5
nϵF，也即平均动能约为

3
5
ϵF，产生的压强即为

2
3
u = 2

5
nϵF。

* 由于泡利不相容，即使绝对零度时其动能仍然非零
* 对铜来说，压强约为 3.8× 1010pa，这个极大的压强被离子静电吸引力平衡
* 定性来说，强简并态时，低能态的量子态几乎不变，只有费米面附近的少量电子能被激发，范围大致是
ϵ ∈ (ϵF − kBT, ϵF ]，比例为

kBT
µ
，每个的贡献为 3

2
kB，总比热大致为

3
2

nk2
BT

µ

为计算简并电子的热性质，先考虑有限温度的一般情况。由 5.3 节推导结合非相对论近似可直接得到压强

p =
8π

h3

∫ ∞

0

p2

3m

p2dp
exp((ϵ− µ)/kBT ) + 1

=
16
√
2π

3h3
m3/2µ5/2

∫ ∞

0

ϵ̃3/2dϵ̃
exp((ϵ̃− 1)/T̃ ) + 1

这里 ϵ̃ = ϵ/µ, T̃ = kBT/µ 为无量纲化的能量、温度。

记右侧积分为 I，令 x = (ϵ− µ)/kBT 有

I =

∫ ∞

0

ϵ̃3/2dϵ̃
exp((ϵ̃− 1)/T̃ ) + 1

= T̃

(∫ 0

−1/T̃

+

∫ ∞

0

)
(1 + T̃ x)3/2

exp(x) + 1
dx

= T̃

∫ 1/T̃

0

(1− T̃ x)3/2
(
1− 1

exp(x) + 1

)
dx+ T̃

∫ ∞

0

(1 + T̃ x)3/2

exp(x) + 1
dx

= T̃

∫ 1/T̃

0

(1− T̃ x)3/2dx+ T̃

∫ ∞

0

(1 + T̃ x)3/2 − (1− T̃ x)3/2

exp(x) + 1
dx

换回 ϵ̃ 直接计算第一项、对第二项泰勒展开并保留首个非零项可得到零温近似下 I = 2
5
+ π2T̃ 2

4
，于是记常

数 C = 32
√
2π

15h3 m
3/2 可得压强为

p = Cµ5/2

(
1 +

5π2

8

(
kBT

µ

)2)
于是从 J = −pV 可以得到其他热力学势表达式，如

N =
5

2
Cµ3/2

(
1 +

π2

8

(
kBT

µ

)2)
V

S =
5π2

4
Ckµ3/2 kBT

µ
V

U =
3

2
Cµ5/2

(
1 +

5π2

8

(
kBT

µ

)2)
V

实际实验中，测量系统热容时 V 与 N 保持不变，将 µ看作 µ(T,N, V )，并利用 V 恒定时有 f(N,T, µ) = 0

可计算得

CV =

(
∂U

∂T

)
µ,V

+

(
∂U

∂µ

)
T,V

(
∂µ

∂T

)
N,V

=
π2

2

Nk2BT

µ
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也即热容与温度正比。

白矮星与中子星

*将白矮星看作费米气体，电子简并压与引力抗衡，随白矮星质量增加，电子逐渐变成极端相对论粒子，达
到费米能上限，称为钱德赛拉卡极限，中子星也有类似的情况，它们统称为费米星。以下以氦白矮星为例：

假设其内部以氦离子与自由电子组成，则为保持电中性一个氦离子对应两个自由电子，而氦核有四个重子

(质子、中子各两个)，于是电子的平均分子量 µe =
nB

ne
= 2，这里 nB 为重子数密度，ne 为电子数密度。于

是物质的质量密度 (忽略电子质量) 为 ρ = nBmB = neµemB，代入强简并电子气体的 ne 表达式可反解出

pF = (3π2)1/3h̄µ−1/3
e m

−1/3
B ρ1/3

由此，可通过本节第一部分的推导从 ρ 完全确定白矮星的状态方程。

电子开始变得相对论性时，pF = mec，此时电子数密度、临界质量密度与临界压强为 (λe = h̄/mec 为电子

康普顿波长)

ne =
1

3π2
λ−3
e , ρc =

1

3π2

µemB

λ3
e

, pc ≈ 0.051
mec

2

π2λ3
e

*ρ≪ ρc 时，适用非相对论近似，这时

p ≃ 32/3π4/3

5me

h̄2

µ
5/3
e m

5/3
B

ρ5/3

而 ρ≫ ρc 时，适用极端相对论近似，这时

p ≃ 31/3π2/3

4

h̄c

µ
4/3
c m

4/3
B

ρ4/3

于是低密度、高密度两种极端条件下可以将状态方程写为多方形式 p = Kργ，其中 γ 从 5/3变化到了 4/3。
假设星体完全球对称且达到流体静力学平衡，根据流体力学可以推导出密度、压强与半径满足方程

d
dr

(
r2

ρ(r)

dp(r)
dr

)
= −G4πr2ρ(r), ρ(0) = ρ0,

dp
dr (0) = 0

若近似认为有统一多方状态方程 p = Kργ，记

n =
1

γ − 1
, θ = (ρ/ρc)

1/n, ξ = r

(
K

4πG

γ

γ − 1

)−1/2

ρ(γ−2)/2
c

则 n < 5 时解 θ(ξ) 随着 ξ 不断减小。记 ξ∗ = infξ>0{ξ|θ(ξ) = 0}，代表到达星体边界 (可反解出边界 R)，
并记 M∗ =

∫ ξ∗

0
ξ2θn(ξ)dξ，可利用微分方程知识计算出总质量满足(

GM

M∗

)n−1(
R

ξ∗

)3−n

=
(n+ 1)nKn

4πG

* 注意到 R
ξ∗

∝ R ∝ ρ
(γ−2)/2
c ，非相对论时 γ = 5/3, n = 3/2，于是 R ∝ ρ

−1/6
c ,M ∝ ρ

1/3
c ；极端相对论时

γ = 4/3, n = 3, R ∝ ρ
−1/3
c ,M ∝ ρ0c 与 ρ 无关，也即质量达到极大，不随中心质量密度增加而改变。

将 n = 3 时 M∗ 记作 M∗
3，并代入极端相对论情况的 K 得到钱德赛拉卡质量为

MCh =

√
3π

2
M∗

3

m3
pl

µ2
em

2
B

这里 mpl =
√
h̄c/G 为普朗克质量。

* 由最大质量与临界密度可得最大体积，于是半径不能超过(
3MCh

4πρc

)1/3

≈ 2.3
mpl

µemB

1

λe
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* 也可直接对流体力学方程进行数值求解确定关系
* 中子星模型基本类似，但由于非常致密，推导需要利用广义相对论，情况复杂很多，得到的最大质量结
果称为奥本海默极限

相对论性正负电子对气体

* 若光子特征能量 kBT ≫ mec
2，光子碰撞会产生极端相对论的正负电子对

由于正负电子对湮灭产生自由光子，且光子化学势为 0，化学反应平衡时必须 µ+ + µ− = 0，下记电子化

学势 µ− = µ。

直接将极端相对论近似 ϵe ≃ pec 代入 5.3 节的费米气体的压强表达式，利用 x = ϵe
kBT

, η = µ−
kBT
无量纲化

后可得到电子压强

p− =
8π

3h3c3
(kBT )

4F4(η), Fn(η) =

∫ ∞

0

xn−1dx
exp(x− η) + 1

同理正电子压强 p+ = 8π
3h3c3

(kBT )
4F4(−η)，因此总压强

p± =
8π

3h3c3
(kBT )

4(F4(η) + F4(−η))

可以证明 F4(η) + F4(−η) = η4

4
+ π2

2
η2 + 7π4

60
，于是可利用压强得到总的巨热力学势为

J±(T, V, µ) = − 8πV

3h3c3

(
η4

4
+
π2

2
η2 +

7π4

60

)
于是微分得到正负电子对数密度

n± = n− − n+ =
8π

3h3c3
(µ3 + π2µk2BT

2)

单位体积熵

s± =
8π

3h3c3
k2BT

(
µ2 +

7

15
π2k2BT

2

)
* 对内能仍有 u± = u+ + u− = 1

3
p±

* 温度很高时光子碰撞产生的正负电子对远多于原本的数密度，因此 n+ ≃ n−，于是必须有 µ→ 0，类似

光子气体，符合定性结果，但系统轻子数 n± 仍然守恒。

* 计算可得到 Fn(0) = Bn(0)(1− 21−n)，而化学势为 0 时代入费米气体表达式可知

n+ = n− =
8π

h3c3
(kBT )

3F3(0), u+ = u− =
8π

h3c3
(kBT )

4F4(0)

与同温度的光子数密度 nγ、能量密度 uγ 相比 (见 5.4 节第一部分)，恰好为

n+

nγ

=
F3(0)

B3(0)
=

3

4
,
u+
uγ

=
F4(0)

B4(0)
=

7

8

六 系综理论

§6.1 系综基本思想

系综：系统的系统 (假设系统中存在大量完全相同的系统)，对真实系统进行理论模拟。系综平均代替时间
平均，用相空间代替时间。

1. 描写体系微观运动状态：整个系统的相空间

单粒子相空间 µ 空间 + 粒子间相互作用 = 整个系统相空间 Γ 空间

单粒子相空间维数 2f，粒子个数 N，则 Γ 空间维数 2Nf

实际测量：Γ 空间中的测量值对宏观短微观长时间的平均
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2. Γ 空间中分布：推广玻尔兹曼理论得到最概然分布

基于各态历经假说，给定大量宏观性质完全相同的系统，对应 Γ 空间中的 N 个点

根据等概率假设考虑这些点的最概然分布 ρ(Ω)，Ω 表示系统的 Nf 个位置坐标与 Nf 个动量坐标

ρ(Ω) = dN
dΩ，dΩ 对应 Γ 空间的体积微元

3. 分布函数导出热力学特性函数：系综平均等价于时间平均

仿照玻尔兹曼统计，通过分布函数可导出系统的配分函数，从而得到各热力学势

分类：

1. 孤立系统 微正则系综

2. 封闭系统 正则系综

3. 开放系统 巨正则系统

刘维尔定理：分布函数 ρ(Ω) 的基本限制

系综中所有系统哈密顿量一致，设为 H(q1, . . . , qf ; p1, . . . , pf , t)，每个系统遵循相同的运动方程哈密顿正

则方程：

q̇α =

(
∂H

∂pα

)
qβ

, ṗα = −ptHqαpβ

记 q = (q1, . . . , qf ), p = (p1, . . . , pf ) 定义相空间速度算符与梯度算符

vΓ = (q, p),∇Γ =

(
∂

∂q
,
∂

∂p

)
则由哈密顿正则方程可以算出 ∇Γ · vΓ = 0，对应流体力学，这意味着系综看成相空间中的流体是不可压缩

的。

由相空间中总粒子数守恒，类似流体力学质量守恒方程可以得到

∀∆Ω, 0 =
d
dt

∫
∆Ω

ρdΩ =

∫
Ω(t)

∂ρ

∂t
dΩ+

∫
S

ρvΓ · dS =

∫
∆Ω

∂ρ

∂t
dΩ+

∫
∆Ω

∇Γ · (ρvΓ)dΩ

⇒ ∂ρ

∂t
+∇Γ · (ρvΓ) = 0

代入两式计算得到刘维尔定理

dρ
dt =

∂ρ

∂t
+ vΓ · ∇Γρ =

∂ρ

∂t
+∇Γ · (ρvΓ) = 0

* 物理含义：相空间中跟随任意系统的移动过程里，周围系统的态密度保持常数，演化类似不可压缩流体。
* 利用哈密顿正则方程，可得到泊松括号形式的刘维尔定理 ∂ρ

∂t
+ [ρ,H] = 0，这意味着其具有时间反演对

称性：若 ρ(q, p, t) 满足刘维尔定理，则 ρ(q,−p,−t) 亦满足。
* 推论：任何状态函数 B 有

d ⟨B⟩
dt = ⟨[B,H ]⟩

(根据泊松括号形式乘 B 后积分，假设 B 在无穷远处趋于 0 可由分部积分得到)
* 平衡态要求 ⟨B⟩ 不变，从而 ρeq 不随时间变化，代入刘维尔定理得 [ρeq,H] = 0，即 ρeq 与哈密顿量对

易，是系统守恒量。当 ρeq 是 H 的函数时，直接计算可得此式成立，于是为可能解，这是统计力学的基

本假设之一。
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* 平衡态由刘维尔定理及不可压缩性可得 ∇Γρeq · vΓ = 0，代入知态密度 ρeq 必须为常数。

* 若开始时不在平衡态能演化为平衡态，由时间反演对称性可知反向也会发生，并不合理。实际上可能的
解决方案是，假设 ρ(t) 在 ρeq 附近演化，对时间平均后收敛于 ρeq，这就是玻尔兹曼引入的各态历经假说，

在统计物理中作为公理性的基本假设。(由于有限时间一维运动轨迹不可能完全覆盖高维曲面，常采用其
退化版本准各态历经假说，不要求经历几乎每个状态，只要能收敛于 ρeq 即可。)

§6.2 微正则系综

* 给定 E, V,N 的孤立系统组成的系综

* 基本假定：能量曲面上的微观状态具有相同的概率 (等概率原理)
* 内能 U 为能量均值 ⟨E⟩，由能量给定知 U = E

熵

由于能量完全确定，其态密度函数应为 (σ(E) 为能量曲面 H(pi, qi) = E 总面积，用于归一化)

ρmc(qi, pi) =
1

σ(E)
δ(H(qi, pi)− E)

由于 δ 函数难以处理，E 一般不会严格单值，假定能量范围 E ≤ H(pi, qi) ≤ E +∆E,∆E ≪ E，推导最

概然分布：

考虑 N 个确定 E, V 的系统，将能量曲面分割为大量面积元 σi，每个上有系统 ni，若一个系统在 σi 出现

的概率为 ωi，分布 {ni} 的概率为

Wtot{ni} = N !
∏
i

ωni

i

ni!

由约束
∑

i ni = N 利用拉格朗日乘子法可知 ni ∝ ωi，由等概率假设又可知 ωi ∝ ∆σi，此处 ∆ 代表面积，

因此 N 个状态的最概然分布是均匀分布，也即

ρmc =

 1
Ω

E ≤ H(pi, qi) ≤ E +∆E

0 otherwise.

这里 Ω =
∫
E≤H(pi,qi)≤E+∆E

dΩ 可代表总状态数，用于归一化。
* 由于宏观可测量是围观量的系综平均，利用吉布斯熵的表达式可知

S = ⟨kB lnΩ⟩ = ⟨−kB ln ρ⟩

对微正则系综 (下方总状态数记为 Ωmc) 可验证

S = ⟨−kB ln ρ⟩ =
∫
(−kB ln ρmc)ρmcdΩ =

∫
E≤H(pi,qi)≤E+∆E

kB lnΩmc

Ωmc

dΩ = kB lnΩmc

由 Ω(N,V,E) 已知，以熵作为特性函数通过 1.5 节的关系可确定其他热力学势的表达式。

三维单原子分子理想气体

共 N 个分子时哈密顿量 H(pi, qi) =
∑3N

i=1
p2
i

2m
，则 (d3Np = dp1 . . . dp3N，q 同理)

Ω(E) =
1

N !h3N

∫
E≤H(qi,pi)≤E+∆E

d3Npd3Nq

记 Σ(E) 为对 H(qi, pi) ≤ E 部分的积分 1
N !h3N

∫
H(qi,pi)≤E

d3Npd3Nq，通过线性变换可计算得

Σ(E) =
V N

N !h3N
(2mE)3N/2C3N
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其中

C3N =
π3N/2

Γ(3N/2 + 1)

为 3N 维单位球的体积，可通过积分变换算出。

于是

Ω(E) = Σ′(E)∆E =
3N

2

∆E

E
Σ(E)

直接计算可得理想气体的熵为 (注意 Γ(3N/2 + 1) 即为 (3N/2)! 的定义，类似阶乘近似为 3N
2

ln 3N
2

− 3N
2

)

S = kB lnΩ = NkB ln V (4πmE)3/2

h333/2N5/2
+

5

2
NkB + kB

(
ln 3N

2
+

∆E

E

)
忽略最后一项的两个小量可得到通常温度下熵的表达式，进而重新由 T dS = dE + pdV − µdN 推出理想
气体的各热力学势。

* 这样得到的熵仍然会在零温趋于负无穷，这是由于能量很低时 ∆E
E
不可忽略，也即 ∆E 不会严格为 0，

确定能量的严格孤立系统并不存在。

经典谐振子系统

类似爱因斯坦的固体比热理论，考察 N 个固有频率相同的经典可分辨的谐振子，哈密顿量为

H(pi, qi) =
N∑
i=1

(
p2i
2m

+
1

2
mω2q2i

)
仍然先计算 Σ(E)，作线性变换得到

Σ(E) =
1

hN

∫
H(qi,pi)≤E

dNpdNq =
1

hN
(2E)N

ωN
C2N =

1

N !

(
E

h̄ω

)N

类似计算并忽略小量得到

S = kB lnΩ(E) = NkB

(
1 + ln E

Nh̄ω
+

1

N
ln ∆E

E

)
≃ NkBT

(
1 + ln E

Nh̄ω

)
* 进一步可推出 E = NkBT，符合之前结论；p = 0，这是由于空间固定的谐振子没有自由运动来产生压

强，不能做任何体积功；µ = kBT ln E
Nh̄ω
。

§6.3 正则系综

* 与大热源接触保持温度不变，给定 N,V, T 的系统组成的系综

* 可把大热源与系统看作更大的孤立系统，则总能量 Et 为常数，且系统能量 E 远小于热源能量，因此

E ≪ Et

* 系统能量 E 不再固定

熵

假设系统处于能量 Es 的某确定微观态，热源必在能量 Et −Es 的某微观态，由等概率原理知处于此微观

态的概率正比于热源状态数 Ωr(Et − Es)，由于其很大，取对数泰勒展开近似

lnΩr(Et − Es) ≃ lnΩr(Et)− βEs

这里 β 是由于 (Nr, Vr, Et) 点的(
∂ lnΩr

∂E

)
N,V

=
1

kB

(
∂Sr

∂E

)
N,V

=
1

kBT
= β
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上方运用了熵的定义 Sr = kB lnΩr 与麦克斯韦关系。

由于和中第一项为常数，可进一步写为 ρc,s ∝ exp(−βEs)，从而有

ρc,s =
exp(−βEs)

Z
,Z =

∑
s

exp(−βEs)

再假设系统在能级 El 的简并度为 Ωl，可改写为

ρc,l =
Ωl exp(−βEl)

Z
,Z =

∑
l

Ωl exp(−βEl)

对经典系统，相空间连续，剖分为体积 hNf 的相格后可得到 (常数 N !hNf 来自交换数与相格)

ρc(pi, qi) =
1

N !hNf

exp(−βE(qi, pi))

Z
,Z =

1

N !hNf

∫
exp(−βE(qi, pi))dΩ

直接由正则系综条件推导

总系统数 N，将相空间剖分为相同大小相格 ∆Ωi，假设其中 ni 个系统，内能

U = ⟨E⟩ =
∑

i niEi

N

假设 ωi 为某个系统出现在相格 ∆Ωi 中概率 (根据等概率原理所有 ωi 应相等)，则

W{ni} = N !
∏
i

ωni

i

ni!

与微正则相同，对 N , U 约束分别添加乘子 α, β 利用乘子法得到

ni ∝ exp(−βEi) ⇒ pi =
exp(−βEi)

Z
,Z =

∑
s

exp(−βEs)

与之前从微正则出发的结果相同。此外，根据平衡态时熵表达式可计算

S = ⟨−kB ln ρ⟩ = ⟨kBβE(qi, pi) + kB lnZ⟩ = kBβ ⟨E⟩+ kB lnZ = kBβU + kB lnZ

* 这里原表达式的系数 N !hNf 从单相格积分与交换数的转化中消去

* 将 β 看作 β(U)，则 Z 成为 Z(β(U))，两边对 U 偏导可得到 1
T
= kBβ，从而知 β 仍为 1

kBT
，进一步得

到 F = U − TS = −kBT lnZ，从而有其他热力学势表达式。

三维单原子分子理想气体

从哈密顿量可得正则配分函数为 (利用高斯积分
∫∞
−∞ exp(−x2)dx =

√
π)

Z(N,V, T ) =
1

N !h3N
V N

3N∏
i=1

∫ ∞

−∞
exp(−βp2i /2m)dpi =

V N

N !λ3N
T

, λT =
h√

2πmkBT

推导出结果与微正则系综形式相同，只是能量 E 并不为常量，U 为其平均值。

经典谐振子系统

从哈密顿量利用高斯积分计算得配分函数

Z(N,V, T ) =

(
kBT

h̄ω

)N

从而 F = −NkBT ln kBT
h̄ω
，忽略能量涨落后仍与微正则系综形式相同。

* 当 N → ∞ 时，可以严格证明正则分布逼近微正则分布，因此形式相同，证明见下。
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能量涨落

正则系综分布函数可以写为 ρc =
1
Z
D(E) exp(−βE)，其中 D(E) 代表能级的态密度函数，一般 ∝ EN，由

于其单调增，指数项单调减，相互竞争导致 ρc(E) 存极大值，设此时能量 (也即最概然能量) 为 E∗。下面

分步说明其与微正则系综关系：

1. E∗ 与微正则系综固有能量 E0 一致

极大值 ρ′c(E) = 0，代入化简得到这即为 D′(E∗)
D

= β，即(
∂ lnD
∂E

)
E∗

=
1

kBT

另一方面，考虑给定 (N,V,E0) 的微正则系综，能壳厚度 ∆E，由于能壳厚度很小有

Ω = D(E)∆E ⇒ 1

kBT
=

(
∂ lnΩ

∂E

)
E0

=

(
∂ lnD
∂E

)
E0

因此正则系综最概然能量 E∗ 与微正则系综固定能量 E0 一致。

2. E∗ = ⟨E⟩ = U

注意分布函数积分为 1 有 Z =
∫
D(E) exp(−βE)dE，由定义

U = ⟨E⟩ = 1

Z

∫
ED(E) exp(−βE)dE = − 1

Z

∂Z

∂β
= −∂ lnZ

∂β

将 Z 用 F = −kBT lnZ 代替，并代入 S =
(
∂F
∂T

)
N,V
，计算可得到 ⟨E⟩ = F + TS，即平均能量也与

微正则系综中的固有能量一致，从而 E∗ = ⟨E⟩。

3. N → ∞ 时正则分布逼近微正则分布

能量涨落对应其方差 (注意 ∂Z
∂β

=
∫
ED(E) exp(−βE)dE)

σ2 =
〈
E2
〉
− ⟨E⟩2 = 1

Z2

(
Z

∫
E2D(E) exp(−βE)dE − ∂Z

∂β

∫
ED(E) exp(−βE)dE

)
= −∂U

∂β

而右侧即为 kBT
2
(
∂U
∂T

)
N,V

= kBT
2CV，与 N 正比，而 ⟨E⟩ 与 N 正比，因此热力学极限 N → ∞ 时

σ

⟨E⟩
∝ N−1/2 → 0

根据切比雪夫不等式，这也就代表正则分布逼近微正则分布。

4. E∗ 附近 ρc(E) 近似高斯分布

将 ln ρc(E) 在 U 附近展开，近似到二阶项 (根据前面部分已证 U = E∗，故一阶导数为 0)，利用热
力学知识计算化简得到

ln
(
D(E) exp(−βE)

)
≃ −β(U − TS)− 1

2kBT 2CV

(E − U)2

于是

ρc(E) ≃ 1

E
exp

(
− β(U − TS)− (E − U)2

2kBT 2CV

)
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两体近似下的实际气体

只考虑两体相互作用，并假设分子间势能 Vij 只与距离有关，可得系统哈密顿量为

H =
N∑
i=1

p2
i

2m
+
∑
i<j

Vij(|ri − rj |)

计算正则配分函数为

Z(N,V, T ) =
1

N !λ3N
T

∫
d3Nr

∏
i<j

exp(−βVij)

记积分项为相互作用因子 QN。

* 理想气体即 Vij = 0 时，有 QN = V N

考虑 QN 展开到一阶小量，记 fij = exp(−βVij)− 1, fij ≪ 1，有

QN (V, T ) =

∫
d3Nr

∏
i<j

(1 + fij) ≃
∫

d3Nr

(
1 +

∑
i<j

fij

)
= V N + V N−2

∑
i<j

∫
fij d3rid3rj

进行坐标变换，将 ri, rj 换元为 ri − rj , ri + rj，并假设所有势能 V 表达式相同，可得到 (上式进行了近似
N(N−1)

2
≃ N2

2
，下式采用了球坐标换元)

QN (V, T ) ≃ V N + V N−1N
2

2

∫
(e−βV (|r|) − 1)d3r = V N + V N−1N

2

2
a(T )

a(T ) = 4π

∫
r2(e−βV (r) − 1)dr

将此表达式代入配分函数后可计算出

Z(N,V, T ) ≃ V N

N !λ3N
T

(
1 +

N2

2V
a(T )

)
从而根据 F = −kBT lnZ 可知 (这里假设 aN2 ≪ 2V )

p = −
(
∂F

∂V

)
N,T

=
NkBT

V
− kBT

aN2

2V 2 + aN2V
≃ NkBT

V

(
1− aN

2V

)

为进一步计算分子作用力，需要确定势能。Lennard-Jones 势为 V (r) = V0

((
r0
r

)12 − 2
(
r0
r

)6)
，但其计

算 a(T ) 近似较为复杂，因此采用更简单的 Sutherland 势

V (r) =

+∞ r < r0

−V0
r60
r6

r ≥ r0

这时由近似 eβV0(r0/r)
6 − 1 ≃ βV0

r60
r6
代入计算可得到

a(T ) ≃ −4π

3
r30(1− βV0) ⇒ p ≃ NkBT

V

(
1 +

2πr30N

3V

(
1− V0

kBT

))
记 v = V

N
，由 r30 ≪ v 忽略二阶小量 (此近似即气体原子体积远小于所占据的平均体积) 可得(

p+
2πr30V0

3v2

)(
v − 2πr30

3

)
= kBT

(
1− 4π2r60

9v2

)
≃ kBT

这就是范德瓦尔斯方程。

固体比热德拜理论
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* 爱因斯坦理论在低温时 CV 指数下降，与实验结果 CV ∝ T 3 不符

德拜：假设晶体是各向同性的弹性介质，原子热运动以弹性波形式发生，每一个弹性波振动模式等价于能

量量子化的谐振子。若弹性波固体中传播速度 cs，由波动方程可知声波色散关系为 ω = cskB，于是类似

空窖电磁波得到弹性波振动频率分布 (德拜谱)

D(ω) =
3V

2π2c3s
ω2

由总振动自由度 3N，假设 ω 上限 ωD，通过
∫ ωD

0
D(ω)dω = 3N 解出

ωD = (6π2n)1/3cs

其中 n = N
V
为谐振子数密度，ωD 称为德拜频率。

类似爱因斯坦理论中的推导，固有频率 ω 的振子提供能量 1
2
h̄ω + h̄ω

exp(βh̄ω)−1
，于是总内能为

U =

∫ ωD

0

(
1

2
h̄ω +

h̄ω

exp(βh̄ω)− 1

)
D(ω)dω = U0 + 3NkBTD(x)

U0 =
9

8
Nh̄ωD, x =

h̄ωD

kBT
,D(x) =

3

x3

∫ x

0

y3dy
ey − 1

* 经典情况 x≪ 1，这时积分中近似为 y2，于是 D(x) ≃ 1，得到 U = U0 + 3NkBT,CV = 3NkB，符合经

典结果。

* 低温时 x≫ 1，近似积分上限为无穷，可算出结果为 π4

5x3，于是记 θD = Tx 有

U = U0 +
3NkBπ

4T 4

5θ3D
, CV =

12NkBπ
4

5θ3D
T 3

这称为德拜 T 3 律。

* 局限性：未考虑自由电子贡献、忽略了格点的不连续性
将弹性波量子化看作一种准粒子，称为声子，将谐振子动能 (n+ 1

2
)h̄ω 理解为零点能加激发出 n 个声子的

能量。

声子数可以随意改变，不守恒，因此 µ = 0，且任意数量声子可以处于同一量子态，即其为玻色子。理想

声子气体的巨配分函数应为

lnΞ = −
∫ ωD

0

D(ω)dω ln
(
1− exp(−βh̄ω)

)
由此得到巨热力学势，并进一步得到其他热力学势。

§6.4 伊辛模型

* 海森堡铁磁体模型：晶格原子通过自旋-自旋相互作用产生铁磁性
设铁磁体哈密顿量为

H = −
∑
⟨ij⟩

IijSi · Sj

⟨ij⟩ 代表对相邻原子求和。此哈密顿量具有转动对称性，但铁磁体的磁化具有方向性，这是由于对称性自
发破缺。相变的理论描述相当困难，也只有少数几个理论模型有严格解，以下介绍伊辛模型下的相变理论：

一维伊辛模型

考虑单轴各向异性铁磁体，晶体的 N 个原子依次排列在一个环上，每个原子的磁矩只有平行或反平行晶

轴两个方向，记作量子数 σi = ±1。
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原子磁矩大小为 µB = eh̄
2m
，而相互作用能只需考虑相邻原子的交换相互作用，磁矩平行时为 −I，反平行

时为 I，由能量最低，I > 0 时原子自旋倾向于同向排列。假设在晶轴方向加磁感应强度 B 的外磁场，系

统的哈密顿量应为

H = −I
N∑
i=1

σiσi+1 − µBB
N∑
i=1

σi = −I
N∑
i=1

σiσi+1 −
1

2
µBB

N∑
i=1

(σi + σi+1)

这里下标 N + 1 等同于 1。
其配分函数为

Z(N,B, T ) =
∑

σ1=±1

· · ·
∑

σN=±1

exp
(
β

N∑
i=1

(
Iσiσi+1 +

1

2
µBB(σi + σi+1)

))
为计算此配分函数，记

P =

(
eβ(I+µBβ) e−βI

e−βI eβ(I−µBβ)

)
, αi =

(
1

0

)
when σi = 1, αi =

(
0

1

)
when σi = −1

则发现由
∑

σi=±1 αiα
T
i = I 合并同类项有

Z(N,B, T ) =
∑

σ1=±1

· · ·
∑

σN=±1

N∏
i=1

(αT
i Pαi+1) =

∑
σ1=±1

αT
1 P

Nα1 = tr(PN )

由矩阵的知识，tr(P ) 为 P 本征值之和，而 PN 特征值为 P 本征值的 N 次方，求解 P 本征值得到

Z(N,B, T ) = λN
1 + λN

2 , λ1,2 = eβI cosh(βµBB)±
√

e−2βI + e2βI sinh2(βµBB)

根据 F = −kBT lnZ 可得到更多结果，例如磁矩

M = −
(
∂F

∂B

)
N,T

= NµB
sinh(βµBB)√

e−4βI + sinh2(βµBB)

λN
1 − λN

2

λN
1 + λN

2

* 在无自旋相互作用时，I = 0，本征值为 2 cosh(βµBB) 与 0，磁矩为 NµB tanh(βµBB)，回到顺磁体的

磁矩公式。

* 相互作用能量远大于热运动能量，即 βI ≫ 1 时，本征值近似为 exp(βI ± βµBB)，此时进一步将磁矩公

式中 e−4βI 近似为 0 可得 M ≃ NµB tanh(NβµBB)。

* 即使自旋相互作用很强的近似结果中，B = 0 时 M 仍然为 0，这意味着并没有发生原子倾向于自旋同
向的自发磁化 (铁磁相变)，接下来进行分析。

长程序与短程序

长程序：向上与向下的自旋平均数，记平均自旋向上个数 N+，平均向下个数 N−

短程序：相邻的平行/反平行对数，记所有 N 对相邻中均正、均负、正负分别平均个数为 N++, N−−, N+−

假设每个原子与相邻的 γ 个原子发生相互作用 (一维伊辛模型 γ = 2)，利用图论知识分析可得两个约束

γN+ = 2N++ +N+−

γN− = 2N−− +N+−

结合粒子数与自旋-自旋相互作用均值结果产生的约束〈∑
i,j

σiσj

〉
= N++ +N−− −N+−

N = N+ +N−
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可消元得到 N+− 用 N,
〈∑

i,j σiσj

〉
的表示。

一维情况下 γ = 2，且直接代入公式验证可发现〈∑
i,j

σiσj

〉
=

1

β

∂ lnZ
∂I

进一步计算并求解得到
N+−

N
=

e−3βI√
e−4βI + sinh2(βµBB)

λN−1
1 − λN−1

2

λN
1 + λN

2

* 事实上由对称性
〈∑

i,j σiσj

〉
= N ⟨σ1σ2⟩，也可从此出发计算。

* 无自旋相互作用，即 I = 0 时 N+−
N

= 1
2 cosh(βµBB)

。

* 当 B = 0 时 N+−
N

= N
2
，结合 N+ = N− = N

2
可得到 N++ = N−− = N

4
。

* 当 βI ≫ 1 时
N+−

N
≃ e−4βI sinh((N − 1)βµBB)

sinh(βµBB) cosh(NβµBB)

反平行的对数随相互作用增加以指数形式减少，即自旋链中形成了很多磁畴，每个磁畴中是同向的，而朝

上朝下的磁畴相互抵消，总磁化强度为 0，仍然不显铁磁性 (短程有序，长程无序)。

* 二维伊辛模型存在铁磁性，且可以精确求解，但精确解法过于复杂，因此介绍两种近似方法。三维伊辛
模型目前未找到精确解。

平均场近似

在只有两取向时，实际磁矩 µi = µBσi，则 Eij = − Iµj

µ2
B
µi，也即 µj 对 µi 的作用可以等效成一个磁场

Beq
j = Iµj

µ2
B
。

若铁磁体在作用下总磁矩 M，平均到每个磁矩的贡献为 µ̄ = M
N
，又假设每个磁矩和近邻的 γ 个产生相互

作用，则它们产生的等效磁场磁感应强度 Beq = γIµ̄
µ2
B
，由对称性，每个磁矩受到的作用相同。

记外场磁感应强度 B，内外总磁感应强度 Beff，可以建立等式

Beff = B +
γI

Nµ2
B

M

另一方面，根据第四章推导有

M = NµB tanh(βµBB
eff )

当 B = 0 时，记

Tc =
γI

kB
, θ =

T

Tc

, L̃ =
M

NµB

方程变为 L̃ = tanh L̃
θ
，分析得其解为

L̃ =

0 T > Tc

0,±L0 T < Tc

也即 T > Tc 时 M = 0，处于顺磁状态；T < Tc 时处于不稳定的 M = 0 状态，会向 M = ±L0NµB 两个

态中任何一个转变并稳定在一个，对称性自发破缺。

布拉格-威廉姆斯近似
定义范围在 [−1, 1] 的长程序参量 L 与短程序参量 σ

L+ 1

2
=
N+

N
,
σ + 1

2
=

2N++

γN
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前者反映自旋朝上的概率，后者则反应近邻两个格点自旋均向上的概率。

注意到 ⟨
∑

i σi⟩ = N+ −N− = NL，系统能量可以写为

E(N,L, σ) = −1

2
NIγ(2σ − 2L+ 1)−NµBBL

假设近似 (这意味着自旋向上分布的某种独立性)

2N++

γN
≃
(
N+

N

)2

则可从 σ ≃ 1
2
(L+ 1)2 − 1 得到

E(N,L) = −1

2
NγIL2 −NµBBL

由于 L 确定时的简并度为 g(L) = C
N+

N = N !
(N(1+L)/2)!(N(1−L)/2)!

，代入可知配分函数为 (这里求和符号代表
范围内所有可能的取值)

Z =
1∑

L=−1

N !

(N(1 + L)/2)!(N(1− L)/2)!
exp

(
β

(
1

2
NγIL2 +NµBBL

))
当 N → ∞ 时可以取近似，只保留求和中最大的一项 (也即其他项比起最大项可以忽略不计，证明较为复
杂)，记其对应的 L 为 L̄，通过乘子法可得得到其满足

β(γIL̄+ µBB) =
1

2
ln 1 + L̄

1− L̄
⇒ L̄ = tanh(βµBB + βγIL̄)

于是配分函数

lnZ ≃ Nβ

(
1

2
γIL̄2 + µBBL̄

)
−N

(
1 + L̄

2
ln 1 + L̄

2
+

1− L̄

2
ln 1− L̄

2

)
可化简为

lnZ = −N
2

(
γβIL̄2 + ln 1− L̄2

4

)
考察自发磁化，即 B = 0 时，方程可写为 (θ 与上一部分相同)

L̄ = tanh L̄
θ

且由于参量定义可知 M = µB(N+ −N−) = NµBL̄，于是布拉格-威廉姆斯近似与平均场近似完全等效。
从 B = 0 时 L̄ 的解可进一步计算出自由能 F = −kBT lnZ，从而得到各热力学势，如

U = −∂ lnZ
∂β

=

0 T > Tc

− 1
2
NγIL2

0 T < Tc

CV = U ′(T ) =

0 T > Tc

−NγIL0(T )L
′
0(T ) T < Tc

利用泰勒展开可知 T → 0 时解 L0 ≃ 1− 2e−2/θ，而 T < Tc 且在 Tc 附近有

L0 ≃
√

3(1− θ) =

√
3

(
1− T

Tc

)
于是 T → T−

c 时热容 CV = 3
2
NkB，T > Tc 时 CV = 0，相变点处 U 连续但 CV 不连续，是二级相变。
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§6.5 巨正则系综

* 与大热源、粒子源接触保持温度与化学势不变，给定 V, T, µ 的开放系统组成的系综

* 系统能量 E、粒子数 N 不再固定

* 将系统和大热源、粒子源看作更大孤立系统，则总能量 Et、总粒子数 Nt 为常数，且 E ≪ Et, N ≪ Nt

熵

假设系统处于能量 Es、粒子量 Et 的某确定微观态，热源必在能量 Et −Es、粒子数 Nt −Ns 的某微观态，

由等概率原理知处于此微观态的概率正比于热源状态数 Ωr(Et − Es, Nt −Ns)，由于其很大，取对数泰勒

展开近似

lnΩr(Et − Es, Nt −Ns) ≃ lnΩr(Et, Nt)− βEs − αNs

这里 β 与正则系综同理，α 是由于 (Nt, Vr, Et) 点的(
∂ lnΩr

∂N

)
E,V

=
1

kB

(
∂Sr

∂N

)
E,V

= − µ

kBT
= α

上方运用了熵的定义 Sr = kB lnΩr 与麦克斯韦关系。

由于和中第一项为常数，可进一步写为 ρgc,s ∝ exp(−βEs − αNs)，从而有

ρgc,s =
exp(−βEs − αNs)

Ξ
,Ξ =

∞∑
N=0

∑
s

exp(−βEs − αNs)

对经典系统，相空间连续，剖分为体积 hNf 的相格后可得到 (常数 N !hNf 来自交换数与相格)

ρgc(pi, qi) =
1

N !hNf

exp(−βE(qi, pi)− αN)

Ξ
,Ξ =

∑
N

e−αN

N !hNf

∫
exp(−βE(qi, pi))dΩ

直接由巨正则系综条件推导

总系统数 N，将相空间剖分为相同大小相格 ∆Ωi,N，这里 N 代表粒子数，假设其中 ni,N 个系统，内能

U = ⟨E⟩ =
∑

i,N ni,NEi,N

N

粒子数测量值 (即平均粒子数)

N̄ = ⟨N⟩ =
∑

i,N ni,NN

N
假设 ωi,N 为某个系统出现在相格 ∆Ωi,N 中概率 (根据等概率原理所有 ωi,N 应相等)，则

W{ni,N} = N !
∏
i,N

ω
ni,N

i,N

ni,N !

与正则类似，对 N , U, N̄ 约束分别添加乘子 γ, β, α 利用乘子法得到

ni,N ∝ exp(−βEi − αN) ⇒ pgc,i,N =
exp(−βEi − αN)

Ξ
,Ξ =

∑
i,N

exp(−βEi − αN)

与之前从微正则出发的结果相同。此外，根据平衡态时熵表达式可计算

S = ⟨−kB ln ρ⟩ = ⟨kBβE(qi, pi) + kB lnΞ + kBαN⟩ = kB lnΞ + kBβU + kBαN̄

*将 β看作 β(U,α)，则 Ξ成为 Ξ(β(U,α), α)，两边对 U 偏导可得到 1
T
= kBβ，从而知 β仍为 1

kBT
；类似将 α

看作 α(N̄ , β)后对 N̄ 求导可得到 µ
T
= −kBα，于是 α = − µ

kBT
；进一步得到 J = U−TS−µN̄ = −kBT lnΞ，

从而有其他热力学势表达式。
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* 对全同粒子组成的巨热力学系统，对比巨配分函数表达式与配分函数表达式可以得到

Ξ(V, T, µ) =
∑
N

e−αNZ(T, V,N)

对理想气体，由于又有

Z(T, V,N) =
1

N !
Z1(T, V )N

综合可得到

Ξ(V, T, µ) =
∑
N

1

N !

(
exp(µ/kBT )Z1(T, V )

)N
= exp

(
exp(µ/kBT )Z1(T, V )

)
对理想单原子分子气体，根据单粒子配分函数 Z1 =

V
λ3
T
，可直接得到

lnΞ = exp(µ/kBT )
V

λ3
T

从而根据巨热力学势计算出其他热力学势。

近独立粒子系统

假设近独立例子系统能级分布为 {ni}，总粒子数 N =
∑

i ni，总能量 Es =
∑

i niϵi，且由于近独立，假设

各个能级对应微观状态数 Wi，总微观状态数应满足

W{ni} =
∏
i

Wi

代入巨正则系综的微观状态分布函数可得 (这里合并了同一能级的不同状态，因此有 W{ni} 倍)

pN,Es
=

1

Ξ
W{ni} exp(−αN − βEs) =

1

Ξ

∏
i

Wi exp
(
− (α+ βϵi)ni

)
其中 (连乘展开即对所有可能的分布 {ni} 进行了求和)

Ξ =
∏
i

Ξi,Ξi =
∞∑

ni=0

Wi exp
(
− (α+ βϵi)ni

)
由于系综粒子数不固定，我们事实上需要求不同能级上粒子数的系综平均值

⟨ni⟩ =
∞∑

N=0

∑
Es

nipN,Es
=

1

Ξ

∞∑
ni=0

niWi exp
(
− (α+ βϵi)ni

)∏
j ̸=i

Ξj = − 1

Ξi

∂Ξi

∂α
= −∂ lnΞi

∂α

根据玻尔兹曼分布、玻色分布、费米分布分别有 (后两种的计算利用了二项式定理)：

Wi =
ωni

i

ni

⇒ lnΞi = ωi exp(−α− βϵi)

Wi = Cni
ni+ωi−1 ⇒ lnΞi = −ωi ln

(
1− exp(−α− βϵi)

)
Wi = Cni

ωi
⇒ lnΞi = ωi ln

(
1 + exp(−α− βϵi)

)
由此可得到与之前推导形式相同的结果，只是原本的最概然能级分布 ni 替换成了系综平均 ⟨ni⟩。

涨落

类似正则系综，下面说明巨正则系综如何在热力学极限下逼近微正则系综：
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1. 态密度函数

巨正则系综分布函数可以写为

ρgc(N,E) =
1

Ξ
DN (E) exp

(
− β(E − µN)

)
其中 DN (E) 代表给定粒子数下能级的态密度函数，这样表达下有

Ξ =
∑
N

∫
DN (E) exp

(
− β(E − µN)

)
dE

设 ρgc 取到最大值时对应的最概然能量为 E∗，最概然粒子数为 N∗。

2. 最概然能量/粒子数与微正则系综固有能量/粒子数一致

ρgc 分别对 N,E 求偏导并令其为 0，可解得 (N∗, E∗) 点

1

kBT
=

(
∂ lnD
∂E

)
N

,− µ

kBT
=

(
∂ lnD
∂N

)
E

类似正则系综时的推导，由于这与微正则系综的固定能量/粒子数处求偏导结果一致，从而说明结果。

3. E∗ = ⟨E⟩ = U,N∗ = ⟨N⟩ = N̄

直接计算 (最后一个等号见第五章)

⟨E⟩ = 1

Ξ

∑
N

∫
EDN (E) exp

(
− (E − µN)/kBT

)
dE = kBT

(
µ
∂ lnΞ

∂µ
+ T

∂ lnΞ

∂T

)
= U

⟨N⟩ = 1

Ξ

∑
N

N

∫
DN (E) exp

(
− (E − µN)/kBT

)
dE = kBT

∂ lnΞ

∂µ
= N̄

于是平均能量/粒子数也与微正则系综固有能量/粒子数一致，从而相等。

4. 粒子数涨落

完全类似可将 ⟨N2⟩ 写为 Ξ 偏导的形式：

〈
N2
〉
=
k2BT

2

Ξ

∂2Ξ

∂µ2

于是直接计算化简 (注意 ∂ ln Ξ
∂µ

= 1
Ξ

∂Ξ
∂µ

) 可得粒子数涨落

σ2
N =

〈
N2
〉
− ⟨N⟩2 = kBT

(
∂N̄

∂µ

)
T,V

利用麦克斯韦关系可将此式改写为
σ2
N

N̄2
=
kBT

V
κT ∝ 1

N̄

于是热力学极限时此涨落趋于 0，粒子数逼近恒定值。

* 当 κT 非有限值时相对涨落未必趋于 0，例如汽液相变临界点时 κT → ∞，出现临界乳光。

5. 能量涨落

在令逸度 z = exp(βµ) 保持不变时求偏导，可将能量系综平均值重新写为较简单的形式

⟨E⟩ = − 1

Ξ

(
∂Ξ

∂β

)
z,V〈

E2
〉
= − 1

Ξ

(
∂2Ξ

∂β2

)
z,V
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进一步计算得到相对能量涨落
σ2
E

U2
=
kBT

2

U2

(
∂U

∂T

)
z,V

通过复杂的计算可以得到
σ2
E

U2
=
kBT

2

U2
CV +

σ2
N

U2

(
∂U

∂N

)2

T,V

右侧第一项为正则系综中的能量涨落，第二项含偏导的项为强度量，因此仍有热力学极限时

σ2
E

U2
∝ 1

N̄
→ 0

综合上一部分即说明了热力学极限下巨正则系综逼近微正则系综。

* 计算可知 ⟨EN⟩ ̸= UN̄，即粒子数与能量涨落相关

迈耶集团展开

在正则系综讨论实际气体两体近似时，我们得到了表达式

Z(N,V, T ) =
1

N !λ3N
T

QN (V, T )

QN (V, T ) =

∫
d3Nr

∏
i<j

(1 + fij)

利用组合知识考虑 QN 中乘积完全展开后 2N(N−1)/2 项。对每项考虑一个有 N 个顶点的图，每项中若有

fij 则连接 i 到 j 的边，那么展开中的每一项与 N 个顶点的无向无环图一一对应 (每条边都可能连上可能
不连，且由于 i < j 的要求不会出现环，也不会有重边)。图中每个连通分量称为一个粒子集团，简称集团，
包含 l 个粒子 (顶点) 的集团则称为 l 集团，用 cl 表示 (cl 的构造未必相同，如 f12f13 与 f12f13f23 都是

c3)，
若只考虑图中每个集团的大小，N 个顶点的无向无环图可以看作一个向量 {m1, . . . ,mN}，ml 代表 cl 的

个数，满足
∑

l lml = N。将 cl 类比能级 l，向量 {mi} 事实上对应了一个集团分布，而将图形分解为一
系列所有可能的集团组合就称为迈耶集团展开。将所有边重新看成有向边，则互不同构的 cl 称为 cl 集团

的不同构型 (注意看作无向边时 f12f23 与 f13f23 同构，但看作有向边时不同构，于是 c3 有四种构型，另

两种见上段末的例子)。若 cl 有 Kl 种构型，对每个 ml 还可以展开为向量 {nl1, nl2, . . . , nlKl
}，nli 代表属

于第 i 种构型的 cl，满足
∑Kl

i=1 nli = ml。

为考虑所有可能情况，先在 ml 分布不变的情况下对所有 {nli} 求和，再考虑 ml 得到给定 {mk} 时的积
分结果

S{mk} = N !
N∏
l=1

1

(l!)ml

∑
{nlj}

Kt∏
i=1

(C
(i)
l )nli

nli!
= N !

N∏
l=1

1

(l!)mlml!

( Kl∑
i=1

C
(i)
l

)ml

这里的计算利用了二项式定理，C
(i)
l 代表 cl 第 i 种构型的积分结果。

注意到 Cl 的量纲为体积的 l 次方，定义无量纲量 bl =
1

l!λ3l−3V

∑Kl

i=1 C
(i)
l ，则有

Z(T, V,N) =
1

N !λ3N
QN (V, T ) =

1

N !λ3N

∑
mk

S{mk} =
∑
{mk}

N∏
l=1

1

ml!

(
blV

λ3

)ml

由于N 给定时 {mk}并不独立，正则系综下计算并不方便，利用巨配分函数与配分函数关系，结合
∑

l lml =

N 可得巨正则系综下
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Ξ(T, V, µ) =
∑
N

exp(Nβµ)Z(T, V,N) =
∑
{mk}

∑
k kmk∏
l=1

1

ml!

(
blV exp(lβµ)

λ3

)ml

=
∞∏
l=1

∑
m1

· · ·
∑
mN

. . .
1

ml!

(
blV exp(lβµ)

λ3

)ml

= exp
(
V

λ3

∞∑
l=1

blelβµ
)

于是亦可算出巨热力势 J = −kBT lnΞ，从而得到其他热力学势。记逸度 z = exp(βµ)，有

p

kBT
=

1

λ3

∞∑
l=1

blz
l

1

v
=
N

V
=

1

λ3

∞∑
l=1

lblz
l

这就是迈耶集团展开公式。

下面考察 bl 的具体计算方式。先计算前三项，根据定义有

b1 =
1

V

∫
d3r1 = 1

而假设分子间相互作用只与距离有关，势为 V (r)，类似两体近似中的计算过程可知

b2 =
1

2λ3V

∫∫
d3r1d3r2f12 =

1

2λ3

∫
d3r1f12 =

2π

λ3

∫ ∞

0

(
exp(−βV (r))− 1

)
r2dr

* 这里积分到无穷远处忽略了体积限制，因为距离较远时相互作用势近似为 0，也即体积充分大时，bl 与
体积无关，理想气体近似下有 limv→∞ bl(V, T ) = bl(T )。

下面考虑 b3，有

b3 =
1

6λ6V

∫∫∫
d3r1d3r2d3r3(f12f13 + f12f23 + f13f23 + f12f13f23)

由于对称性，前三项的积分相等，且利用相对坐标展开可发现∫∫∫
d3r1d3r2d3r3f12f13 =

∫
d3r12f12

∫
d3r13f13

因此可化简得

b3 = 2b22 +
1

6λ6V

∫∫∫
d3r1d3r2d3r3f12f13f23

大部分情况下粒子几乎不会形成大集团，z ≪ 1，只需要展开到前几项就足以计算，但接近相变时仍然可

能需要计算一般的 bl。

根据 λ3

v
能展开为 z 的级数，理论来说，利用反函数，z 也可以展开为 λ3

v
的级数，即设

z =
∞∑
l=1

cl

(
λ3

v

)l

于是 p
kBT
也可以展开成 λ3

v
的级数，即设

p

kBT
=

1

λ3

∞∑
l=1

al

(
λ3

v

)l

=
1

λ3

∞∑
l=1

al

( ∞∑
n=1

nbnz
n

)l

对比系数即可得到 al 与 bl 的关系，如 a1 = b1 = 1, a2 = −b2, a3 = 4b22 − 2b3 等，而 al 一般相对容易实验

测得，从而可计算 bl。

* 展开到 a2 时即有
pV

NkBT
= 1− b2(T )

λ3

v
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* 量子系综：对密度算符 ρ̂，根据薛定谔方程可推出量子刘维尔定理

dρ̂
dt =

1

ih̄ [Ĥ, ρ̂]

平衡态时即 [Ĥ, ρ̂] = 0，有与经典理论的类似形式。从中进一步推导可得到微正则、正则、巨正则系综的

配分函数形式与之前结果相同。

气体动力论

从系统的微观运动方程出发，得到宏观性质及其随时间的演化。核心问题：

1. 如何定义系统的平衡态？

物理量的系综平均不随时间变化，如上一章所述，这要求 [ρeq,H] = 0，一个可能解是 ρeq 是 H(也
即能量) 的函数 (统计力学基本假设之一)。

2. 所有系统能自然演化到平衡态吗？

如上一章，对这个问题的探究带来了统计力学另一个基本假设：各态历经假说，而玻尔兹曼方程推出

的玻尔兹曼 H 定理部分解释了实际过程的不可逆性。

3. 非平衡态系统如何演化？

解释这个问题需要进一步发展系统微观状态的演化方程，一个结果是 BBGKY 方程链。

* 更多内容见原讲义/后续课程


