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一 绪论

流体定义-宏观态中除固体外的液态、气态均属于流体
基本框架：

• 物理定律 [质量守恒、动量守恒、角动量守恒、能量守恒]

• 流体性质 [粘性、可压缩、表面张力等]

• 运动形式

分支：粘性流体力学 (粘性影响)、气体动力学 (可压缩影响)、分层流 (流体空间中密度不均)、渗流 (多孔
介质中流动)、湍流、燃烧学 (含化学反应) 等，流体力学基础主要研究理想不可压缩流体。
数学基础 [场论]：

∇ =
( ∂
∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
梯度 ∇ϕ、散度 ∇ · v⃗、旋度 ∇× v⃗

梯度定理 ∫∫
A

ϕn⃗dA =

∫
τ

∇ϕdτ

散度定理 (Gauss 定理) ∫∫
∂V

v⃗ · n⃗dA =

∫∫∫
V

∇ · v⃗dV

旋度定理 (Stokes 定理) ∮
∂A

v⃗ · d⃗l =
∫∫

A

(∇× v⃗) · n⃗dA

* 混沌：确定的问题表现出宏观的随机性，或对初始条件非常敏感引起的随机 [常由非线性项导致]，例：
xn+1 = λxn(1− xn) 在 λ, x0 取值适当时此数列能够在 [0, 1] 稠密。流体力学中：湍流，如不同雷诺数流体

绕柱运动后的混乱状态 [但数学上，缘于 N-S 方程，并没有严谨的分析，至今未能解决]。

二 流体基本性质

§2.1 物理性质

连续介质假设

利用连续性的研究需要将流体划分为微元 (流体质点)，而此划分的基本要求为所有宏观物理量可定义，如

ρ = lim
∆τ→∆τ∗

∆m

∆τ

∆τ 为体积元，有意义的最低体积 ∆τ∗ 一般为分子自由程 λ 的立方，更小时分子热运动影响明显，不再具

有宏观意义。

由此，为其可定义，需要 ∆τ∗ 可以看作 0，也即分子自由程不能太大、观测尺度不能太小。
* 研究第一种情况的为稀薄气体动力学，第二种则为微尺度流体力学。
* 大数定律保证了考察尺度中分子量足够大时可以表现出确定的宏观性质。
连续介质假设：流体上所有的宏观物理量是空间和时间的连续光滑函数 [一般至少要求二阶可微]。
* 数学知识的局限性，非光滑情况难以研究

易变形性

流体与固体差别 [材料角度]：静止流体不能承受剪切应力，从而受到剪切力会导致运动。
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粘性

流体粘性是分子动量交换的宏观表现 [摩擦]。
牛顿粘性平板 [思想实验]：上下两面积 A 充分大平板中放流体，两板距离 b，下方静止，上方向右以速度

U 运动，则推测保持运动所用的力

F ∝ UA

b

记 µ = UA
Fb
，称为动力学粘度，只与流体本身的属性相关。

* 无滑移条件：固壁上流体的速度等于固体的速度
* 注意到单位面积受力 F

A
即为所受的剪切应力 τ，而从垂直截面看来，流体中某个长方形的部分在 dt 时

间后变为平行四边形，则此时角度变化 [角应变] dγ = U dt
b
，于是 U

b
= dγ

dt 为角的变形速率。

于是方程也可写为：τ = µγ̇，剪切应力与角应变速率正比，此为流体作为材料的本构关系。

* 后文定义的角应变率 ε 为直角变形速率的一半，因此对应剪切应力的本构关系为 τ = 2µε。

* 固体：弹性力与应变大小相关；流体：剪切应力与角应变快慢相关。
满足上述关系的流体称为牛顿流体，小分子流体一般满足，否则称为非牛顿流体 [本课程只研究牛顿流体]。
例：圆筒粘度计。圆筒高 h，内径 r，外径 r + e，内外间填充流体后以角速度 ω 旋转，则受力

F = 2πrhµ
rω

e

从而可算出扭矩 M = Fr，功率 N =Mω。

* 能将嵌套圆柱近似为平面要求 e≪ r。

可压缩性

体积模量：压强与体积相对变化量的比值

K = − dp
dτ/τ = ρ

dp
dρ

水的体积模量为空气的 104 倍量级，一般视为液体不可压缩。

* 第二个等号是由于 τρ 步滨，从而可以得到 ρdτ + τ dρ = 0。

另一方面，声速近似满足

c =

√
dp
dρ =

√
K

ρ

气体运动速度比声速为马赫数 Ma =
v
c
，于是气体在低速运动 (Ma < 0.2) 时一般认为不可压缩，否则需要

考虑压缩性影响，密度、速度、压力均相关，无法解耦，复杂度大幅度增加。

* 声速代表无穷小扰动在介质中的传播速度，因此马赫数会影响运动产生的扰动的传播方式，从而作为高
低速判据。

* 拉瓦尔喷管：利用可压缩性，将压力势能转化为动能，从而达到超音速。
事实上空气中声速 340 米每秒，而 12 级台风的速度也仅 40 米每秒，因此日常生活中气体运动都无需考
虑可压缩性。当气体超音速时 (注意并非介质中物体，而是介质本身) 流过静止物体，周围必然存在亚音
速区域，但这其中速度可能发生强间断，此间断即激波，跨过激波速度突变，压力、温度迅速上升。[数学
上，描述超音速为双曲型方程，马赫锥对应渐近线，而描述亚音速为椭圆型方程。]
* 激波内部，温度、压力梯度很大，无法看作连续性介质，流体力学无法生效。流体力学的处理方式为将
其看作间断，左右通过守恒匹配。

表面张力

表面张力产生的毛细现象与固体、液体材料性质均相关，一般在直径毫米/微米级的管道中或微重力下的
流体运行时考虑。
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§2.2 流体运动学

描述流体运动的数学方法：

1. 拉格朗日法，描述每个流体质点，通过每个流体质点上的物理量描述流体状况。标注流体质点：将流
体在 t = 0 时刻每个质点的空间坐标作为其坐标 ξ，在此后追踪其运动，所有物理量 [包含空间位置]
是流体质点与时间的函数。

2. 欧拉法，描述每个空间中的点 x，所有物理量都是空间位置与时间的函数 [不再关注单个流体质点的
运动过程]。

由于描述同一个流场，一般情况下可以相互转化。由于相互转化本质要求反函数关系存在，对局部来说要

求 Jacobi 阵可逆。

欧拉 → 拉格朗日

假设已知 v(x, t)，下面计算 ξ, t 下 v 的表示 vξ(ξ, t)，这里 v 为速度。

根据速度定义，v = dx
dt，考虑 0 时刻的某个位置 ξ，则求解

dx
dt = v(x, t), x(0) = ξ

得到的 x(t) 即代表了 0 时刻 ξ 出发的点 [换而言之，这点的拉格朗日坐标为 ξ] 的轨迹 x(ξ, t)，于是再代

入即得

vξ(ξ, t) = v(x(ξ, t), t)

例如，对 v = x+ t，记 x(0) = ξ，求解 dx
dt = x+ t, x(0) = ξ 可得到 x = (ξ + 1)et − t− 1，从而

v = (ξ + 1)et − t− 1 + t = (ξ + 1)et − 1

拉格朗日 → 欧拉

假设已知 vξ(ξ, t)，可反解出 v(x, t)。直接利用 dx
dt = vξ(ξ, t) 可以从 x(0) = ξ 积分出 x(ξ, t)，解出 ξ(x, t)

代入可得到 v(x, t) = vξ(ξ(x, t), t)。

例如，对 v = (ξ + 1)et − 1，直接积分可得

x(ξ, t) =

∫ t

0

(
(ξ + 1)et − 1

)
dt+ ξ = (ξ + 1)et − t− 1

从而

ξ(x, t) =
x+ t+ 1

et − 1

于是有

v =

(
x+ t+ 1

et − 1 + 1

)
et − 1 = x+ t

* 拉格朗日法表达式复杂，不能直接反映参数空间分布，不适合描述运动变形特征；欧拉法表达式简单、
直接，描述流体元运动变形，因此是流体力学中常用的解析方法。

速度场：v = v(x, t)，x 一般为二维或三维。
流量：通过某个截面的体积流量 Q =

∫∫
A
v⃗ · n⃗dA，质量流量 ṁ =

∫∫
A
ρv⃗ · n⃗dA。均质不可压缩情况下 ρ 为

常数，两者成固定比例。

对一个管道的任何两个不同截面，不可压缩的情况下通过它们的体积流量必然相同。
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证明：考虑它们形成的封闭曲面，只需证明
∫∫
A
v⃗ · n⃗dA = 0，而根据前文 Gauss 定理，其与

∫∫∫
τ
∇ · v⃗dτ

相同，这里 τ 是封闭曲面围成的立体。只要 ∇ · v⃗ = 0 此式即满足，在不可压缩时成立。

* 由此类似得 ∇ · (ρv⃗) = 0 可推出质量流量相同，其中一种成立的情况是定常流动。

定常流动

定义：任何空间点上的物理量不随时间变化的流动 [依赖于参考系]，数学上对应流体力学方程组的稳态解。
考虑匀速水流流过一静止圆柱体，当速度较小时是定常的，但速度增大时会变为非定常 [出现一系列的漩
涡，形成卡门涡街]，进一步增大则成为湍流。事实上，数学上对圆柱绕流的解既有定常解，也有非定常解，
随参数变化，定常解可变为非定常解，即动力系统中的分岔现象。

* 流体的雷诺数增大可引起这样的变化
* 边界条件不依赖时间不能得到定常结论
* 若参考系变化，圆柱匀速低速运动，站在岸边，则显然不为定常流动，而参考系为圆柱则定常。参考系
变换意义：速度越大处压力越小只适用于定常流动，例如设计机翼时，必须以飞机为参考系才能得到正确

的结论。

流动的维数

考虑一个 z 方向无穷长圆柱管道，流体在其中定常流动，则空间上在 z 方向对称，又由于圆的对称性，速

度 u(r, θ, z, t) 只与 r [点到圆柱中心距离] 有关，可写为 u(r)，这就是一维的流动问题。事实上此问题可解

出解析解，u(r) 为抛物线。

* 此降维事实上是从空间对称性认为解也是对称的，但空间对称性的前提是时间对称性，也即只有定常流
动时可以将流动降维。

对机翼而言，上方速度高，下方速度低，从而压强差产生升力 [儒可夫斯基变换]。事实上，其是将三维的
绕翼流动降维到机翼近似无限长的二维空间利用复变函数讨论。

§2.3 流体运动几何描述

迹线：流体质点的运动轨迹，即为之前欧拉表示推出的拉格朗日表示 [若确定质点并非通过 0 时刻的位置，
而为其他时刻的位置，也可以类似代入不同的初始条件得到解]。
流线：流场中的一条曲线，使得其每点的切线方向为速度方向 [与电场线、磁感线的定义类似]。若速度已知，
其方程即 r⃗′(t)× v⃗(r⃗(t)) = 0，或写成 v⃗× dr⃗ = 0，按分量 v⃗ = (u, v, w), r⃗ = (x, y, z) 展开即 dx

u
= dy

v
= dz

w
。

性质：不相交 (除非速度为 0 的驻点 [滞止点] 或速度为无穷的奇点处)、不中断 (除非遇到边界)、定常流
动时与迹线相同

* 流线计算：直接代入某时刻速度场 v⃗ = v⃗(x, y, z) 求解微分方程可得到结果。例如二维时若某时刻速度场

为 u = kx, v = −ky，则流线方程为 dx
x

= − dy
y
，从而全部流线为 xy = C，结合经过的点可以得到具体的

流线方程。

* 对非定常流动，将 t 看作参数即可算出每个时刻的流线方程。

流管：对某不是流线的闭合曲线，通过其上每点的流线围成一个圆管，即称为流管。根据流线性质，流管

亦在非特殊点不能相交、不能中断。

* 分析工程问题的基本结构

脉线：对流场的某一特定点不断输入颜色液体，液体质点在流场中构成的曲线为脉线。[定常流动中与迹
线、流线相同。]
* 实验观察流场结构常用：雷诺圆管实验：圆管中匀速流动的液体，向一个点连续放入红墨水，低速时顺
流接近直线 [层流]，高速时只有开始为直线，后续变得混乱 [湍流]。原因：流动失稳，层流在高雷诺数时
变为不稳定平衡，遭到扰动即成为湍流，但具体机制仍不明确。
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* 雷诺数 Re = ρvD
µ
，其中 µ 为动力粘度，v 为速度，D 为圆管直径，ρ 为密度。

流体线：流场中固定流体质点组成的一条线 [可任意指定]，流动过程中不会自相交。
流体面：流场中固定流体质点组成的一个面，流动过程中不会自相交、不会中断、不会出现空洞。

* 本质是由于连续介质假设，因此保持拓扑性质。
* 由于流体面不会出现空洞，考虑一个闭曲面，其内部与外部的流体不会出现交换。

加速度场的计算

利用拉格朗日法表示，v⃗ξ = v⃗ξ(ξ, t)，代表 0 时刻处在 ξ 的流体质点在 t 时刻的速度，则其加速度为
d
dt v⃗ξ(ξ, t)。

由于欧拉观点常用，需要在欧拉观点 v⃗(x⃗, t) 下表示质点的加速度。准确来说，将 x, y, z 都是 ξ, t 的函数有

a =
d
dt v⃗(x(ξ, t), y(ξ, t), z(ξ, t), t) =

∂v⃗

∂t
+
∂v⃗

∂x

∂x

∂t
+
∂v⃗

∂y

∂y

∂t
+
∂v⃗

∂z

∂z

∂t
=
∂v⃗

∂t
+
∂v⃗

∂x
u+

∂v⃗

∂y
v +

∂v⃗

∂z
w

这里 v⃗ = (u, v, w)。

另一方面，这个式子也可以写成

a =
∂v⃗

∂t
+ (v⃗ · ∇)v⃗

对时间导数称为当地加速度，第二项称为迁移加速度，整体记作 Dv
Dt
，这里 D = ∂

∂t
+ v⃗ · ∇ 表示对质点的

导数，称为随体导数。与上述推导相同可得，质点上的任何物理量 B 随时间的变化速率应为 DB
Dt
。

例：(u, v, w) = (x+ t, ty, xz)，则

∂v⃗

∂t
= (1, y, 0),

∂v⃗

∂x
= (1, 0, z),

∂v⃗

∂y
= (0, t, 0),

∂v⃗

∂z
= (0, 0, x)

于是加速度为 (1, y, 0) + (x+ t)(1, 0, z) + ty(0, t, 0) + xz(0, 0, x) = (1 + x+ t, y + t2y, xz + tz + x2z)。

§2.4 一点邻域内相对运动

流体的变形：

1. 线应变率 [线变形]：沿坐标轴方向微小线段，单位时间内单位长度的变化速率。例如，二维空间中，
考虑 M(0, 0)、A(∆x, 0)、B(∆x,∆y)、C(0,∆y)，一段时间 ∆t 后变为 M ′A′B′C ′，则 [εxx 代表垂直
x 轴平面向 x 方向的应变速率]

εxx =
M ′A′ −∆x

∆t∆x

* 若 M,A 的 y 方向速度一样，则向量 M ′A′ 与 MA 方向相同；若 x 方向速度亦一样，则长度也相

同。于是线应变速率的产生来自 M,A 的速度不同。

* 根据近似，有 ( ∂v⃗
∂x
∆x 即为两点速度差别)

⃗M ′A′ = M⃗A+
∂v⃗

∂x
∆x∆t

对长度差进行泰勒展开，令 ∆x→ 0,∆t→ 0可得 εxx = ∂u
∂x
，同理可得类似定义的 εyy =

∂v
∂y
, εzz =

∂w
∂z
。

* 考虑二维的应变率矩阵
(
εxx εxy

εyx εyy

)
即可进一步得出受力 [缘于流体本构关系]。

* 由于 ∆x,∆y,∆t 很小，弯曲为高阶小量，可以将 M ′A′B′C ′ 近似视为平行四边形。

2. 体应变率 [体变形]：单位时间内单位体积的变化速率，类似上方计算行列式后舍弃二阶小量可得到
∆t 后的体积近似为

(1 + εxx∆t)(1 + εyy∆t)(1 + εzz∆t)∆x∆y∆z
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作差后省略高阶小量得到体应变率为 εxx + εyy + εzz，这恰好是 ∇ · v⃗，即速度场的散度。

* 这也是应变速率矩阵的迹。

* 不可压缩流动：任何一块流体在运动过程中体积保持不变，即 ∇ · v⃗ = 0，此时任何流管进出口体

积流量相同，和流动是否定常无关。

3. 角应变率 [角变形]：单位时间直角的变化速率的一半，考虑二维情况下的直角 AMB，其再 ∆t 后变

为 A′M ′B′。类似之前可知 A′M ′ 与 AM 的角度差近似为 [ ∂v
∂x
∆x 为两者 y 方向速度差别，乘 ∆t 后

代表 y 方向拉开距离，近似为弧长除以 ∆x 就是夹角]

δα =
∂v

∂x
∆x∆t · 1

∆x
=
∂v

∂x
∆t

同理，B′M ′ 与 BM 角度差近似为 δβ = ∂u
∂y
∆t，于是角应变率

εxy = εyx =
1

2

δα+ δβ

∆t
=

1

2

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)
* 类似材料力学中切应力 τxy = τyx [否则角加速度会无穷大，证明见后文]，此处必然有 εxy = εyx，

否则与连续介质假设矛盾。

* 与线应变率共同组成应变率矩阵，当坐标系旋转时，利用正交相似可以得到新坐标系的应变率矩阵
[若变换结果不为标准正交基，则一般为相合]。又由于应变率矩阵是对称阵，其可以正交相似对角化，
因此总存在方向只有线应变率没有角应变率。此外，仅当应变率矩阵半正定或半负定时，能保证坐标

系旋转下所有应变一定同向。

* 相似矩阵迹相等，因此体应变速率与坐标系选取无关。

应变率矩阵

三维的应变率矩阵可以写为


εxx εxy εxz

εyx εyy εyz

εzx εzy εzz

，根据之前推导，我们有
εij =

1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
张量 (从爱因斯坦开始广泛应用，简化曲面上几何的表示)：0、1、2 阶分别对应标量、矢量、矩阵。
爱因斯坦求和约定：下标相同且不在左侧出现意味着对所有可能项求和，例如矩阵乘法 c = Ab 可以写成

ci =
∑

j bijaj = bijaj，散度为 ∇ · v⃗ = ∂vj
∂xj
，随体导数就可以写为

Dvi
Dt

=
∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

流体元的旋转

* 自转角速度定义为角平分线旋转角速度
仍然类似之前考虑 AMB 变成 A′M ′B′，但由于是角平分线的旋转，应为差而非和，即 [此处 z 方向旋转

代表 xy 平面的旋转]

ωz =
δα− δβ

2
=

1

2

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
同理可得 ωx, ωy，根据定义有

ω⃗ =
1

2
∇× v⃗
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* 另一个看法：考虑绕质点的 xy 平面内小圈，半径为 a，小圈的切向量 d⃗l，则其附近的旋转为

ωz = lim
a→0

1

a

1

2πa

∮
L

v⃗ · d⃗l

根据旋度定理即可将右侧化为

lim
a→0

1

2πa2

∫∫
A

(
∇× v⃗

)
· n⃗zdA =

1

2

(
∇× v⃗

)
· n⃗z

例：[理想牛顿平板]

u = ky

v = 0
，直接计算可知其 εxx = εyy = 0, εxy = εyx = 1

2
k，而自转 ω = − 1

2
k。

亥姆霍兹速度分解定理

流体微团的运动可以分为平动、转动与变形三部分。

考虑 x 分量变化 (u(M0) 表示平动速度)

u(M) = u(M0) +
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy + ∂u

∂z
dz

进行代数变形后可写为

u(M) = u(M0) + εxxdx+ εxydy + εxzdz + ωydz − ωzdy

同理考虑另外两分量可得

v⃗(M) = v⃗(M0) +
1

2

(
∇× v⃗

)
× dr⃗ + dr⃗E

这里 dr⃗ = (dx, dy, dz)，ω⃗ 已经展开，E 表示应变率矩阵，最后一项为矩阵乘法。三项即分别表示平动、
转动与变形。

* 叉乘的张量表示：A⃗× B⃗ = εijkaibj e⃗k，这里 e⃗k 表示 k 方向单位矢量，εijk 在 i, j, k 有元素相等时为 0，
否则为置换 (ijk) 的交换数 [与行列式计算类似]，称为置换张量。

§2.5 涡量与速度环量

Ω = ∇× v⃗ = 2ω⃗，称为涡量，满足 Ω× dr⃗ = 0 的曲线称为涡线。

涡管：对某不是涡线的闭合曲线，通过其上每点的涡线围成一个圆管，即称为涡管。[与流管类似，不会中
断、相交。]
涡通量：过涡管某截面 A，定义涡通量

J =

∫∫
A

Ω · n⃗dA

涡管不同截面的涡通量相等 [良好定义性]：由于 Ω = ∇× v⃗ 有 ∇ · Ω = 0，从而利用散度定理可知涡管中

封闭曲面净流出涡量为 0，即流入涡量与流出涡量相同，也即不同截面涡通量相等。

速度环量

对某封闭曲线，速度环量 Γ =
∮
L
v⃗ · d⃗l，根据旋度定理可知涡通量与速度环量一致。

例：二维流动 u = 2y, v = 3x，利用旋度定理可知流场中沿圆 x2 + y2 = 1 的速度环量为∮
2ydx− 3xdy =

∫∫ (
∂(−3x)

∂x
− ∂(2y)

∂y

)
dA =

∫∫
(−5)dA = −5π

几种流动分类
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层流代表确定性的流动，湍流则具有更多随机性。自然界与工程实际中流动绝大多数都为湍流，但难以刻

画 [难点：为何随机、如何产生、如何描述、如何计算，目前只有唯象的理论]。
有旋流动即流场中涡量处处为 0 的流动 [只有平动，无自转，这门课重点研究]，而有旋流动指涡量非零的
流动。

* 此外还可以区分内流与外流，在工程上会有更多应用

三 微分形式的基本方程

§3.1 质量守恒

系统：由固定流体质点组成的流体团 [拉格朗日观点]。
系统满足的物理规律：质量守恒、牛顿第二定律、热力学第一定律

控制体：固定的空间点组成的区域 [欧拉观点]。
可以利用质量、动量、动量矩、能量守恒进行分析。

* 只需考虑流入/流出控制体的质量、动量、能量与外界对控制体的作用

质量守恒方程

取微小控制体，流入的质量与流出的质量差异造成密度差异。

为方便，考虑边长 δx, δy 的小矩形，则 δt 时间，δy 边两侧单位时间单位长度流量差 ∂(ρu)
∂x

δx，再乘 δyδt

就是这段时间内的净流出量；同理，δx 边的净流出量为 ∂(ρv)
∂y

δyδxδt。而两者之和应是总质量增加量 [密度
变化乘面积 δxδy] ∂ρ

∂t
δtδxδy 的相反数，对比得到方程

−∂(ρu)
∂x

− ∂(ρv)

∂y
=
∂ρ

∂t

三维时类似，可写成
∂ρ

∂t
+∇ · (ρv⃗) = 0

* 张量表述 ∂ρ
∂t

+ ∂(ρvj)

∂xj
= 0。

* 由 ∇ · (ρv⃗) = ρ∇ · v⃗ + v⃗ · ∇ρ，可将此式化为

∇ · v⃗ = −1

ρ

Dρ

Dt

也即单位密度的减小对应体应变率，对不可压缩流动即可推出 Dρ
Dt

= 0，即流体质点运动过程中密度不变，

体变形速率为 0。
* 回顾前文不可压缩时流管两不同截面通过的体积流量相同，与流动是否定常无关。
例：不可压缩流动 x方向速度 u = − cy

x2+y2
，则 y方向速度须满足 ∂v

∂y
= −∂u

∂x
，因此积分得到 v = cx

x2+y2
+f(x)。

* 质量守恒方程又称连续性方程。

§3.2 流体元的受力

质量力：来自场的作用，并非接触力 (如重力)，f⃗(x, y, z) 表示该点处单位质量流体所受的作用力，即

f⃗(x, y, z) = lim
δτ→0

δFb
ρδτ

* 反过来，已知质量力即有 Fb =
∫∫∫

τ
ρf⃗ dτ

* 也可类似定义体积力，根据定义式可知其为 ρf⃗
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表面力：接触产生的作用力，代表外表面单位面积受力，即

lim
δA→0

δFs
δA

, Fs =

∫∫
A

p⃗sdA

这里 p⃗ 代表面上的法向应力 (压强)。
取长方体流体元，表面力即代表应力 [下标第一个字母代表面的法线方向，指定面；第二个字母代表该面
受力的方向]：

pxx = lim
δA→0

δFxx
δA

, τxy = lim
δA→0

δFxy
δA

由此有应力矩阵 P =


pxx τxy τxz

τyx pyy τyz

τzx τzy pzz

。
证明 τxy = τyx：为方便考虑二维情况 xy 平面，对原点的力矩为 [质量力与法向应力产生力矩为高阶小量，
可忽略，左侧两倍是由于对称的两边产生相同的力矩]

(2τxy∆y)
∆x

2
− (2τyx∆x)

∆y

2
= Iε̇

这里 I 为转动惯量
∫
r2dm，为 (∆x)4 阶小量 [m 为二阶，r2 也为二阶]，ε 为角速度。若 τxy ̸= τyx，则 ε̇

为 1
(∆x)2

阶无穷大，不符合连续介质假设。

若已知应力矩阵，求过该点某一法向为 n⃗平面单位面积受力：仍考虑二维情况，在该点附近作直角三角形，

直角边在坐标轴上，斜边法线方向为 n⃗。设三边长 ∆x,∆y,∆l，根据三角函数知识有

n⃗ =

(
∆x

∆l
,
∆y

∆l

)
由受力平衡 [质量力仍为小量] 可得 pnx∆l = pxx∆x+ τyx∆y

pny∆l = pyy∆y + τxy∆x

也即任何方向压强 p⃗n = n⃗P，这里 n⃗ 为行向量。对三维类似可得仍有此关系式。

* 由此也类似证明了前文的坐标系旋转后应力矩阵正交相似。
静止流体的应力状态：静止流体不能承受剪切应力，因此无论如何正交相似都是对角阵，只能为单位阵的

倍数。又由于流体元只能承受压力、不能承受拉力，必然有 pxx < 0，即应力矩阵为 P = −pI, p > 0。

* 对理想流体也满足此性质

§3.3 牛顿流体

条件：

1. 应力与应变率成线性关系；

2. 各向同性 [即应力与应变力关系无关坐标系选择]；

3. 角变形率为 0 [静止时法向压力等于静压强]。

定义平均压强 p = − 1
3
(pxx + pyy + pzz) [由于此处讨论的未必是平衡态系统，此压强与热力学中压强的一

致性是难以证明的]，记应力矩阵 P = (pij)，对牛顿流体有本构关系：

pij = −
(
p+

2

3
µ∇ · v⃗

)
δij + 2µεij

此处 δij 当 i = j 时为 1，否则为 0；µ 代表动力学粘度；εij 为应变率矩阵的对应项。
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* 根据之前的计算，εij 也可写成 1
2

(
∂vi
∂xj

+ ∂vj
∂xi

)
，由此计算可验证 p11 + p22 + p33 = −3p。

* 记应变率矩阵为 E，则有

P = −
(
p+

2

3
µ∇ · v⃗

)
I + 2µE

左右同时相似仍成立，因此有各向同性；流体静止时 P 为对角阵，从而 E 为对角阵，角变形率为 0。
* 反之，根据动力粘度定义有 pij = 2µεij , i ̸= j，进一步结合各向同性可得到 P = xI + 2µE，再根据左右

迹相同即能解出 x = −p− 2
3
µ∇ · v⃗。

* 分子量 100 以下的小分子量流体一般可视为牛顿流体。
* 对不可压缩牛顿流体，由于 ∇ · v⃗ = 0，直接有 P = −pI + 2µE；对非牛顿流体，常见 P 可写为 E 的多

项式形式，且最高次数超过一次。

动量守恒方程

为方便，考虑二维情况下两边长 ∆x,∆y 的流体元。其质量 δm近似为 ρ∆x∆y，根据牛顿第二定律，δma⃗ =

δF，而由前文，a⃗ = Dv⃗
Dt
，由此方程左侧为

ρ∆x∆y
Dv⃗

Dt

方程右侧分为质量力与表面力，由质量力定义可知其近似为 mf⃗ = ρ∆x∆yf⃗。对于表面力，考虑 x 方向，

其由左右的 pxx 与上下的 τyx 合成，为(
pxx +

∂pxx
∂x

∆x

)
− pxx∆y +

(
τyx +

∂τyx
∂y

∆y

)
∆x− τyx∆x =

(
∂pxx
∂x

+
∂τyx
∂y

)
∆x∆y = (∇ · Px)∆x∆y

这里 Px 代表 P 的第一列。

由此，记 ∇ · P = (∇ · Px,∇ · Py,∇ · Pz)，可得方程

ρ
Dv⃗

Dt
= ρf⃗ +∇ · P

或根据随体导数的定义写成
∂v⃗

∂t
+ (v⃗ · ∇)v = f⃗ +

1

ρ
∇ · P

对三维情况，类似推导可知成立。

不可压缩流动的 NS 方程
对不可压缩流动，代入 ∇ · v⃗ = 0 可化简动量方程。由于

∇ · P = ∇ · (−pI + 2µE) = −∇ · (pI) + 2µ∇ · E

根据定义可得第一项为 −∇p，而代入 εij 的表达式可得第二项的 x 分量为

2µ∇ · (εxx, εyx, εzx) = µ

(
2
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+

∂2v

∂x∂y
+
∂2u

∂z2
+

∂2w

∂x∂z

)
由 ∇ · v⃗ = 0 有

∂

∂x
(∇ · v⃗) = ∂2u

∂x2
+

∂2v

∂x∂y
+

∂2w

∂x∂z
= 0

即有

2µ∇ · Ex = µ∇2u

类似可得 y, z 方向成立的关系式。记 ∇2v⃗ = (∇2u,∇2v,∇2w)，动量方程即化为

∂v⃗

∂t
+ (v⃗ · ∇)v⃗ = f⃗ − 1

ρ
∇p+ ν∇2v⃗
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这里 ν = µ
ρ
称为运动粘度，出于解的适定性，ν 必须为正。

* 此方程与 ∇ · v⃗ = 0 结合称为 Navier-Stokes 方程 [NS 方程]。
* 对单个质点，经典力学中动量守恒与角动量 [又称动量矩] 守恒是统一的，因此质量守恒与动量守恒已经
描述完备；但之后研究质点系时，就需要分别考察动量与动量矩。

* 对理想流体，粘度 ν = 0，因此可以去掉 ν∇2v⃗ 项，此时称为欧拉方程。

边界条件：

1. 固体壁：对一般 NS 方程，固壁条件为流体在边界上的速度与固体运动速度相同 [无滑移条件]。对欧
拉方程，由于流体不可能穿过固壁，必然有法向速度相等，但切向速度未必相等，称为滑移条件 (由
于欧拉方程阶数更低，所需边界条件更少)。

2. 不同流体交界：两侧的速度、压强都相等 [压强若不等会出现无穷大加速度]，剪切应力 τ 亦相等。同

样，对欧拉方程，两侧切向速度未必相等，剪切应力也未必相等。

3. 自由面 (如水上方是空气时可视为自由面)：剪切力 τ = 0，从而 εij 在 i ̸= j 时为 0，但两侧压强仍
然相等。对欧拉方程，只要求压强相等。

* 内流为管道中流动，需要给定进出口条件，实际进出口可能非常复杂；外流分析无穷大空间运动，需要
给定无穷远边界条件。由于管壁的摩擦，一般只有外流在远离避免处可以作理想流体假设。

例：密度 ρ 的水层在重力下沿倾角 θ 的无穷长斜坡作定常流动，水层深 h，水面上大气压强 0，宽度无限
大，不计摩擦，计算液层内速度与方向分布。

根据空间对称性，分布只与离板面距离有关，设沿斜坡向下为 x 正方向，垂直斜坡向上为 y 正方向，只需

考虑 u = u(y), v = v(y), p = p(y)。根据 NS 方程有 (注意倾斜坐标系下 g 的分量表示，由定常可去掉对 t

的偏导，由对称可去掉对 x 的偏导)
∂v
∂y

= 0

v ∂u
∂y

= g sin θ + µ
ρ
∂2u
∂y2

v ∂v
∂y

= −g cos θ − 1
ρ
∂p
∂y

+ µ
ρ
∂2v
∂y2

边界条件为 u(0) = v(0) = 0, p(h) = 0，且由于 h 处 τ = 0，有 ∂v
∂x

+ ∂u
∂y

= 0。由第一个方程，v 为常

数，结合边界条件知 v = 0，于是方程化简为 g sin θ + µ
ρ
∂2u
∂y2

= 0,−g cos θ − 1
ρ
∂p
∂y

= 0，综合边界条件解得

u = ρg sin θ
2µ

(2hy − y2), p = ρg(h− y) cos θ。
* 对于可压缩流动，由于有额外变量 ρ，除了动量守恒与质量守恒外需要额外方程描述 p, ρ 的关系，这称

为流体的状态方程。对于完全气体 [即理想气体]，由热力学知识可知 p = ρRT，即正比关系。由于又多出

变量 T，进一步增添能量守恒才能完全求解。反之，对不可压缩流动，能量守恒与动量守恒解耦，不需要

求解温度场时无需能量守恒方程。

* 对湍流的研究：相信湍流能通过 NS 方程描述，并通过系综平均进行研究。然而，由于非线性项存在，系
综平均无法线性展开，会相差独立的雷诺应力项 Rij = ⟨uiuj⟩ − ⟨ui⟩⟨uj⟩，研究仍然非常困难。通过假设高
斯分布，从而 ⟨vvvv⟩ = ⟨vv⟩2，可以进行求解 (周培源)。

§3.4 速度环量守恒

速度环量：Γ =
∮
v⃗ · d⃗l，对封闭流体线谈论。

定理：速度环量随体导数等于加速度环量，即

DΓ

Dt
=

∮
Dv⃗

Dt
· d⃗l

证明：考虑 l⃗(t, τ)，τ 为空间参数，利用随体导数定义可知 D
Dt

(d⃗l) = dv⃗，于是左侧等于∮
D

Dt
(v⃗ · d⃗l) =

∮
Dv⃗

Dt
· d⃗l +

∮
v⃗ · dv⃗
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第二项为全微分 d v2
2
的环路积分，必然为 0，从而得证。

开尔文速度环量守恒定理

理想流体在质量力有势与流场正压 [即密度由压力确定，ρ = ρ(p)] 时，对任何流体线的速度环量 Γ 不变。

证明：由流场正压可得 ∇ρ×∇p = 0，从而再利用梯度无旋计算得 ∇×
(
1
ρ
∇p
)
= 0，因此 1

ρ
∇p 是有势场，

记其为 ∇P̂，称 P̂ 为压力函数。

由于质量力有势，设其可写为 −∇U，则根据理想流体 ∇ · P = −∇p，代入动量守恒方程有

DΓ

Dt
=

∮
Dv⃗

Dt
· d⃗l =

∮ (
f⃗ − 1

ρ
∇p
)
· d⃗l =

∮
(−∇U −∇P̂ ) · d⃗l = −

∮
d(U + P̂ ) = 0

* 不可压缩流动满足 ρ 不变，是流场正压的特殊情况。

继续假设在单连通区域中，回顾涡量定义有 Γ =
∫∫
A
Ω⃗ · n⃗dA。在速度环量守恒成立的条件下，由于 Γ 为

常数，只要某刻是无旋流动，所有 Γ = 0，此后一直都是无旋流动。[从空间角度，即上游无旋，下游永远
无旋。]
* 不可压缩流动 ∇ · v⃗ = 0，无旋流动 v⃗ = ∇φ，从而无旋不可压缩时有 △ϕ = 0，速度场直接由 Laplace
方程确定。

静流体压强场

通过静力学平衡可以推出容器中静止流体，表面接触空气，压强为 p0，则流体深度 h 处压强为 p0 + ρgh。

[从 NS 方程的视角，由静止流体 v⃗ = 0 也可以推出。]
* 无论容器何种形状，若接触空气的面压强 p0，在此面下方距离 h (可以为负) 的面压强仍为 p0 + ρgh。对

于多种流体，利用交界面压强相同即可计算。

四 积分形式的基本方程

§4.1 雷诺输运公式

* 积分形式意义：工程估算、微分形式基本方程的标准推导方法
流体系统的随体导数：某流体系统 τ0 中，若某时间其与控制体 CV 重合，则此时对某物理量 η 的积分的

随体导数满足
D

Dt

∫
τ0

ηdτ =

∫
τ0

(
Dη

Dt
dτ + η

D

Dt
dτ
)

由体应变率定义为 1
dτ

D(dτ)
Dt
， D

Dt
dτ = ∇ · v⃗dτ，直接将随体导数拆分化简可得

D

Dt

∫
τ0

ηdτ =
∂

∂t

∫
CV

ηdτ +
∫
CV

∇ · (ηv⃗)dτ =
∂

∂t

∫
CV

ηdτ +
∫∫

A

(v⃗ · n⃗)ηdA

这里等号利用高斯定理，A 指 CV 的边界，此即称为雷诺输运公式。

* 类似此推导过程可以利用积分形式基本方程推导出微分形式基本方程。
* 也可利用随体导数定义考虑 ∆t 时刻后流体团的位置计算极限，则前后重合部分的积分成为第一项，不

重合部分的差成为第二项。

* 物理意义：实现流体系统与控制体的转换。

质量守恒方程

取 η 为 ρ，由于流体系统质量守恒，可以得到

∂

∂t

∫
CV

ρdτ +
∫
CV

∇ · (ρv⃗)dτ = 0
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于是化为微分的形式有
∂ρ

∂t
+∇ · (ρv⃗) = 0

* 物理意义：边界上流入的静质量导致控制体内密度增加。
* 工程应用：通常取流管为控制体，不可压缩流动时流入流出体积流量相同，定常流动时流入流出质量流
量相同，由此可以对管道流量进行估算。

例：小孔出流，圆柱形容器，截面积 A，其中装密度 ρ水，深 H 处开面积 A1 小孔，求小孔之上的水流完的

时间。假设其为准定常流动，即每个时刻认为是定常的，利用能量守恒可知高 h 时流出速度为 v =
√
2gh，

从而可得到 ρA dh
dt + ρA1

√
2gh = 0，直接求解代入边界条件即得 H 与 t 关系 T = A

A1

√
2H
g
。[也可将

∫ τ
0
dt

由前式换元为对 h 积分。]
* 此方法仅为工程估算，未必精确。

§4.2 伯努利方程

条件 [在其他条件的情况下也可能有对应的伯努利方程，此处先讨论最基本的]：

1. 理想流体

2. 定常流动

3. 质量力有势

4. 均质不可压缩 [事实上绝热等熵流动也成立]

5. 沿流线 (或涡线)

由不可压缩理想流体，利用欧拉方程变形可得到

∂v⃗

∂t
+∇v2

2
− v⃗ × (∇× v⃗) = f⃗ − 1

ρ
∇p

利用定常流动，∂v⃗
∂t
为 0。

沿流线或涡线对两边积分，由于对涡线 (∇× v⃗) · d⃗l = 0，对流线 v⃗ × d⃗l = 0，无论对哪种都有

(v⃗ × (∇× v⃗)) · d⃗l = 0

假设 f = −∇U，再由均质即得到 ∮
∇
(
v2

2
+
p

ρ
+ U

)
· d⃗l = 0

即沿流线 v2

2
+ p

ρ
+ U 为常数，这就是伯努利方程。

* 物理意义：沿流线或涡线机械能相等，即流体质点运动过程中机械能不变，本质是理想流体流动的机械
能守恒方程。

* 若流场正压，设压力函数 ∇P̂，则类似得到沿流线 v2

2
+ P̂ + U 为常数。

*也可从开尔文速度环量守恒推导，利用此观点，由于无旋流动任何流体线都是涡线，即有此时 v2

2
+ P̂ +U

在整个流场中为常数，此时可利用 Laplace 方程可进一步求解速度场。
例：分析机翼，机翼参考系下近似满足伯努利方程，由于重力场 U = gh，机翼附近 h 近似常数，因此伯

努利方程化为 v2

2
+ p

ρ
= C，由于需要升力，应满足上方 p1 小于下方 p2，从而 v1 > v2。[注意到以上讨论

是在假设定常的机翼参考系中，若强行在非定常流动的地面参考系使用伯努利方程，则反而可能推出压力

向下。]

伯努利方程应用
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皮托测速管：利用近似无外场时 v2A
2
+ pA

ρ
= v2B

2
+ pB

ρ
，并通过测量 U型管左右高度差得到 pA−pB = ρwg∆h，

保持一端速度为 0 即可测定另一端速度。
文丘里管流量计：仍利用 U 型管，从体积流量相等得到 vAA1 = vBA2，结合 pA − pB 可解出 vA, vB，从

而得到流量。[类似原理也可设计不同流量计。]
之前提到的小孔出流问题也可直接通过伯努利方程得到出口处速度。

* 事实上管道流动中边界层无法视为理想流体，但由于中间部分可视为理想流体，且边界压强连续，测量
仍然是有效的。

* 空泡：液体运动过程中速度不均，内部局部压力下降，局部汽化，成为小的空泡。[其中只含有商量水汽，
破裂时冲击力可能即答，腐蚀金属表面。]
* 管道流动能量损失：伯努利方程的守恒为理想流体情况，对实际流体，机械能会有损失，来源于粘性，具
体损耗为 1

2
ρv2 l

d
λ(Re)，也即

∆

(
ρv2

2
+ p+ ρU

)
=

1

2
ρv2

l

d
λ(Re)

这里 l 为长度，d 为直径。

* 水力学角度：伯努利方程结合粘性损耗可以计算水头线。

非定常流动伯努利方程

在伯努利方程除定常外其他条件满足时，由于 ∂v⃗
∂t
的积分不可忽略，有∫ B

A

∂v⃗

∂t
· d⃗l =

(
v2

2
+
p

ρ
+ U

)∣∣∣∣A
B

* 物理意义：机械能的损失用来加速流动。
* 在一维流动的情况中，∇× v⃗ 必然为 0，因此对任何一段积分都满足上式。
* 详谬：考虑虹吸管，高处瓶子比低处瓶子高 h，中间由管道连接，从高处瓶子的水面内伸入低处瓶子的

水面内。假设瓶子无穷大，则可以看作定常流动，考虑一条从高处瓶子水面经管道到低处瓶子水面的流线，

则两水面处压强、体积、速度相等，但高度不等。[实际原因：管道出口处存在涡面，速度导数间断，无法
直接使用伯努利方程。]
例：等截面 U 形管内振荡，设两边相同高度点为 0，右端初始高为 h，速度为 0，液体总长度 L，求右端

高度 z 随时间变化。由于可看作一维流动，∂v
∂t

= d2z
dt2 恒定，且两端的 v2、p

ρ
一致，代入非定常流动伯努

利方程可得
d2z

dt2 L+ 2gz = 0

从而解得

z = h cos
(√

2g

L
t

)
例：考虑等截面直角管道 ABC，垂直段 AB 与水平段 BC 长度均为 L。管中盛满水，C 处有阀门，突然
打开后 A、C 均接大气，压强 pa，计算此时管中压强分布。由于管道截面积相等，瞬间的管道加速度均相

等，因此运用非定常流动伯努利方程有

2L
∂v

∂t
= gL

于是 ∂v
∂t

= g
2
。在垂直段 AB 的任一点 D，到 A 的距离为 z，继续利用非定常流动伯努利方程到 A 积分有

z
∂v

∂t
= gL+

pa
ρ

− g(L− z)− pD
ρ

于是解出 pD = pa +
1
2
ρgz。类似处理可得水平段沿流线到管口 A 总长度为 z 处压强为 pa + ρg

(
L− 1

2
z
)
。
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例：密度为 ρ 的静止不可压理想流体中，一个球形气泡以 Ra = Ra(t) 的规律膨胀。设球泡内压力为 pb，

无穷远处压力为 p∞，推导 Ra 满足的微分方程 [Rayleigh-Plesset 方程]。利用连续性方程，距离球心 R 处

流速 v 满足 4πR2v = 4πR2
a

dRa

dt ，此外根据非定常流动伯努利方程有∫ ∞

Ra

∂v

∂t
dR+

p∞
ρ

=
1

2

(
dRa
dt

)2

+
pb
ρ

化简积分可推出 [注意]

Ra
d2Ra
dt2 +

3

2

(
dRa
dt

)2

=
pb − p∞

ρ

* 若考虑等温膨胀压强变化，还满足 pb(t)
4
3
πR3

a(t) 为常数，需要联合求解。

§4.3 积分形式动量方程

动量守恒

考虑某流体系统，动量为 P⃗ =
∫
ρv⃗dτ，于是根据牛顿第二定律有 DP⃗

Dt
=
∑
F⃗。

推导微分形式动量守恒方程：

DP⃗

Dt
=

D

Dt

∫
ρv⃗dτ =

∫
D

Dt
(ρv⃗dτ) =

∫
ρ
Dv⃗

Dt
dτ

∑
F⃗ =

∫
ρf⃗ dτ +

∫∫
A

p⃗dA =

∫
ρf⃗ dτ +

∫
∇ · P dτ

这里第一行的最后一步是由于连续性方程，D(ρdτ)
Dt

= 0，而第二行最后一步是由于压强 p⃗ = n⃗P [P 为应力
矩阵] 利用高斯公式计算。由此，通过两行相等即可得到微分形式的动量守恒方程。

工程应用

利用雷诺输运方程改写积分形式动量守恒方程的左侧可得

∂

∂t

∫
ρv⃗dτ +

∫∫
A

ρv⃗(v⃗ · n⃗)dA =
∑

F⃗

定常流动时即有
∫∫
A
ρv⃗(v⃗ · n⃗)dA =

∑
F⃗。

* 物理含义：流入控制体的动量与外力引起控制体动量增加
管道定常流动时，进一步假设进出口流体速度均匀分布，进口为 v⃗1，出口为 v⃗2，由于质量流量同为 ṁ，由

质量流量定义与均匀性可知 ṁ(v⃗2 − v⃗1) =
∑
F⃗。多个进出口时累加可得类似的结论。

工程应用

一维喷管理想流体，已知流量 Q，流体密度 ρ，管道进出口截面积分别为 A0, A3，出口处为大气压，求喷

管受力 [假设水平放置，忽略重力]。由于连通性，可不妨采用相对大气压，即出口处气压设为 0。根据伯
努利方程可知

p0
ρ

=
1

2

(
Q2

A2
3

− Q2

A2
0

)
另一方面根据动量守恒有

ρQ

(
Q

A3

− Q

A0

)
= p0A0 − F

代入即得喷管受力 F。

* 若采用绝对大气压，第一个式子左侧改为 p0
ρ
− pa

ρ
，从而第二个式子右端会相差 pa(A3 −A0)，但积分可

发现这事实上与大气对喷管外侧的作用力抵消，因此结果仍然相同 [另一个看法：动量守恒中对外力的积
分实质上是内外的压强差，从而可不妨设外部压强为 0]。
* 在考虑 pV = nRT 等热学过程时不能考虑相对大气压。
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二维水平弯曲喷管中理想流体，仍不考虑重力，除之前条件外还已知管道弯曲角度 θ，求受力。伯努利方

程形式仍然相同，而记 v0 =
Q
A0
, v3 =

Q
A3
，根据动量守恒应有ρQ(v3 cos θ − v0) = p0A0 − Fx

−ρQV3 sin θ = −Fy

即可解出 F。

二维水平自由射流理想流冲击运动导流片，仍不考虑重力，设喷管进出口截面积均 A，除之前条件外还已

知小车以向前的匀速 U 前进，喷管在小车上，求流体冲击小车的作用功率。取沿小车坐标系转化为定常

流动，则流速为 v = Q
A
− U，根据水平方向动量守恒即有 (左侧的 ρvA 代表参考系下的质量流量)

ρvA(v cos θ − v) = −Fx

功率即为 FxU。

粘性流体圆管流动入口压降，设圆管入口处流速均匀为 U，经充分长距离变为抛物面 u(r) = um
(
1− r2

R2

)
，

忽略壁面摩擦，求压力损耗 ∆P = P1 − P2。由连续性方程可得体积流量守恒，从而

πR2U =

∫ R

0

um

(
1− r2

R2

)
2πrdr

于是有 um = 2U。根据动量守恒即有 (由于出口速度不均匀，不能直接用之前的公式)

P1 − P2 =

∫ R

0

ρu2(r)2πrdr − ρU2πR2

§4.4 积分形式动量矩方程

流体系统动量矩为

L⃗ =

∫
ρ(r⃗ × v⃗)dτ

于是根据动量矩定理有
D

Dt

∫
ρ(r⃗ × v⃗)dτ =

∑
M⃗

仍可利用雷诺输运方程改写左侧，定常流动时∫∫
A

ρ(r⃗ × v⃗)(v⃗ · n⃗)dA =
∑

M⃗ =
∑

r⃗ × F⃗

工程应用

欧拉涡轮机，流体在圆环中定常流动，流体内半径 r1 外半径 r2，内外边缘的切向流速分别为 vθ1, vθ2，径

向流速 vr1, vr2，带动内轮以角速度 ω 转动，计算功率。匀速转动时功率为受到力矩 Ts 与角速度 ω 乘积，

根据定常流动的动量矩守恒可得

Ts =

∫∫
A

ρ(r⃗ × v⃗)(v⃗ · n⃗)dA

注意此处面 A 为内外表面作差，而内外表面 r⃗× v⃗ 都恒定，可提出，剩下的部分积分后由定义恰为质量流

量 ṁ，因此 Ts = ṁ(r2vθ2 − r1vθ1)，代入功率方程即得结果。

* 进一步结合出水口计算质量流量即可估算涡流式离心泵的的功率
无摩擦洒水器，两侧管道长 R，管道出口偏折角度与法线夹角 θ (即偏折角 π

2
− θ)，管口大小 A，体积流量

Q，水从中心轴底部流入，均分到喷水管左右两管口，计算转动角速度 ω。以洒水器中的水为控制体，由

于匀速旋转，每点 r⃗ × v 始终恒定，于是雷诺输运方程改写后第一项仍然为 0。而匀角速度转动，角加速
度为 0，因此洒水器所受合力矩为 0，即∫∫

A

ρ(r⃗ × v⃗)(v⃗ · n⃗)dA = 0
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类似之前推导，左侧即为 ṁ(r2vθ2 − r1vθ1)，轴心处 r1 = 0，因此必然有 vθ2 = 0，而此为洒水器速度减相

对速度 ωR− Q
2A

cos θ (2 来源于水流均分)，于是 ω = Q
2AR

cos θ。
* 过程中 vθ2 = 0 证明了水流合速度为切向

有摩擦洒水器，在上方假设下，若有摩擦，实际转动角速度为 ω，求洒水器受到摩擦力矩 Ts 与功率 Ẇs。

根据力矩守恒，此时有 Ts = ṁRvθ2，根据质量流量与相对速度可知

Ts = ρQR

(
ωR− Q

2A
cos θ

)
再乘 ω 即得 Ẇs。

*另解：考虑随洒水器运动的相对坐标系，根据加速度关系，此时水流收到质量力科氏力 f⃗ = −a⃗ = −2ω×v⃗r，
也即方向为切向，大小为 −2ωvr = −ωQ

A
，质量力产生的力矩为

Mk = 2

∫ R

0

ρfrAdr = −ρωQR2

相对坐标系下，切向速度即为 vθ = − Q
2A

cos θ，于是类似之前根据动量矩守恒可得

Ts +Mk = ṁrvθ = −ρQ
2R

A
cos θ

由此即可计算对应结果。

平面水流射向斜壁，流体密度 ρ，射流速度 v0，宽度 h，平壁与速度方向夹角 θ，忽略粘性及重力，求平

壁所受作用力与作用点位置 [设水流中心线与平壁交点为坐标原点]。假设分成的上下两股流分别厚 h1, h2，

根据伯努利方程可知对应速度大小 v1 = v2 = v0，于是根据连续性方程可得 h1 + h2 = h。由沿平板方向动

量守恒可得

−ρV 2
1 h1 + ρV 2

2 h2 = ρV 2
0 h cos θ

解得

h1 =
1

2
(1− cos θ)h, h2 =

1

2
(1 + cos θ)h

从而再根据垂直平板方向动量守恒有 F = −ρv20h sin θ。假设合力作用点位置为平板上与原点距离 e处，过

此点动量矩守恒可知

ρv20h1
h1
2

− ρv20h2
h2
2

= ρv20h sin θe

解得 e = − 1
2
h cot θ。

* v1 = v2 = v0 是由于流线平行且进出口表面为大气压，通过 N-S 方程，速度均匀可推出 ∇p = 0，于是

压强恒定，可以认为内部压强都是大气压。

§4.5 积分形式能量方程

设 e 为单位质量流体的内能 (比内能)，而单位质量流体动能为 v2

2
，因此流体系统总能量为∫

ρ

(
e+

v2

2

)
dτ

由此根据热力学第一定律可得

D

Dt

∫
ρ

(
e+

v2

2

)
dτ = Q̇+W =

∫∫
A

qλdA+

∫
ρqRdτ +

∫
ρf⃗ · v⃗dτ +

∫∫
p⃗ · v⃗dA

四项分别表示热传导、热辐射、质量力做功与面力做功。

* 此处无对流项，是因为考虑流体系统时左侧已经包含了对流部分。
* 根据 Fourier 定律，qλ = −k∇T · n⃗ = −k ∂T

∂n⃗
，而对理想流体，事实上由统计物理可以推出 k = 0，于是

不考虑热辐射时为绝热流动。
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在绝热条件下，只需要考虑两项做功项，而定常流动可用雷诺输运公式改写第一项，从而有绝热定常流动

时 ∫∫
ρ

(
e+

v2

2

)
(v⃗ · n⃗)dA =

∫
ρf⃗ · v⃗dτ +

∫∫
p⃗ · v⃗dA

若质量力有势 U，由定常流动质量守恒可得 ∇ · (ρv⃗) = 0，从而∫
ρf⃗ · v⃗dτ = −

∫
ρv⃗ · ∇U dτ = −

∫
∇ · (ρv⃗U)dτ = −

∫∫
ρ(v⃗ · n⃗)U dA

也即质量力有势时可改写右侧第一项为面积分。

若假设理想流体，由于 p⃗ = −pn⃗，可改写右侧第二项为
∫∫

p(v⃗ · n⃗)dA。
于是，在质量力有势的理想流体时，改写右侧并移项有∫∫

ρ

(
e+

v2

2
+
p

ρ
+ U

)
(v⃗ · n⃗)dA = 0

进一步假设不可压缩，则根据保持体积可知 D
Dt

(ρedτ) = 0，类似之前推导即有
∫∫
A
ρev⃗ · n⃗dA = 0，于是有∫∫

ρ

(
v2

2
+
p

ρ
+ U

)
(v⃗ · n⃗)dA = 0

* 若进出口速度均匀，此式即成为伯努利方程，否则对进出口面积分作差即为沿总流的伯努利方程。
* 推导可压缩流动伯努利方程：由于条件有定常流动，可以反过来将其写为

D

Dt

∫
ρ

(
e+

v2

2
+
p

ρ
+ U

)
dτ = 0

由连续性 D
Dt

(ρdτ) = 0，于是 ∫
ρ
D

Dt

(
e+

v2

2
+
p

ρ
+ U

)
dτ = 0

也即有
D

Dt

(
e+

v2

2
+
p

ρ
+ U

)
= 0

从而沿流线其守恒。

* 根据热力学中内能为 H − pV，此处 e+ p
ρ
即为单位质量的焓 h，于是忽略质量力时沿流线 h+ v2

2
守恒。

* 对理想气体绝热 [等熵] 定常流动，假设质量力可忽略，则方程为

D

Dt

(
e+

v2

2
+
p

ρ

)
= 0

代入欧拉方程 Dv⃗
Dt

= f⃗ − 1
ρ
∇p = − 1

ρ
∇p 进一步计算得

D

Dt

(
e+

p

ρ

)
= v⃗ · 1

ρ
∇p = 1

ρ

Dp

Dt

根据左侧微分内为 h = cPT，再理想气体状态方程 p = ρRT 展开右侧即得

cP
DT

Dt
=
RT

ρ

Dρ

Dt
+R

DT

Dt

从而由 cV = cP −R 得
cV
T

DT

Dt
=
R

ρ

Dρ

Dt

注意到 1
α

dα
dβ = d lnα

β
对 β 取 x, y, z, t 都成立，结合即有

cV
D lnT
Dt

= R
D ln ρ
Dt
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从而 D
Dt

(cP lnT −R ln ρ) = 0，将 T = p
ρR
代入可得 (注意 cV lnR 为常数，求导为 0)

0 =
D

Dt

(
cV ln p− cV ln ρ− cV lnR−R ln ρ) = D

Dt

(
cV ln p− cP ln ρ) = D

Dt

(
cV ln p

ργ

)
此处 γ 为绝热指数 cP

cV
，于是即有

D

Dt

p

ργ
= 0

微分形式能量方程

由 D
Dt

(ρdτ) = 0 能量守恒方程左侧可以化为∫
ρ
D

Dt

(
e+

v2

2

)
dτ

根据之前，热传导项为 ∫∫
qλdA =

∫∫
k∇T · n⃗dA =

∫
∇ · (k∇T )dτ

而设应力矩阵为 P 有 ∫∫
p⃗ · v⃗dA =

∫∫
n⃗P · v⃗dA =

∫
∇ · (v⃗P )dτ

于是全部化为体积分得到

ρ
D

Dt

(
e+

v2

2

)
= ∇ · (k∇T ) + ρqR + ρf⃗ · v⃗ +∇ · (v⃗P )

工程应用

考虑传热 Q̇ 与流体做功 Ẇ，假设某流体机械稳定 [定常] 工作，忽略质量力有∫∫
ρ

(
e+

v2

2

)
(v⃗ · n⃗)dA = Q̇− Ẇ +

∫∫
p⃗ · v⃗dA

若出入口均匀，则有

ṁ

(
e+

v2

2
+
p

ρ

)∣∣∣∣in
out

= Q̇− Ẇ

此为流体机械的能量守恒方程 [Ẇ 为输入轴功，Q̇ 为损耗，差为实际功率]。
* 注意到 e+ v2

2
= h = cpT，只要有进出口温度、速度、面积与流体性质即可估算涡轮机的传热率。

轴轮式风机，风扇将室外静止大气吸入室内，假设进出口截面均为大气压，风扇功率 Ẇ，出口速率 v2，截

面积 A2，空气密度 ρ，求单位质量流体的有效功率与效率。由于进出口 p, ρ, T 一致，单位质量流体的有

用功率 ∆w = v22
2
，于是效率为

η =
ṁ∆w

Ẇ
=
ρv32A2

2Ẇ

五 更多应用

§5.1 无量纲化

* 实验角度目的：用于衡量不同尺度实验情况与真实情况的接近程度
N-S 方程无量纲化过程：

1. 选取特征尺度 [特征长度 L、特征速度 V、特征时间 T、特征压力 P、特征质量力 g]、

2. 无量纲化
x∗ =

x

L
, v⃗∗ =

v⃗

V
, t∗ =

t

T
, p∗ =

p

P
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3. 代入 N-S 方程得到无量纲版本

Sr∂v⃗
∗

∂t∗
+ (v⃗∗ · ∇∗)v⃗∗ = Frf⃗∗ − Eu∇∗p∗ +

1

Re∇
∗2v⃗∗

* 无量纲化使得 (v⃗∗ · ∇∗)v⃗∗ 前系数 1，则 Sr,Fr,Eu,Re 均为无量纲数。

* 实验模拟要求方程无量纲化后得到的无量纲系数相同，从而保证方程的一致性；此外，模型与实际情况
要求几何相似，从而保证无量纲化后边界条件与实际相同。

* 由于实际调整的变量有限，无量纲系数可能非常多，一致性非常难以保持，只能保持我们认为主要的无
量纲系数一致，但出于湍流等情况数值模拟的困难，实验验证仍然是必要的。

无量纲数的物理意义：

1. 斯特哈尔数 Sr = L
V T
为非定常惯性力除以迁移惯性力；

2. 弗鲁德数 Fr = V√
gL
为惯性力除以质量力；

3. 欧拉数 Eu = P
ρV 2 为压力除以惯性力；

4. 雷诺数 Re = ρV L
µ
为惯性力除以粘性力。

* 实际情况下，特征尺度的选择方式是重要的，关系到实验的可靠性。

考虑圆管流动方程，给定特征速度 V、特征长度 L，取

x∗ =
x

L
, v⃗∗ =

v⃗

V
, t∗ =

t

L/V

即可得到无量纲化方程

∂v⃗∗

∂t∗
+ (v⃗∗ · ∇∗)v⃗∗ = ∇∗(Frf⃗∗ · r − Eup∗) + 1

Re∇
∗2v⃗∗, ∇∗ · v⃗∗ = 0

* 意义：实验发现层流与湍流两种流动状态，临界约为 Re = 2300。

* 对理想流体，雷诺数趋于无穷，一般情况下雷诺数越大，边界层越薄，边界层的梯度越大。

§5.2 流体静力学

基本方程 [欧拉平衡方程]： ∫
ρf⃗ dτ +

∫∫
p⃗dA = 0

由于静止流体不能承受剪切应力，有 p⃗ = −pn⃗ 得∫
(ρf⃗ −∇p)dτ = 0

最终得到

f⃗ =
1

ρ
∇p

* 从微分形式动量方程也可直接推出
* 由此，质量力方向与等压面处处垂直，若有势场 f⃗ = −∇U，则等压面、等势面垂直 [静止水的自由面是
平的]。

平衡条件：由欧拉平衡方程直接计算可得

f⃗ · (∇× f⃗) = 0
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* 此式仅为能够静止的必要条件，未必充分。
* 有势场下计算可发现 ∇ρ×∇p = 0，也即等压面、等密度面也重合，即密度可由压力确定，流场正压。

* 例：不同密度液体的分界面：由于分界处 dp = ρ1f⃗ · dr⃗ = ρ2f⃗ · dr⃗，计算可得(
1

ρ1
− 1

ρ2

)
dp = 0

由于密度不同，即可得出 dp = 0，分界面为等压面 [水油分界面是平的]。

帕斯卡原理：作用于密闭流体之上地压强可大小不变地由流体传到容器各部分。

* 例：重力场下 dp = ρf⃗ · r⃗ = ρgdz，液体同高度处压强一定相等，考虑两水平开口大小不同的容器，对
小口施加压力即可在大口处得到面积倍数的压力 [液体杠杆]。

平壁总压力

矩形闸门沉没在大气压自由面的水中，长 L 宽 b，L 边与自由液面夹角 θ，b 边与自由液面平行，求闸门

单位宽度受力与等效作用点。

设 L 边延长线与自由液面交点 O，记 LA < LB 为延长线线上 O 到端点距离，直接对 pdl 积分可得总受
力为

F =

∫ LB

LA

ρgl sin θdl = 1

2
ρg(L2

B − L2
A) sin2 θ

方向垂直于闸门，可分解得到 x, z 方向的作用力。对力矩，即有

M =

∫ LB

LA

pldl = 1

3
ρg(L3

B − L3
A) sin θ

从而 M/F 得到作用点。

水中闸门的一段为半径 R 的 1/4 圆弧，最高点 a 处深 h，竖直向上，最低点 b 处水平，求此段单位宽度
受力。

取圆弧对应扇形作为控制体，考虑其受力平衡，直接计算分量可得

Fx =

∫ h+R

h

ρgzdz, Fz = ρghR+
1

4
ρgπR2

从而即得合力。由压力方向可知过圆心力矩为 0，因此合力过圆心，由此即可由合力方向延长出作用点。

浮力

阿基米德定律：浸入静止流体中的物体受到浮力作用，大小等于物体排开的流体重量，方向竖直向上并通

过排开流体的形心。

证明：

F⃗ = −
∫∫

(pa + ρgz)n⃗dA = −ρg
∫

∇zdτ = −ρgτ k⃗

这里 k⃗ 为 z 方向单位矢量，即 ∇z。对作用点则需要积分计算力矩进行证明。
* 更简单的理解：直接将物体换为流体，浮力与材料无关，由此直接利用静止时的平衡可得结果。
* 例：水油分界面油在上 [利用浮力定律可得水在上是不稳定平衡，油在上是稳定平衡]。
* 水下物体 [潜体] 平衡：假设重力浮力能够平衡，重心低于形心则稳定 [重力、浮力能构成恢复力偶]，高
则不稳定。若二者重合，与在水中位置关系无关，随遇平衡。

* 浮体：稳定平衡时重心可以高于形心，倾斜时由于没入水中的部分变化，仍可能有恢复力偶 [于是判断
附体平衡应判断重心与稳心高度关系]。稳心与形心距离 Iξ

τ
，这里 Iξ 为绕倾斜轴的转动惯量，τ 为体积。

例：大气压强分布
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温度分布：0km 到 11km 为对流层，温度随高度线性降低 T = T0 − βz；11km 到 20km 为同温层，温度
T = Td 不变，交界处对应压强、高度为 pd, zd。

根据之前推导，由理想气体近似

dp = −ρgdz = pg

RT
dz

于是可得对流层

p = p0

(
1− β

T0

z

)g/(βR)

同温层

p = pd exp
(
− g

RTd
(z − zd)

)
* 从 p 出发也可得到 ρ 的关系式。

例：均质液体相对平衡

车厢中的液体匀加速运动：考虑相对运动参考系，有惯性质量力 −a，于是自由面满足

0 = dp = −ρadx− ρgdz

由此即得方程为 z = −a
g
x+ C，为倾斜直线，由体积守恒确定常数 C。

* 由此任何一点压强为 p = −ρax− ρgz+ p0，p0 可通过液面大气压确定。由此可发现仍然有 p = pa+ ρgh，

h 为该点水深。

考虑柱形容器中的液体匀角速度旋转，则相对参考系下 fx = ω2x, fy = ω2y，于是分析可得

0 = dp = ρ(ω2xdx+ ω2ydy − gdz)

于是平衡方程为

z =
ω2

2g
r2 + C

由体积守恒确定常数 C，仍有压强 p = pa + ρgh。

* 若转轴并非 z 轴，可能产生更复杂的关系。

* 考虑一封闭圆筒，高 H = 2m，半径 R = 0, 5m，注水高度 H0 = 1.5m，已知大气压强 p0。随角速度增

大，液面边缘会逐渐变高，继续加速，液面会有部分与顶面重合，计算液面刚接触圆筒底部时的 ω。利用

空气体积不变与液面为抛物面可算得此时液面顶部的半径 r2：

1

2
πr22H = πR2(H −H0)

仍可利用 zs =
ω2

2g
r2 + z0，代入 z0 = 0, r = r2, zs = H 即可解出 ω。

§5.3 理想二维流动

不可压缩理想流体

无旋定常情况：质量力有势、均质不可压缩理想流体，则伯努利方程处处为常数，v2

2
+ U + p

ρ
= C，意味

着整个流场机械能相等。

例：有自由面的势涡，均质不可压缩理想流体重力场下定常流动，速度分布为 v = C
r
，方向为切向，若有

自由面，求自由面方程。直接验证可知其在 r > 0 处无旋，从而 v2

2
+ gz + p

ρ
处处守恒。考虑自由面的水

平渐进面，若为 z = z0，利用守恒，考虑面上 r → ∞ 可知

gz0 +
p0
ρ

=
v2

2
+ gz +

p

ρ
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根据自由面定义，其 p 恒定，于是代入 v = C
r
即有

g(z0 − z) =
C2

2r2

为旋转双曲面方程。

* 事实上，根据速度环量定义可知 C = Γ
2π
，于是 Γ 守恒，此亦可得到无旋。[靠近 r = 0 处速度无穷大，

形成线涡，是非零速度环量的来源。]
回顾之前，定义理想流体无旋流动的速度势：由 ∇× v⃗ = 0，若区域单连通，存在 φ 使得 v⃗ = ∇φ，其称
为速度势。若流动不可压缩，∇ · v⃗ = 0，从而 △ϕ = 0，可化为 Laplace 方程求解。
* 流动区域可能复杂，导致求解困难，不过由 Laplace 方程的线性性，其解可以看作某些基本解叠加，从
而方便求解。

* 对非定常流动，ϕ 可能为 ϕ(x, y, z, t) 与时间有关，此时利用速度势的定义结合伯努利方程推导可知
∂φ
∂t

+ v2

2
+ U + p

ρ
= f(t)，即与空间位置无关。

例：绕流问题，假设无穷远处为匀速流动 v⃗∞，中间放物体，则求解方程须速度势满足圆柱面上
∂φ
∂n⃗

= 0，

这里 n⃗ 为物体表面的法向量，且无穷远处 ∇φ = v⃗∞。

* 二维时还需要添加环量条件 (绕物体的速度环量)，非定常时则还需要含时的方程。

二维平面不可压缩流动

流函数：由连续性方程 ∇ · v⃗ = 0，即 ∂u
∂x

+ ∂v
∂y

= 0，根据场论知识存在 ψ 使得 u = ∂ψ
∂y
, v = −∂ψ

∂x
。[u, v 与

ψ 的关系本质为二维的旋度。]
* 注意到涡量

ω =
∂v

∂x
− ∂u

∂y
= −△ψ

于是若无旋则有 △ψ = 0。事实上，考虑无旋时的速度势 φ 与其对 u, v 的关系，记

W (x+ iy) = φ+ iψ

则 W (z) 满足柯西黎曼方程，于是是复解析函数，可直接利用复变函数知识分析，也即二维不可压缩无旋

流动是相对易于解决的 [只需要构造符合边界条件的复解析函数，无需再研究是否满足方程]。
二维时的 NS 方程为 

∂u
∂x

+ ∂v
∂y

= 0

∂u
∂t

+ u∂u
∂x

+ v ∂u
∂y

= fx − 1
ρ
∂p
∂x

+ µ
ρ

(
∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2

)
∂v
∂t

+ u ∂v
∂x

+ v ∂v
∂y

= fy − 1
ρ
∂p
∂y

+ µ
ρ

(
∂2v
∂x2 + ∂2v

∂y2

)
而利用速度势与涡量即可化为

∂ω

∂t
+ u

∂ω

∂x
+ v

∂ω

∂y
=
∂fy
∂x

− ∂fx
∂y

+
µ

ρ

(
∂2ω

∂x2
+
∂2ω

∂y2

)
与 ω = −△ψ, u = ∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x
。这就是流函数-涡量求解方法。

* 流函数的等值线为流线，dψ = 0 ⇔ −vdx+ udy = 0，从而亦有

dQ = v⃗ · n⃗dl = u cos θdl − v sin θdl = udy − vdx = dψ

流函数两点值之差为流量 Q [这里指有向流量，需要提前规定正负的指向]。

二维不可压缩理想流体无旋流动

将之前定义的 W (z) = φ+ iψ 称为复势。根据定义可知复速度

dW
dz = u− iv
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于是有 [利用 dz = dx+ idy 展开即得] ∮
C

dW
dz dz = Γ + iQ

首先回顾极坐标：利用极坐标系下

∇φ =
∂φ

∂r
e⃗r +

1

r

∂φ

∂θ
e⃗θ, ∇ · v⃗ =

1

r

∂(rvr)

∂r
+

1

r

∂vθ
∂θ

= 0

对比坐标可得到

vr =
∂φ

∂r
=

1

r

∂ψ

∂θ
, vθ =

1

r

∂φ

∂θ
= −∂ψ

∂r

* 注意 ∂e⃗r
∂θ

= e⃗θ,
∂e⃗θ
∂θ

= −e⃗r。
由于复势具有线性性 [也即不可压缩无旋流动问题有线性性]，一般流动可以看作典型流动的叠加：

1. 均匀流，设大小 U∞，角度 θ0，即 u = U∞ cos θ0, v = U∞ sin θ0，则有 W (z) = U∞ze−iθ0；

2. 点源，vr = Q
2πr

, vθ = 0，则有 W (z) = Q
2π

ln z，Q 代表点源强度，为正代表源，为负代表汇；

3. 点涡，vr = 0, vθ =
Γ

2πr
，则有 W (z) = − Γ

2π
i ln z，Γ 代表点涡强度。

4. 偶极子，相距 ∆x，源强度 ±Q 的两点源，M = Q∆x 恒定，∆x 趋于 0 时复势为

W (z) =
Q

2π
ln
(
z − ∆x

2

)
− Q

2π
ln
(
z +

∆x

2

)
≃ −M

2π

1

z

§5.4 圆柱绕流

无环量圆柱绕流

边界条件 [圆柱半径为 a]：

1. 无穷远处不妨设为沿 x 轴正方向，速度 V∞；

2. 圆柱表面为流线，ψ = 0；

3. 环量条件 Γ = 0。

构造解思路：考虑圆心放置偶极子，增加均匀流后恰好为圆柱绕流解，再解出 M = 2πa2V∞ 即

W (z) = V∞

(
z +

a2

z

)
,

φ = V∞
(
r + a2

r

)
cos θ

ψ = V∞
(
r − a2

r

)
sin θ

* 事实上，也可直接从 Rokovsky 变换出发考虑得到共形映射。
可验证其符合边界条件，进一步得到速度场vr = V∞

(
1− a2

r2

)
cos θ

vθ = −V∞
(
1 + a2

r2

)
sin θ

边界处 vr = 0, vθ = −2V∞ sin θ，由此可根据伯努利方程计算压强

p
∣∣
r=a

= p∞ +
1

2
ρ
(
V 2
∞ − V |2r=a

)
= p∞ +

1

2
ρV 2

∞(1− 4 sin2 θ)

由于常数项绕圆柱法向积分为 0，后方 sin2 θ 关于 x, y 轴对称，因此总压力为 0，即圆柱不受力。由于对
称性或压强方向，也可得圆柱不受力矩。

* 黏性作用下会产生压差阻力，实践中一般比摩擦阻力高得多。

有环量圆柱绕流

边界条件 [圆柱半径为 a]：
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1. 无穷远处不妨设为沿 x 轴正方向，速度 V∞；

2. 圆柱表面为流线，ψ = 0；

3. 环量条件，绕圆柱环量 [逆时针为正] 为有限值 Γ。

在无环量情况额外添加点涡得到

W (z) = V∞

(
z +

a2

z

)
− iΓ

2π
ln z

与无环量完全类似可验证的确为解，速度场vr = V∞
(
1− a2

r2

)
cos θ

vθ = −V∞
(
1 + a2

r2

)
sin θ + Γ

2πr

* 称速度为 0 的点为驻点，Γ 会影响逐点的位置，随 Γ 增大驻点从圆柱表面移动到 y 轴上。

圆柱受压强

p|r=a = p∞ +
1

2
ρV 2

∞

(
1− 4 sin2 θ +

2Γ sin θ
πaV∞

− Γ2

4π2a2V 2
∞

)
积分得受力为 ρV∞Γ，方向为 y 轴负方向。

* 由于流动对 x 轴不对称，会产生升力，但由对 y 对称不存在阻力。

* 实际问题中，随流速增大会导致边界层失稳，涡旋脱落。
*根据黎曼映照定理，任何复平面上单连通区域都可以保角变换成圆，从而只需要将圆柱绕流问题的解作保
角变换 [边界条件不改变]，就可以得到一般绕流问题的解。例如，圆可以通过茹科夫斯基变换 w = 1

2

(
z+ c2

z2

)
变换为翼型，从而得到对应的解。由于对应翼型尾部不光滑，导致间断，从而可算出尾部会产生正比于 V∞

的环量，进而有正比于 ρV 2
∞ 的升力 [起飞需要跑道的原理]。


