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* 积分上下限不写时默认对全空间 Rn 积分。
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一 电磁场与麦克斯韦方程组

§1.1 真空中的麦克斯韦方程组



∇ · E⃗ = ρ
ϵ0

∇× B⃗ − ϵ0µ0
∂E⃗
∂t

= µ0J⃗

∇× E⃗ + ∂B⃗
∂t

= 0

∇ · B⃗ = 0

* 符号含义：E⃗ 电场强度 [电场]、B⃗ 磁场强度 [磁场]、ρ 电荷密度、J⃗ 电流密度、ϵ0 真空介电常数、µ0 真

空磁导率常数

* 真空介电常数与真空磁导率常数满足 c2 = 1
ϵ0µ0

* 四个方程分别反映电场高斯定律、安培环路定律与麦克斯韦位移电流、法拉第电磁感应定律、磁场高斯
定律

洛伦兹力：电磁场中电荷密度、电流密度 ρ, J⃗，则单位体积受力 [力密度]f⃗ = ρE⃗ + J⃗ × B⃗。

§1.2 麦克斯韦方程组的对称性

1. 线性性

方程组对 ρ, J⃗ , E⃗, B⃗ 线性，即 ρ1, J⃗1 生成 E⃗1, B⃗1，ρ2, J⃗2 生成 E⃗2, B⃗2，则 aρ1 + bρ2, aJ⃗1 + bJ⃗2 生成

aE⃗1 + bE⃗2, aB⃗1 + bB⃗2。

2. 洛伦兹协变性

方程组在洛伦兹变换的意义下不变，即满足狭义相对论性，将在后续章节讨论。

3. 规范对称性

通过电磁势体现，下节讨论。

4. 分立对称性

宇称变换：x⃗→ −x⃗，此时 ρ 不变，J⃗ → −J⃗，∇ 变号，于是 E⃗ → −E⃗, B⃗ → B⃗。

* 将空间反射不变的矢量称为轴矢量，变号的矢量称为极矢量。

时间反演变换：t→ −t，此时 ρ, 不变，J⃗ → −J⃗， ∂
∂t
变号，于是 E⃗ → E⃗, B⃗ → −B⃗。

§1.3 电磁势与规范对称性

由于 ∇ · B⃗ = 0，根据数学知识可知存在矢势 A⃗ 使得 B⃗ = ∇× A⃗，此时计算得第三个方程可写为

∇×
(
E⃗ +

∂A⃗

∂t

)
= 0

于是根据数学知识可知存在标势 Φ 使得 E⃗ + ∂A⃗
∂t

= −∇Φ。

此时剩下两个方程化为 ∇2Φ+ ∂
∂t
(∇ · A⃗) = − ρ

ϵ0

∇2A⃗− 1
c2
∂2A⃗
∂t2

−∇
(
∇ · A⃗+ 1

c2
∂Φ
∂t

)
= −µ0J⃗

* 这里 ∇2A⃗ 指对每个分量用 Laplace 算子作用再拼成矢量。
* 只有静电学中，即 ∂A⃗

∂t
= 0 时，标势才代表电势。
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对某标量场 Λ，作变换

A⃗′ = A⃗+∇Λ, Φ′ = Φ− ∂Λ

∂t

可计算验证 E⃗, B⃗ 不变，这种对称性称为规范对称性，此变换称为规范变换。

由于规范不变性，可要求 A⃗,Φ 满足某些特殊的条件 [规范]，例如库伦规范 ∇ · A⃗ = 0，或洛伦茨规范

∇ · A⃗+
1

c2
∂Φ

∂t
= 0

* 洛伦茨规范下麦克斯韦方程组进一步化为∇2Φ− 1
c2
∂2Φ
∂t2

= − ρ
ϵ0

∇2A⃗− 1
c2
∂2A⃗
∂t2

= −µ0J⃗

标势和矢势满足独立的波动方程，代表电磁场存在波动形式的解，称为电磁波。

* 由方程形式电磁波波速与光速相同，成为光也是电磁波的证据。

§1.4 介质中的麦克斯韦方程组

线性各向同性均匀介质

• 介质单位体积的平均电偶极矩为电极化强度 P⃗ [电偶极子的电偶极距定义为带电量 q 与 −q 指向
+q 的矢量乘积]，则由于其不均匀会产生束缚电荷，考虑封闭曲面积分可得介质内部束缚电荷密度
ρb = −∇ · P⃗、边界 σb = n⃗ · P⃗。

• 束缚电荷分布随时间改变会产生束缚电流分布，由于束缚电荷守恒

∂ρb
∂t

+∇ · J⃗b = 0

可得束缚电流密度 J⃗b =
∂P⃗
∂t
。

• 由于分子内部的带电微观粒子运动，会产生分子电流，当介质被外加磁场磁化时，记单位体积平
均磁偶极矩为磁化强度 M⃗，考虑闭合回路积分可得介质内部分子电流密度 J⃗m = ∇ × M⃗、边界

K⃗m = −n⃗× M⃗。

将 ρb 加入 ρ，J⃗b, J⃗m 加入 J⃗，记电位移矢量 D⃗ = ϵ0E⃗ + P⃗，磁场强度 H⃗ = 1
µ0
B⃗ − M⃗，得到介质中的麦克

斯韦方程组 [这里 ρ, J⃗ 指自由电荷、自由电流的密度]

∇ · D⃗ = ρ

∇× H⃗ − ∂D⃗
∂t

= J⃗

∇× E⃗ + ∂B⃗
∂t

= 0

∇× B⃗ = 0

* 利用数学上 Gauss 定理与 Stolkes 定理可对方程一、四作体积分，对方程二、三作环路积分，从而改写
为积分形式。

* 对一般介质，D⃗, H⃗ 与 E⃗, B⃗ 关系可能非常复杂，称为电磁介质中的本构关系。而上述简化情况事实上可

看作某种平均场近似。如无特殊说明，均假设上述关系式满足。

电磁介质简介
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1. 一般线性介质

P⃗ , M⃗ 与电磁场的依赖关系可写为 [对时间非局域的，但假设对空间局域，此局域性一般成立]

Pi(t) = ϵ0

∫
dt′χ(e)

ij (t
′)Ej(t− t′)

Mi(t) =

∫
dt′χ(m)

ij (t′)Hj(t− t′)

考虑傅里叶变换 [无歧义时可将 f̃(ω) 也记为 f(ω)]

f̃(ω) =

∫
dtf(t)e−iωt, f(t) =

1

2π

∫
dωf̃(ω)eiωt

即可得到

Pi(ω) = ϵ0χ
(e)
ij (ω)Ej(ω), Mi(ω) = χ

(m)
ij (ω)Hj(ω)

这里 χ
(e)
ij (ω), χ

(m)
ij (ω) 称为电极化率张量与磁化率张量，于是记介电张量 ϵij(ω) = ϵ0(δij + χ

(e)
ij (ω))、

磁导率张量 µij(ω) = µ0(δij + χ
(m)
ij (ω))，则根据 D⃗, H⃗ 的定义与傅里叶变换的线性性有

Di(ω) = ϵij(ω)Ej(ω), Bi(ω) = µij(ω)Hj(ω)

2. 各向同性线性介质

各向同性满足时 [事实上只需立方对称即可]，ϵij(ω) 与 µij(ω) 必然与 δij 正比，从而可由对角元值确

定，记作 ϵ(ω), µ(ω)，类似定义 χ(m)(ω), χ(e)(ω) 可得

D⃗(ω) = ϵ(ω)E⃗(ω), ϵ(ω) = ϵ0(1 + χ(e)(ω))

H⃗(ω) =
1

µ(ω)
B⃗(ω), µ(ω) = µ0(1 + χ(m)(ω))

这里 ϵ(ω) 记为介电常数或电容率，µ(ω) 称为磁导率；ϵ(ω)/ϵ0 称为相对介电常数，µ(ω)/µ0 称为相

对磁导率。

*液体、气体、立方对称的晶体与大量多晶体是各向同性的，其电极化率必然为正，磁化率可能正 [顺
磁] 或负 [逆磁抗磁]。

* 介电常数与磁导率一般与外场圆频率 ω、温度等相关，介电常数对频率依赖更明显。

3. 导体

类似对于线性介质讨论，我们假设电流密度于电场有频域上的线性关系，即

Ji(ω) = σij(ω)Ej(ω)

σij(ω) 称为电导率张量。类似地，若各向同性满足，即有 J⃗(ω) = σ(ω)E⃗(ω)，也即微观欧姆定律。

* 理想导体：电导率趋于无穷，实际例子如内部 E⃗, B⃗ 均为 0 的超导体。

4. 铁电体、铁磁体

铁电体、铁磁体不属于线性电磁介质，哪怕外加电磁场为 0，也存在自发的电极化或磁化。其只在少
数元素中出现，呈现高度的非线性。

* 硬铁磁体：B⃗ 不太大时 M⃗ 恒定的铁磁体。
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交界处边界条件

考虑底面与交界面法向垂直，高度趋于 0 的柱体，运用电场高斯定律即得到

n⃗ · (D⃗2 − D⃗1) = σ

这里 n⃗ 为介质 1 指向介质 2 的单位矢量，σ 指交界面自由面电荷密度。对磁场类似得 n⃗ · (B⃗2 − B⃗1) = 0。

考虑无穷小矩形回路，一对边与交界面切向垂直，运用磁场环路定律即得到

n⃗× (H⃗2 − H⃗1) = K⃗

这里 K⃗ 指交界面处自由面电流密度。对电场类似得 [由 ∂B⃗
∂t
有限，其面积分趋于 0] n⃗× (E⃗2 − E⃗1) = 0。

§1.5 电磁规律中的守恒律

电荷守恒

连续性方程
∂ρ

∂t
+∇ · J⃗ = 0

可从麦克斯韦方程组前两方程直接计算得到。

能量守恒

利用洛伦兹力表达式，空间存在电流分布 J⃗ 时，体积 V 内电场对电流密度做功功率为

W =

∫∫∫
V

d3xJ⃗ · E⃗

代入麦克斯韦方程组 J⃗ 的表达式，再利用 ∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t
即可计算得

W = −
∫∫∫

V

d3x

(
∂u

∂t
+∇ · S⃗

)
, u =

1

2
(E⃗ · D⃗ + B⃗ · H⃗), S⃗ = E⃗ × H⃗

其含义即体积 V 内带电粒子能量下降一部分转化为电磁场能量 u 的上升，一部分以能流密度 S⃗ 从边界流

出。

* 这里 S⃗ 也称为坡印亭矢量。

动量守恒

利用洛伦兹力表达式，考虑 V 中全部粒子 [源] 的总动量 p⃗s，则有

dp⃗s
dt =

∫
V

d3x(ρE⃗ + J⃗ × B⃗)

将 J⃗ , ρ 代入表达式，化简后可最终将动量守恒写为

d(psi + pfi )

dt =

∫∫∫
V

d3x∂jTij

这里电磁场总动量为

p⃗f =

∫∫∫
V

d3xϵ0µ0S⃗

麦克斯韦应力张量为

Tij = ϵ0

(
EiEj + c2BiBj −

1

2
(E⃗ · E⃗ + c2B⃗ · B⃗)δij

)
* 电磁场动量密度 g⃗ 定义为 ϵ0(E⃗ × B⃗)，计算得其即为 ϵ0µ0S⃗ = S⃗

c2
。

角动量守恒

类似可得到对原点的角动量密度M = x⃗× g⃗，电磁场中角动量密度与物质的角动量结合才能得到守恒性。
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二 静电学

§2.1 泊松方程与静电边值问题

考虑均匀、各向同性的线性电介质 [介电常数 ϵ] 中的静电场，这时只涉及两方程 ∇· D⃗ = ρ,∇× E⃗ = 0，之

前的标势 Φ 此时即为静电势，满足 E⃗ = −∇Φ。

由 D⃗ = ϵE⃗ 可得

∇2Φ(x⃗) = −ρ(x⃗)
ϵ

* 此方程形式称为 Poisson 方程，区域自由电荷密度 ρ = 0 时即为 Laplace 方程 ∇2Φ = 0。

* 由 PDE 知识，给定 ρ 与边界条件后 Φ 可以唯一确定，即称为静电边值问题。

无边界的无穷大空间中 Poisson 方程解为

Φ(x⃗) =
1

4πϵ

∫
d3x′

ρ(x⃗′)

|x⃗− x⃗′|

即可看作库伦定律的线性叠加，数学上可利用 [这里 δ3 即三维空间的 δ 函数]

∇2
x⃗

1

|x⃗− x⃗′|
= −4πδ3(x⃗− x⃗′)

直接计算证明。

* 此式可两边对 x⃗ 在包含 x⃗′ 的小球内计算积分，左侧利用高斯公式即可得到 δ 函数前的系数。

一般情况下，考虑 V 被闭合曲面 S 包围，若已知 S 上的 Φ 则称为 Dirichlet 边界条件，若已知 S 上 Φ

的法向偏导则称为 Neumann 边界条件，由 PDE 理论可证明两者均能得到唯一解。

格林函数

不妨考虑真空情况，ϵ = ϵ0。设函数 G(x⃗, x⃗′) 在 V 中满足

∇2
x⃗′G(x⃗, x⃗′) = −4πδ3(x⃗− x⃗′)

则利用格林公式 ∫
V

d3x(ϕ∇2ψ − ψ∇2ϕ) =

∮
S

dS
(
ϕ
∂ψ

∂n
− ψ

∂ϕ

∂n

)
可计算得到

Φ(x⃗) =
1

4πϵ0

∫
V

d3x′G(x⃗, x⃗′)ρ(x⃗′) +
1

4π

∮
S

dS′
(
G(x⃗, x⃗′)

∂Ψ(x⃗′)

∂n′ − Φ(x⃗′)
∂G(x⃗, x⃗′)

∂n′

)
* 由上方计算 1

|x⃗−x⃗′| 亦满足条件，但不保证边界条件，导致上式右端无法确定。不过，直接计算可知

F (x⃗, x⃗′) = G(x⃗, x⃗′)− 1
|x⃗−x⃗′| 必满足 ∇2

x⃗′F (x⃗, x⃗′) = 0，即其调和。

对 Dirichlet 边值问题，额外要求 GD(x⃗, x⃗
′) = 0, x⃗′ ∈ S，即得解为

Φ(x⃗) =
1

4πϵ0

∫
V

d3x′GD(x⃗, x⃗
′)ρ(x⃗′)− 1

4π

∮
S

dS′Φ(x⃗′)
∂GD(x⃗, x⃗

′)

∂n′

对 Neumman 边值问题，额外要求 ∂GN (x⃗,x⃗′)
∂n′ = − 4π

AS
, x⃗′ ∈ S，这里 AS 为 S 面积，即得解为

Φ(x⃗) = ⟨Φ⟩S +
1

4πϵ0

∫
V

d3x′GN (x⃗, x⃗
′)ρ(x⃗′) +

1

4π

∮
S

dS′GN (x⃗, x⃗
′)
∂Φ(x⃗′)

∂n′

这里 ⟨Φ⟩S 为 Φ 在 S 上的平均值。

* 一般情况下对格林函数的求解是困难的。
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§2.2 导体的边界条件与导体组的能量

* 同样假设导电介质具有线性性与各向同性。
理论分析可得导体内部电场恒零，表面等势，自由电荷只可能出现在表面，根据高斯定律即可得到 [ϵ 指导
体外部介电常数，σ 指自由面电荷密度，取 n 对应为外法向]

ϵ
∂Φ

∂n
= −σ

导体组静电能

考虑 N 个导体，导体间介电常数 ϵ，每个导体表面 Φi，总电荷 Qi，且假定空间中除了导体表面外不存在

自由电荷。由此可计算总能量 (由于导体中无电场，只需对导体外部分积分)：

U =

∫
d3x

1

2
E⃗ · D⃗ =

ϵ

2

∫
d3x(∇Φ)2 =

ϵ

2

∫
d3x∇ · (Φ∇Φ) =

1

2

N∑
i=1

ΦiQi

(后三个等号分别为代入 Φ 定义、计算后由空间无自由电荷消去 ∇2Φ、利用高斯定理与上方 ∂Φ
∂n
等式)

由线性叠加原理，第 i 个导体表面的电荷可以写为

Qi =
N∑
j=1

CijΦj

这里 Cij 为只与导体几何有关的参数。其中 Cii 称为导体的电容系数 [单个导体即为电容]，非对角元称为
感应系数，总静电能即为

U =
1

2

N∑
i,j=1

CijΦiΦj

§2.3 唯一性定理与静电镜像法

静电唯一性定理：对 Dirichlet 边值问题或 Neumman 边值问题，静电场的解唯一。
证明：若有 Φ1(x⃗),Φ2(x⃗) 两解满足要求，记 Ψ(x⃗) = Φ1(x⃗)− Φ2(x⃗)，利用高斯定理可知∫

V

d3x(∇Ψ)2 =

∮
S

Ψ(∇Ψ) · dn⃗−
∫
V

d3xΨ∇2Ψ

由于 ∇2Ψ = 0，且无论何种边值条件都有右侧第一项积分为 0，可知 ∇Ψ 必须恒为 0，于是 Ψ 为常数，

∇Φ1(x⃗) = ∇Φ2(x⃗)，电场唯一。

电像法

考虑半径 a 接地导体球外，距球心 R 处放置点电荷 Q，求解空间电势。

由于已知导体球面上电势为 0，可假设导体内镜像电荷替代感应电荷，计算可发现球心与点电荷连线上距
球心 a2

R
处放置 −Q a

R
电荷可保证球面电势 0，由唯一性定理可知空间 Φ(x⃗) 即相当于点电荷与镜像电荷

叠加产生。

* 可利用 ∂Φ
∂n
得到球面面电荷密度，总量即为像电荷电量 −Q a

R
。

* 几何上为空间反演变换，当 a→ ∞ 时成为无穷大导体板，像电荷即为对称位置、电量相反。
* 为满足特殊几何条件时的简单方法，但实际应用可能复杂 (如像电荷不能在计算区域内、两球时需考虑
无穷多像电荷等)。
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§2.4 泊松方程的分离变量解法

本节介绍 ∇2Φ(x⃗) = −ρ(x⃗)
ϵ
的一般分离变量求解方案。由于全空间的解 1

4πϵ

∫
d3x′ ρ(x⃗

′)
|x⃗−x⃗′| 一定满足内部要求，

只是未必满足边界条件，真实解一定可以写为其加上 ∇2Φ(x⃗) = 0 的某个解。因此，先考虑这个 Laplace
方程的分离变量方式。

直角坐标系

分离变量为 Φ(x⃗) = X(x)Y (y)Z(z)，可考虑基本形式的解

X(x) ∝ ek1x, Y (y) ∝ ek2y, Z(z) ∝ ek3z

代入 Laplace 方程可知 k21 + k22 + k23 = 0。

* 由边界条件确定 ki，有限区间 ki 一般取分立纯虚数，本征函数是三角函数，无穷区间则可能连续。

柱坐标系

分离变量为 Φ(x⃗) = Z(z)Φ(ϕ)R(r)，这里 (ϕ, r) 即为 xy 平面极坐标，可考虑基本形式的解

Z(z) ∝ e±kz, Φ(ϕ) ∝ e±imϕ, R(r) ∝ Jm(kr), Nm(kr)

这里 Jm 与 Nm 指贝塞尔函数。

由静电势单值性，m 为整数，而 k 有不同选取：k 实数时，R(r) 为标准贝塞尔函数，Jm 在 0 处有限，而
Nm 发散，需要额外边界条件确定；k 纯虚数时，利用 z 方向边界条件可得到 k 可能取值，对应 R(r) 为

虚宗量贝塞尔函数 Im(|k|r),Km(|k|r)，同样，Im 在 0 处有限，而 Km 发散。

* 贝塞尔函数也具有正交、归一、完备等特性，如 [0, a] 上，记 xmn 为 Jm(x) 在正实轴的第 n 个零点，则

基本的解形式为 R(r) = Jm
(
xmnr
a

)
，有正交归一与完备条件∫ a

0

rJm

(
xmnr

a

)
Jm

(
xmn′r

a

)
dr = a2

2
J2
m+1(xmn)δnn′

∞∑
n=1

2

a2J2
m+1(xmn)

Jm

(
xmnr

a

)
Jm

(
xmnr

′

a

)
=

1

r
δ(r − r′)

因此任何函数可通过基本形式进行展开。

* 无穷区间上正交归一条件为 ∫ ∞

0

rJm(kr)Jm(k
′r)dr = 1

k
δ(k − k′)

称为 Hankel 变换，将 r, k 对调即为完备关系，类似直角坐标系中的 Fourier 变换。

球坐标系

球坐标系下 Laplace 算符为

∇2 =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
− L̂2

r2
, L̂2 = − 1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
− 1

sin2 θ

∂2

∂ϕ

球谐函数 Ylm 定义为角动量平方算符的本征函数，即

L̂2Ylm(θ, ϕ) = l(l + 1)Ylm(θ, ϕ), l ∈ N, m ∈ Z ∩ [−l, l]

其也可以显式写成

Ylm(θ, ϕ) =

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pml (cos θ)eimϕ

这里 Pml 为连带勒让德函数。
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* 其满足性质 Yl,−m = (−1)mY ∗
lm

将 θ, ϕ 视为与 n⃗ = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) 等同，即可记为 Ylm(n⃗)，再记 dn⃗ = sin θdθdϕ，则其正交
归一与完备条件为 ∫

dn⃗Y ∗
lm(n⃗)Yl′m′(n⃗) = δll′δmm′

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y ∗
lm(n⃗

′)Ylm(n⃗) = δ(cos θ′ − cos θ)δ(ϕ′ − ϕ)

由此，任意 θ, ϕ 的函数可展开为球谐函数，一般解可以写为

Φ(r, n⃗) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

(
Almr

l +
Blm
rl+1

)
Ylm(n⃗)

系数 Alm, Blm 完全由边界条件确定。

* 若问题有 ϕ 方向对称性，只涉及 m = 0 的球谐函数，这时连带勒让德多项式即为勒让德多项式。

* 球谐函数加法定理：

1

|x⃗− x⃗′|
=

∞∑
l=0

l∑
m=−l

4π

2l + 1

min{|x⃗|, |x⃗′|}l
max{|x⃗|, |x⃗′|}l+1

Y ∗
lm(n⃗

′)Ylm(n⃗)

证明：将左侧乘 1
4π
视为格林函数 G(x⃗, x⃗′)，即有

∇2G(x⃗, x⃗′) = −δ3(x⃗− x⃗′) = − 1

r2
δ(r − r′)δ(cos θ − cos θ′)δ(ϕ− ϕ′)

利用完备性关系展开右侧，知可设格林函数为 G(x⃗, x⃗′) =
∑

l,m gl(r, r
′)Y ∗

lm(n⃗
′)Ylm(n⃗)，再由 gl 在 r → 0,∞

时有限、关于 r, r′ 对称，求解可得到结果。

一个例子

无穷空间中介电常数 ϵ2，存在均匀强度 E0 的 z 轴方向电场，放入一个介电常数 ϵ1，半径 a 的电介质球，

球心为原点，求放入后电场分布。

由于不存在自由电荷，对应 Laplace 方程，由 z 轴对称性知内外都只涉及 m = 0 的球谐函数，又因内部

r = 0 处不可能发散，电势一定可以写成

Φin(x⃗) =
∑
l

Alr
lPl(cos θ), Φout(x⃗) =

∑
l

(
Blr

l +
Cl
rl+1

)
Pl(cos θ)

由于无穷远处 Φout(x⃗) = −E0z = −E0r cos θ，必然只有 l = 1 项，且 B1 = −E0。此外，其产生介质极化

也必然只有 l = 1 项，从而只需求解 A1, C1。通过球面 θ 处场强切向连续、电位移矢量法向连续可知

A1 = −E0 +
C1

a3
, ϵ1A1 = −ϵ2

(
E0 +

2C1

a3

)
解得

Φin(x⃗) = −
(

3ϵ2
ϵ1 + 2ϵ2

)
E0r cos θ, Φout(x⃗) = −E0r cos θ +

(
ϵ1 − ϵ2
ϵ1 + 2ϵ2

)
E0
a3

r3
cos θ

* 更复杂的情况一般都需要通过求解格林函数进行间接求解。

§2.5 静电边值问题的数值解法

* 本节主要讨论对 Laplace 方程的求解。

简单网格法
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将三维空间划分为网格边长 a 的网格，则有

∇2Φ(x⃗) ≈
3∑
i=1

1

a2
(Φ(x⃗+ ĩ) + Φ(x⃗− ĩ)− 2Φ(x⃗))

这里 ĩ 为 i 方向长度 a 的矢量。从而通过格点值可得到 Laplace 算子的近似，再结合边界条件求解。
* 可行的求解思路是从扩散方程 ∂Φ(x⃗,t)

∂t
= ∇2Φ(x⃗, t) 出发，得到迭代

Φ(x⃗, t+∆t)− Φ(x⃗, t)

∆t
=

3∑
i=1

1

a2
(Φ(x⃗+ ĩ) + Φ(x⃗− ĩ)− 2Φ(x⃗))

由于 Laplace 方程为扩散方程的稳定状态，充分迭代至 t→ ∞ 时即可得到解，此方法称为 Jacobi 方法。
通过计算数学知识可知，时空步长需满足 6∆t ≤ a2 才能保证迭代稳定进行。

* 例：考虑点电荷在空间中存在某接地导体时的电场，其电势减去点电荷电势得到的函数 Ψ(x⃗) 应满足

Laplace 方程，且边界条件为 Ψ(x⃗) 在导体边界的值为点电荷电势的相反数 [从而保证和为 0]，由此即可求
解。

有限元方法

* 思路：利用单形进行剖分，如二维时考虑三角网格。
以二维为例，若已知三角形 (xi, yi), i = 1, 2, 3 顶点电势 Φi，设内部电势为 a+ bx+ cy，求解可得

Φ(x, y) =
1

D

3∑
i=1

(pi + qix+ riy)Φi, D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3

∣∣∣∣∣∣∣∣ , p1 = x2y3 − x3y2, q1 = y2 − y3, r1 = x3 − x2

其余 pi, qi, yi 循环交换系数即得。

* 由此，三角形内部的电场 −∇Φ(x, y) 恒定，Ex = − 1
D

∑
i qiΦi, Ey = − 1

D

∑
i riΦi。

节点处近似值计算：根据数学知识可知 Laplace 方程应使静电能泛函

E [Φ] = ϵ

2

∫
d2x|∇Φ(x⃗)|2

取最小值，而设三角形共有 Nf 个，每个的面积 ∆Sf，电场为 E⃗f，则上述泛函在有限元下近似为

E [{Φi}] =
ϵ

2

Nf∑
f=1

E⃗2
f∆Sf

此为关于所有 Φi 的正定二次型，可通过数值方法求解最小值。

*考虑迪利克雷边界条件，这时边界节点给定，只需求解全部内部节点，确定系数矩阵后可得到方程组，从
而利用共轭梯度等方法求解。

§2.6 静电多极展开

考虑真空中某有界的电荷分布 ρ(x⃗) [即其只在有界区域 V 内非零]，要求计算远离这团电荷处一点的静电
势。

利用球谐函数加法定理，两侧乘 1
4πϵ0

ρ(x⃗′) 后在 V 内直接积分计算得到 (由要求 r ≫ r′)

Φ(x⃗) =
1

ϵ0

∑
l,m

1

2l + 1

Ylm(n⃗)

rl+1
qlm, qlm =

∫
Y ∗
lm(n⃗

′)(r′)lρ(x⃗′)d3x′

系数 qlm 为与 x⃗ 无关的常数，称为电荷分布对应的多极矩。
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* 定义 Q =
∫
d3x′ρ(x⃗′) 为总电荷，p⃗ =

∫
d3x′ρ(x⃗′)x⃗ 为该电荷分布的电偶极矩，电四极矩张量 D 满足

Dij =

∫
d3x′(3x′ix

′
j − (r′)2δij)ρ(x⃗

′)

* 这里 l = 0 称为单极矩 (总电荷)，随后随 l 增大分别称电偶极矩、电四极矩、电八极矩等，对应带电体

系的多极矩张量。一般来说带电体系的多极矩依赖原点选取，但非零最低阶的电多极矩与原点选取无关。

电偶极子

考虑原点的一个点电偶极矩 p⃗，计算可发现电势与非原点处场强为 (这里 n⃗ 指 x⃗ 方向单位矢量)

Φ(x⃗) =
1

4πϵ

p⃗ · x⃗
r3

, E⃗(x⃗) =
1

4πϵ0

3n⃗(n⃗ · p⃗)− p⃗

r3

但此场强事实上还差一个正比于 δ 函数的项，考虑静电场在球心原点、半径 R 的球体积分，由高斯公式

可得 ∫
r<R

d3xE⃗(x⃗) = −
∫
r=R

R2dΩnΦ(x⃗)n⃗ = − R2

4πϵ0

∫
d3x′ρ(x⃗′)

∫
r=R

dΩn
n⃗

|x⃗− x⃗′|

* 这里 n⃗ 指球面外法向量，第二个等号是将电势拆分为积分。

利用球谐函数保留 l = 1 计算可得右侧积分为 4π
3
r<
r>
n⃗′，这里 r<, r> 指 r′ 与 R 中较小、较大的，于是原

积分即为

−R2

3ϵ0

∫
d3x′

r<
r2>
n⃗′ρ(x⃗′)

若电荷分布全在球内，r< 恒为 r′，可直接计算得到积分为 − p⃗
3ϵ0
；若全在球外，即为 4πR2

3
E⃗(0)。由此，为

使球内的积分成立，电场实际上是

E⃗(x⃗) =
1

4πϵ0
=

1

4πϵ0

(
3n⃗(n⃗ · p⃗)− p⃗

r3
− 4π

3
P⃗ δ3(x⃗)

)

静电能

静电能为
∫
d3xρ(x⃗)Φ(x⃗)，若 ρ(x⃗) 只在原点腹肌南非零，事实上可以对 Φ(x⃗) 在原点附近展开，再利用分

布的电偶极矩、电四极矩定义可以得到静电能 [事实上这比起直接展开增添了 − 1
6
r2∇ · E⃗(0)，由于其为 0

无影响]

U ≈ QΦ(0)− p⃗ · E⃗(0)− 1

6

∑
i,j

Dij
∂Ej(0)

∂xi

* 直接计算可知 x⃗1, x⃗2 处电偶极矩 p⃗1, p⃗2，则相互作用静电能为

1

4πϵ0

(
p⃗1 · p⃗2 − 3(n⃗ · p⃗1)(n⃗ · p⃗2)

|x⃗1 − x⃗2|2
+

4π

3
(p⃗1 · p⃗2)δ3(x⃗1 − x⃗2)

)
这里 n⃗ 为 x⃗2 − x⃗1 方向的单位矢量。

三 静磁学

§3.1 环形电流的磁场与磁矩

回顾磁矢势 A⃗ 满足 B⃗ = ∇× A⃗，利用库伦规范 [静磁学中与洛伦茨规范] 可取 ∇ · A⃗ = 0，假定空间中充

满磁化率 µ = µ0µr 的线性各向同性均匀磁介质，计算即得到泊松方程 ∇2A⃗ = −µJ⃗，于是类似电场时，无
边界空间中解即可写为

A⃗(x⃗) =
µ

4π

∫
d3x′

J⃗(x⃗′)

|x⃗− x⃗′|
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* 电荷守恒连续性方程要求 ∇ · J⃗ = 0，且 J⃗ 可以包含广义函数 [如一维 δ 函数代表面电流密度，二维 δ 函

数代表线电流密度]，可以对应将 J⃗(x⃗)d3x 替换为 K⃗dS 或 I d⃗l，这里 K⃗ 为面电流密度，I 为线电流强度。

* 若存在不同磁介质，回顾第一章得到的边界条件，即可唯一确定静磁问题解。

环形电流计算

考虑真空中电流强度为 I、半径为 a 的电流环，环心位于坐标原点，法向指向 z 方向，求空间磁矢势与磁

场。

球坐标系下电流密度只有 ϕ 分量，为

Jϕ(r
′, θ′, ϕ′) =

I

a
sin θ′δ(cos θ′)δ(r′ − a)

直角坐标系下，设 x̂, ŷ 为两方向单位向量，则 J⃗(x⃗′) = −Jϕ sinϕ′x̂+ Jϕ cosϕ′ŷ，由于关于 ϕ 对称，可直接

设考虑 ϕ = 0 的点的磁矢势，由对称性，这些点只有 Aϕ 非零，直接积分即得到 [注意 ϕ = 0 时 Aϕ = Ay]

Aϕ(r, θ) =
µ0Ia

4π

∫ 2π

0

cosϕ′dϕ′

(a2 + r2 − 2ar sin θ cosϕ′)1/2

* 此积分为椭圆积分，无解析解，r ≫ a 时刻通过分母泰勒展开至前两项 [第一项 1
r
积分为 0] 得到近似

Aϕ(r, θ) ≈
µ0Iπa

2

4π

sin θ
r2

从而磁场有近似

Bθ =
µ0

4π

2m cos θ
r3

, Bθ =
µ0

4π

m sin θ
r3

, m = Iπa2

这里 m 称为磁偶极矩，与电偶极子周围的电场类似。

§3.2 磁场的能量

考虑 N 个闭合稳恒电流回路 Ci，电流强度分别为 Ii，空间充满磁导率 µ 均匀介质。计算可得到

(∇× A⃗)2 = ∂j(Ak∂jAk)−Ak(∂j∂jAk)− ∂j(Ak∂kAj) +Ak(∂j∂kAj)

而全微分在全空间积分可化为无穷远边界上，为 0，且由库伦规范最后一项为 0，只剩下第二项，再利用
泊松方程得能量为

U =
1

2

∫
d3xH⃗ · B⃗ =

1

2µ

∫
d3x(∇× A⃗)2 =

1

2

∫
d3xA⃗ · J⃗

利用替换规则可写出此时磁矢势的表达式

A⃗(x⃗) =
µ

4π

N∑
i=1

∮
Ci

Ii d⃗li(x⃗′i)
|x⃗− x⃗′i|

这里 x⃗′i 沿 Ci 绕转，d⃗li(x⃗′i) 即为该点处 Ci 的切向量。代入原式即得

U =
1

2

N∑
i,j=1

LijIiIj , Lij =
µ

4π

∮
Ci

∮
Cj

d⃗li(x⃗i) · d⃗lj(x⃗j)
|x⃗i − x⃗j |

这里对角元 Lii 称为线圈的电感或自感系数，非对角元 Lij , i ̸= j 称为互感系数。

* 无穷细导线的电感事实上发散，需要假设存在界面，可认为均匀分布估计电感。

电流圈作用力

考虑两电流圈 C1, C2 间作用力，为方便，用 l⃗1, l⃗2 简写 l⃗1(x⃗1), l⃗2(x⃗2)。
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根据功能原理，F⃗2→1 可以写为两电流圈相互作用能对第一个电流圈坐标的正梯度 [由于保持电流不变而非
磁矢势不变，这里的受力为正梯度而非负梯度]，也即

F⃗2→1 = ∇x⃗1
U = −µI1I2

4π

∮
C1

∮
C2

(x⃗1 − x⃗2)(d⃗l1 · d⃗l2)
|x⃗1 − x⃗2|3

凑积分为 0 的全微分后分母可改写为 −d⃗l1 × (d⃗l2 × (x⃗1 − x⃗2))，从而有

F⃗2→1 =

∮
C1

I1 d⃗l1 × B⃗2→1, B⃗2→1 =
µ

4π

∮
C2

I2 d⃗l2 × (x⃗1 − x⃗2)

|x⃗1 − x⃗2|3

左侧公式为洛伦兹力宏观形式 [安培力]，右侧即为毕奥-萨伐尔定律。

§3.3 磁多极展开

考虑原点附近的电流分布与远处一点 x⃗，仍假定充满磁导率 µ 均匀介质，利用泰勒展开前两项

1

|x⃗− x⃗′|
≈ 1

|x⃗|
+
x⃗ · x⃗′

|x⃗|3

即有

Ai(x) ≈
µ

4π|x⃗|

∫
d3x′Ji(x⃗

′) +
µxj

4π|x⃗|3

∫
d3x′Ji(x⃗

′)x′j

* 利用高斯公式化到无穷远处可知
∫
d3x′∂′

j(Jj(x⃗
′)x′i) = 0，展开偏导并利用 ∇′ · J⃗(x⃗′) = 0 即可得到上方

第一项积分事实上为 0。
* 类似可知

∫
d3x′∂′

k(Jk(x⃗
′)x′ix

′
j) = 0，展开化简可得到

xj

∫
d3x′J⃗(x⃗′)x′j = −x⃗× m⃗, m⃗ =

1

2

∫
d3x′(x⃗′ × J⃗(x⃗′))

上方 m⃗ 称为磁偶极矩 [简称磁矩]，由此可计算得

A⃗(x⃗) =
µ

4π

m⃗× x⃗

|x⃗|3
, B⃗(x⃗) =

µ

4π

(
3n⃗(n⃗ · m⃗)− m⃗

|x⃗|3

)
此处 n⃗ 代表 x⃗ 方向单位矢量。

* 完全类似电偶极场，考虑积分后会对磁场增添一个 δ 函数修正，成为

B⃗(x⃗) =
µ

4π

(
3n⃗(n⃗ · m⃗)− m⃗

|x⃗|3
+

8π

3
m⃗δ3(x⃗)

)

磁矩

对平面电流圈，设其面积 S，电流强度 I，右手定则确定单位法向量 n⃗0，即有 M⃗ = SIn⃗0，符合之前环形

电流的结果。

若电流密度 J⃗(x⃗) 由一系列带电 qi，速度 v⃗i 的粒子提供，即 J⃗(x⃗) =
∑

i qiv⃗iδ
3(x⃗− x⃗i)，计算可知

m⃗ =
1

2

∑
i

qi(x⃗i × v⃗i) =
∑
i

qi
2Mi

L⃗i

这里 L⃗i 表示粒子角动量。若所有粒子 qi,Mi 同为 q,M，即有 m⃗ = q
2M
L⃗，L⃗ 为总角动量

∑
i L⃗i。

* 量子力学中除了经典角动量外还有纯量子的自旋角动量 S⃗，原子磁矩与核子磁矩分别为

m⃗ = − eh̄

2me

(glL⃗+ gsS⃗)/h̄, m⃗N =
eh̄

2mp

(gsS⃗)/h̄

这里右侧 (glL⃗ + gsS⃗)/h̄ 代表无量纲总角动量，左侧系数即为量子力学中的 µ。轨道角动量的贡献与经典

情形一致，gl = 1，而自旋角动量系数 gs 依赖于粒子性质。



三 静磁学 15

力与力矩

根据受力公式 F⃗ =
∫
d3x′J⃗(x⃗′)× B⃗(x⃗′)，对 B⃗ 作泰勒展开，保留两项即得到

Fi ≈ ϵijk

(
Bk(0)

∫
d3x′Jj(x⃗

′) +

∫
d3x′Jj(x⃗

′)(x⃗′ · ∇)Bk(0)

)
类似之前讨论可知首项为 0，第二项利用 ∇ · B⃗ = 0 可化为

F⃗ = (m⃗×∇)× B⃗ = ∇(m⃗× B⃗)

对力矩 N⃗ =
∫
d3x′(x⃗′ × (J⃗(x⃗′)× B⃗(x⃗′)))，完全类似可得到 N⃗ = m⃗× B⃗，与静电学中的 p⃗× E⃗ 类似。

能量

由于力可看作势能的负梯度，势能可表达为

U = −m⃗× B⃗

* 原子物理中电子磁矩与外加磁场相互作用能可写为此形式，因此称为塞曼能，由于磁矩与角动量正比，
角动量是量子化的，原子在外磁场中时因转动不变性而简并的能级将分裂，称为塞曼效应。

* 原子核磁矩 m⃗N 与电子磁矩的偶极-偶极相互作用产生超精细结构，设电子自旋磁矩 m⃗e，轨道运动磁矩
e

2me
L⃗，相互作用能为 [n⃗ 指连线方向的单位矢量]

H =
µ0

4π

(
m⃗N · m⃗e − 3(n⃗ · m⃗N )(n⃗ · m⃗e)

r3
− e

m

m⃗N · L⃗
r3

− 8π

3
(m⃗N · m⃗e)δ

3(x⃗)

)
量子力学中此能量视为某种微扰，需要在波函数中取平均。

§3.4 磁标势与等效磁荷

若空间无自由电流分布，根据麦克斯韦方程组有 ∇ × H⃗ = 0，于是存在磁标势 ΦM (x) 满足 H⃗(x⃗) =

−∇ΦM (x⃗)。

由于 ∇ · B⃗ = 0，利用 B⃗ = µ0(H⃗ + M⃗) 可得

∇2ΦM (x⃗) = −(−∇ · M⃗)

也即 M⃗(x⃗)提供了类似静电学中电荷的磁荷密度 ρM (x⃗) = −∇· M⃗(x⃗)，或在边界上的面磁荷密度 σM (x⃗) =

n⃗ · M⃗(x⃗)。

多数情况下 M⃗ 会与 ΦM (x) 有关，因此此方程并不能简单视为泊松方程求解。此处只考虑两种简单情况：

1. 线性各向同性均匀介质 B⃗ = µH⃗，从而满足 Laplace 方程 ∇2ΦM (x⃗) = 0。

例：考虑真空中均匀静磁场 H0，方向为 z 方向，将内外半径 a, b 的空心球壳放入，球壳介质为线性

各向同性均匀介质，相对磁导率为 µr，球心为坐标原点，求空间磁场。

考虑球坐标系，此问题关于 ϕ对称，类似泊松方程分离变量解法中的例子，利用球谐函数可得到 r > b

与 a < r < b 处磁标势可以视为均匀场与偶极场叠加，r < a 处磁标势则对应均匀场，结合无穷远处

条件可设

Φr>bM = −H0r cos θ +
A1 cos θ
r2

, Φa<r<bM = −H1r cos θ +
C1 cos θ
r2

, Φr<aM = −H2r cos θ

结合 r = b, r = a 处的连续性条件 [可直接利用 r cos θ = z 将 ΦM 写在直角坐标系中计算 H⃗，进而

根据线性介质得到 B⃗，从而可得到连续性方程]

−H0+
A1

b3
= −H1+

C1

b3
, H0+

2A1

b3
= µr

(
H1+

2C1

b3

)
, −H1+

C1

a3
= −H2, µr

(
H1+

2C1

b3

)
= H2
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即可解出 A1,H1, C1,H2。

* 当 µr ≫ 1 时可发现球内部磁场约为 9H0

2µr(1−a3/b3)，反比于 µr，这称为磁屏蔽，类似静电屏蔽。

2. 硬铁磁体，这时 M⃗ 几乎不依赖 H⃗，可将 M⃗ 视为已知矢量场，类似静电问题求解。

例：磁化强度均匀为 M⃗ 的硬铁磁体球，半径为 a，球心为坐标原点，磁化强度指向 z 方向，求空间

磁场。

由于磁化强度为常矢量，体磁荷密度为 0，面磁荷密度即为 N⃗ · M⃗ =M0 cos θ′，这里 θ′ 指原点指向

球面某点的矢量与 z 轴夹角。于是，直接积分可得到

ΦM (x⃗) =
M0a

2

4π

∫
dΩ′ cos θ′

|x⃗− x⃗′|

利用球谐函数加法定理，由于 cos θ′ ∝ Y10(θ
′, ϕ′)，根据正交性可知只需保留

4π

3

min(a, r)
max(a, r)2Y

∗
10(θ

′, ϕ′)Y10(θ, ϕ)

一项乘 cos θ′ 的积分，从而利用 cos θ′
Y10(θ′,ϕ′)

= cos θ
Y10(θ,ϕ)

与正交归一性计算可得

ΦM (x⃗) =
1

3
M0a

2 min(a, r)
max(a, r)2

∫
dΩ′Y ∗

10(θ
′, ϕ′)Y10(θ

′, ϕ′) cos θ = 1

3
M0a

2 min(a, r)
max(a, r)2 cos θ

* 由此可得到球内为均匀磁场，H⃗ = − 1
3
M⃗，球外为磁偶极子形式，磁偶极矩为 4πa3

3
M⃗，即磁化强度

乘球体积。

§3.5 静磁问题的数值解法

* 实际铁磁体往往是多晶的，会产生不同磁畴，同一个磁畴内 M⃗ 基本沿固定方向，从而使得铁磁体的磁

畴体出现固定磁矩。

考虑简化模型，假定晶粒内部磁化强度 M⃗1(x⃗) =Msẑ，晶粒间 M⃗2(x⃗) =M ′
sẑ，这里 ẑ 为 z 方向单位矢量，

Ms > M ′
s。根据面磁荷密度的公式，M⃗1, M⃗2 交界处会出现等效的磁荷，它们产生的磁场称为退磁场。

* 由于等效磁荷成对出现，退磁场全空间积分必然为 0，但方均根非 0，随 M ′
s

Ms
远离 1 而成线性关系增大，

当 M ′
s = 0 时其强度在饱和磁感应强度 20% 左右。

* 对于实际任意分布的情况，一般需要通过数值解法处理，具体做法与静电学中类似。

四 电磁波的传播

§4.1 均匀平面电磁波的基本性质

没有电荷与电流分布时，假设空间存在介电常数 ϵ、磁导率 µ 的均匀线性介质，可以得到

∇2E⃗ − ϵµ
∂2E⃗

∂t2
= 0, ∇2B⃗ − ϵµ

∂2B⃗

∂t2
= 0

其基本解为均匀平面电磁波，即

E⃗ = E⃗0ei⃗k·x⃗−iωt, B⃗ = B⃗0ei⃗k·x⃗−iωt

* 这里波动部分用复指数表示，电磁场振幅 E⃗0, B⃗0 也可取复矢量。约定真实测量的物理量均为对应复值的

实部。

基本性质
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代入麦克斯韦方程组可得到

k⃗ · E⃗0 = 0, k⃗ · B⃗0 = 0, ·B⃗0 =
√
µϵn⃗× E⃗0, k2 = µϵω2

这里 n⃗ 为 K⃗ 方向单位矢量，由前三式可知 k⃗, B⃗0, E⃗0 相互垂直，可构成三维空间的标架，第四个式子可得

到 [利用 c−2 = µ0ϵ0，这里 k 指 |⃗k|]

v =
ω

k
=
c

n
, n =

√
µϵ

µ0ϵ0

这里 v 即为相速度，n 称为介质折射率。

* 真实介质均为色散介质，也即折射率与 ω 有关，但很窄的频率范围内可假设几乎无关，从而可将均匀平

面电磁波叠加得到一般解。

偏振性质

记 e⃗3 = N⃗ 如上方定义，考虑垂直 N⃗ 的平面内的两单位矢量 e⃗1, e⃗2 满足 e⃗1 × e⃗2 = N⃗，它们就构成了三维

空间的标准正交基。

由此电场强度可以展开

E⃗(x⃗, t) = (E1e⃗1 + E2e⃗2)ei⃗k·x⃗−iωt

复系数 E1, E2 的关系不同即称为其属于不同偏振状态：若
E2

E1
为实数，称线偏振；若 E2

E1
= ±i，称为左

旋/右旋圆偏振；一般情况下 E⃗(x⃗, t) 面对传播反向看将画出椭圆，因此称为椭圆偏振。

* 对圆偏振，令 e⃗± = 1√
2
(e⃗1 ± e⃗2)，它们也与 e⃗3 构成三维复内积空间的一组标准正交基。

Stokes 参数：记 e⃗1 · E⃗ = a1eiδ1 , e⃗2 · E⃗ = a2eiδ2，其中 a1, a2 为模长，δ1, δ2 为辐角，定义

s0 = a21 + a22, s1 = a21 − a22, s2 = 2a1a2 cos(δ2 − δ1), s3 = 2a1a2 sin(δ2 − δ1)

为 Stokes 参数，它们可以直接测量，从而描述偏振性质。
* 实际上 Stokes 参数有三个独立参数，满足 s20 = s21 + s22 + s23。

能流

由电磁波定义与基本性质可算出坡印亭矢量的周期平均值 [第一个等号可通过积分平均计算得到]

¯⃗
S =

1

2
E⃗ × H⃗∗ =

1

2

√
ϵ

µ
|E⃗0|2n⃗

类似得能量密度周期平均值为

ū =
1

4

(
ϵE⃗ · E⃗∗ +

1

µ
B⃗ · B⃗∗

)
=
ϵ

2
|E⃗0|2

于是能流密度
¯⃗
S = ūvn⃗，这里 v 即为相速度。

* 此结论仅对单色均匀平面电磁波正确，一般电磁波能量流动速度未必为相速度。

§4.2 电磁波在介质表面的折射与反射

假设两种折射率分别为 n, n′ 的介质 [对应介电常数、磁导率为 µ, ϵ 与 µ′, ϵ′]，一均匀平面电磁波从折射率
为 n 的介质入射到交界面上。

为方便，设交界面法线的单位矢量 n⃗ 沿 z 轴正方向，入射电磁波波矢 k⃗ 在 xz 平面内。入射波矢与法向

量张成的平面称为入射面，夹角 i 称入射角。设反射波的波矢为 k⃗′′，它与负法向 −n⃗ 的夹角 r′′ 称反射角；

折射波的波矢 K⃗ ′，其与 n⃗ 的夹角 r 称为折射角。以下用 x̂ 表示向量 x⃗ 方向的单位矢量，则入射波、折射

波、反射波电磁场分别为

E⃗ = E⃗0ei⃗k·S⃗−iωt, B⃗ =
√
µϵk̂ × E⃗
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E⃗′ = E⃗′
0ei⃗k′·S⃗−iωt, B⃗′ =

√
µ′ϵ′k̂′ × E⃗′

E⃗′′ = E⃗′′
0 ei⃗k′′·S⃗−iωt, B⃗′′ =

√
µϵk̂′′ × E⃗′′

由于电磁波频率不变，类似之前推导知波矢应满足 [用 x 表示 x⃗ 的模长]

k = k′′ = n
ω

c
, k′ = n′ω

c

考虑电磁场的边界条件，z = 0 平面上应有 k⃗ · n⃗ = k⃗′ · n⃗ = k⃗′′ · n⃗，也即三个波矢都处于同一平面 [xz 平
面]。将其除以模长即可得到角度关系

i = r′′,
sin i
sin r =

k′

k
=
n′

n

更具体来说，代入四个边界条件得到

(ϵ(E⃗0 + E⃗′′
0 )− ϵ′E⃗′

0) · n⃗ = 0

(k⃗ × E⃗0 + k⃗′′ × E⃗′′
0 − k⃗′ × E⃗′

0) · n⃗ = 0

(E⃗0 + E⃗′′
0 − E⃗′

0)× n⃗ = 0(
1

µ
(k⃗ × E⃗0 + k⃗′′ × E⃗′′

0 )−
1

µ′ k⃗
′ × E⃗′

0

)
× n⃗ = 0

由于电场强度与波矢垂直，可将电场强度分解为垂直入射面 (即 y 方向) 的分量与平行入射面 (且与对应
波矢垂直) 的分量计算大小。这样分解后可直接解出 [2、4 式求解垂直分量，1、3 式求解平行分量]

(E⃗′
0)⊥

(E⃗0)⊥
=

2n cos i
n cos i+ (µ/µ′)n′ cos r ,

(E⃗′′
0 )⊥

(E⃗0)⊥
=
n cos i− (µ/µ′)n′ cos r
n cos i+ (µ/µ′)n′ cos r

(E⃗′
0)∥

(E⃗0)∥
=

2n cos i
(µ/µ′)n′ cos i+ n cos r ,

(E⃗′′
0 )∥

(E⃗0)∥
=

(µ/µ′)n′ cos i− n cos r
(µ/µ′)n′ cos i+ n cos r

* 这些公式统称为菲涅尔公式，公式除折射率外还涉及 µ/µ′，但可见光频段可近似认为 µ/µ′ = 1，从而公

式只涉及折射率。

* 当 i = 0 时菲涅尔公式可以合并为

E⃗′
0 =

2√
µϵ′/(µ′ϵ) + 1

E⃗0, E⃗′′
0 =

√
µϵ′/(µ′ϵ)− 1√
µϵ′/(µ′ϵ) + 1

E⃗0

* 当 µ/µ′ = 1 时，若入射角等于布儒斯特角 iB = tan−1 n′

n
，则反射波电场平行分量 (E⃗′′

0 )∥ 为 0，也即反
射波的偏振方向垂直于入射面。

* 若 n > n′，使得 r = π
2
的角度称为全反射角，即满足 i0 = sin−1 n′

n
。入射角等于 i0 时折射波延交界面

传播，而比全反射角还大时，cos r 成为纯虚数

cos r = i

√
sin2 i

sin2 i0
− 1

于是折射波相因子会出现 z 方向的指数衰减 e−k′| cos r|z [称为隐失波]，无法进入 n′ 介质，而将沿交界面传

播。这时反射波与入射波模长一致，但相位可以有差别。
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§4.3 电磁波在导电介质中的传播

假设导电介质均匀、各向同性，满足欧姆定律 J⃗ = σE⃗。

* 与之前的区别在于导电介质会产生自由电流，从而出现耗散。

若所有场都简谐依赖于时间，即有相因子 e−iωt，则根据麦克斯韦方程组可得

1

µ
∇× B⃗ = −iω

(
ϵb + iσ

ω

)
E⃗

这里 µ, ϵb 为导电介质中的束缚电子贡献的介电常数与磁导率，均可能为 ω 的函数。将括号内定义为

ϵ(ω) = ϵb(ω) + iσ(ω)
ω

若场具有平面波 ei⃗k·x⃗−iωt 形式，则代入得 k2 = µϵω2，也即若介质 µϵb 为实数，电导率 σ 非零，k⃗ 与 ω 不

可能同为实数：

1. 若 t = 0 时导体中已经存在某电磁场分布，其可以按三维空间分解为实波矢 k⃗ 的叠加，则频率 ω 必

须为复数，e−iωt 的实部代表电磁场随时间指数衰减，这是耗散的结果。

2. 若外界有电磁波入射导体，导体内称为受迫振动，不随时间衰减，即 ω 为实数，这时 k⃗ 必须为复数，

设 n⃗ 为垂直导体表面并指向内部的法向单位矢量，其应能写为 kn⃗。记 k = k1 + i 1
2
A，k1 与 A 为实

数，A 称为吸收系数。

对不良导体，σ/(ωϵb) ≪ 1，近似得到

k ≈ √
µϵbω + i1

2

√
µ

ϵb
σ

吸收系数 σ
√
µ/ϵb 几乎不依赖频率。

对良导体，σ/(ωϵb) ≫ 1，近似得到

k ≈ 1 + i
δ

, δ =

√
2

ωµσ

这里 δ 称为趋肤深度，代表电磁波进入导体的特征长度。直接代入平面电磁波可得

E⃗ = E⃗0e−n⃗·x⃗/δein⃗·x⃗/δ−iωt, H⃗ = H⃗0e−n⃗·x⃗/δein⃗·x⃗/δ−iωt, H⃗0 =
1

µω
kn⃗× E⃗0

* 由 k 为复数，H⃗, E⃗ 存在相位差，而根据良导体 k 的辐角约为 π
4
即知相位差约为 π

4
。

* 利用等效复介电常数 ϵ，也可研究涉及导电介质表面的反射与透射，会有与之前几乎相同的结论，但偏

振变化十分复杂。

准静态近似

当导体中传导电流远大于位移电流贡献时，位移电流可以忽略，称为准静态近似，对应良导体的情形。

假设导体内 σ, µ 不依赖位置，忽略位移电流 ∂D⃗
∂t
，对麦克斯韦方程组第二个方程两边取旋度，利用介质中

∇ · B⃗ = 0 即得到

µσ
∂H⃗

∂t
= ∇2H⃗

边界条件仍为 B⃗ 法向连续，H⃗ 切向连续。

* 此为扩散方程形式，E⃗, B⃗, A⃗, J⃗ 事实上都满足此形式，由于其空间特征尺度平方与时间特征尺度成比例，
可以给出对趋肤深度的估计。
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准静态近似下，谐振电磁场会诱导导体内部涡流并耗散为热。根据电路知识，耗散功率为

WJ =

∫
d3x⟨J⃗ · E⃗⟩

这里尖括号表示周期内的平均，J⃗ , E⃗ 均指实部对应的真实值。而外部流入导体的能流功率平均即为坡印亭

矢量面积分：

W = −
∮
⟨E⃗ × H⃗⟩ · dA⃗

利用高斯公式与周期函数的时间导数周期内平均值为 0 [由牛顿莱布尼茨公式可知] 即可计算出 W = WJ，

符合能量守恒。

* 此推导事实上与第一章能量守恒的推导基本相同，只是忽略了位移电流对应的电场能量贡献。
* 已知良导体外部的谐变磁场后，利用扩散方程与边界条件即可解出导体内部的磁场，从而估算耗散功率。

§4.4 介质色散的经典模型

考虑经典振子模型，也即将介质的束缚电子看作经典谐振子，有各自的本征频率与阻尼系数。

在谐振电场 [如单色平面电磁波] 下，电子会产生平均电偶极矩

p⃗ =
e2

m

E⃗0

ω2
0 − ω2 − iωγ

这里 ω 为外电场频率，ω0、γ 为本征圆频率与阻尼系数。若原子总电子为 Z 个，本征频率 ωi，阻尼系数

γi 的有 fi 个 [这称为振子强度]，则有介电常数为 [此式来源为真空增添电子的电偶极矩]

ϵ(ω)

ϵ0
= 1 +

Ne2

ϵ0m

∑
i

fi
ω2
i − ω2 − iωγi

* 此公式事实上对量子情形也有不错的描述。
* 对导体而言，存在自由电子，即本征频率为 0 的电子，将其他电子归为 ϵb 后得到

ϵ(ω) = ϵb(ω) + i Ne2f0
mω(γ0 − iω)

对比上节可发现 σ(ω) = Ne2f0
m(γ0−iω)，称为德鲁德公式。频率较低时可忽略虚部，电导率为实，而固体物理中

称 1
γ0
为自由电子的弛豫时间。

若 ω ≫ ωi，介电常数即满足
ϵ(ω)

ϵ0
≈ 1−

ω2
p

ω2
, ω2

p =
NZe2

ϵ0m

ωp 称为等离子体频率。此式对所有介质都成立，最极端的情况下 [如纯等离子体忽略电子阻尼]，电磁波频
率小于等离子体频率时，介电常数为负，电磁波波矢进入此区域的分量变为纯虚数，也即成为隐失波，指

数衰减 [紫外透明]。
一般频率而言，γi 较小，介电常数基本为实数，于是对电磁波的吸收很小，即该介质对电磁波透明。但当

ω ≈ ωi 时，对该频率的吸收即非常明显，称为共振吸收区。

* 介电常数明显称为复数时，电磁波波数也是复数，回顾之前的 k = k1 + i 1
2
A，A 代表能流的衰减，因此

称为吸收系数。

§4.5 电磁信号在色散介质中的传播

实际电磁信号往往并不是单色均匀波，而是以波包 [即不同频率单色波叠加] 的形式传播，以下以一维情况
标量波 [忽略偏振] 为例。
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波包的色散

考虑一维波包

u(x, t) =
1√
2π

∫
A(k)eikx−iω(k)tdk

这里 ω(k) 与介质色散性质有关，A(k) 代表不同频率成分的强度，根据 Fourier 变换公式可知

A(k) =
1√
2π

∫
u(x, 0)e−ikxdx

* 也可由其他时刻计算出，对单色波 u(x, 0) = eik0x，对应振幅 A(k) 为
√
2πδ(k − k0)，此后仍为单色波。

* 利用傅里叶变换性质可得位置空间与频率空间的延展 [并非此处重点，省略严禁定义] 满足 ∆k∆x ≥ 1
2
，

事实上是量子力学中的不确定关系。由此，位置空间波包越窄，所需频率就越宽。

由于相速度 vp =
ω
k
对不同频率不同，不同成分的相位差会随时间演化而变化，也即代表波包形状随时间

推移发生变形，这就是色散。

对平面单色波，能量流动速度与相速度相同，但对波包可能非常复杂。考虑 A(k) 只在 k = k0 附近某个小

范围非零的情况，泰勒展开可得

ω(k) ≈ ω0 + vg(k − k0), ω0 = ω(k0), vg =
dω
dk (k0)

代入可发现波包随时间的演化近似为

u(x, t) ≈ u(x− vgt, 0)ei(k0vg−ω0)t

这里 vg 即为群速度。此时波包形状几乎没有改变，只是按群速度移动，vg 比相速度 vp 更好刻画了波包的

传播与能量流动。

* 由于 ω(k) = ck
n(k)
，计算有 [此处均省略 k = k0]

vg =
vp

1 + ω
n

dn
dω

当存在色散，导数项非 0 时，群速度与相速度即不同。
* 当 dn

dω > 0 时称为正常色散，而小于 0 则称为反常色散，反常色散时 vg 甚至可以超过光速，但这时近似

无法成立，群速度已经失去了物理意义，并不代表信号传播速度。

因果性

考虑一般的情况，回顾第一章，各向同性的线性介质中，电位移矢量与电场强度关系 [本部分讨论时均为
实] 可写为

D⃗(x⃗, t) = ϵ0

(
E⃗(x⃗, t) +

∫
χ(τ)E⃗(x⃗, t− τ)dτ

)
因果性要求 τ < 0 时 χ(τ) = 0，也即 t 时刻电位移矢量只能依赖 t 之前的电场强度，由此可将积分改为 0
到 ∞。
原积分两边傅里叶变换即得到介电常数的表达式 (与第一章 ϵ(ω) = ϵ0(1 + χ(e)(ω)) 相同)，再利用因果性
可得

ϵ(ω)

ϵ0
= 1 +

∫ ∞

0

χ(τ)eiωτ dτ

利用此表达式与 D⃗, E⃗ 为实可得：

1. 若 χ(τ) 对所有 τ 有界，ϵ(ω) 在复平面上半平面 [Im(ω) > 0] 解析；

2. 若 χ(τ) 在 τ → ∞ 时 [记作 χ(∞)] 为 0，利用数学可证明 ϵ(ω) 可以延拓到实轴，但实际上利用导体

等效介电常数定义可知导体 χ(∞) = σ
ϵ0
，因此在 ω = 0 处有极点，可证明在实轴其他点仍可延拓；
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3. 假定 χ 的连续性，有 χ(0) = 0，从而分部积分可得 ω 很大时

ϵ(ω)

ϵ0
≈ 1− χ′(0)

ω2

4. 由于 χ(τ) 为实数，介电常数满足共轭关系 ϵ(−ω) = ϵ∗(ω∗)。

利用复变函数知识，对上半平面任何一点 z，有 [这里事实上可以包含 0 处为极点的情况]

ϵ(z)

ϵ0
= 1 +

1

2πi

∮
C

ϵ(ω′)/ϵ0 − 1

ω′ − z
dω′

这里 C 为以实轴 [−R,R] 为直径的，上半平面中的充分大半圆。将此半圆趋于无穷，由于大 ω 处其以 ω2

衰减，半圆上的积分趋于 0，可将积分改为实轴上积分，再令 z = ω + iδ，并取 δ → 0+，计算即得到

ϵ(ω)

ϵ0
= 1 +

1

πiP
∫
R

ϵ(ω′)/ϵ0 − 1

ω′ − ω
dω′

* 此处 P 表示主值积分 (一种特殊的反常积分定义)。
* 将此结果实部、虚部写出就称为克拉默斯-克勒尼希关系，或称为色散关系，对介质普遍成立。

最大信号传播速度

假设一个空间 x > 0 为折射率 n(ω) 介质，x < 0 为真空，频谱 A(ω) 的电磁波包从真空正入射到介质，也

即真空中电磁波

uI(x, t) =

∫
A(ω)eik(ω)x−iωtdω

利用菲涅尔公式可得介质中电磁波

u(x, t) =

∫
2

1 + n(ω)
A(ω)eik(ω)x−iωtdω

假设波前在 t < 0 时尚未到达 x = 0，也即 t < 0 时 uI(x = 0−, t) = 0，类似上一部分对因果性的讨论，这

时频谱

A(ω) =
1

2π

∫ ∞

0

uI(x = 0−, t)eiωtdt

可以成为上半平面的解析函数 [事实上是从实轴解析延拓到上半平面]。
进一步假定 A(ω) 在 ω 很大处有界，由 ϵ(ω) 行为可知 n(ω) 在 |ω| → ∞ 时趋于 1，因此 ik(ω)x− iωt 趋于

iω(x− ct)

c

与上一部分完全类似，对 2
1+n(ω)

A(ω)eik(ω)x−iωt 在半圆利用柯西积分定理，由于 A(ω), n(ω) 在整个上半平

面解析可知半圆上积分为 0，而 x > ct 时，exp(iω(x− ct)/c) 在无穷处趋于 0，因此半圆积分的极限等于
实轴上积分，从而得到 u(x, t) = 0，也即说明无论折射率形式如何，波包传播速度不可能大于光速。

§4.6 波导与谐振腔

介质波导即为不导电的光介质构成的光纤，而谐振腔为金属或铁氧体围成的封闭空间。本节讨论电磁波在

其中的传播。

麦克斯韦方程组的横纵分离

不考虑边界条件时，波导管内部电磁场方程应与无限介质相同，若所有场以 e−iωt 随时间振荡，应有

(∇2 + µϵω2)

(
E⃗

B⃗

)
= 0
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将电场纵向分量分解 E⃗ = Ez e⃗3 + E⃗⊥，磁场作相同分解，记 ∇⊥ 为
(
∂
∂x
, ∂
∂y
, 0
)
，麦克斯韦方程组可表达为

∂E⃗⊥

∂z
+ iωe⃗3 × B⃗⊥ = ∇⊥Ez, e⃗3 · (∇⊥ × E⃗⊥) = iωBz

∂B⃗⊥

∂z
− iµϵωe⃗3 × E⃗⊥ = ∇⊥Bz, e⃗3 · (∇⊥ × B⃗⊥) = −iµϵωEz

∇⊥ · E⃗⊥ = −∂Ez
∂z

, ∇⊥ × B⃗⊥ = −∂Bz
∂z

考虑沿 z 轴向上的波导管，其中的电磁波利用对称性有 [此时 k 事实上是波矢的纵向分量]

E⃗ = E⃗(x, y)e±ikz−iωt, B⃗ = B⃗(x, y)e±ikz−iωt

由此代入上方方程组得到 k⊥ 非零时 [此处 ± 与上方对应]

E⃗⊥ =
i
k2⊥

(±k∇⊥Ez − ωe⃗3 ×∇⊥Bz)

B⃗⊥ =
i
k2⊥

(±k∇⊥Bz + µϵωe⃗3 ×∇⊥Ez)

这里 k⊥ 满足 µϵω2 = k2 + k2⊥。

* 于是横向场由纵向分量确定。
* 若 Ez, Bz 均为 0，且 E⃗⊥, B⃗⊥ 存在非零解，代入上方方程组即可知 k 与 ω 必须满足 k2 = µϵω2，从而

k⊥ = 0。

注意到 ∇⊥ · E⃗(x, y) = ∇ · E⃗(x, y)，代入本部分开始的方程计算可知

(∇2
⊥ + k2⊥)

(
E⃗(x, y)

B⃗(x, y)

)
= 0

本节中，此后如无特殊说明，E⃗, B⃗ 均表示去除纵向与随时间波动项的 E⃗(x, y), B⃗(x, y)，在不涉及对 z 与

对时间导数时，它们满足的线性方程与 B⃗, E⃗ 满足的完全相同。

* 求解波导中传播问题即为根据边界条件利用此方程解出纵向分量，再进一步得到横向分量。
*定义 Ez = 0的波为横电波或 TE 波，Bz = 0的波为横磁波或 TM 波，均为 0的波为横电磁波或 TEM
波，也可将波称为模式。根据上方讨论，TEM 波中必须满足 k⊥ = 0，否则只有无意义的平凡解。

金属波导

考虑理想导体，电导率无穷大，则根据之前讨论可知完全屏蔽电磁波，内部电磁场为 0，从而利用麦克斯
韦方程组边界条件知 n⃗× E⃗ = 0, n⃗ · B⃗ = 0，代入横纵分离的方程得到边界上

Ez = 0,
∂Bz
∂n

= 0

这里 N⃗ 为边界面 S 的法向单位矢量。

用 ψ(x, y) 表示 Ez 或 Bz，由上一部分知其满足 (∇2
⊥ + k2⊥)ψ = 0，结合电场的边界条件 Ez|S = 0 或磁场

的边界条件 ∂ψ
∂n

∣∣
S
= 0 即可求解方程。

* 由此也即看出电场、磁场的求解是独立的。
对 Bz = 0 的 TM 波或 Ez = 0 的 TE 波，验证可知都有形式

H⃗⊥ = ± 1

Z
e⃗3 × E⃗H

其中 Z 称为波导中的波阻抗，TM 波中为 k
ϵω

= k
k0

√
µ
ϵ
，TE 波中为 µω

k
= k0

k

√
µ
ϵ
，这里 k0 为本征频率

√
µϵω。
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由偏微分方程理论知对两种边值问题，ψ(x, y) 的解均唯一，且相应 k2⊥ 一般为正的、分立的实数。将这些

k2⊥ 取值记为 γ2λ, λ ∈ N∗，给定 ω 后波导中可传播的波数

k2λ = µϵω2 − γ2λ

亦有限。对给定 γ2λ，存在截止频率 ωλ = γλ/
√
µϵ，频率 ω 必须大于截止频率才可保证 kλ 为实，可传播。

由 γ2λ 存在最小可能值，也存在最小截止频率，低于其的电磁波无法传播。

例：考虑理想导体构成的两边长 a > b 的矩形波导管，以截面一个顶点为原点，a, b 两边在 x, y 轴正方向。

1. 对 TE 波，利用磁场的边界条件，分离变量可设磁场写为

Hz = H0 cos
mπx

a
cos nπy

b

其对应的

γ2mn = π2

(
m2

a2
+
b2

n2

)
为使电磁波存在，由 Ez 已经为 0，Hz 不能恒定，因此 m,n 不全为 0，最小的 γmn 为 γ10，由此得

到截止频率 ω10 = γ10/
√
µϵ。

2. 对 TM 波，利用电场的边界条件，分离变量可设电场写为

Ez = E0 sin
mπx

a
sin nπy

b

对应的 γmn 表达式完全相同，但此时不恒定要求 m,n 均不为零，因此最小 γmn = γ11，截止频率为

ω11。

* 对 TEM 波，由上一部分知 k = k0 =
√
µϵω。但若在单连通区域中，考虑 k⊥ = 0 时的拉普拉斯方程即

发现仍会导致 E⃗x, E⃗y, B⃗x, B⃗y 只有常数解，于是 TEM 波不能存在于单连通截面的金属波导管中，须利用
同轴电缆等结构。

能量流动

考虑平均能流密度 [本节中仍记为 S⃗ 而非
¯⃗
S] S⃗ = 1

2
E⃗ × H⃗∗，计算可得对 TM 波或 TE 波有

S⃗ =


ωkϵ
2k4⊥

(
e⃗3|∇⊥ψ|2 + ik

2
⊥
k
ψ∇⊥ψ

∗) TM
ωkµ
2k4⊥

(
e⃗3|∇⊥ψ|2 + ik

2
⊥
k
ψ∗∇⊥ψ

)
TE

这里在 TM 波中 ψ 表示 Ez，TE 波中表示 Hz。

事实上 S⃗ 的实部为实际能流密度，理想导体时 ψ 为实，因此第二项无意义。将能流密度对波导管截面积

分即可得到能量传输功率

P =

∫
A

S⃗ · e⃗3dxdy

代入 S⃗ 表达式，利用格林公式，无论对 TE 或 TM 波，对理想导体均有 ψ ∂ψ∗

∂n
= 0，设 γλ = k⊥，记

ωλ = γλ/
√
µϵ 即有 [利用 k2 = µϵ(ω2 − ω2

λ)](
PTM

PTE

)
=

1

2µϵ

ωk

ω2
λ

∫
A

|ψ|2dxdy
(
ϵ

µ

)

利用能量密度周期平均值 ū = 1
4

(
ϵE⃗ · E⃗∗ + 1

µ
B⃗ · B⃗∗)，类似积分得到单位长度平均电磁场能量

U =

∫
A

ūdxdy,
(
UTM

UTE

)
=

1

2

ω2

ω2
λ

∫
A

|ψ|2dxdy
(
ϵ

µ

)
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* 由此 P
U
= k

ωµϵ
，固定 γλ 时，由于 ω = 1√

µϵ

√
k2 + γ2λ，计算发现恰有

P
U
= vg = ω′(k)，也即功率与单位

长度能量之比恰为群速度。

对非理想导体，一般存在欧姆损耗。简单讨论方法为假定

γλ = k
(0)
⊥ + aλ + ibλ

这里 k
(0)
⊥ 为理想导体时的 k⊥，考虑损耗后实际的 γλ 为复，由此计算可得 P = P0e−2bλz，于是

bλ = − 1

2P

dP (z)
dz

* 可通过计算 S⃗ 的实部的扰动后积分得到。

根据良导体中电磁波与趋肤深度 δ 关系的表达式，可计算截面边界 C 的线积分得到单位长度损耗

− dP
dz =

1

2σδ

∮
C

|n⃗× H⃗|2dl

谐振腔：波导管两端也用导体封闭即得到谐振腔，这时 z方向传递的波成为驻波，波数必然为 k = pπ
d
, p ∈ Z，

d 为纵向长度。由此即得

µϵω2
p,λ = γ2λ +

p2π2

d2

这些频率称为谐振腔的本征频率。

* 事实上任何导体围成的空间都可成为谐振腔，d→ 0 时最低固有频率与腔的尺寸反比。

平面介质波导

* 光纤即为介质波导重要例子，由于传输电磁波频率很高，可以忽略波动性进行几何光学近似 [事实上就
是量子力学中的半经典近似，或称 WKB 近似]，从而基本机制为光信号在内部到外部的边界上发生全反
射，因此需要内层折射率 n1 大于包层折射率 n2。

空间中 |x| ≤ a 部分充满折射率 n1 介质，外部折射率 n2，且 n1 > n2。假设其中电磁波沿 +z 传播，其即

构成无穷大平面介质波导。设电磁波圆频率 ω，定义参数

k0 =
ω

c
, ∆ =

n2
1 − n2

2

2n2
1

, V = k0a
√
n2
1 − n2

2 = n1k0a
√
2∆

* 由于 ∆ 标志内外层折射率差异，称为轮廓高度参数，对通常光纤较小，将其看作小量的近似称为弱波导

近似。V 称为光纤参数。

对介质波导，假设 E⃗ = E⃗(x, y)eikz−iωt, B⃗ = B⃗(x, y)eikz−iωt，记 k0 =
√
µϵω，方程

(∇2
⊥ + k2⊥)

(
E⃗(x, y)

B⃗(x, y)

)
= 0

仍然成立，且由对称性可假设 Ez,Hz 与 y 无关，从而 z 方向方程化为(
d2

dx2 + γ2
)
ψ(x) = 0, |x| < a

(
d2

dx2 − β2

)
ψ(x) = 0, |x| > a

这里 ψ 为 Ez 或 Hz，γ
2 = n2

1k
2
0 − k2, β2 = k2 − n2

2k
2
0。

由一般的 ψ′′ + αψ = 0 的解的形式，为保持电磁波的正常传播，|x| < a 时应关于 x 简谐，从而 α > 0；

|x| > a 时应关于 x 衰减，从而 α < 0 且应取解形式为 Ce−
√
−α|x|，由此可知必须 γ2 > 0, β2 > 0，即得

n2
2k

2
0 ≤ k2 < n2

1k
2
0
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由于边界的对称性，可考虑奇函数解与偶函数解作为基本解，可验证偶函数解为

ψ(x) =

A cos γx |x| ≤ a

Be−β|x| |x| > a

奇函数解为

ψ(x) =

A sin γx |x| ≤ a

B x
|x|e−β|x| |x| > a

* 用横向场对 x 的奇偶性定义波的奇偶性，而由于横向场是 ψ 的微分，奇偶性相反，也即偶函数解对应奇

TE 波或 TM 波，奇函数解对应偶 TE 波或 TM 波。

利用 ψ 算出场后，代入麦克斯韦方程组在 |x| = a 处的边界条件可得

A sin γa = Be−βa, A

γa
cos(γa) = B

βa
e−βa 偶 TE 波

A cos γa = Be−βa, A

γa
sin(γa) = − B

βa
e−βa 奇 TE 波

A sin γa = Be−βa, An2
1

γa
cos(γa) = Bn2

2

βa
e−βa 偶 TM 波

A cos γa = Be−βa, An2
1

γa
sin(γa) = −Bn

2
2

βa
e−βa 奇 TM 波

用前后两个方程相除可以得到传播波数 β, γ 的本征方程。记 U = γa,W = βa，有

W = U tanU 偶 TE 波

W = −U cotU 奇 TE 波

n2
1W = n2

2U tanU 偶 TM 波

n2
1W = −n2

2U cotU 奇 TM 波

计算发现光纤参数 V 2 = U2 +W 2，因此给定光纤参数后结合上方方程可求解出 U,W。几何上，求解过程

可看作函数曲线与圆的交点，由此可得到极限性质。

由于本征方程对应的函数定义域间断的，将最靠近原点的一支 [或对称的两支] 称为对应波的第一个模式，
其次称为第二个模式，以此类推。圆 V 2 = U2 +W 2 能与第 k 个模式相交的最小 V 称为第 k 个模式的截

止频率。由此作图可发现偶 TE 波或 TM 波第一个模式截止频率 0，第二个模式截止频率 π；奇 TE 波或
TM 波第一个模式截止频率 π

2
。

若将偶 TE 或 TM 波的第 k 个模式记作 TE2k−2 或 TM2k−2，奇 TE 或 TM 波的第 k 个模式记作 TE2k−1

或 TM2k−1，则可统一为 TMj 或 TEj 截止频率 jπ
2
, j ∈ N。

* 对 TE 或 TM 波，求解出的本征值 U(V ) 满足 U ≤ V，且截止频率时恰好等号成立，从而每个模式的

Ui(V ) 在 U − V 平面上从直线 U = V 延伸出，实际对一个 V 可存在多个 Ui 对应。

* 可发现平面介质波导方程与量子力学一维势阱类似，因为事实上此方程即对应光子的薛定谔方程，ψ 与
波函数对应。

圆形介质波导

空间中
√
x2 + y2 ≤ a 部分充满折射率 n1 介质，外部折射率 n2，且 n1 > n2。仍假设其中电磁波沿 +z 传

播，其即构成圆形介质波导，更符合实际模型。参数定义与之前相同，取柱坐标系 (ρ, ϕ, z)，则可得 ψ(ρ, ϕ)

的方程：

(∇2
⊥ + γ2)ψ = 0, ρ < a

(∇2
⊥ − β2)ψ = 0, ρ > a
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分离变量为 R(ρ)Φ(ϕ)，类似第二章计算得到可取 Φ(ϕ) = eimϕ，再代入可得 R(ρ) 可取

R(ρ) =

ReJm(γρ) ρ < a

RhKm(βρ) ρ > a

* 这里 Jm 为贝塞尔函数，Km 为虚宗量贝塞尔函数，此选取确保内部的解有界，在外部衰减。

由于 E⃗z, H⃗z 应对 ϕ 有相同频率，它们的 m 相同，下面假设对 Ez 的 Re, Rh 为 Ae, Ah，对 Hz 的 Re, Rh

为 Be, Bh。此时利用麦克斯韦方程组的边界条件会发现 Ez,Hz 产生耦合，也即不能分别求解。具体来说，

边界条件为 [U,W 定义与上一部分相同]
Jm(U) 0 −Km(W ) 0

0 Jm(U) 0 −Km(W )
imk
γ2a

Jm(U) −ωµ0

γ
J ′
m(U) imk

β2a
Km(W ) −ωµ0

β
K ′
m(W )

ωϵ0n
2
1

γ
J ′
m(U) imk

γ2a
Jm(U) ωϵ0n

2
2

β
K ′
m(W ) imk

β2a
Km(W )



Ae

Ah

Be

Bh

 = 0

于是，非零解要求行列式为 0，这即为其本征方程，计算得可写成(
J ′
m(U)

UJm(U)
+
n2
2

n2
1

K ′
m(W )

WKm(W )

)(
J ′
m(U)

UJm(U)
+

K ′
m(W )

WKm(W )

)
=

(
mk

n1k0

)2(
V

UW

)4

* 其在一般情况下无法解析求解。
当 m = 0 时，可发现边界条件 Ae, Be 与 Ah, Bh 不再耦合，于是分别存在非零的 Ez = Ae = Be = 0 的

TE 波 [对应本征方程左侧第一个括号为 0] 与 Hz = Ah = Bh = 0 的 TM 波 [对应本征方程左侧第二个括
号为 0]。
此时利用 J ′

0 = −J1,K ′
0 = −K1 可进一步化简条件，截止频率对应 U = V，于是由本征方程可知 V 必须

为 J0 的非负零点，最小的为 x
(0)
1 ≈ 2.405，对应波记为 TE01,TM01。V 比此频率还小时，光纤中不再能

传播横电或横磁波。

当 m = 1 时，仍考虑截止频率发现 J1(V ) = 0，于是 V 必须为 J1 的非负零点，最小为 0，此时的结果称
为 HE11 波，可以以任何频率传播。

* 考察此后的截止频率可发现，0 < V < x
(0)
1 时只有 HE11 波可以传播，由此只要 V 充分小即可实现单模

传播。

五 电磁波的辐射和散射

* 本章无特殊说明时均考虑真空中。

§5.1 电磁势波动方程的推迟解

考察第一章中洛伦茨规范下的麦克斯韦方程组

∇2Ψ− 1

c2
∂2Ψ

∂t2
= −4πf(x⃗, t)

这里 Ψ 为 Φ 或 A⃗i，而 f 为对应的右端电荷分布或电流分布。为了从分布得到标势、矢势，我们必须求

解此方程。

考虑 Fourier 变换

F [φ](x⃗, ω) =
1

2π

∫
φ(x⃗, t)eiωtdt, F−1[φ](x⃗, t) =

∫
φ(x⃗, ω)e−iωtdω

记 Ψ̃ = F [Ψ], f̃ = F [f ] 可算得

(∇2 + k2)Ψ̃(x⃗, ω) = −4πf̃(x⃗, ω)
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这里 k = ω2

c2
，只需对固定 ω 求解此方程即可。

先求解格林函数

(∇2 + k2)Gk(x⃗, x⃗
′) = −4πδ3(x⃗− x⃗′)

记 R = |x⃗− x⃗′|，利用对称性将 Gk 化为球坐标，即可解得

G±
k (R) =

e±ikR

R

* 上标 + 称为推迟格林函数，而上标 − 称为超前格林函数。
由于原方程含时格林函数须满足(

∇2 − 1

c2
∂2

∂t2

)
G(x⃗, t; x⃗′, t′) = −4πδ3(x⃗− x⃗′)δ(t− t′)

记 τ = t− t′ 考虑两边同作 Fourier 变换，再将解作逆变换即得 [利用 δ 函数 Fourier 变换为常数]

G±(R, τ) =
1

2π

∫ e±ikR

R
e−iωτ dω

由于 k = ω/c，此积分即得到 δ 函数

G±(R, τ) =
δ(τ ∓R/c)

R
=

1

R
δ(t− (t′ ±R/c))

于是推迟代表 t > t′，超前代表 t < t′，由于观测时间 t 必然大于源时间 t′，只有推迟格林函数符合因果

律，由此可解得原方程

ψ(x⃗, t) =

∫
d3x′dt′G+(R, τ)f(x⃗′, t′) =

∫
d3x′

f(x⃗′, t− |x⃗− x⃗′|/c)
|x⃗− x⃗′|

* 对磁矢势即为将 f 替换为 µ0

4π
J⃗，此关系是讨论振荡电流电磁波的基本出发点。

§5.2 谐振电荷和电流分布的电磁辐射

电磁与电流分布谐振，即假设

ρ(x⃗, t) = ρ(x⃗)e−iωt, J⃗(x⃗, t) = J⃗(x⃗)e−iωt

利用连续性方程知有条件 iωρ(x⃗) = ∇ · J⃗(x⃗)。
* 以下如无特殊说明，对任何电磁场相关的函数 f，f(x⃗) 即代表 f(x⃗, t) = f(x⃗)e−iωt，省略谐振项。

由于已经取定了洛伦茨规范，只需求解 A⃗ 即可得到 ∂ϕ
∂t
，而根据谐振即可知 ∂ϕ(x⃗,t)

∂t
= −iωϕ(x⃗, t)，从而得

到 ϕ。对 A⃗，由上节可知

A⃗(x⃗) =
µ0

4π

∫
d3x′J⃗(x⃗′)

eik|x⃗−x⃗′|

|x⃗− x⃗′|

假设辐射源集中在原点附近，其尺度 d对应 |x⃗′|的尺度，接收电磁波的点 r = |x⃗| ≫ d，电磁波波长 λ = 2π
k
，

分为三个区域考虑：

1. 近场区 [静态区]，满足 d≪ r ≪ λ；

2. 中间区 [感应区]，满足 d≪ r ∼ λ；

3. 远场区 [辐射区]，满足 d≪ λ≪ r。
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对中间区或远场区，可将分母的 |x⃗− x⃗′|近似为 r，而指数上利用对 x⃗′ 泰勒展开到一阶 |x⃗− x⃗′| ≈ r− n⃗ · x⃗′，
这里 n⃗ 为 x⃗ 方向单位矢量，即得到近似

A⃗(x⃗) =
µ0eikr

4πr

∫
d3x′J⃗(x⃗′)e−ikn⃗·x⃗′

由于积分只与方向有关，此近似下即为球面波 [但一般具有各向异性]。此时根据定义与麦克斯韦方程组第
二个方程可得 [由于假定 d≪ r，可得远处 J⃗ = 0]

H⃗ =
1

µ0

∇× A⃗, E⃗ = − iZ0

k
∇× H⃗, Z0 =

√
µ0

ϵ0

更一般地，只要 γ ≫ d, r ≫ d，可作展开

eik|x⃗−x⃗′|

|x⃗− x⃗′|
=

eikr

r

(
1 +

n⃗ · x⃗′

r
+ · · ·

)
(1− ikn⃗ · x⃗′ + · · · )

这里第一个括号来自分母的泰勒展开，第二个括号来自分子的泰勒展开，称为长波近似。将展开式不同项

代入 A⃗(x⃗) 的表达式，即得到不同的辐射类型，将在下节讨论。

§5.3 电偶极辐射、磁偶极辐射和电四极辐射

电偶极辐射

只保留长波近似的首项得到

A⃗(x⃗) =
µ0eikr

4πr

∫
d3x′J⃗(x⃗′)

与第三章磁多极展开的讨论完全类似可得∫
d3x′J⃗(x⃗′) = −

∫
d3x′x⃗(∇′ · J⃗) = −iω

∫
d3x′x⃗′ρ(x⃗′)

记积分中为电偶极矩 p⃗(x⃗)，代入可得

A⃗(x⃗) = − iµ0ω

4π

eikr

r
p⃗(x⃗)

在球坐标下计算 ∇ 算子可知
H⃗ =

ck2

4π

eikr

r

(
1− 1

ikr

)
n⃗× p⃗

而利用 A⃗ 与洛伦茨规范解出 ϕ 后计算得

E⃗ =
1

4πϵ0

(
k2

eikr

r
(n⃗× p⃗)× n⃗+

(
1

r3
− ik
r2

)
eikr(3(n⃗ · p⃗)n⃗− p⃗)

)
* 近场区由 r ≪ λ 可知 kr ≪ 1，这时只保留 r 的高次项，且 eikr → 1，即为电偶极子场的形式：

E⃗ =
1

4πϵ0

1

r3
(3(n⃗ · p⃗)n⃗− p⃗)

* 远场区 kr ≫ 1，只保留低次项，即有

H⃗ =
ck2

4π

eikr

r
n⃗× p⃗, E⃗ = Z0H⃗ × n⃗

辐射功率的角度分布：在方向 n⃗ 处立体角的辐射功率通过坡印亭矢量周期平均 [且应取实部] 定义

dP
dΩn⃗

= lim
r→∞

1

2
Re
(
r2n⃗ · (E⃗ × H⃗∗)

)
对电偶极辐射计算可得 [这里 θ 为 n⃗, p⃗ 夹角，可不妨将 p⃗ 取为 z 轴，即有 dΩ = sin θdθdϕ]

dP
dΩn⃗

=
c2Z0k

4

32π2
|p⃗|2 sin2 θ, P =

∫ dP
dΩn⃗

dΩ =
c2Z0k

4

12π
|p⃗|2
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磁偶极辐射

长波近似里电场、磁场分别的次级项对矢势的贡献为 [即除首项和交叉项后代入 A⃗ 表达式]

µ0eikr

4πr

(
1

r
− ik

)∫
d3x′(n⃗ · x⃗′)J⃗(x⃗′)

计算可得

(n⃗ · x⃗′)J⃗ =
1

2
x⃗′ × J⃗ +

1

2
(n⃗ · x⃗′)J⃗ + (n⃗ · J⃗)x⃗′

回顾第三章中磁矩定义为 m⃗ = 1
2

∫
(x⃗′ × J⃗)d3x′，于是只保留上式左侧的贡献时得到

A⃗(x⃗) =
ikµ0

4π

eikr

r

(
1− 1

ikr

)
n⃗× m⃗

此时的 A⃗ 形式类似电偶极辐射的 H⃗，因此由对称性可知 H⃗ 将类似电偶极辐射的 E⃗，计算可得

E⃗ = −Z0k
2

4π

eikr

r

(
1− 1

ikr

)
n⃗× m⃗

H⃗ =
1

4π

(
k2

eikr

r
(n⃗× m⃗)× n⃗+

(
1

r3
− ik
r2

)
eikr(3(n⃗ · m⃗)n⃗− m⃗)

)
* 与电偶极辐射类似，近场区磁场趋于偶极场，无穷远处振幅为球面波，类似计算可知

dP
dΩn⃗

=
Z0k

4

32π2
|m⃗|2 sin2 θ, P =

Z0k
4

12π
|m⃗|2

电四极辐射

考虑右侧 1
2
(n⃗ · x⃗′)J⃗ + (n⃗ · J⃗)x⃗′ 的贡献，仍类似第三章可知

1

2

∫
d3x′

(
(n⃗ · x⃗′)J⃗ + (n⃗ · J⃗)x⃗′

)
= − iω

2

∫
(n⃗ · x⃗′)ρ(x⃗′)x⃗′d3x′

于是贡献为

A⃗(x⃗) = −µ0ck
2

8π

eikr

r

(
1− 1

ikr

)∫
(n⃗ · x⃗′)ρ(x⃗′)x⃗′d3x′

具体电磁场解的形式较复杂，远场区近似满足

B⃗ = ikn⃗× A⃗, E⃗ =
ikZ0

µ0

(n⃗× A⃗)× n⃗

这样的辐射场即称为电四极辐射场，回顾第二章对电四极矩张量 D 的定义，计算得磁场可表达成

H⃗ = − ick3
24π

eikr

r
n⃗× (Dn⃗)

于是类似计算可知 [这里上标 † 为矩阵的共轭转置]

dP
dΩn⃗

=
c2Z0k

6

1152π2

∣∣(n⃗× (Dn⃗))× n⃗
∣∣2, P =

c2Z0k
6

1440π
tr(D†D)

* 电偶极、磁偶极辐射功率均与 k4 正比，电四极辐射与 k6 正比。

* 对宏观体系而言，远场区电偶极辐射贡献最大，磁偶极辐射与电四极辐射强度大致相当。
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§5.4 辐射场的多极展开

球谐函数展开

* 上一节中，我们利用长波近似对 eik|x⃗−x⃗′|

|x⃗−x⃗′| 进行了泰勒展开并进行了一定讨论，但事实上其对高阶修正并

不精准。仿照静电学中的加法定理，也应对利用球谐函数展开。

类似第二章加法定理的证明，由于

(∇2 + k2)
eik|x⃗−x⃗′|

|x⃗− x⃗′|
= −4πδ3(x⃗− x⃗′)

两侧球谐函数展开，对比系数可得到

eik|x⃗−x⃗′|

4π|x⃗− x⃗′|
= ik

∑
l,m

jl(kr<)h
(1)
l (kr>)Y

∗
lm(n⃗

′)Ylm(n⃗)

这里 jl, h
(1)
l 为球贝塞尔函数，Ylm(n⃗) 为球谐函数，r>, r< 表示 |x⃗|, |x⃗′| 中较大/较小的一个。此公式称为

球面波的加法定理。

定义轨道角动量算符 L̂ = −ix⃗×∇ [事实上与量子力学形式一致，相差 h̄]，回顾第二章提到的角动量平方
算符 L̂2，即为 L̂ · L̂，拉普拉斯算符可写为

∇2 =
1

r

∂2

∂r
r − L̂2

r2

多极场

若电磁场对时间均以 e−iωt 谐振，空间中无电荷、电流，代入麦克斯韦方程组可知

(∇2 + k2)H⃗ = 0, ∇ · H⃗ = 0, (∇2 + k2)E⃗ = 0, ∇ · E⃗ = 0

E⃗ =
iZ0

k
∇× H⃗, H⃗ = − i

Z0k
∇× E⃗

同时可进一步计算验证

(∇2 + k2)(x⃗ · E⃗) = 0, (∇2 + k2)(x⃗ · H⃗) = 0

计算得 ∇ · E⃗ = 0,∇ · H⃗ = 0 可以转化为上式，从而形成相同形式的方程。

根据数学知识，球坐标系中可取完备集 h
(1)
l (kr)Ylm(n⃗), h

(2)
l (kr)Ylm(n⃗) 展开任何函数，这里 h

(1)
l , h

(2)
l 为球

汉克尔函数，上一部分的 jl = (h
(1)
l + h

(2)
l )/2。由此有 [此处 Ψ 为电磁场的任何一个分量]

Ψ(x⃗) =
∑
l,m

(
Almh

(1)
l (kr) +Blmh

(2)
l (kr)

)
Ylm(n⃗)

现在我们试着对此式作分解。从 x⃗ · H⃗ 出发，定义 (l,m) 阶磁多极场

x⃗ · H⃗(M)
lm (x⃗) =

l(l + 1)

k
glm(kr)Ylm(n⃗), x⃗ · E⃗(M)

lm (x⃗) = 0

这里 glm 为球汉克尔函数 h
(1)
l , h

(2)
l 的某线性组合，利用电场只有横向分量即可解得

E⃗
(M)
lm (x⃗) = Z0glm(kr)L̂Ylm(n⃗), H⃗M

lm(x⃗) = − i
Z0k

∇× E⃗
(M)
lm

完全类似得到电多极场，下方 fl 亦为球汉克尔函数的某线性组合：

H⃗
(E)
lm (x⃗) = flm(kr)L̂Ylm(n⃗), E⃗E

lm(x⃗) =
iZ0

k
∇× H⃗

(E)
lm

由于线性组合的表示，任何辐射场可用电多极场与磁多极场展开，称为多极场展开。
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记 χ⃗lm(n⃗) =
1√
l(l+1)

L̂Ylm(n⃗)，展开式可以写成

H⃗ =
∑
l,m

(
aE(l,m)flm(kr)χ⃗lm(n⃗)−

i
k
aM (l,m)∇× glm(kr)χ⃗lm(n⃗)

)

E⃗ = Z0

∑
l,m

(
i
k
aE(l,m)∇× flm(kr)χ⃗lm(n⃗) + aM (l,m)glm(kr)χ⃗lm(n⃗)

)
系数 aE , aM 称为电/磁多极场系数，表示成分多少，利用 χ⃗lm 满足的正交归一关系∫

χ⃗l′m′(n⃗) · χ⃗lm(n⃗)dΩn⃗ = δll′δmm′ ,

∫
χ⃗∗
l′m′(n⃗) · (x⃗× χ⃗lm(n⃗))dΩn⃗ = 0

可得到计算方式

aM (l,m)glm(kr) =
k√

l(l + 1)

∫
Y ∗
lm(x⃗ · H⃗)dΩ, Z0aE(l,m)flm(kr) = − k√

l(l + 1)

∫
Y ∗
lm(x⃗ · E⃗)dΩ

多极辐射功率

考虑远场区 kr ≫ 1 时的近似，由于系数 aM (l,m)glm(kr) 乘积一定，可假设 glm, flm 都是归一化的，远

场时即可近似为 eikr

kr
，于是上方的多极场展开化为

H⃗ =
eikr

kr

∑
l,m

(−1)l+1
(
aE(l,m)χ⃗lm(n⃗) + aM (l,m)n⃗× χ⃗lm(n⃗)

)
E⃗ = Z0H⃗ × N⃗

从而计算可得辐射功率角分布

dP
dΩn⃗

=
Z0

2k2

∣∣∣∣∑
l,m

(−1)l+1
(
aE(l,m)χ⃗lm(n⃗)× n⃗+ aM (l,m)χ⃗lm(n⃗)

)∣∣∣∣2
* 只有某个电或磁的多极场时，求和即为 |a(l,m)|2|χ⃗lm(n⃗)|2，事实上利用定义可算出 [省略参数 n⃗]

|χ⃗lm|2 =
1

l(l + 1)

(
(l −m)(l +m+ 1)

2
|Yl,m+1|2 +

(l +m)(l −m+ 1)

2
|Yl,m−1|2 +m2|Ylm|2

)
利用 χ⃗ 的正交归一性可知总辐射功率恰为

P =
Z0

2k2

∑
l,m

(
|aE(l,m)|2 + |aM (l,m)|2

)
§5.5 电磁波的散射

电磁波传播区域的微小粒子称为散射体，若尺度远大于波长，可采用几何光学近似处理，但尺度与波长相

当或更小时就会体现波动性。

一般描述

考虑尺度远小于波长的情况，电磁波可堪称原电磁波与散射部分的叠加，仍省略 e−iωt 项，假设入射电磁

波为平面波 [将电场偏振单位矢量 e⃗0 与大小 E0 分开，实际传播方向为 n⃗0]

E⃗c = E0e⃗0eikn⃗0·x⃗, H⃗c =
1

Z0

n⃗0 × E⃗inc

这里 k = ω/c 为入射波数。

再假设散射波对应 E⃗s, H⃗s，真实电磁场即为二者求和。
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* 对原点附近散射体，远离散射体的空间应有球面波形式。
微分散射截面定义为

dσ
dΩ(n⃗, e⃗; n⃗0, e⃗0) = lim

r→∞

r2|e⃗∗ · E⃗s(rn⃗)|2

|e⃗∗0 · E⃗c(rn⃗)|2

这里上标星号为共轭，n⃗, e⃗ 为指定方向的立体角与指定的偏振态方向，将其对立体角 n⃗ 积分即可得到总散

射截面。

* 将分子分母同除以 2Z0，分母即成为入射波的能流密度 S⃗c 模长，而分子即为散射波在给定方向与立体

角后的功率。

偶极散射

考虑真空中空间半径为 a，介电常数 ϵ，磁导率 µ [相对介电常数、相对磁导率记为 ϵr, µr] 的介质小球，并
假设 ka≪ 1，即波长远大于小球半径。根据二三两章中求解的结果，可知电偶极矩、磁偶极矩分别为

p⃗ = 4πa3
ϵ− ϵ0
ϵ+ 2ϵ0

E⃗c, m⃗ = 4πa3
µ− µ0

µ+ 2µ0

H⃗c

由近似条件，更高阶辐射可以忽略，因此远离散射体处，散射波电磁场能看成电偶极场与磁偶极场叠加，

即

E⃗s =
1

4πϵ0
k2

eikr

r

(
(n⃗× p⃗)× n⃗− 1

c
n⃗× m⃗

)
, H⃗s =

1

Z0

n⃗× E⃗s

由此计算可知

dσ
dΩ(n⃗, e⃗; n⃗0, e⃗0) =

k4

(4πϵ0E0)2

∣∣∣∣e⃗∗ · p⃗+ 1

c
(n⃗× e⃗∗) · m⃗

∣∣∣∣2 = k4a6
∣∣∣∣ϵr − 1

ϵr + 2
e⃗∗ · e⃗0 +

µr − 1

µr + 2
(n⃗× e⃗∗) · (n⃗0 × e⃗0)

∣∣∣∣
* 其具有长波散射、偶极散射特性，即正比于频率四次方。
假设 n⃗0 与 n⃗ 夹角 θ ̸= 0，其张成的平面称为散射平面，由于散射波 E⃗s 必然垂直于 n⃗，可将其分解为散

射平面上与垂直于散射平面的方向。假设两方向单位矢量为 e⃗∥, e⃗⊥，则定义 [由偏振方向要求，这里积分是
对与 n⃗0 垂直平面上的单位矢量]

dσ∥
dΩ =

1

2π

∫
dθe⃗0

dσ
dΩ(n⃗, e⃗∥; n⃗0, e⃗0),

dσ⊥
dΩ =

1

2π

∫
dθe⃗0

dσ
dΩ(n⃗, e⃗⊥; n⃗0, e⃗0)

也即代表两种极化情况的散射波对入射波偏振平均后的散射截面，利用各向同性可知其只与 θ 有关，进一

步定义散射波偏振度

Π(θ) =
dσ⊥
dΩ − dσ∥

dΩ
dσ⊥
dΩ +

dσ∥
dΩ

由此即可刻画散射波的极化程度 [其为 1 代表完全极化，只有垂直方向，其为 0 则代表完全非极化，只有
平行方向]。
* 长波散射又称为瑞利散射，由正比频率四次方可知高频电磁波更容易被散射，因此相对高频的蓝色成为
天空的颜色 [而低频直接穿透到达地面]。

多极场展开

类似球面波加法定理的讨论，利用球贝塞尔函数 jl 可作展开

ei⃗k·x⃗ = 4π
∑
l,m

iljl(kr)Y ∗
lm(n̂)Ylm(k̂)

n̂, k̂ 表示 x⃗, k⃗ 方向的单位矢量。

若入射波为标量波，此展开即可表示，但存在偏振时会更加复杂，考虑波矢为 z 轴方向的左右旋圆偏振平

面波

E⃗c(x⃗) = (e⃗1 ± e⃗2)eikz, cB⃗c(x⃗) = e⃗3 × E⃗ = ∓iE⃗
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利用复杂的数学计算可以得到类似辐射场多极展开的关系，这里 χ⃗ 定义与辐射场时相同，省略参数 n⃗：

E⃗c(x⃗) =
∞∑
l=0

il
√
4π(2l + 1)

(
jl(kr)χ⃗l,±1 ±

1

k
∇× jl(kr)χ⃗l,±1

)

cB⃗c(x⃗) =
∞∑
l=0

il
√
4π(2l + 1)

(
1

ik∇× jl(kr)χ⃗l,±1 ∓ ijl(kr)χ⃗l,±1

)
由此，对散射波可以作类似展开，但把 jl 换为 h

(1)
l ，并添加系数 α±(l), β±(l)：

E⃗s(x⃗) =
∞∑
l=0

il
√
4π(2l + 1)

(
α±(l)h

(1)
l (kr)χ⃗l,±1 ±

β±(l)

k
∇× h

(1)
l (kr)χ⃗l,±1

)

cB⃗s(x⃗) =
∞∑
l=0

il
√
4π(2l + 1)

(
α±(l)

ik ∇× h
(1)
l (kr)χ⃗l,±1 ∓ β±(l)ih(1)l (kr)χ⃗l,±1

)
假定散射体为半径 a 的小球，可以计算总散射功率与总吸收功率 [注意 E⃗, B⃗ 为入射与散射之和，代表所

有向内的波所贡献的功率]

Ps = − a2

2µ0

∫
E⃗s · (n⃗× B⃗∗

s )dΩn⃗, Pa =
a2

2µ0

∫
E⃗ · (n⃗× B⃗∗)dΩn⃗

也可得到微分散射截面

dσs
dΩ =

π

2k2

∣∣∣∣∑
l

√
2l + 1

(
α±(l)χ⃗l,±1 ± iβ±(l)n⃗× χ⃗l,±1

)∣∣∣∣2
利用归一化性质可计算积分得 [省略下标 ±]

σs =
π

2k2

∑
l

(2l + 1)
(
|α(l)|2 + |β(l)|2

)
而对吸收的截面，利用 jl 与 h

(1)
l 的关系类似可得

σa =
π

2k2

∑
l

(2l + 1)
(
2− |α(l) + 1|2 − |β(l) + 1|2

)
* 此公式与量子力学中散射问题的分波法完全一致。

小球散射

仍考虑之前的小球散射问题，但不进行长波近似。由于需要确定系数，边界条件必须给定，我们假定 r = a

处满足

E⃗t =
Zs
µ0

n⃗× B⃗

这里 E⃗t 表示电场切向分量，n⃗ 即为球面法向量，参数 Zs 称为表面阻抗，由此代入多极场展开可以解得

[省略所有参数 ka]

a±(l) = −1−
h
(2)
l − iZs

Z0

1
x

d(xh(2)
k )

dx

h
(1)
l − iZs

Z0

1
x

d(xh(1)
l )

dx

, b±(l) = −1−
h
(2)
l − iZ0

Zs

1
x

d(xh(2)
k )

dx

h
(1)
l − iZ0

Zs

1
x

d(xh(1)
l )

dx

当 Zs 为 0 或无穷时，根据球贝塞尔函数的性质可知必能写成

α±(l) = e2iδl − 1, β±(l) = e2iδ′l − 1

角度 δl 称为散射相移，对理想导体球 Zs = 0 时，可显式写出 [仍省略 ka，jl, nl 为球贝塞尔函数]

tan δl =
jl
nl
, tan δ′l =

d(xjl)
dx

d(xnl)
dx

计算可知，长波极限 ka≪ 1下，对散射截面最重要的为 l = 1项，l 每增加 1，相应的项会增加因子 (ka)2。
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六 狭义相对论

§6.1 狭义相对论的基本假设及其验证

基本假设：不同惯性系中物理规律相同 [相对性原理]、所有惯性系中信号可能的最大传播速度为光速 [光
速不变原理]。
* 由于位移电流，麦克斯韦方程组在伽利略变换下会改变，两者不相容。
早期实验验证：迈克尔逊-莫雷实验，但早期光速测量存在光学灭绝问题，即电磁波进入介质时介质极化产
生的电磁场抵消原电磁波，并产生新的电磁波，使得测量到的介质中真实传播速度为介质中光速。

由于灭绝需要距离，在灭绝距离到达前进行测量即可规避此问题，后续实验进一步验证了狭义相对论。

§6.2 洛伦兹变换

考虑惯性系 K 中两个时空点 (t1, x⃗1), (t2, x⃗2)，定义其不变间隔 ∆s2 为

∆s2 = c2(t2 − t1)
2 − |x⃗2 − x⃗1|2

若第一个时空点发射光信号，第二个时空点收到 [这称为光信号联系的事件]，根据光速不变原理可知不变
间隔为 0。
对另一惯性系 K ′，若相对 K 的运动速度为 v⃗′，其中的时空点 (t′1, x⃗

′
1), (t

′
2, x⃗

′
2)，则必有 ∆s′2 = 0。

若对任何两时空点，不变间隔平方的变换关系为 [可如此假设是由于时空均匀性，变换系数只能与 v⃗ 大小

有关]
∆s2 = A(|v⃗′|)∆s′2

另一方面，对惯性系 K ′ 来说，惯性系 K 以速度 −v⃗′ 相对惯性系 K 运动，于是又有

∆s′
2
= A(| − v⃗′|)∆s2

由于 −v⃗ 模长与 v⃗ 相同，可得 A(|v⃗′|) 平方必然为 1，于是可能为 ±1，又由 v⃗ = 0 时必然为 1，结合连续
性可知只能恒为 1，即

∆s′
2
= ∆s2

* 不变间隔在惯性系变换下不变，满足此性质的时空称为闵可夫斯基时空 [闵氏空间]。
* 注意到 ∆s2 未必为正，为正时称两个时空点类时，为负时称类空，为 0 时称类光。
* 粒子的演化轨迹在四维时空中称为世界线，对光子，世界线为类光点构成的光锥面，对速度小于光速的
粒子，世界线必然落在类时区域内。

不同惯性系间不变间隔得到保持的线性坐标变换称为洛伦兹变换，考虑惯性系 K 与以匀速 v⃗ 相对 K 沿

x 轴正方向运动的惯性系 K ′，t = 0 时刻的时空原点重合，且由于对称性必然有 y′ = y, z′ = z。这时，考

虑与时空原点 [其在线性变换下必然保持不变] 的时空间隔可知须保持 c2t2 − x2 = c2t′2 − x′2，这样的线性

变换必然能写成

x′ = x coshψ + ct sinhψ, ct′ = x sinhψ + ct coshψ

但是，在 K 系中考察 K ′ 系坐标原点的运动，根据定义可知 0 = vt coshψ + ct sinhψ，于是进一步解得

x′ = γ(x− βct), y′ = y, z′ = z, ct′ = γ(ct− βx), β =
v

c
, γ = coshψ =

1√
1− v2/c2

* 对一般的运动速度 v⃗，记 β⃗ = v⃗/c，γ 表达式不变，考虑分量分解可知洛伦兹变换应能写成

ct′ = γ(ct− β⃗ · x⃗), x⃗′ = x⃗+
γ − 1

β⃗2
(β⃗ · x⃗)β⃗ − γβ⃗ct
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*利用数学知识，一般的洛伦兹变换可分解为 xy, yz, xz, xt, yt, zt六个部分，前三个部分由保持 x2+y2+z2

不变即为旋转与反射，对应参考系坐标轴方向的选取，后三个部分称为推促，只涉及推促时的表达式如上。

* 从洛伦兹变换中时空耦合可以看出，同时具有相对性。
* 因果性：两个事件的不变间隔必须类时才能得到因果关系。

§6.3 洛伦兹标量与四矢量

* 洛伦兹变换下不变的量称为洛伦兹标量，例如不变间隔即为洛伦兹标量。
* 回顾爱因斯坦求和约定下相同指标代表求和。
记坐标 xµ = (x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z)，其事实上用张量语言表达为一个逆变四矢量，对应的协变四矢

量定义为 xµ = (x0,−x⃗)，则它们可以通过闵可夫斯基度规张量互相转化，即有

xµ = ηµνx
ν , xµ = ηµνxν

这里 ηνµ 为 ηµν 的逆，而根据逆变四矢量、谐变四矢量的定义，可直接得到

ηνµ = ηνµ = δνµ(2δν0 − 1)

* 也即看作矩阵为 diag(1,−1,−1,−1)，其逆仍为自身。
一般的洛伦兹变换可以写成

x′
µ
= Λµνx

ν

这里 Λνµ 事实上亦为矩阵，具体分量可由上一部分得到。

* 可验证其行列式为 1，因此四维体积元 d4x 也是洛伦兹标量，即 d4x = d4x′。

* 对不变间隔，其考虑无限接近的点可写为微分形式 ds2 = ηµνdxµdxν，亦可验证为洛伦兹标量。

若时空变换下，物理量 Aµ 与 xµ 有相同的变换形式，则称为逆变四矢量，也即

A′µ = ΛµνA
ν

可定义对应的协变四矢量为

Aµ = ηµνA
ν

某两四矢量 A,B 可以定义内积 [由于协变、逆变一一对应，可视为整体进行考虑]，记为

A ·B = AµBµ = AµB
µ

* 此定义下可验证四矢量内积均为洛伦兹标量。特别地，不变间隔可看作 dx · dx。

电动力学中，考虑平面波，由 c2k2 = ω2 计算可发现相位 ϕ = ωt− k⃗ · x⃗ 在不同参考系不变，其也为洛伦
兹标量，或定义四波矢 k = (ω/c, k⃗) 后写成 ϕ = k · x 的形式。
可验证四波矢构成逆变四矢量，于是计算洛伦兹变换可得

ω′ = γω(1− β cos θ)

这里 θ 为 β⃗ 与 k⃗ 的夹角，由此即得到相对论多普勒效应。

* 纵向、横向分别对应 θ = 0 与 π
2
的情况，横向多普勒效应只有考虑相对论时才会出现。。

对时空坐标四矢量的函数 f(x)，定义梯度算符 ∂µ 为求导后再拼接为四矢量，利用链式法则可证明 f 为洛

伦兹标量时 ∂uf(x) 为协变四矢量。可类似定义上标的梯度算符 ∂ν = ηµν∂µ，则达朗贝尔算符即可写为

□ = ∇2 − 1

c2
∂2

∂t2
= −∂µ∂µ
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此算符即出现在电磁波动方程中。

* 由于狭义相对论对应的参考系变换为洛伦兹变换，满足其的物理理论必然在洛伦兹变换下不变，也即可
以用 [符合洛伦兹变换形式定义下的] 张量写出。若一个方程能如此写出，即称其为协变的，而若物理理论
中所有方程均协变，即称它是协变的，下一章中将讨论麦克斯韦方程组的协变性，从而经典电动力学是协

变的。

§6.4 洛伦兹变换的数学性质

单位变换：Λµν = δµν，时空均不变。

从数学上可以推出，变换为洛伦兹变换当且仅当其不改变任何四矢量内积，考虑一组基可将此条件写成

ηµνΛ
µ
αΛ

ν
β = ηαβ

* 用矩阵写出并计算可发现行列式平方为 1，于是存在行列式为 ±1 的两支。

数学上，所有洛伦兹变换在复合下构成一个群，其事实上可以通过分解得到六个参数来刻画，类似六对独

立平面中的转动角度。其每个元素解析地依赖于六个参数，因此此群为一个李群。数学上可证明，行列式

为 1 的洛伦兹变换的矩阵形式写为 [这里矩阵的 exp 由幂级数定义]

Λ = exp
( 3∑

i=1

(iθiSi − ωiKi)

)
其中 θi, ωi 为 xy, yz, zx, xt, yt, zt 六个平面内的转动角度，对应的 Si,Ki 为相应的生成元，记 Eij 为第 i

行第 j 列为 1，其他为 0 的矩阵，则有

iS1 = E43 − E34, iS2 = E24 − E42, iS3 = E32 − E23, K1 = E12 + E21,K2 = E13 + E31,K3 = E14 + E41

它们满足对易关系 [这里 [A,B] = AB −BA，类似量子力学中定义]

[Si, Sj ] = iϵijkSk, [Si,Kj ] = iϵijkKk, [Ki,Kj ] = iϵijkSk

这些对易关系完全刻画了行列式为 1 的洛伦兹变换构成的群 [这也是一个李群] 的性质，称为它的李代数。
从之前分量分解的洛伦兹变换形式可得到，仅涉及推促的洛伦兹变换矩阵为 [βi 为 β⃗ 的分量]

Λ(β⃗) =


γ −γβ1 −γβ2 −γβ3

−γβ1 1 + (γ − 1)β
2
1

β2 (γ − 1)β1β2

β2 (γ − 1)β1β3

β2

−γβ2 (γ − 1)β1β2

β2 1 + (γ − 1)β
2
2

β2 (γ − 1)β2β3

β2

−γβ3 (γ − 1)β1β3

β2 (γ − 1)β2β3

β2 1 + (γ − 1)β
2
3

β2


七 相对论性电动力学

§7.1 自由粒子的拉氏量与运动方程

采用拉格朗日力学的观点，对闵氏空间中的自由粒子，作用量仍然应为洛伦兹标量 [这样才能保证最小作
用量原理是协变的]，而闵氏空间中可以写出的洛伦兹标量 S 为

S =

∫
Ldt = −mc

∫
ds

这里 Ldt 为某参考系中的表达，积分实质上是沿着世界线进行，ds 为不变间隔，某种意义上是世界线的
弧长微元。

* 注意 ds2 = ηµνdxµdxν，而传统意义的弧长微元平方为 δµνdxµdxν，于是 ηµν 刻画了闵氏空间中长度

[对类空点，其距离 (不变间隔) 甚至可能是虚数] 与通常四维空间的差别，因此其称为度规。
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假设粒子的固有时为 τ，也即对于粒子静止的参照系中时间间隔为 τ，则粒子时间线 xµ 可以看作 τ 为参

数的曲线，即 xµ(τ)，于是有 [第二个等号可直接由逆变、协变四矢量定义计算得到]

S = −mc
∫ √

ηµνdxµdxν = −mc
∫ √

dxµdxµ = −mc
∫ √ dxµ

dτ
dxµ
dτ dτ

* 计算可发现，以另一个参数 τ̃ 对世界线作参数化，作参数变换 τ̃ = τ̃(τ) 后，作用量仍然满足此形式，因

此作用量具有重参数化不变性。由于 ds 与参数无关，这是自然的。
某参考系中，若自由粒子速度 v⃗，其蕴含 dx⃗

dt = v⃗，因此可得此参考系下 [v = |v⃗|]

ds = c

√
1− v

c2
dt, L = −mc2

√
1− v

c2

* 注意到此时与粒子一起运动的参考系即相对原参考系速度 v⃗，因此利用洛伦兹变换可知此参考系中时间

dτ 即为 ds
c
，因此固有时事实上满足 ds = cdτ，这也蕴含着以固有时作为参数时，作用量对应公式的根号

下事实上是 c2。

由此，利用拉格朗日力学的公式，可知正则动量 p⃗ 与能量 [即哈密顿量] E 为

p⃗ = ∇v⃗L =
mv⃗√

1− v2/c2
, E = p⃗ · v⃗ − L =

mc2√
1− v2/c2

* 能量动量关系还可写为 E2 = c2p⃗2 +m2c4。

* 上述推导要求 m 为一个洛伦兹标量，称为粒子的静止质量，可以证明与牛顿力学中定义类似。

运动方程

考虑作用量的变分 [第二个等号可将根号中写为 dx20 − dx21 − dx22 − dx23 再由全变分计算，注意对变分，微
分 dx 可看作普通变量]

δS = −mc
∫
δ
√

dxµdxµ = −mc
∫

d[s]xµδdxµ

记协变四矢量 uµ = dxµ

ds ，称为四速度 [这里定义方式为无量纲，也可乘 c 作为对 τ 的求导，即有量纲]，利
用变分微分可交换并分部积分得到

δS = −mc
∫
uµd(δxµ) = −mcuµδxµ

∣∣∣∣τmax

τmin

+mc

∫ duµ
ds δx

µds

考虑端点固定的世界线，δxµ 在两端为 0，于是 δS = 0 即得到自由粒子运动方程

duµ
ds = 0

与 xµ 共轭的粒子四动量定义为

pµ = mcuµ =

(
E

c
, p⃗

)
* 当粒子速度为 v⃗ 时，利用 ds 定义可直接计算出四速度对应的逆变四矢量为 uµ = (γ, γβ⃗)，γ, β⃗ 定义同

前一章。

* 四动量、四速度 [须写为逆变形式] 变换规则与时空坐标相同，因此是四矢量。
* 根据之前推导，速度 0 的粒子也具有静止能量 E = mc2，称为爱因斯坦质能关系，若 v ≪ c，即可近似

得到粒子能量为静止能量加经典动能。

* 由于四速度守恒即可知自由粒子四动量守恒。

零质量粒子
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对零质量粒子，之前的作用量定义不再适用，需要引入辅助的世界线上的函数 e(τ)，称为单元基，满足

e(τ) > 0，考虑更一般的作用量

S = −1

2

∫
dτ
(

1

e(τ)

dxµ
dτ

dxµ
dτ + e(τ)m2c2

)
将作用量对 e(τ) 取变分可得到

dxµ
dτ

dxµ
dτ − e(τ)2m2c2 = 0

若 m ̸= 0，此即能解出 e(τ)，代入发现作用量形式与之前完全等价，于是对 xµ 变分可得到相同的运动方

程。

* 通过对 τ 重参数化，可取到合适的 e(τ) 形式，其可作为某种规范，如可选取 e(τ) = 1。

对零质量粒子，约束方程即为
dxµ
dτ

dxµ
dτ = 0

对应的 e(τ) 可以任取。

* 将此作用量量子化得到的理论对应 Klein-Gordan 理论，但其并不自洽，实际上不可取，需要考虑其他
形式。

§7.2 电磁场中粒子的拉氏量

高斯单位制

设下标 g 代表高斯单位制中的值，考虑真空中的麦克斯韦方程组，高斯单位制的变换为 [下方分别为电场
强度、磁感应强度、电荷密度、电流密度]

E⃗ =
E⃗g√
4πϵ0

, B⃗ =

√
µ0

4π
B⃗g, ρ =

√
4πϵ0ρg, J⃗ =

√
4πϵJ⃗g

而对规范势，高斯单位制的变换为

A⃗ =

√
µ0

4π
A⃗g, Φ =

Φg√
4πϵ0

考虑介质时，磁化强度、极化强度满足

M⃗ =

√
4π

µ0

M⃗g, P⃗ = P⃗g
√
4πϵ0

力学相关物理量，如 x⃗, p⃗, t 等单位无变化，其他物理量则可从上方基本物理量确定。下面的讨论采用高斯

单位制，省略下标 g。

考虑带电的微观粒子，带电量 e 也应为洛伦兹标量，根据量子理论可知其必然为电子电量整数倍 [排除夸
克]。若其在某外电磁场中，电动力学假定其具有某四矢量势 Aµ(x)，作用量可写成

S = −mc
∫

ds− e

c

∫
Aµ(x)dxµ

高斯单位制下，Φ(x), A⃗(x) 具有相同量纲，四矢量可写为 Aµ(x) = (Φ(x), A⃗(x))，将作用量写为对某参考

系下 dt 的积分后即可知

L = −mc2
√
1− v2

c2
+
e

c
v⃗ · A⃗− eΦ

由此，同前定义 p⃗ = mv⃗/
√
1− v2/c2，则有正则动量与哈密顿量为

P⃗ = p⃗+
e

c
A⃗, H = v⃗ · P⃗ − L =

√
m2c2 + c2

(
P⃗ − e

c
A⃗

)2

+ eΦ
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§7.3 运动方程与规范不变性

高斯单位制下电场强度、磁感应强度满足

E⃗ = −∇Φ− 1

c

∂A⃗

∂t
, B⃗ = ∇× A⃗

由此列出拉格朗日方程组，可化为
dp⃗
dt = eE⃗ +

e

c
v⃗ × B⃗

再结合相对论能量、动量关系即得
dE
dt = ev⃗ · E⃗

* 为算出下式，对能量、动量关系两边求导可得 [第二个等号是代入了包含 v⃗ 的形式]

dE
dt =

c2p⃗

E
· dp⃗dt = v⃗ · dp⃗dt

再代入即可。

* 注意到拉格朗日方程组不显含矢势与标势，电磁势作规范变换不改变运动方程，于是运动方程具有规范
对称性。

* 事实上运动方程形式与洛伦兹力直接得到的形式完全相同，也即考虑相对论不改变其形式。

与之前类似，可直接对 S 变分进行推导，仍然固定世界线的起点终点，类似利用分部积分得到

δS = mc

∫ duµ
ds δx

µds− e

c

∫
(∂νAµδx

νdxµ − ∂νAµdxνδxµ)

因此，记 Fµν = ∂µAν − ∂νAµ，其成为电磁场的场强张量，运动方程即为

mc
duµ
ds =

e

c
Fµνu

ν

根据场强张量的定义，其可以写为矩阵

Fµν =


0 E1 E2 E3

−E1 0 −B3 B2

−E2 B3 0 −B1

−E3 −B2 B1 0


* 由此，场强张量也满足规范不变性，于是方程仍然在规范变换下不变。(事实上，考虑量子力学时此结论
并不成立。)
* 根据 ηµν 的定义与二阶协变、逆变张量的要求，记 [任何二阶张量上下标改变都满足此关系式]

Fαβ = ηαµFµνη
νβ

其矩阵表示即为电场部分取负号，磁场部分不变。

* 利用电磁场场强张量，可看出狭义相对论下事实上电磁场是统一的。

§7.4 电磁场的作用量与电动力学的协变性

* 注意介质影响麦克斯韦方程组本质是影响了 ρ 与 J⃗，因此只要验证真空中麦克斯韦方程组成立即可。

由逆变四矢量要求，对应二阶逆变张量可得洛伦兹变换下 [也可利用电场四矢量直接计算]

F ′µν = ΛµαΛ
ν
βF

αβ
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若洛伦兹变换仅含有推促，利用矩阵乘法直接计算出

E⃗′ = γ(E⃗ + β⃗ × B⃗)− γ2

1 + γ
(β⃗ · E⃗)β⃗

E⃗′ = γ(B⃗ − β⃗ × E⃗)− γ2

1 + γ
(β⃗ · B⃗)β⃗

* 这代表不同参考系下 E⃗, B⃗ 会相互转化。

由 Fµν 的定义，可知

∂µFνα + ∂νFαµ + ∂αFµν = 0

用矩阵表达式写出发现，此即为麦克斯韦方程组不涉及 ρ, J⃗ 的后两个方程，它们通过场强张量的反对称性

自然得出，称为比安基恒等式。

* 另一构造方法为定义对偶张量 F̃µν = 1
2
ϵµναβF

αβ，这里 ϵ 即为完全反对称张量，类似之前的 ϵijk，计算

可发现 F̃µν 即为将 F µν 电磁场位置互换，用它写出比安基恒等式即为 ∂µF̃
µν = 0。

为了得到麦克斯韦方程组剩下两个方程，我们需要电磁场自身的作用量，这样才能推导出其运动方程。

由于作用量需要洛伦兹不变，从场强张量出发事实上可得到两个作用量，分别是正比于 E⃗2−B⃗2 的 F µνFµν

与正比于 E⃗ · B⃗ 的 ϵµνρσF
µνF ρσ，但由于后者在空间反射 [宇称变换] 下符号改变，不符合实际，因此作用

量最终写成

Sem = − 1

16πc

∫
d4xFµνF

µν

* 系数事实上与单位制有关，这里对应高斯单位制的情况。
考虑到空间存在电荷，作用量还需要增加一项，对应带电粒子与磁场的相互作用，回顾带电粒子作用量，

在某参考系下，作用量写为带电粒子作用量第二部分对 ρ 的积分，计算可得

Sint = −
∫∫∫

dxdydz ρ
c

∫
Aµdxµ = − 1

c2

∫
Aµρ

dxµ
dt d4x

记 Jµ = ρ dxµ

dt ，可发现其恰为 (cρ, J⃗)，而电荷守恒方程即可写为 ∂µJ
µ = 0。记作用量为 S = Sem + Sint，

根据最小作用量原理计算可知运动方程

∂µF
µν =

4π

c
Jν

这恰为麦克斯韦方程组的前两个方程。

由此，我们验证了电动力学的协变性，即对不同惯性系一致。

§7.5 运动物体中的电磁场

* 由于宏观物体的运动速度远低于光速，一般考虑相对论效应引起的一阶修正即可。

运动电介质

利用 D⃗ 与 H⃗ 的定义，将 D⃗ 与 H⃗ 替换真空情况的 E⃗ 与 B⃗，可得到二阶反称张量 Hµν，若电介质中无自

由电流与电荷，对应的麦克斯韦方程组后两个方程即为

∂µF
µν = 0

考虑以速度 v⃗ 运动的电介质，对应有 β⃗ 与 γ，由于对介质静止的参考系中本构关系为 D⃗ = ϵE⃗, H⃗ = B⃗/µ，

利用四速度的定义，洛伦兹变换后本构关系化为

Hµνuν = ϵF µνuν , F(µνuλ) = µH(µνuλ)
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这里三个指标上的小括号表示轮换求和，类似 Fµν 表示的比安基恒等式的形式，写成三维矢量的形式即

D⃗ + β⃗ × H⃗ = ϵ(E⃗ + β⃗ × B⃗), B⃗ − β⃗ × E⃗ = µ(H⃗ − β⃗ × D⃗)

作一次近似，将第二式 B⃗ 代入第一式，忽略 β⃗ 的高阶项即得

D⃗ ≈ ϵE⃗ + (ϵµ− 1)β⃗ × H⃗

类似得

B⃗ ≈ µH⃗ − (ϵµ− 1)β⃗ × E⃗

对边界条件，由于介质中无自有电荷，因此对法向 [n⃗ 指垂直界面的单位矢量] 仍有

n⃗ · (D⃗2 − D⃗1) = 0, n⃗ · (B⃗2 − B⃗1) = 0

对切向，仍利用静止情况作洛伦兹变换发现一阶近似下

n⃗× (E⃗2 − E⃗1) = βn(µ2 − µ1)H⃗t, n⃗× (H⃗2 − H⃗1) = −βn(ϵ2 − ϵ1)E⃗t

这里 βn = β⃗ · N⃗ 为法向速度，H⃗t = n⃗× H⃗, E⃗t = n⃗× E⃗ 表示切向的电磁场。

* 这里切向的电磁场无需考虑是哪个介质中，因为边界面切向电磁场相差为一阶小量，其差别代入右侧成
为二阶小量。

例：考虑真空匀强磁场 B⃗ 内半径 a，角速度 ω⃗ 的匀速旋转介质球，介电常数 ϵ、磁导率 µ，考虑其生成的

电场。

由于此为相对论效应，磁场分布的修正为小量，可假设其与静止时一致，由第三章对球壳的计算，取内半

径为 0，外半径为 a，可知高斯单位制下内部 H⃗in = 3
µ+2

B⃗。

但对电场，由于静止时并无电场，因此首项即为一阶小量，需要考虑。引入静电势 Φ，电场 E⃗ = −∇Φ，球

外方程即 ∇2Φr>a(x⃗) = 0，球内由 ∇ · D⃗ = 0，代入一阶修正的 D⃗，再代入 β⃗ = 1
c
ω⃗ × x⃗ 即得

∇2Φr<a(x⃗) =
2(ϵµ− 1)

cϵ
ω⃗ · H⃗in

由此，球内等效有一个常电荷密度，而球外电荷密度为 0，考虑近似到电四极矩张量 Dij [回顾第二章静电
多极展开]，利用边界条件可解出

Φr>a(x⃗) =
1

6
Dij

∂

∂xi

∂

∂xj

1

r

Φr<a(x⃗) =
r2

2a5
Dijninj +

µϵ− 1

3cϵ
(r2 − a2)ω⃗ · H⃗in

Dij = − 3a5(ϵµ− 1)

(3 + 2ϵ)(2 + µ)
(
Biωj +Bjωi − 2

3
δijω⃗ · B⃗

)
运动导体

考虑以速度 v⃗ 运动的电介质，对应有 β⃗ 与 γ，根据上节 E⃗, B⃗ 相对论变换的表达，一阶近似下导体感受到

的电场为

E⃗e = E⃗ + β⃗ × B⃗

于是利用欧姆定律得电流密度为

J⃗ = σ(E⃗ + β⃗ × B⃗)

假设磁场为准静态，即忽略位移电流，此时 µ 为常数，B⃗ = µH⃗，于是利用麦克斯韦方程组可得磁场满足

∂H⃗

∂t
−∇× (v⃗ × H⃗) =

c2

4πσµ
∇2H⃗
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例：考虑真空匀强磁场 Be⃗3 内半径 a，角速度 ωe⃗3 的匀速旋转导体球，电导率 σ、磁导率 1，考虑其生成
的电磁场。

稳态时导体参考系下导体中电场必然为 0，不然会产生耗散，利用上方公式也即 E⃗ + β⃗ × B⃗ = 0。

与上个例子类似，磁场 B⃗ 可不用考虑相对论效应，全空间为 Be⃗3，从而球坐标系下计算可知

E⃗r<a = −ωBr
c

sin θ(e⃗r sin θ + e⃗θ cos θ)

根据高斯单位制下麦克斯韦方程组，事实上体电荷密度为常值

ρ =
1

4π
∇ · E⃗ = −ωB0

2πc

* 可计算得到总体电荷，为使导体球保持电中性，球上必然还有面电荷分布，它们与体电荷共同产生全空
间电场。面电荷分布也是导体内电场并不球对称的原因。

为计算球外的电场，引入静电势 Φ，由 ϕ 方向对称性与无穷远处边界条件可知静电势能球外展开成

Φr>a(r, θ) =
∑
l=0

Al
rl+1

Pl(cos θ)

* 即为球谐函数展开，利用了 m = 0 时退化为勒让德函数。

由于球内 E⃗ 已经写出，可知 [常数 ϕ0 待定]

Φr<a(r, θ) = ϕ0 +
ωB0r

2

3c
(1− P2(cos θ))

由于介质极化，内外包含的 l 应相同，于是外部也仅包含 l = 0, 2，结合边界条件即得

Φr>a(r, θ) =

(
ϕ0 +

ωB0a
2

3c

)
a

r
− ωB0a

5

3cr3
P2(cos θ)

考虑此电势计算出的 E⃗，法向 E⃗n 存在跃变，于是面电荷密度为

Σ(θ) =
1

4π

(
Er(a

+)− Er(a−)
)
=

ϕ0

4πa2
+
ωB0a

12πc
(3− 5P2(cos θ))

将其对表面积分得到总面电荷 ϕ0a+ ωB0a
3/c，其与总体电荷和为 0 即解出

ϕ0 = −ωB0a
2

3c

* 事实上由于外部 l = 0 的项对应内部总电荷，不应存在，由此可以直接得到 ϕ0 的表达式，于是最终有

Φr<a(r, θ) = −ωB0a
2

3c
+
ωB0r

2

3c
(1− P2(cos θ)), Φr>a(r, θ) = −ωB0a

5

3cr3
P2(cos θ)

§7.6 均匀静电磁场中带电粒子的运动

考虑静止质量为 m，所带电荷为 e 的粒子，运用三维形式运动方程计算。

均匀静电场

设场强 E⃗0，此时代入运动方程可知

dp⃗
dt = eE⃗0,

dE
dt = ev⃗ · E⃗0

于是 p⃗ 匀速增加，足够长时间后 [可忽略 p⃗(0) 时]p⃗ 与时间正比，也即能量增加速度大致随时间正比。
* 为考虑到相对论效应时加速器基本原理。

均匀静磁场
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设场强 B⃗0，这时能量不随时间变化，从而速度大小不随时间变化，因此 γ 不随时间变化，速度与动量比

例恒定，可将动量方程写为
dv⃗
dt = v⃗ × ω⃗B⃗, ω⃗B⃗ =

eB⃗

γmc
=
ecB⃗

E

这里 ω⃗B⃗ 称为回旋频率。

设 B⃗ = Be⃗3，回旋频率大小 ωB，给定初始速度，可发现平行磁场方向分量与垂直磁场方向分量的大小均

恒定不变，记作 v∥ 与 v⊥，并记对应的 p⊥ = γmv⊥，可直接写出解

v⃗(t) = v∥e⃗3 + ωBa(e⃗1 − ie⃗2)e−i(ωBt−ϕ), a =
cp⊥
eB

这里 ϕ 为相位参数，由初始速度确定，a 称为回旋半径，再对 t 积分即可得到轨迹为螺线，与经典结果完

全相同。

* 与之前相同，此处复物理量取实部表示真实值。

均匀正交电磁场

对 E⃗ · B⃗ = 0 的情况，回顾之前 E⃗ · B⃗ 与 E⃗2 − B⃗2 为洛伦兹不变量，因此可期望将其洛伦兹变换为静电场

或静磁场。

假设原本在 K 系中。|B⃗| > |E⃗| 时取参考系 K ′ 的速度

u⃗ = c
E⃗ × B⃗

|B⃗|2

计算即得磁场 B⃗′ = B⃗/γ，静电场为 0；|B⃗| < |E⃗| 时取参考系 K ′ 的速度

u⃗ = c
E⃗ × B⃗

|E⃗|2

计算即得磁场 E⃗′ = E⃗/γ，静磁场为 0。
这样就化为了之前讨论过的情况。

一般均匀经典磁场

这时更简单的形式可利用四速度形式的运动方程。回顾其为

mc
duµ
ds =

e

c
Fµνu

ν

记 Fαν = ηαµFµν，对应矩阵为 F，四速度 uµ 看作四维矢量 u，上式两边左侧同乘 ηαµ 后对 µ 求和即可得

du
dτ =

e

mc
Fu

由于此为线性方程组，可直接得

u(τ) = exp
(
eτ

mc
F
)
u(0)

矩阵的 exp 由幂级数定义，由此即得世界线的参数方程。
* 严格来说，Fαν 应为 Fαν，与 F α

µ = Fµνη
να 区分。

八 运动带电粒子的辐射

§8.1 李纳-谢维尔势

回到四维协变形式的麦克斯韦方程

∂µF
µν =

4π

c
Jν
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采用洛伦茨规范，有 ∂µA
µ = 0，代入计算可知即为

∂µ∂
µAν =

4π

c
Jν

为对其求解，直接考虑其对应的四维格林函数

∂µ∂
µD(x, x′) = δ4(x− x′)

其可利用傅里叶变换展开为

D(x, x′) =

∫ d4k

(2π)4
D̃(k)e−ik·(x−x′)

这里 k 为四矢量。

* 注意四矢量内积定义为 ηijkixj，与通常不同。对傅里叶变换而言，这只相当于改变了 k 对应分量的符

号，并不影响变换成立，因此仍可如此书写，下方计算同理，但注意左侧求导的 ∂ 符号也需要对应调整，

具体数学细节较复杂。

利用 δ 函数傅里叶变换可得 D̃(k) = − 1
k2
，这里 k2 = k · k，从而可写出积分

D(x, x′) = −
∫ d4k

(2π)4
e−ik·(x−x′)

k2

记 k = (k0, k⃗)，由于分母 k20 − k⃗2 可能为 0，事实上最终对 k0 的积分需要采取对复平面某围道积分的定义

[假设对 k⃗ 分量的积分可直接进行，只通过 k0 在复平面处理奇点]。考虑在上半平面绕过奇点 ±|⃗k| 的积分，
利用柯西积分定理可以发现，这与

D+(x, x′) = −
∫ d4k

(2π)4
e−ik·(x−x′)

(k0 + iϵ)2 − k⃗2
, ϵ > 0

完全相等，这里 D+ 即为推迟格林函数。

* 推迟体现在当时间 x0 < x′0 时，计算可得到 D+(x, x′) = 0。若在下半平面进行积分，会得到 ϵ 变为 −ϵ
的 D−，但其为超前格林函数，不符合物理。

对推迟格林函数进一步计算可得到显式表达

D+(x, x′) =
δ(x0 − x′0 −R)

4πR
=
θ(x0 − x′0)

2π
δ((x− x′)2)

这里 R 为 (x1, x2, x3) 的模长，θ 表示大于 0 时为 1，小于 0 时为 0 的函数，在后一个形式中用于舍弃
x0 = x′0 −R 的解。

* 对比可发现此形式与第五章的推迟格林函数完全一致。
由此即可得到洛伦茨规范下电磁势的解为

Aµ(x) =
4π

c

∫
d4x′D+(x− x′)Jµ(x′)

对运动的带电粒子，设其世界线为 rµ(τ)，设带电量 e，则利用 Jµ = (cρ, J⃗) 可得到

Jµ(x′) = ec2
∫

dτuµ(τ)δ4(x′ − r(τ))

在 Aµ 中代入格林函数与 Jµ 的表达式，由于总共进行了五次积分，其中恰有五次 δ 函数，最终的 Aµ 必

然为某个点的值的贡献，分析可得

Aµ(x) =
euµ(τ0)

u(τ0) · (x− r(τ0))

这里 τ0 为满足 r0(τ0) = x0 −R 的点。

* 从几何上来看，满足 r0 −
√
r21 + r22 + r23 = x0 −R 的点构成 x 出发的下半个光锥 [这里将 x0 看作纵轴]，

而
√
r21 + r22 + r23 − r0 = x0 −R 的点构成上半个光锥，两者结合即成为所有满足不变间隔 (r− x)2 = 0 的
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x 的类光点。由于粒子的运动轨迹 r(τ) 一定为 t 的某个函数 [假设不考虑产生湮灭，对任何 t 存在唯一 x⃗

对应]，其必然会与分割 x0 的下半光锥、上半光锥各有一个交点，与下半光锥的交点即为符合因果律的解

r(τ0)，存在唯一。

代入回四速度与四矢量势三维分量形式，可得到

Φ(x⃗, t) =
e

(1− β⃗ · n⃗)R

∣∣∣∣
ret

, A⃗(x⃗, t) =
eβ⃗

(1− β⃗ · n⃗)

∣∣∣∣
ret

下标 ret 表示在 r(τ0) = (ct0, r⃗) 的时空点计算，而 n⃗ 即为 x⃗− r⃗ 的方向单位矢量。这就称为李纳-维谢尔
势。

电磁场计算

由于推迟效应，很难对 Φ, A⃗ 直接微分计算电磁场，因此需要考虑其他方式。由前得到显式积分形式的四

矢量势 [这里将 θ 函数改写为积分限]

Aµ(x) = 2ec

∫
x0>r0(τ)

uµ(τ)δ((x− r(τ))2)dτ

其对 xµ 的梯度 ∂µ 计算涉及 δ 函数的导数，我们先利用复合函数求导公式作替换

∂µδ((x− r(τ))2) = − (x− r)µ

u · (x− r)

d
dτ δ((x− r(τ))2)

再利用分部积分即可计算得值，进一步计算有

F µν(x) =
ec

u · (x− r)

d
dτ

(
(x− r)µuν − (x− r)νuµ

u · (x− r)

)∣∣∣∣
ret

写为三维形式可得

E⃗ =

(
e(n⃗− β⃗)

γ2(1− β⃗ · n⃗)3R2
+
e

c

n⃗× ((n⃗− β⃗)× ˙⃗
β)

(1− β⃗ · n⃗)3R

)∣∣∣∣
ret

, B⃗ =
(
n⃗× E⃗

)∣∣
ret

* 关于 δ 函数与其导数的严谨定义需要泛函分析，可证明这里利用分部积分能够正确计算。

* 这里 ˙⃗
β 为其对时间导数，也即为 1

c
˙⃗v，对应粒子加速度。

洛伦兹变换思路

考虑匀速运动的的电荷 q，假设观测点坐标为 (0, b, 0)，观测到其运动方程为 (x, y, z) = (vt, 0, 0)。

设与带电粒子一同运动的参考系为 K ′，取时间 t′ 与 t 零点相同，则由于 K ′ 系中观测点以速度 v′ 反向运

动，可知

E⃗′ =

(
− qvt′

r′3
,
qb

r′3
, 0

)
, B⃗′ = (0, 0, 0)

这里 r′ =
√
b2 + (vt′)2，此方程即静止电荷产生的电场 (高斯单位制下)。

利用两个系中观测时空点坐标的关系知只需代换 t′ 为 γt [这是由于观测点坐标的 x = 0]，再洛伦兹变换
K ′ 到 K，即得到 K 系中

E1 = − qγvt

(b2 + γ2v2t2)3/2
, E2 =

qγb

(b2 + γ2v2t2)3/2
, B3 = βE2, E3 = B1 = B2 = 0

* 此计算方法用于推导李纳-谢维尔势是错误的，因为无法处理加速度项。
* 若用之前得到的公式，需要处理推迟点的具体位置，这里粒子固有时即为 t′，由此直接利用洛伦兹变换

公式可解出 t′0，最终得到的形式与上方相同。



八 运动带电粒子的辐射 47

§8.2 拉莫尔公式与汤姆孙散射

拉莫尔公式

考虑非相对论情形，之前的电磁场表达式中 β⃗ 近似为 0，γ 近似为 1，去除 en⃗
R2 这项点电荷产生的电场，辐

射电场即为

E⃗ =

(
e

c

n⃗× (n⃗× ˙⃗
β)

R

)∣∣∣∣
ret

由于 B⃗ = (n⃗ × E⃗)
∣∣
ret
仍满足，由定义，点电荷在 n⃗ 方向辐射的功率为 [由于考虑的是某时刻辐射出的功

率，取 R→ 0 可知无需下标 ret，注意为高斯单位制]

dP
dΩn⃗

=
cR2

4π
n⃗ · (E⃗ × H⃗) =

e2

4πc3
| ˙⃗v|2 sin2 θ

这里 θ 为 ˙⃗v 与 n⃗ 夹角，积分可得到总功率为

P =
2

3

e2

c3
| ˙⃗v|2

这就称为拉莫尔公式。

为进行相对论推广，注意到 ˙⃗v = 1
m

dp⃗
dt，其对应洛伦兹不变的推广应为

P = −2

3

e2

m2c3
dpµ
dτ

dpµ
dτ =

2

3

e2

c
γ6
(
(
˙⃗
β)2 − (β⃗ × ˙⃗

β)2
)

第二个等号利用洛伦兹变换得到的 dt = γdτ 与 β⃗, γ 的定义直接计算即得 [注意上标的点表示对观测所在
参考系中的 t 求导]，此公式称为李纳公式。

汤姆孙散射

考虑频率 ω 的电磁波入射到自由电子，入射波电场为

E⃗ = e⃗0E0ei⃗k0·x⃗−iωt

于是自由电子获得的加速度即为 e
m
E⃗，利用第五章微分散射截面的公式计算可得到

dσ
dΩ(n⃗, e⃗; n⃗0, e⃗0) =

e4

m2c4
|e⃗∗ · e⃗0|2

进一步地，考虑
dσ∥
dΩ 与

dσ⊥
dΩ ，两者之和称为非极化的微分散射截面，计算得为 [这里 θ 仍表示 n⃗0 与 n⃗ 夹

角]
dσ
dΩ(θ) =

e4

m2c4
1 + cos θ

2

于是积分可得电子对电磁波的总非极化散射截面

σ =
8π

3

e4

m2c4

* 此公式仅对低频电磁波成立，高频时必须考虑量子效应，例如著名的康普顿散射实验。

§8.3 相对论性加速电荷的辐射

考虑相对论效应，与之前类似，E⃗ 表达式第二项看作辐射，可知

(
S⃗ · n⃗

)∣∣
ret

=
c

4π
(E⃗ × H⃗) · n⃗

∣∣∣∣
ret

=
e2

4πcR2

∣∣∣∣ n⃗× ((n⃗− β⃗)× ˙⃗
β)

(1− β⃗ · n⃗)3

∣∣∣∣2∣∣∣∣
ret

由此，考虑粒子在 T1 到 T2 时间辐射的总能量，代入 ret 表达式 t = t′ +R(t′)/c 可知

E =

∫ T2+R(T2)/c

T1+R(T1)/c

(S⃗ · n⃗)
∣∣
ret

dt =
∫ T2

T1

(S⃗ · n⃗) dtdt′ dt
′
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考虑到粒子运动轨迹可知 dR(t′)
dt′ = n⃗ · v⃗，于是对 t = t′ + R(t′)/c 两边微分可知 dt = dt′(1− β⃗ · n⃗)，于是

代入即可知单位立体角内辐射功率为

dP (t′)
dΩ = R2(S⃗ · n⃗) dtdt′ =

e2

4πc

∣∣n⃗× ((n⃗− β⃗)× ˙⃗
β)
∣∣2

(1− β⃗ · n⃗)5

应用例

1. 直线加速

这时 β⃗ × ˙⃗
β = 0，不妨设在 z 轴运动，假设观测点与其夹角 θ，计算可知

dP (t′)
dΩ =

e2v̇2

4πc3
sin2 θ

(1− β cos θ)5

β ≈ 0 时情况即回到拉莫尔公式，但相对论时计算发现功率达到即极大的 θmax 满足

cos θmax =

√
1 + 15β2 − 1

3β

也即 v 越大，辐射越集中于向前的方向。

* 对角度积分可得李纳公式。

2. 圆周运动

这时 β⃗ · ˙⃗
β = 0，设 β⃗ 沿 z，

˙⃗
β 沿 x，考虑球坐标系下则有

dP (t′)
dΩ =

e2v̇2

4πc3
1

(1− β cos θ)3

(
1− sin2 θ cos2 ϕ

γ2(1− β cos θ)2

)
* 高速时仍有向前辐射的特性。

利用李纳公式，类似上方讨论，对粒子加速器，直线加速时粒子辐射功率为

P =
2

3

e2

m2c3

(
dp⃗
dt

)2

而圆周运动时功率为

P =
2

3

e2

m2c3
γ2
(
dp⃗
dt

)2

都与受力平方正比，但圆周辐射会有额外因子 γ2，意味着加到相同速度会需要更多外场能量。

§8.4 粒子辐射的频谱

利用上节讨论，在 t 时刻观测到的粒子辐射功率角分布为

dP (t)
dΩ =

e2

4πc

∣∣∣∣ n⃗× ((n⃗− β⃗)× ˙⃗
β)

(1− β⃗ · n⃗)3

∣∣∣∣2∣∣∣∣
ret

记右侧为 |A⃗(t)|2，注意这里使用探测者的时间，因为频谱按探测者时间度量。单位立体角中总能量应为

dW
dΩ =

∫
|A⃗(t)|2dt

记对应傅里叶变换与逆变换为

A⃗(ω) =
1√
2π

∫
A⃗(t)eiωtdt, A⃗(t) =

1√
2π

∫
A⃗(ω)e−iωtdω
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利用帕塞瓦尔等式，
∫
|A⃗(t)|2dt =

∫
|A⃗(ω)|2dω，又因 A⃗(t) 为实数由定义可知 A⃗(−ω) = A⃗(ω)∗，其模长相

等，因此有
dW
dΩ =

∫ ∞

0

d2I

dωdΩ dω, d2I

dωdΩ = 2|A⃗(ω)|2

* 此处 d2I
dωdΩ 即为频谱角分布。

将 A⃗(t) 的表达式代入，并利用 t 与 t′ 的关系，即知

A⃗(ω) =

√
e2

8π2c

∫
eiω(t′+R(t′)/c) n⃗× ((n⃗− β⃗)× ˙⃗

β)

(1− β⃗ · n⃗)2
dt′

下面假设辐射粒子的运动在坐标原点附近，而观测点非常遥远，这时 n⃗ 近似为常矢量，回顾之前近似

R(t′) ≈ |x⃗| − n⃗ · r⃗(t‘)，其中 r⃗ 代表粒子的轨迹，由此，由只和模长有关忽略常数相因子 eiω|x⃗|/c，可得到

[将积分变量 t′ 重新记为 t]

A⃗(ω) =

√
e2

8π2c

∫
eiω(t−n⃗·r⃗(t)/c) n⃗× ((n⃗− β⃗(t))× ˙⃗

β(t))

(1− β⃗(t) · n⃗)2
dt

* 由此，只要轨迹方程已知即可通过 A⃗(ω) 计算出频谱角分布。

利用

n⃗× ((n⃗− β⃗(t))× ˙⃗
β(t))

(1− β⃗(t) · n⃗)2
=

d
dt
n⃗× (n⃗× β⃗(t))

1− β⃗(t) · n⃗

并分部积分可得到化简的表达式

d2I

dωdΩ =
e2ω2

4π2c

∣∣∣∣ ∫ (n⃗× (n⃗× β⃗(t)))eiω(t−n⃗·r⃗(t)/c)dt
∣∣∣∣2

周期情况

若粒子运动完全周期，设其角频率 [基频] 为 ω0，则辐射电磁波频率应为基频整数倍。此时由傅里叶级数

作展开

A⃗(t) =
∞∑

n=−∞

A⃗ne−inω0t, A⃗n =
1

T

∫ T/2

−T/2

A⃗(t)einω0tdt

这里 T 即为周期 2π/ω0，这时平均功率可写为

dP
dΩ =

1

T

∫ T/2

−T/2

|A⃗(t)|2dt = |A⃗2
0|+ 2

∞∑
n=1

|A⃗n|2

利用傅里叶级数的帕塞瓦尔等式，且仍由定义 A⃗−n = A⃗∗
n，可知第二个等号成立。

与之前完全类似算出记第 n 个倍频的平均功率角分布

dPn
dΩ = 2|A⃗n|2 =

e2n2ω2
0

2πcT 2

∣∣∣∣ ∫ T/2

−T/2

(n⃗× (n⃗× β⃗(t)))einω0(t−n⃗·r⃗(t)/c)
∣∣∣∣2

* 考虑半径 a 速度 v，匀速圆周运动，可从频谱角分布的公式取 ω = nω0，积分限定在一个周期，并乘相

邻频率间隔 ω0 = v/a 与周期的倒数 v/(2πa)，即可得到立体角功率

dPn
dΩ =

v2

2πa2
d2I

dωdΩ

∣∣∣∣
ω=nω0

这与之前的结果一致。
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§8.5 同步辐射的频谱

相对论性带电粒子作周期性圆周运动 [设半径为 a] 的辐射称为同步辐射。

定性分析

回到公式
dP (t′)
dΩ =

e2v̇2

4πc3
1

(1− β cos θ)3

(
1− sin2 θ cos2 ϕ

γ2(1− β cos θ)2

)
定性分析可知 β → 1 时粒子在 θ ≈ 0 周围很小的角度，估计可得集中区域 ∆θ ∼ γ−1。由于辐射方向性，

能够被探测辐射的时间内，粒子只在圆周上行进了很短距离 d = a∆θ，时间间隔 ∆t = d/v，这段时间波

前的行进距离为 D = c∆t，因此波前泊位在空间的间隔

L = D − d ∼ a

γ

(
1

β
− 1

)
∼ aγ−3

对观测者而言，其观测到的电磁脉冲持续时间约为 L/c ∼ (a/c)γ−3，也即电磁脉冲时间为周期的 γ−3 倍

量级。利用傅里叶变换的性质，周期性脉冲频谱的展宽除以基本频率为此因子的倒数，也即

ωc ∼ ω0γ
3

这里 ωc 为临界频率，ω0 为粒子回旋频率。

定量分析

利用
dPn
dΩ = 2|A⃗n|2 =

e2n2ω2
0

2πcT 2

∣∣∣∣ ∫ T/2

−T/2

(n⃗× (n⃗× β⃗(t)))einω0(t−n⃗·r⃗(t)/c)
∣∣∣∣2

考虑轨迹为 r⃗(t) = a(cosω0t, sinω0t, 0)，这时可知归一化速率 β = v/c = ω0a/c，由对称性可不妨设观测

点在 xz 平面内，n⃗ = (sin θ, 0, cos θ)，记 ϕ = ω0t，这时可利用贝塞尔函数的性质

1

2π

∫ π

−π
ein(ϕ−z cosϕ) sinϕdϕ = −1

z
Jn(nz),

1

2π

∫ π

−π
ein(ϕ−z cosϕ) cosϕdϕ = iJ ′

n(nz)

算出
dPn
dΩ (θ) =

e2n2ω2
0

2πc

(
cot2 θJ2

n(nβ sin θ) + β2J ′
n
2
(nβ sin θ)

)
* 由此可计算得到 ∆θ ∼ γ−1 的结论。

这称为 Schott 公式。对其积分，经过较复杂的数学计算可知

Pn =
2e2ω2

0

v

(
nβ2J ′

2n(2nβ)−
n2

γ2

∫ β

0

J2n(xnξ)dξ
)

对 β → 1 的极端相对论情况，这时 n≫ 1 的项起主要作用，利用贝塞尔函数在 n≫ 1 时的展开式

J2n(2nξ) ≈
1√
πn1/3

Φ(n1/3(1− ξ2)), Φ(t) =
1√
π

∫ ∞

0

dξ cos(ξ3/3− ξt)

可将辐射功率写为

Pn = −2e2ω2
0n

1/3

√
πc

(
Φ′(u) +

u

2

∫ ∞

u

Φ(u)du
)

这里 u = n2/3γ−2，Φ 称为 Airy 函数。
对 1 ≪ n≪ γ，令 u→ 0 得到

Pn ≈ 0.52
e2ω2

0

c
n1/3

对 n≫ γ，令 u→ ∞，利用 Airy 函数的渐近展开得到

Pn ≈ e2ω2
0

2
√
πc

√
n

γ
exp

(
− 2

3
nγ−3

)
* 频谱随 n1/3 增大，在 n ∼ γ3 左右达到极大，再随 n 指数减小。对极端相对论粒子 γ 很大，因此频谱非

常宽，与定性结果一致。
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§8.6 切连科夫辐射

之前的讨论都在真空中，考虑介质中运动 [假设 µ = µ0]，标势矢势满足的波动方程 (高斯单位制) 为

∇2Φ− ϵ

c2
∂2Φ

∂t2
= −4π

ϵ
ρ, ∇2A⃗− ϵ

c2
∂2A⃗

∂t2
= −4π

c
J⃗

考虑看作四矢量的傅里叶变换 [这里内积为四矢量内积，对其他量类似]

Φ(x⃗, t) =

∫ d3kdω
(2π)4

Φ(k⃗, ω)e−ik·x

对介质匀速运动的粒子，电荷密度、电流密度为

ρ(x⃗, t) = eδ3(x⃗− v⃗t), J⃗(x⃗, t) = v⃗ρ(x⃗, t)

利用 δ 函数的傅里叶变换可知

J⃗(k⃗, ω) = 2πev⃗δ(ω − k⃗ · v⃗)

由此得到 [这里 ϵ(ω) 为原本 ϵ(t) 的傅里叶变换结果，类似第一章]

A⃗(k⃗, ω) =
8eπβ⃗

k⃗2 − ω2ϵ(ω)/c2
δ(ω − k⃗ · v⃗)

由此作傅里叶逆变换，写回三维形式，假设 v⃗ = ve⃗3，x⃗⊥ = (x1, x2, 0)，k⃗⊥ = (k1, k2, 0)，得到

A⃗(x⃗, t) = 4πeβ⃗

∫ d3k

(2π)3
eik3(x3−vt)ei⃗k⊥·x⃗⊥

k23(1− β2ϵ(k3v)) + k⃗2⊥

* 若 β2ε > 1，积分存在奇点，与本章开头讨论完全类似，此积分存在奇点，需要在满足推迟条件的围道

上积分，再趋于实轴。

以 z 轴为轴构造锥体，顶点为粒子位置 (0, 0, vt)，假定粒子运动速度高于介质中光速 c/
√
ϵ，电磁波波前

的运动方向与粒子运动方向间的夹角即为

θC = cos−1 c

v
√
ϵ

以此角作为顶角，就得到切连科夫辐射对应的切连科夫锥。

* 对切连科夫锥外部的所有点，电磁势为 0，事实上对应力学中的马赫锥，即类似超声速时产生的激波。
对内部的点，假设 ϵ 为常数，考虑合适围道后积分可得到

A⃗(x⃗, t) =
2eβ⃗√

(x3 − vt)2 − (β2ϵ− 1)x⃗2⊥

* 此公式只是近似公式，算出的磁场在锥面发散，这是由于未考虑 ϵ 的频率依赖。

* 利用此锥的形式可制造探测器，通过角度进行速度选择。

§8.7 辐射阻尼

辐射阻尼即带电粒子辐射对自身运动的影响，事实上不考虑量子时无法完美解决此问题。

亚伯拉罕-洛伦兹方程
考虑非相对论粒子，对应辐射功率为拉莫尔公式，在某时间尺度 τ，由其加速运动，这个时间尺度内获得

动能 [假设速度为小量] ∆Ek ∼ m(aτ)2，这里 a 为加速度。若获得动能与辐射能量相当，就需要考虑辐射

阻尼，这时利用拉莫尔公式得到

m(aτ)2 =
2e2a2

3c3
τ
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于是可知特征时间尺度为

τ =
2

3

e2

mc3

若考虑的时间尺度 T ≫ t，可忽略辐射阻尼的效应，否则必须考虑。

* 此特征时间约为 10−24s 量级。
将辐射阻尼等效为力 F⃗rad，则其应满足一段时间内做功等于能量耗散，即∫ t2

t1

F⃗rad · v⃗dt = −
∫ t2

t1

2

3

e2

c3
˙⃗v · ˙⃗vdt

利用对右侧分部积分 [这里假设产生的 t1、t2 差值项为 0] 可知可以取

F⃗rad =
2

3

e2

c3
¨⃗v = mτ ¨⃗v

由此运动方程为

m( ˙⃗v − τ ¨⃗v) = F⃗ext

这里右侧为电磁场作用力，此方程即为亚伯拉罕-洛伦兹方程，其即使对无外力的情形也存在发散解 [随时
间指数增加]，这里假设辐射阻尼充分小，且不考虑非物理的发散解。

辐射阻尼下受迫振动

考虑质量 m、电荷 e，固有频率 ω0 的带电振子，在频率 ω 的电磁波中，且具有阻尼系数 Γ′，并需要考虑

辐射阻尼，这时方程可写为

¨⃗x+ Γ′ ˙⃗x− τ
...
x⃗ + ω2

0x⃗ =
e

m
e⃗0E0e−iωt

* 由于右侧对 t 导数为 iω 倍，可将左侧再进行一次处理得到四次常系数线性微分方程，从而通过本征值
算得通解，再结合不允许发散与原方程得到此方程的全部解，此处简化考虑，取出一个特解

x⃗ =
e

m

E0eiωt

ω2 − ω2 − iωΓt(ω)
e⃗0, Γt(ω) = Γ′ +

ω2

ω2
0

Γ, Γ = ω2τ

与汤姆孙散射完全类似可以得到

dσ
dΩ =

e4

m2c4
|e⃗∗ · e⃗0|2

ω4

(ω2
0 − ω2)2 + ω2Γ2

t

* 最后一项前即为汤姆孙散射表达式，而最后一项在 ω 相比 ω0 很小时正比于 ω4，接近偶极散射的行为。

* 若总振子宽度 Γt(ω) 很小，ω 接近 ω0 时会出现强烈的共振，趋于 0 时频谱几乎都在 ω0 处。

电子自能

亚伯拉罕与洛伦兹假设带电粒子的动量本质是电磁的，也即其动量实际上为其产生电磁场的动量。考虑带

电粒子在外电磁场运动，称为亚伯拉罕-洛伦兹模型。
由于总动量守恒 [即洛伦兹力密度体积分为 0]∫

d3x

(
ρE⃗ +

1

c
J⃗ × B⃗

)
= 0

这里 E⃗ = E⃗e + E⃗s, B⃗ = B⃗e + B⃗s，下标 e 表示外加，下标 s 表示粒子产生的电磁场，要求带电粒子的运动

方程符合牛顿力学 dp⃗
dt = F⃗e 的形式，再由洛伦兹力公式可得

dp⃗
dt = −

∫
d3x

(
ρE⃗s +

1

c
J⃗ × B⃗s

)
假定电荷分布存在尺度 a 内，且球对称；其具有刚性，于是 J⃗ = ρv⃗。选择某带电粒子在其中瞬间静止，

J⃗ = 0 的参考系，考虑粒子产生电场 E⃗s, B⃗s 对应的电磁势 Aµ = (Φ, A⃗) 可得

dp⃗
dt =

∫
d3xρ(x⃗, t)

(
∇ϕ(x⃗, t) + 1

c

∂A⃗(x⃗, t)

∂t

)
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回顾本章开头 Aµ 用 D+ 表示的解，利用推迟的写法可得

Aµ(x⃗, t) =
1

c

∫
d3x′

Jµ(x⃗′, t′)
∣∣
ret

R

* 注意这里 Jµ 对不同 x⃗′ 的推迟时间 t′ 不同。

但是，由于假设电荷分布尺度 a 较小，推迟时间很小，且 R = |x⃗− x⃗′| 可视为常数，在 t 将其泰勒展开 [利
用 t′ = t−R/c]

Jµ(x⃗, t′)
∣∣
ret

=
∞∑
n=0

(−1)n

n!

Rn

cn
∂n

∂tn
Jµ(x⃗, t)

将此表达式代入 Aµ，再代入 dp⃗
dt 表达式，通过刚性条件、球对称性、电荷守恒、分部积分等复杂的计算可

以得到
dp⃗
dt =

∞∑
n=0

(−1)n

cn+2

2

3n!

∂n+2v⃗

∂tn+1

∫
d3xd3x′ ρ(x⃗, t)ρ(x⃗′, t)Rn−1

注意到 n = 0 的项为 [上标 em 表示电磁场]

4U em
s

3c2
˙⃗v, U em

s =
1

2

∫
d3xd3x′

ρ(x⃗, t)ρ(x⃗′, t)

R

此即为自身静电能的贡献，由刚性可知 Us 与时间无关，由此可以定义带电粒子的电磁质量mem = U em
s /c2。

对 n = 1 的项，计算可发现其恰为辐射阻尼的表达式

−2e2

3c3
¨⃗v

高阶项在 a→ 0 时为小量，因此仅考虑前两项贡献即得

4

3
mem ˙⃗v − 2e2

3c3
v̈ = F⃗e

这与之前的亚伯拉罕-洛伦兹方程形式一致，但质量被替换成了电磁质量。
* 这里的讨论均为非相对论，利用相对论性可精确确定系数 4

3
应为 1。

* 虽然 a→ 0 为小量的近似是自然的，但这时 U em
s ∼ e2/a 会发散，经典电动力学无法解决，这事实上需

要在量子电动力学中利用重整化解决。


