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第 1章 最优化绪论

内容提要

h 运筹学简介

h 最优化的数学表达

h 无约束问题最优条件

h 约束问题最优条件

h 算法收敛性刻画

h 算法评价方式

h 迭代下降基本算法

1.1 最优化概述

1.1.1 运筹学简介

运筹学 (Operations Research, OR) 是从二十世纪三四十年代 (即二战期间) 发展起来的一门应用性
很强的学科。它的研究对象是人类对各种资源的运用及筹划活动，如战争、后勤、生产规划、经营管

理、资本运作、工程设计等。研究内容就是资源筹划活动中各种问题的模型化及其数学方法，学科分

支包括：

线性规划 [Leontief, 1932]
非线性规划 [Kuhn Tucker, 1951]
整数规划 [GoMory, 1958]
目标规划 [Pareto, 1896]
动态规划 [Bellman, 1957]
图论与网络分析 [Euler, 1736]
网络计划 [Gantt, 1917]
存储论 [Harris, 1915]
排队论 [Erlang, 1909]
博弈论 [Neumann, 1928]
决策论 [Bernoulli, 1738]
启发式算法 [1940s]
⋯⋯

运筹学的主要分析过程包括定性分析与定量分析。定性分析往往是解决问题的第一步，具体来说
即主要决策的内容、不同方案有效性的度量与比较各方案时度量间可能的权衡；与之相对，管理决策

过程时往往需要的是定量分析，标准步骤是：

1. 表达问题 [Definition of the problem]
列出问题的要素，其中包含可控的变量 [决策变量]、不可控的变量 [参数]、各变量的约束条件与
确定最佳方案采用的目标度量。

2. 建立模型 [Construction of the model]
将上方四个要素的关系用一定的数学模型进行刻画。

3. 分析求解 [Solution of the model]



1.1 最优化概述

分析模型并用各种数学方法和手段来求解模型，进而确定解对模型的技术条件的灵敏度。

4. 检验与改进 [Validation of the model]
将模型的解应用到实际问题中，检验解的合理性和有效性，可能产生的问题和修改模型。

5. 解的实施 [Implementation of the solution]
将模型的解应用于实际问题，并最终解决实际问题。

其中，建立模型的过程非常重要。它将实际问题简化、抽象为了反映实际问题的数学模型，而通
过求解数学模型得到的结果可以返回到实际问题中检验。各种优化模型与求解它们的数学方法构成了

运筹学的大部分内容，微分方程模型、统计模型、最优化模型等都是可供选择的代表性模型，但有限

的模型并不能完全适用于所有实际问题。�
一般的运筹学参考书不会着重叙述建立模型的过程，这并不是说建模不重要；相反，建模在任何时候

任何场合都是极其重要的。

1.1.2 最优化问题

在很多实际应用问题中，从数学上看都是非适定 [ill-posed]的,即解不唯一。对于这样的实际问题，
人们往往通过制定相应的目标准则，然后从众多的解中选出在一定条件下最好的解。而这，正是最优
化理论与方法所研究的内容。本节对最优化的基本概念作一些简要的介绍，并给出最优化建模方法的

相关知识。

最优化讨论的是为找出实际问题的最优解决策略而采取的模型化及方法，其过程是：先把待解决

的问题用最优化形式描述为在给定的约束条件下找出使某个目标函数达到最大/小值的解，再采用数学
上严密的算法来求解。�
最优化方法作为数学工具已在现实中被广泛应用，大多数代表性的算法也都有程序库与软件包。但是，

有效利用这些成果的前提是待解决问题已化为最优化问题的形式，而转化的过程并不简单。

最优化方法在生产规划、经济管理、工业工程、交通运输、国防等重要领域中都有着广泛的应用，

并已受到政府部门、科研机构和产业界的高度重视。例如，运筹学和计算几何的交叉分支“选址问题”，

就关联到许多现实的选址模型。

此外，很多机器学习任务本质上都是最优化问题，如监督学习中的回归、分类，无监督学习中的

聚类等等 (”Optimization lies at the heart of machine learning”)。
在数学上，最优化一般的描述是：在给定的约束条件 [constraint]下，找出决策变量 [decision variable]

的一个值，使得被称为目标函数 [objective function]的表达愿望尺度的函数值达到最值。由于决策变量
一般有多个，可以用向量 x = (x1, . . . , xn)

T 来表示，于是问题写为：

min f(x) s. t. x ∈ S ⊂ Rn (1.1)

目标函数 f 是定义在包含 S 的适当集合中的实值函数。�
若所需的是最大值，利用 max g(x) = −min(−g(x))可以转化为上方的形式。

定义 1.1 (可行域)

♣

在式 (1.1)中，S 是问题变量 x的可取值之集合，称为问题的可行域。

若 S = Rn，则问题为 minx∈Rn f(x)，称为无约束最优化问题，否则称为带约束最优化问题。

从属性上，最优化问题可以分为两大类，一类是具有离散变量 (也即可行域是有限个点) 的问题，
又称为组合优化问题；另一类则是我们讨论的重点，具有连续变量的优化问题。这样的问题通常可写
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1.2 最优性条件

为
min f(x)

s. t. gi(x) = 0 i ∈ E = {1, . . . ,m}

ci(x) ≥ 0 i ∈ I

(1.2)

其中 ci(x)为约束函数，E , I 分别为等式约束与不等式约束的指标集合。

定义 1.2 (线性规划)

♣

当目标函数与约束函数都是线性函数时，最优化问题称为线性规划 [Linear Programming]，否则
称为非线性规划 [Nonlinear Programming]。

�
根据决策变量、目标函数和要求的不同，最优化还被分为整数规划、动态规划、网络规划、非光滑规

划、随机规划、多目标规划等。

对一般的非线性规划问题，式 (1.2)的 f, ci都是 n变量的确定的实值函数，且 ci一般个数有限。f

与 ci中至少有一个是非线性的。

定义 1.3 (可行解、最优解)

♣

式 (1.1)中满足约束条件 x ∈ S 的 x称为问题的可行解 [feasible solution]。
若可行解 x∗ 进一步满足 f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ S，则 x∗ 称为问题的全局最优解 [global optimal
solution]。
此外，若可行解 x∗ 满足 f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ S ∩ U(x∗)，其中 U(x∗)代表包含 x∗ 的某邻域，则

x∗称为问题的局部最优解 [local optimal solution]。

不少问题的目标函数或约束条件可能很复杂，导致找出全局最优解非常困难。这时，目标往往是

求出局部的最优解。而具体的相关研究分为两个方面：一是研究最优解的性质，二是设计有效算法来

获得问题的解。

1.2 最优性条件

1.2.1 无约束问题的最优条件

问题的最优解所满足的必要或者充分条件称为最优性条件，它为最优化问题求解算法的设计、分

析提供必不可少的理论基础。对于无约束最优化问题，最优条件的形式较为简洁的：

定理 1.4 (无约束问题的极值条件)

♡

一阶必要条件：f(x)在点 x̄处可微，若其为极小值，则 ∇f(x̄) = 0。

二阶必要条件：f(x)在点 x̄处二阶可微，若其为极小值，则 ∇f(x̄) = 0，且 ∇2f(x̄)半正定。

二阶充分条件：f(x)在点 x̄处二阶可微，若 ∇f(x̄) = 0，且 ∇2f(x̄)正定，则其为极小值。

证明 一阶必要条件：若 f 可微，其可在 x̄邻域展开为

f(x̄+ αt) = f(x̄) + α∇f(x̄)T t+O(α2)

于是若极小值点 ∇f(x̄) ̸= 0，取 t = −∇f(x̄)，在 α充分小时即有 f(x̄) > f(x̄+ αt)，矛盾。
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1.2 最优性条件

二阶必要条件：若 f 二阶可微，由一阶必要条件有

f(x̄+ αt) = f(x̄) +
1

2
α2tT∇2f(x)t+O(α3)

由若∇2f(x)非半正定，由定义存在 t使得 tT∇2f(x)t < 0，从而在 α充分小时即有 f(x̄) > f(x̄+ αt)，

矛盾。

二阶充分条件：由正定定义，对任何 t，1
2α

2tT∇2f(x)t > 0，从而在 α 充分小时一定有 f(x̄) <

f(x̄+αt)。对每个单位向量 t考虑最优的 α(t) > 0，由于所有可能 t构成的集合 (高维球面)是紧集，且
可验证 α(t)连续性，存在 α0 = mint α(t) > 0，于是 {x | ∥x− x̄∥ < α0}内 x̄是最小点，从而是极小值。

不过，这里只有必要条件与充分条件，并不能完整进行刻画。好在，当函数 f 有一定性质的时候，

必要条件可以提升为充要条件，这个重要性质就是凸性。

定义 1.5 (凸函数)

♣

Rn上的函数 f 为凸函数，当其满足对 ∀x, y ∈ Rn, λ ∈ [0, 1]有

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

对凸函数还有两个重要的等价定义，这里进行列举，后文凸优化中详细证明：

命题 1.6 (凸函数等价定义)

♠

Rn上的可微函数 f 为凸函数，当且仅当其满足对 ∀x, y ∈ Rn有

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T (y − x)

Rn上的二阶可微函数 f 为凸函数，当且仅当其满足对 ∀x ∈ Rn有 ∇2f(x)半正定。

�
事实上凸函数不必定义在 Rn 上，只需要定义在凸集上就可以谈论，此处由于问题是无约束的，考虑

全空间即可。

有了等价定义后，就可以有无约束优化的最优条件：

定理 1.7 (凸函数下的充要条件)

♡f(x)是 Rn上的可微凸函数，则 x̄是全局最优解的充要条件是 ∇f(x̄) = 0。

证明 必要性根据之前定理得到。对于充分性，由一阶等价条件直接得到 f(y) ≥ f(x̄)。

1.2.2 约束问题的最优条件

在有约束的情况下，想判断一个点是否是局部最优解就要困难很多。约束导致可行域的复杂，也

导致了最优判定必须考虑边界的情况。对此，有如下的直观定义与性质：

定义 1.8 (可行方向、下降方向)

♣

Rn 中，对 x ∈ S 与非零向量 d，若存在 δ > 0使得 x+ λd ∈ S, ∀λ ∈ (0, δ)，则称 d是 S 在 x处

的可行方向，并记所有 S 在 x处的可行方向集合为 F (x, S)。

对 Rn 上实函数 f 与向量 x，非零向量 d，若存在 δ > 0使得 f(x + λd) < f(x), ∀λ ∈ (0, δ)，则

称 d为 f 在 x处的下降方向，并记所有 S 在 x处的下降方向集合为 D0(x, S)。

若 f 可微，记所有满足 ∇f(x)Td < 0的向量 d构成 D(x, f)。
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1.2 最优性条件

�
可行方向也即“这个方向还没有碰到边界”，下降方向也即“f 沿此方向局部下降”。

定理 1.9 (几何必要条件)

♡

对约束最优化问题 minx∈S f(x)，x∗是问题的局部最优解，则 F (x∗, S) ∩D0(x
∗, S) = ∅。

当 f可微时，D(x∗, f) ⊂ D0(x
∗, f)，因此 x∗是问题的局部最优解可推出F (x∗, S)∩D(x∗, S) = ∅。

证明 根据定义，若 F (x∗, S)∩D0(x
∗, S) ̸= ∅，假设其中有方向 d，取可行方向的 δ与下降方向的 δ的

最小值为 δ0，则 f(x∗ + λd), λ ∈ (0, δ)中的每个点都是比 f(x∗)更小的可行点，矛盾。利用一阶泰勒展

开与前文无约束最优化时相同可证 D(x∗, f) ⊂ D0(x
∗, f)，于是即得可微时结论。

下面，我们针对具体的可行域进行更细节的讨论。式 (1.2)一般可以更进一步写为如下形式：

min f(x)

s. t. gi(x) ≥ 0 i = 1, . . . ,m

hj(x) = 0 j = 1, . . . , l

(1.3)

比起式 (1.2)，式 (1.3)中的指标集合成为了有限集合，之后讨论的也基本是这种情况。此时，上方
的必要条件可以进一步细化：

命题 1.10 (几何必要条件-函数约束)

♠

记 I(x) = {i | gi(x) = 0}，也即对不等式约束取等的指标集合。在式 (1.3)中定义

Df (x) = {d | ∇f(x)Td < 0}

Fg(x) = {d | ∇gi(x)Td > 0, ∀i ∈ I(x)}

Fh(x) = {d | ∇hj(x)Td = 0, ∀j}

若 x∗ 为局部最优解，f, gi, i ∈ I(x∗) 与所有 hj 在 x∗ 可微，gi, i /∈ I(x∗) 在 x∗ 连续，且所有

∇hj(x∗), j = 1, . . . , l线性无关，则有

Df (x
∗) ∩ Fg(x

∗) ∩ Fh(x
∗) = ∅

这个结论的证明需要一些精细而复杂的微分几何操作，此处略过。从这个定理出发，即可以得到

重要的 Fritz-John条件：

定理 1.11 (Fritz-John必要条件)

♡

若 x∗为式 (1.3)中的可行点，记 I(x) = {i | gi(x) = 0}。
连续性要求：f, gi, i ∈ I(x∗)与所有 hj 在 x∗可微，gi, i /∈ I(x∗)在 x∗连续。

在满足上述要求时，若 x∗是局部最优解，则存在不全为 0的 λ0, λi, i ∈ I(x∗), µj , j = 1, . . . , l使

得

λ0∇f(x∗)−
∑

i∈I(x∗)

λi∇gi(x∗)−
l∑

j=1

µj∇hj(x∗) = 0

且 λ0 ≥ 0, λi ≥ 0, i ∈ I(x∗)。

证明 若 ∇hj(x∗), j = 1, . . . , l线性相关，可直接取合适的 µj，λ0, λi均为 0即得结论。
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1.2 最优性条件

否则，根据几何必要条件，不等式组
∇f(x∗)Td < 0

∇gi(x∗)Td > 0 i ∈ I(§∗)

∇hi(x∗)Td = 0 j = 1, . . . , l

无解。记 I(x∗) = i1, . . . , ik，并记

A = (∇f(x∗),−∇gi1(x∗), . . . ,−∇gik(x
∗)), B = (−∇h1(x∗), . . . ,−∇hl(x∗))

则条件即 ATd < 0, BTd = 0 无解。下证 Aλ + Bµ = 0, λ ≥ 0 有解，这样记 λ = (λ0, . . . , λk), µ =

(µ1, . . . , µm)即得结论。

[下方证明需含凸集分离定理 (详见参考资料)在内的分析与线代知识，可跳过。]
记

S1 =

{(
λ

µ

)
| ∃d, λ = ATd, µ = BTd

}
, S2 =

{(
λ

µ

)
| λ < 0, µ = 0

}

则条件为 S1∩S2 = ∅。可验证二者均为凸集，因此根据凸集分离定理，存在超平面

(
p1

p2

)T

x+

(
q1

q2

)
= 0

分离两凸集，也即

∀s1 ∈ S1, s2 ∈ S2,

(
p1

p2

)T

s1 +

(
q1

q2

)
≥ 0 ≥

(
p1

p2

)T

s2 +

(
q1

q2

)
⇒

(
p1

p2

)T

s1 ≥

(
p1

p2

)T

s2

由连续性，对任何 S1闭包与 S2闭包中的 s1, s2，大于等于号仍成立。取 s1 = 0 (即 d = 0)，利用
s2范围可知必须 p1 ≥ 0，而取 S2闭包中的 s2 = 0，S1中 d = −(Ap1+Bp2)可知−∥Ap1+Bp2∥2 ≥ 0，

所以只能 Ap1 +Bp2 = 0，这里 p1, p2即为所需的解 λ, µ。

现实中更常用的是其特殊情况：

定理 1.12 (Kuhn-Tucker必要条件)

♡

若 x∗为式 (1.3)中的可行点，记 I(x) = {i | gi(x) = 0}。
连续性要求：f, gi, i ∈ I(x∗)与所有 hj在 x∗可微，gi, i /∈ I(x)在 x∗连续，且向量集 {∇gi(x∗), i ∈
I(x∗),∇hj(x∗), j = 1, . . . , l}线性无关。
在满足上述要求时，若 x∗是局部最优解，则存在 λi ≥ 0, i ∈ I(x)与 µj , j = 1, . . . , l使得

∇f(x∗)−
∑

i∈I(x∗)

λi∇gi(x∗)−
l∑

j=1

µj∇hj(x∗) = 0

证明 根据 Fritz-John 条件，由于 λ0, λi, µj 不全为 0，假设 λ0 = 0，则存在不全为 0 的 λi, µj 使得∑
i∈I(x∗) λi∇gi(x∗) +

∑l
j=1 µj∇hj(x∗) = 0，与线性无关矛盾，因此 λ0 > 0，同除以 λ0 即得到 Kuhn-

Tucker必要条件。
定义 Lagrange函数 L(x, λ, µ) = f(x) −

∑m
i=1 λigi(x) −

∑l
j=1 µjhj(x)，则 K-T条件可以表达为对
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1.3 下降算法

x存在 λ, µ使得 (将条件中 i /∈ I(x∗)的 λi记为 0)：

∇xL(x, λ, µ) = 0

gi(x) ≥ 0 i = 1, . . . ,m

hj(x) = 0 j = 1, . . . , l

λi ≥ 0 i = 1, . . . ,m

λigi(x) = 0 i = 1, . . . ,m

(K-T)

这也是 K-T条件的经典表达形式。�
有时 K-T条件也叫 KKT条件，取自 Karush–Kuhn–Tucker三个人的首字母。
虽然这些条件仍然是必要条件，当可行域与优化目标具有某些性质时，类似无约束最优化问题，这

些条件也能“升级”成充分必要条件，之后所说的线性规划问题就是一个例子。

1.3 下降算法

1.3.1 基本定义

之前讨论的最优性条件是“最优解的判断”，但是并没有说明得到最优解的方式。现实中，在求解

最优化问题时最常用的计算方法是迭代下降算法。以下的定义给出了算法的抽象表述：

定义 1.13 (算法映射)

♣空间 X 上的一个算法 A定义为 X 上的点到 X 上的集合的一个映射，也即 x→ A(x) ⊂ X。

直观的理解是，迭代算法的目的是从初始点 x0开始，得到一列点 xk，使得它们可以趋向最优解。

而将算法定义为点到集合的映射，代表着 xk 的下一个点 xk+1是在 A(xk)中任意选取的。�
之所以不直接定义为点到点的映射，是因为很多时候 (如非精确一维搜索时)无法知道下一个点的具体
取值，只能确定在某个范围内。

仿照映射连续性的定义，可以给出算法某种意义上连续的刻画：

定义 1.14 (算法闭性)

♣

定义集合列 Ak 的“下闭极限”lim infk→∞Ak 为 {y | ∃yk ∈ Ak, limk→∞ yk = y}，也即所有能成
为集合列中逐个取点的极限点的点a。

设X,Y 是 Rp,Rq 中的闭集，A为X 上的点到 Y 的子集的函数，若对任何满足 limk→∞ xk = x0

的 xk 有 lim infk→∞A(xk) ⊂ A(x0)，则称 A在 x0 处是闭的。若对每个 z ∈ Z 都有 A在 z 处是

闭的，则称 A在 Z 上是闭的。

a此定义与记号为方便书写用，并非专业定义/记号。

为了描述算法的性质，我们还需要刻画迭代目标、迭代过程与迭代结果。迭代目标可以用一个集

合 Ω表示，称为解集合，如无约束优化中取所有梯度为 0的点，有约束优化中取所有 K-T点。迭代过
程与迭代结果则可以通过下降函数与收敛性表示：
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1.3 下降算法

定义 1.15 (下降函数、收敛性)

♣

对解集合 Ω ∈ X 与X 上的算法A，X 上的连续实函数 ψ : X → R称为关于 Ω与A的下降函数
当且仅当： ψ(y) < ψ(x) x /∈ Ω, y ∈ A(x)

ψ(y) ≤ ψ(x) x ∈ Ω, y ∈ A(x)

对解集合 Ω ∈ X 与 X 上的算法 A，若从 x0 ⊂ X 出发，无论每次的 xk+1从 A(xk)中如何选取，

得到序列 {xn}的每个收敛子列极限都在 Ω中，则称 A在 x0处收敛于 Ω。若对每个 y ∈ Y 都有

A在 y处收敛于 Ω，则称 A在 Y 上收敛于 Ω。

作如上的抽象后，就可以从数学角度找到算法收敛的必要条件，也即：

定理 1.16 (收敛性条件)

♡

对解集合 Ω ∈ X 与X 上的算法A，从某个初始点 x0出发，每次 xk+1从A(xk)中任意选取，得

到序列 {xn}。在下列条件均满足时，{xn}的每个收敛子列极限都在 Ω中：

{xn}包含于 X 的某个紧子集中a。

存在关于 Ω与 A的下降函数 ψ。

A在 X\Ω上是闭的。

a在 Rn 上，包含在紧集中即为有界。

证明 先证 ψ(xk)的极限存在。由 xk 包含在紧子集中，其存在收敛子列 xki，设极限为 x。由连续性可

知 ψ(xki) → ψ(x)。另一方面，根据条件 ψ(xk)是单调下降的，由数列极限知识即得 ψ(xk) → ψ(x)。

若 x /∈ Ω，考虑子列 xki+1，其必然也有收敛子列，假设收敛至 x̄，根据已证，有 ψ(x̄) = ψ(x)。

然而，由于 A 在 Ω 补集上闭，xki+1 ∈ A(xki) 可推出 x̄ ∈ A(x)，根据下降函数定义与 x /∈ Ω 即有

ψ(x̄) < ψ(x)，矛盾。

1.3.2 迭代方法概述

虽然我们从理论中得到了收敛性的结果，对现实的算法，迭代不可能无穷下去，需要规定一些实

用的终止迭代过程的准则，一般称为收敛准则或停机准则，例如 (ε为充分小正数)：
∥xk+1 − xk∥ < ε或 ∥xk+1−xk∥

∥xk∥ < ε

|f(xk+1)− f(xk)| < ε或 |f(xk+1)−f(xk)|
|f(xk)| < ε

∥∇f(xk)∥ < ε

而评价算法优劣的一个重要标准就是收敛的快慢，在数学上可以定义为：

定义 1.17 (收敛阶、线性收敛)
假设 limk→∞ xk = x∗，且满足 (假设所有 xk 均非 x∗)

0 ≤ lim sup
k→∞

∥xk+1 − x∗∥
∥xk − x∗∥p

= β <∞

则称 {xn}以 p阶收敛。

设所有这样的 p构成集合 P，称其上确界 p0 = supP 为 {xn}的收敛阶。
若 p0 = 1，且存在 0 < β < 1使 p取 1时定义式成立，则称 {xn}是以收敛比 β 线性收敛的。若
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1.3 下降算法

♣p0 > 1或 p0 = 1且 p取 1时定义式中 β = 0，则称 {xn}是超线性收敛的。

�
虽然名为线性收敛，实际上的逼近速度其实是指数量级，例如假设每个 ∥xk+1−x∗∥

∥xk−x∗∥ = 1
2，则 ∥xk−x∗∥ ≤

1
2k
∥x0 − x∗∥。
评价算法优劣的另一个重要标准是计算复杂性。虽然最优化可以追溯到十分古老的极值问题，但

它成为一门独立的学科是在二十世纪四十年代末，而这个年代也恰恰是计算机从理论成为现实的年代。

从 Dantzig提出了求解一般线性规划问题的单纯形法起，各种最优化问题的理论及应用研究得到迅速
发展，特别是线性规划由于其模型的普遍性和实用性，相关算法的进展引起广泛的重视。随着计算机

技术的发展，实际问题的规模越来越大，计算复杂性成为了研究线性规划算法的重要标准，对非线性

规划的算法也是如此。本讲义以基础理论的介绍为主，不将复杂度的分析与优化作为重点，更多相关

理论可以参考附录文献。

绪论的最后，我们介绍两种基本的迭代算法结构。迭代算法的基本思想是：给定一个初始点，按照

某一迭代规则产生一个点列，使得当其是有穷点列时，其最后一个点是最优化模型问题的最优解，否

则它有极限点且其极限点是最优化模型问题的最优解。一个好的迭代算法应具备的典型特征是：迭代

点 xk 能稳定地接近局部极小点 x∗ 的小邻域，然后迅速收敛于 x。一般地，对于某种算法，我们需要

证明其迭代点列 xk 的聚点 (即子列的极限点)为一局部极小点。在实际计算中，当指定的收敛准则满
足时，迭代即终止。

算法 1.18 (迭代算法-两步法)

♠

1. 计算初始点 x0。

2. 构造价值函数 ψ，取某个满足 ∇ψ(xk)Td < 0的方向 d为 dk。

3. 确定步长因子 αk，使得该价值函数值有某种程度的下降。

4. 计算 xk+1 = xk + αkdk。

5. 若满足事先给定的迭代终止条件则算法终止，否则回到第二步。

这是一种经典的算法结构，每次迭代分为确定方向与确定步长两个基本操作。价值函数 [merit func-
tion]ψ可以直接取为目标函数 f，也可以是某个与目标函数相关的可微函数。此外，也可以通过邻域的

限制，每次找范围内的近似极小点，一步到位：

算法 1.19 (迭代算法-一步法)

♠

1. 计算初始点 x0。

2. 构造价值函数 ψ在 xk 附近 (如一定半径内)的二次近似函数 ψk。

3. 计算 ψk 在范围内的最小点，得到 sk 作为更新位移向量。

4. 计算 xk+1 = xk + sk。

5. 若满足事先给定的迭代终止条件则算法终止，否则回到第二步。

两种方法各有优劣，也有各自不同的适应场景，在之后的章节中，我们会进一步对这两种结构进

行细化。
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第 2章 线性规划

内容提要

h 线性规划标准型

h 线性规划最优条件

h 单纯形法、单纯形表

h 对偶原理

h 灵敏度分析

h 更多线性规划方法

2.1 基本模型

2.1.1 标准型

由于问题与约束都是线性函数，线性规划问题总可以写成

min cTx

s. t. Aex = be

Ax ≤ b

(2.1)

其中 x, c为 n维向量，Ae为m1 × n阶矩阵，be为m1维向量，A为m2 × n阶矩阵，b为m2维向量。�
此处考虑约束时只考虑小于等于，不考虑小于，具体原因会在之后叙述。

写为上述形式的做法是，目标函数中的常数项不影响对 x的求解，可以舍去，等式约束与不等式

约束则均可移项写成对应的矩阵形式。为了进一步规范化，在引入新的变量后，可以定义：

定理 2.1 (线性规划的标准型)

♡

线性规划问题总可以等价为如下的标准型：

min cTx

s. t. Ax = b

x ≥ 0

(LP-N)

其中 c, x为 n维向量，A为m× n阶矩阵，b为m维向量。为之后单纯形法计算需要，可进一

步假设 b ≥ 0。

�
“等价”指原问题全局最优解的集合和标准型全局最优解的集合在去除引入的新变量后完全相同。

证明 首先，若目标函数为 max，可添加负号转化为 min。对每个不等式约束 aTi x ≥ bi，可令 xt =

bi − aTi x，即拆分出等式约束。对无约束的自由变量 x，可拆分为约束 x = x′ − x′′, x′ ≥ 0, x′′ ≥ 0。最

后，拆分后若有某个式子的 bi < 0，直接对整个式子取相反数即可。

� 练习 2.1将线性规划问题：
max − 4x1 + x2 + 3

s. t. − x1 + 2x2 ≤ 4

2x1 + 3x2 ≤ 12

x1 − x2 ≥ 3

x1 ≥ 0



2.1 基本模型

转化为标准型。

解先将最优化目标转化为 min 4x1 − x2，接着对约束条件进行处理。记


x3 = 4 + x1 − 2x2

x4 = 12− 2x1 − 3x2

x5 = x1 − x2 − 3

，则

有 x3, x4, x5 ≥ 0。由 x2 无约束，记

x2 = x6 − x7

x6, x7 ≥ 0
，于是可以排列出方程组 (这里已经调整了 b的

符号)：


−1 1 0 0 2 −2

2 0 1 0 3 −3

1 0 0 −1 −1 1





x1

x3

x4

x5

x6

x7


=


4

12

3



再结合 x = (x1, x3, . . . , x7)
T ≥ 0即得到约束条件。

2.1.2 凸集基础知识

在给出了标准型以后，我们希望能够确定线性规划问题解的情况，以及解的可能性质。为了解决

这些问题，我们需要先引入凸集的概念：

定义 2.2 (凸集)

♣若一个集合 S ⊂ Rn满足 ∀x, y ∈ S, λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ S，则称集合 S 是凸的。

�
直观来看，这也就是集合中的任意两点所连线段都属于此集合。

线性规划的每个约束条件，都相当于用若干维的平面去分割空间，而利用凸集的直观理解，可以

想像，若被分割的区域是凸集，无论取分割出的哪一部分 (不等式约束)还是相交的部分 (等式约束)，取
出的部分仍然是凸集。不仅如此，每次都使用大于等于号分割，闭集的性质亦得到保持，重复此过程

可以得到：

定理 2.3 (线性规划可行域性质)

♡线性规划问题的可行域是闭凸集。

证明 假设变量个数为 n，由于 Rn 为闭凸集，利用归纳法，从式 (2.1) 的形式中只需说明，定义集合
A = {x ∈ Rn | aTx = b}与集合 B = {x ∈ Rn | aTx ≥ b}，当 T 是闭凸集时，A∩ T 与 B ∩ T 都是闭凸
集，这样每次新增条件后都是闭凸集。

利用极限保序性可以验证 B是闭集，类似得 A是闭集。由于闭集的交是闭集，A∩ T 与 B ∩ T 是
闭集。由定义，若 aTx1 = aTx2 = b，则 aT (λx1 + (1− λ)x2) = λb+ (1− λ)b = b，从而 A是凸集，将

前方等号换成大于等于号即知 B是凸集。于是，只需要证明凸集的交是凸集，由定义知成立。综上即

得证。

从而，为了研究线性规划的可行域性质，只需要研究闭凸集的性质。更准确来说，由于每步都是

用超平面划分，最后划分出的一定是一个“多面体”的样子。从直观上看，如果可行域有界，多面体的
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2.1 基本模型

顶点连线可以得到棱，棱连线可以得到表面，表面再连线就能得到整体，也就是说，从几个特殊“顶

点”可以“连接”出整个集合。这就引出了如下的定义：

定义 2.4 (极点、凸组合)

♣

对非空凸集 S，若 x ∈ S 满足，只要存在 x1, x2 ∈ S 使得 x = λx1 + (1− λ)x2, λ ∈ (0, 1)，则必

须 x1 = x2 = x，那么称 x为 S 的一个极点。

对于 Rn中的一些点 a1, . . . , an，定义它们的一个凸组合为
∑n

i=1 λiai，其中 λi ≥ 0,
∑n

i=1 λi = 1。

�
直观上，极点也就是“不处在某其他两点连接的线段中的点”，与上方多面体的顶点一致。凸组合则可

以看成若干个点通过不断连接线段能连出的所有点。

定理 2.5 (凸集的等价定义)

♡集合 S 是凸的等价于其中任意有限个点的凸组合仍在其中。

证明 右推左：根据凸集的定义，两个点的凸组合就是 λx+ (1 − λ)y, λ ∈ [0, 1]，于是只要任意两个点

的凸组合在其中，集合即为凸集，任意有限个点自然也正确。

左推右：归纳。任意两个点由凸集定义可知凸组合在其中。若任意n−1个点的凸组合在其中，任意n

个点时，若 λ1 = 1，则其他 λi必须为 0，实际上是一个点，否则
∑n

i=1 λiai = λ1a1+(1−λ1)
∑n

i=2
λi

1−λ1
ai。

由凸组合定义可知 λi
1−λ1

均非负，且计算得和为 1，从而
∑n

i=2
λi

1−λ1
ai是 a2, . . . , an的凸组合，记为 a0，

再由定义知 λ1a1 + (1− λ1)a0在凸集中，从而成立。

关于有界闭凸集，类似上方不断连线的过程可以得到如下性质：

命题 2.6 (有界闭凸集的性质)

♠有界闭凸集 =其极点的凸组合得到的集合

但事实上，在凸集不是平面分割出时 (如圆)，由于会出现无限个极点的情况，证明是有些复杂的，
也不在线性规划的考虑范畴内，因此这里不予证明。

遗憾的是，对于无界集合，并不能简单通过极点确定。例如，Rn 是凸集，但其不存在任何极点。

考察几何可以发现，这时的凸集一定能向某些方向延伸，于是有定义：

定义 2.7 (方向、极方向)

♣

设 S ⊂ Rn 为闭凸集，d为一个非零向量。若 ∀x ∈ S, λ ≥ 0有 x + λd ∈ S，则称向量 d为 S 的

方向。

设 d1, d2为 S 的两个方向，若对任何 λ > 0有 d1 ̸= λd2，则称它们不同。

对 S的某方向 d，若满足，只要存在 d1, d2为 S的方向使得 d = λ1d1 + λ2d2, λ1, λ2 ≥ 0，则必须

d1 = d2 = d，那么称 d为 S 的一个极方向。

值得注意的是，这里的方向对应的是射线的方向，而不是直线，例如 R有两个方向，1,−1，且两

个方向都是极方向。

� 练习 2.2给出以下集合的全部极点与极方向：
S := {x ∈ R2 | x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + x2 ≥ 1}
T := {x ∈ R2 | x1 + 2x2 ≥ 0, x2 − x1 ≥ 0, x2 ≤ 1}

解如图2.1，由几何关系可以看出极点即为顶点，也即不等式约束能尽量多取等的点。因此分别考虑三
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2.1 基本模型

个不等式中的两个取等 (注意 S 前两个不等式取等不满足第三个不等式，舍去)可知 S 的极点为 (0, 1)

与 (1, 0)，T 的极点为 (0, 0), (−2, 1), (1, 1)。T 是有界集合，不存在极方向，而 S 的极方向由定义可以

理解为方向中的“边界”，于是为 (0, 1)与 (1, 0)。S有两个极点，两个极方向；T 有三个极点，没有极

方向。

图 2.1: S、T 区域示意图

在有了极点与极方向后，可以进一步刻画线性规划可行域的性质：

定理 2.8 (凸集表示定理)

♡

设集合 S = {x | Ax = b, x ≥ 0}非空，则其满足：
1. 极点集非空有限；
2. 极方向集合为空等价于 S 有界；

3. S 无界时，存在有限个极方向 d(1), . . . , d(l)；

4. x ∈ S ⇔ x = x0 +
∑l

j=1 µjd
(j)，其中 x0为极点的凸组合，所有 µj ≥ 0。

证明
1. 为说明极点集合非空，取 S中为零的分量最多的点 (之一)，记为 y，下面说明 y是极点。若否，有

x(1) ̸= x(2) ∈ S满足 λx(1) + (1− λ)x(2) = y, λ ∈ (0, 1)。对 y为 0的分量，由于 x(1), x(2) ≥ 0，必

然 x(1), x(2)的对应分量都为 0，于是由 y是零分量最多的点可知 x(1), x(2)的其他分量均不为 0。
记 α = x1−x2，计算可知Aα = 0，于是 y(t) = y+ tα, t ∈ R都满足Ay(t) = b。记 r为 | yiαi

|, αi ̸= 0

中取到最小值的下标，考虑 y − yr
αr
α，可验证其 ∈ S 且比 y 多一个为 0的分量 (即第 r 个分量)，

矛盾。

为说明极点个数有限，假设极点 y的分量 yB1 , . . . , yBk
非零，我们证明A的第B1, . . . , Bk列线性

无关。这样一来，假设这些列拼成的矩阵为 B+，由于秩为 k，可以从中选出可逆 k阶方阵 B−，

而 y, b的对应分量为 y−, b−，则有 y− = B−1
− b−。也就是说，对每一种非零分量选取，得到的极

点是至多唯一的，因此极点总个数不超过选取数 2n。

记这些列为 aB1 , . . . , aBk
，若线性相关，则存在不全为 0的 λi 使得

∑
i λiaBi = 0。将 Bi 分量为

λi，其他为 0的向量记作 λ，由定义可知对充分小的 δ有 y + δλ, y − δλ均在 S 中，而 y为两者

平均，因此不是极点，矛盾。

2. 当 S 有界时，根据方向定义可知 S 方向集合为空，极方向集合因而为空。否则，我们先证明方

向集合非空。假设已知 Ax = b的一个解 x0。由 S 无界，对任何 n存在满足 ∥xn − x0∥1 > n的

13



2.1 基本模型

xn ∈ S，这里下标 1表示 1范数，即各分量绝对值之和。记

yn =
xn − x0

∥xn − x0∥1
则有 Ayn = 0, ∥yn∥1 = 1。由于 {y | ∥y∥1 = 1}为紧集，yn 一定存在收敛子列 {yki}，记极限为
y0，由连续仍有 Ay0 = 0，下面说明 y0是 S 的一个方向。

先说明 y0 ≥ 0。若 y0 的某个分量 y0t < 0，根据极限定义可知对充分大的 i有 ykit < −ϵ = y0t
2 。

然而，根据定义

xkit = x0t + ∥xki − x0∥1ykit < x0t − kiϵ

当 ki充分大时 xkit < 0，与 xki ∈ S 矛盾。

进一步地，由 Ay0 = 0与 y0 ≥ 0，可计算知对任何 x ∈ S 有 x+ λy0 ∈ S, λ ≥ 0，从而 y0是 S 的

方向。

下面说明方向集合非空时极方向集合非空且有限。

3. 由于 S 中要求 x ≥ 0，由定义可知 S 的方向 d必须满足 d ≥ 0。根据上一部分证明，可记标准化

方向集合 (由条件，其中的 d均为不同的方向)

D =
{
d |
∑
i

di = 1, Ad = 0, d ≥ 0
}

由于这个集合也能写成 {x | A0x = b0, x ≥ 0}的形式，且无界时由上一部分证明非空，其极点必
然存在有限。从而只需证明 D的极点对应 S 的不同极方向。

若 d不是 S 的极方向，存在 d1不同于 d2，λ1, λ2 ≥ 0使得 d = λ1d1 + λ2d2。记

d′1 =
d1

∥d1∥1
, d′2 =

d2
∥d2∥1

则有

d′1 ∈ D, d′2 ∈ D, d = λ1∥d1∥1d′1 + λ2∥d2∥1d′2

而由于 d1, d2所有分量非负，λ1, λ2非负，有

1 = ∥d∥1 = ∥λ1d1 + λ2d2∥1 = λ1∥d1∥1 + λ2∥d2∥1

从而取 λ = λ1∥d1∥1得
d = λd′1 + (1− λ)d′2

从而 d不是 D的极点。

反过来，若 d不是 D的极点，存在 d1 ̸= d2，λ ∈ (0, 1)使得 d = λd1 + (1− λ)d2，根据 D中不

同元素是 S 的不同方向即可知 d不是 S 的极方向。

4. 右推左由方向定义与 S 是凸集可得证，下面考虑左推右。我们进行归纳证明：当 x为一维向量

时，或 S为空，或 S为单点集，或 S = {x | x ≥ 0}，满足要求。下面假设 x是 n− 1维向量时满

足，考虑 n维时。

根据上一问，由于D有界 (
∑

i di = 1且 d ≥ 0必然有界)且凸，其任何点可以写成极点的凸组合，
也即任何方向都可以写成极方向的凸组合。于是，表示中的第二项即代表任何一个方向。假设 S

所有极点的凸组合构成 S0，我们只需证明，对任何 x /∈ S0 存在 x0 ∈ S0，有 d0 = x−x0
∥x−x0∥1 ∈ D，

这样就有 x = x0 + ∥x− x0∥1d0。
若否，对任何 x0，由于 d0 已满足 ∥d0∥1 = 1与 Ad0 = 0，其若不是方向，只能有小于 0的分量。
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2.1 基本模型

记

λ0 = max
λ

{x0 + λd0 ∈ S}

由 x ∈ S，λ0 ≥ ∥x− x0∥1，而由于 d0有小于 0分量，λ0必然存在。并记 x1 = x0 + λ0d0，并假

设其第 p1个分量为 0(根据定义必然有分量为 0)。注意到，x能在 x0与 x1连线段上，所以 x1亦

不能写成 x
(1)
0 + λ(1)d(1)的形式，否则可直接表示出 x1。

记 S1 = S ∩{x | xp1 = 0}。由 x1存在可知非空，且满足 S的条件，下面证明 S1的极点集与方向

集恰好是 S 的极点集与方向集与 {x | xp1 = 0}, {d | dp1 = 0}的交集。根据定义，S1 的方向是 S

的方向的子集，从而 S的极点、极方向一定是 S1的极点、极方向 (更大的集合中无法表示，更小
的集合中必然无法表示)。反过来，若 S1有极点 s，若其能写成 λa+ (1− λ)b, a, b ∈ S, λ ∈ (0, 1)，

根据 ap ≥ 0, bp ≥ 0, sp = 0可知 ap = bp = 0，a, b ∈ S1，从而只有 a = b = s。对极方向证明类似。

由于 x1无法在 S中被表示成 x
(1)
0 +λ(1)d(1)，其无法在 S1中被表示成 x

(1)
0 +λ(1)d(1)。然而，考虑

S−
1 = {x− | (a1, . . . , ap−1, ap+1, . . . , an)x

− = b, x− ≥ 0}

其极点、极方向与 S1去除第 p个分量后完全对应，于是 x1去除第 p个分量后无法在 S−
1 中被表

示。但是，x−是 n− 1维向量，这与归纳假设矛盾。

2.1.3 解的存在性

确定可行域的性质之后，就可以考察线性规划问题解的情况。假设可行域极点为 x(1) 到 x(k)，极

方向为 d(1)到 d(l)，则任何可行点可以写为
∑

i λix
(i) +

∑
j µjd

(j),
∑

i λi = 1, λi, µj ≥ 0。将其代入标准

型中，得到需要最小化的 cTx成为 ∑
i

λi(c
Tx(i)) +

∑
j

µj(c
Td(j)) (2.2)

在可行域非空时，存在唯一解或无穷多解称为模型存在最优解，而可行域为空或目标函数可达−∞
称为最优解不存在。

定理 2.9 (线性规划问题解的性质)

♡

在式 (2.2)中，标准形式线性规划模型最优解存在当且仅当所有 cTd(j) ≥ 0。进一步地，在最优

解存在时，一定在某个极点处能取到最优。

证明 若某个 cTd(j) < 0，当 µj 增大时 cTx可任意减小，因此解不存在。根据式子形式可知∑
i

λi(c
Tx(i)) +

∑
j

µj(c
Td(j)) ≤

∑
i

λi(c
Tx(i)) ≤ min

i
cTx(i)

当且仅当 µj 全为 0，λ在 cTx(i)最小的 i处为 1，其余为 0时可取到最优解。�
从几何来看，线性规划问题相当于用某平面进行平移，寻找与可行域有交时截距的最小值。于是，存

在最优解等价于不能在变小方向无限平移，而如果能存在，一定会在某顶点取到。从这个几何看法可

以发现，即使并未化为标准形式，如果能直观看到极点与极方向，仍然会满足上述性质。

� 练习 2.3对可行域
1. S := {x ∈ R2 | x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + x2 ≥ 1}
2. T := {x ∈ R2 | x1 + 2x2 ≥ 0, x2 − x1 ≥ 0, x2 ≤ 1}

分别求解线性规划问题 min−2x1 − x2。
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2.2 单纯形法

解
1. 作图可发现平面上 S的极点为 (0, 1), (1, 0)，极方向为 (0, 1), (1, 0)，因此计算得解在 (1, 0)，最优

值 −2。

2. 作图可发现平面上 T 的极点为 (0, 0), (−2, 1), (1, 1)，因此计算得解在 (1, 1)，最优值 −3。

从解的性质证明过程中可以得到，线性规划问题只有三种可能结果：可行域为空，无界 (即对任何
M ∈ R，存在 x使得 cTx < M )，或最优解存在。

2.2 单纯形法

2.2.1 可行基解

根据上方的推导，想求解线性规划问题，只需要在极点处进行即可，于是，我们需要寻找极点的

更多性质。极点的定义可以说是从几何上得到的，因此在这节进行一些代数上的推导。
首先，对于标准型中的等式约束 Ax = b，可以进行化简：假设 A有某些行向量线性相关，不妨设

有 aT1 =
∑

i>1 λia
T
i ，这时若 b1 =

∑
i>1 λibi，则第一个约束可以被其他约束推出，从而可以删去；否

则产生了两个互相矛盾的等式约束，可行域为空，无意义。综合可不妨假设 Am×n 是行满秩的，由此
其存在阶数为m的可逆子方阵。

假设第B1, B2, . . . , Bm列构成的子方阵可逆，可形式上将A分块成
(
B N

)
，其中B包含了上方

Bi的列，同时将 x对应分块为

(
xB

xN

)
。

�
由于实际上 B 的行并不连续排列，这是一个形式上的分块。

直接将等式约束代入，可得 BxB +NxN = b，于是 xB = B−1b − B−1NxN。这也就意味着，如

此分块后，等式约束中事实上只有 xN 的部分是自由的，剩下的 xB 中分量可以由 xN 解出来。

定义 2.10 (基解、可行基解)

♣

对于任何可能的 B的选取，令 xN = 0，则 x =

(
B−1b

0

)
，这样的 x称为方程组的一个基解，对

应的 B 称为基矩阵。xB 的各分量称为基变量，xN 称为非基变量。

若这时的 x又满足 x ≥ 0，即 B−1b ≥ 0，则称为可行基解，对应有可行基矩阵与可行基变量。

�
(可行)基解的定义只与方程 Ax = b有关，仍然与目标函数无关。

� 练习 2.4将 S := {x ∈ R2 | x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + x2 ≥ 1}化为标准型，并计算全部可行基解。与之前计
算出的极点集合比较。

解令 x3 = x1 + x2 − 1，则标准型为 x ≥ 0, x1 + x2 − x3 = 1，基解有 (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0,−1)，前两

个为可行基解，与之前所算出的极点一一对应。

接下来我们将看到，对于化为标准形式的线性规划问题，上面从代数角度计算出的可行基解与几

何角度得到的极点集合是一致的：

定理 2.11 (可行基解与极点等价性)

♡

对于标准形式线性规划问题的可行域 S = {x | Ax = b, x ≥ 0}，假设 A是行满秩的，则 S 的极

点集合与可行基解集合相同。
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2.2 单纯形法

证明 假设 y是极点，根据凸集表示定理中的证明，若 yB1 , . . . , yBk
是 y的非零分量，则A的第B1, . . . , Bk

列线性无关。由于 A至多m列线性无关，必然有 k ≤ m，这就说明了 y是基解，而极点是可行点，于

是 y是可行基解。

假设 y是可行基解，若存在 y1, y2, λ ∈ (0, 1)使 y = λy1+(1−λ)y2，设 y1 =

(
y1B

y1N

)
, y2 =

(
y2B

y2N

)
(这里 B,N 分块与 y一致)。由于

λy1N + (1− λ)y2N = 0, λ ∈ (0, 1), y1 ≥ 0, y2 ≥ 0

可得必须 y1N = y2N = 0，而根据 Ay1 = Ay2 = b，计算又可以证明 y1B = y2B = B−1b，从而

y1 = y2 = y，得证。

结合这个定理与凸集表示定理，可以得到很多有用的结论。例如，通过标准形式可行域非空必存

极点可以推出：

命题 2.12 (可行基解存在性定理)

♠若线性规划问题有可行解，则必有可行基解。

而根据最优解存在时必能在极点取到即知：

命题 2.13 (线性规划问题解的性质 II)

♠在线性规划问题最优解存在时，一定在某个可行基解能取到最优。

2.2.2 主要过程

上一节的讨论后，我们已经说明，只需要在可行基解处寻找最优解。因此，单纯形算法的基本思想

就是通过可行基解间不断迭代来找到最优的可行基解。这一节，我们先考虑最优判定与转轴运算，也
即找到下一个可行基解的过程。以下假设 Am×n，即 B 为m×m阶方阵，N 为m× n−m阶。

根据 xB = B−1b−B−1NxN，将 c也对应划分为 cB 与 cN 后，可直接计算出目标函数 z = cTBxB +

cTNxN = cTBB
−1b + (cTN − cTBB

−1N)xN。在 cTN − cTBB
−1N 的每个分量都 ≥ 0 时，由于可行解要求

xN ≥ 0，在 xN = 0时即取到了最小值 cTBB
−1b。记 z0 = cTBB

−1b, zj = cTBB
−1aj，即有：

定理 2.14 (最优解判定)

♡

取定某个可行基解 x =

(
B−1b

0

)
后，若对应的 B,N 满足 cj − zj ≥ 0, ∀j ∈ N，则 x即为问题最

优解。

证明 直接计算 z = z0 + (cTN − cTBB
−1N)xN = z0 +

∑
j∈N (cj − zj)xj ≥ z0得结论。

反之，若最优解性质不成立，一定存在某个 p ∈ N 使 cp − zp < 0。这时，适当增加 xp 会使 z 更

小 (注意增加 xp也意味着对应改变 xB 的分量)。由于 z = z0 +
∑

j∈N (cj − zj)xj，若 xp可以无限制增

大，z会趋于负无穷，于是在解存在时，xp增大必然引起 xB 的某个分量减小，而临界值即为 xB 的某

个分量恰好减小到 0。这时，xN 中的 xp分量增加到正，而 xB 中原本为正的分量减小到了 0，非零分
量仍然最多m个，因此得到的仍然是可行基解，这个过程就称为一次转轴运算。
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2.2 单纯形法

算法 2.15 (单纯形法)

♠

1. 初始化
确定初始可行基划分 B,N，并计算 xB = B−1b。

2. 最优判定
计算向量 w = (BT )−1cB，对所有 j ∈ N 计算 zj = wTaj。若 cj ≥ zj 对一切 j ∈ N 成立，

则当前可行基解已是最优解，最优值为 wT b，算法终止。否则，选择一个 cp − zp < 0的

p ∈ N 进入下一步。

3. 转轴运算
计算向量 yp = B−1ap。若 yp ≤ 0，则问题无有界解，算法终止。

否则，找出 r使得 ∆ =
xBr
ypr
是所有 xBi

ypi
, ypi > 0中的最小值。

更新基变量：令 xp = ∆，xB = xB − yp∆，这里 B 为原来的分量，更新后 xBr 由 ∆定义

成为 0。
更新 B,N：将 B原本的第 r列 aBr 用 ap替换，并将 p从N 中移入 B中下标，Br从 B中

移入 N 中下标。

算法中细化了转轴运算的过程，下面说明其正确性：

定理 2.16 (转轴运算正确性)

♡

当上方算法中 yp ≤ 0时，问题不存在有界解；否则，转轴运算进行一步更新后，得到的仍然是

可行基解，且目标函数值减少了 (zp − cp)∆。

证明 当 xp增加 δ，xN 其他分量保持为 0时，由于要满足 xB = B−1b−B−1NxN，可得 xB = B−1b−
B−1apδ，而函数值 z = z0 − (zp − cp)δ。

若 yp = B−1ap ≤ 0，则 δ无论如何增加，xB 都增大，xB ≥ 0仍满足，于是函数值可无限减小，无

有界解。

否则，转轴运算取出的 ∆满足 ∆ ≤ (B−1b)i
ypi

, ∀ypi > 0，这时化简可知 (B−1b)i − (B−1ap)i∆ ≥ 0。

另一方面，ypi ≤ 0时 (B−1b)i− (B−1ap)i∆ ≥ (B−1b)i ≥ 0 (由于 xB = B−1b是可行基解的一部分)，综
合可知 B−1b−B−1ap∆ ≥ 0，由更新过程，更新后 xB 每个分量仍然 ≥ 0。

于是，我们证明了更新后的 x满足Br分量变成 0，p分量增加为正数，且所有分量仍然≥ 0，Ax = b

仍成立，因此仍然是可行基解。另一方面，函数值减小了 z0 − ((zp − cp)∆) = (zp − cp)∆。

注意到，∆ =
xBr
ypr
，由选取过程可知 ypr > 0，而为了确认函数值是否真的减少，还需要考虑 B−1b

的零分量。

定义 2.17 (非退化可行基解)

♣当可行基解满足 xB = B−1b > 0时，其称为非退化的，否则其有分量为 0，称为退化的。

若迭代过程保持非退化，单纯形法具有良好的收敛性：

定理 2.18 (单纯形法有限收敛性)

♡

若线性规划问题可以求出初始可行基解，且转轴运算中每步的可行基解都非退化，则有限次迭

代后要么找到最优解，要么识别出问题无有界解，从而算法终止。
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2.2 单纯形法

证明 当迭代过程非退化时，每一步 z 的减少量 (zp−cp)xBr
ypr

> 0，因此每步找到的可行基解不同，又由

于可行基解个数有限，必然会在找到某个后终止 (可能找到最优或发现无有界解)。

2.2.3 初始化过程

上一部分讨论了单纯形算法的主要过程，不过有一个问题尚未解决，也即如何找到初始可行基解。

两阶段法的思路是，先找到某辅助问题的最优解，再作为原问题初始可行基解进行计算。

算法 2.19 (两阶段法)

♠

对问题 {min cTx | Ax = b, x ≥ 0}，考虑如下问题：

min 1T y

s. t. Ax+ y = b

x ≥ 0, y ≥ 0

其中 1代表每个分量都是 1的向量，y为m阶向量。

以

(
x

y

)
=

(
0

b

)
进行单纯形法迭代 (注意化为标准型的过程已经保证了 b ≥ 0)，若迭代到的最优

解满足 y = 0，则此时的 x为原问题可行基解，否则原问题不存在可行解。

证明 1T y即对 y各个分量求和，而由于 y ≥ 0，当且仅当 y = 0时其能取到最小值，此时Ax = b, x ≥ 0，

因此 x即为可行解。反之，最小值时若 y ̸= 0，则说明可行解 x不存在。

下面说明存在解时的 x为可行基解。扩充 y 后，矩阵 A事实上成为了
(
A I

)
，而单纯形法找到

的可行基矩阵是从
(
A I

)
中选出了可逆的m列，又由于此时 y = 0，选出的m列必然在前 n列之中，

因此一定对应 A的可行基划分 (或从分量角度，找到的最优解一定至多m个分量非零，且全部为 x的

分量，因此是原问题可行基解)。
两阶段法的弊端在于，相当于要求解两个独立的线性规划问题，且对前一问题求解的信息只用来

选取可行基解，没有进一步使用。大M法对此作出了改进：

算法 2.20 (大M法)

♠

对问题 {min cTx | Ax = b, x ≥ 0}，考虑如下问题：

min cTx+M(1T y)

s. t. Ax+ y = b

x ≥ 0, y ≥ 0

其中 1代表每个分量都是 1的向量，y为m阶向量，M 为取定的某充分大的数。

以

(
x

y

)
=

(
0

b

)
进行单纯形法迭代，在M 充分大时，若原问题最优解存在，则迭代到的结果中

y = 0，且 x为原问题最优解。

直观上看，对于足够大的 M，y 的“权重”是很大的，因此只要存在任何非零分量，都会导致

cTx+M(1T y)无法取到最小。而当 y = 0时，取到最小即等价于 x取到原问题的最优解。

对于M 的具体取值，可以这么来看：假设在 Ax = b变为 Ax = b − y 时，cTx的最小值为 f(y)，
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2.2 单纯形法

则只需要让M > maxy ̸=0
|f(y)−f(0)|

1T y
，就可以保证满足上述的条件。于是，我们只需要估算 b进行一定

“扰动”时最小值的变化量，而这会在后文灵敏度分析的部分解决。

2.2.4 单纯形表

单纯形表是单纯形方法的一种直观算法，目的是将单纯形法的过程用矩阵消元运算进行直观表现。

具体来说，对于某个取定的可行基划分 B,N，单纯形表是一个 (m+ 1)× (n+ 1)维矩阵 (最上方一行
为表头)： 

xB xN RHS

Im B−1N B−1b

0 zj − cj z0


若最下方一行前 n个分量均 ≤ 0，则最后一个分量即为最小值。更进一步地，由于 B−1B = Im，

j ∈ B 时 zj − cj 组合为 cTBB
−1B − cTB = 0，单纯形表事实上的形式为：

x RHS

B−1A B−1b

cTBB
−1A− cT cTBB

−1b


而转轴运算即为通过行变换，将最末行与上方某行的倍数相加，使某大于 0的元素变为 0，为 0的元
素变为非零。

由 yp = B−1ap，单纯形表的上方部分 B−1A 即为每个 i 对应的 yi。由此得到单纯形表的计算过

程：

算法 2.21 (单纯形表)

♠

1. 初始化

从某个初始的

(
B−1A B−1b

cTBB
−1A− cT cTBB

−1b

)
开始。

2. 最优判定
若 cTBB

−1A− cT ≤ 0，则右下角元素为最优解，最优解时的 x可观察左侧，若最后一列外

的某列只有一个元素为 1，其他为 0，则这列的列数即为 xB 对应分量，1所在的这行的最
右元素为其值。不在 xB 分量中的元素值全为 0。否则，在 cTBB

−1A− cT 找一个大于 0的
元素，设列数为 p，进入转轴运算。

3. 转轴运算
若第 p列除最下方元素外均 ≤ 0，则问题无有界解，算法终止。

否则，找出 r使得 ∆ =
xBr
ypr
是所有 xBi

ypi
, ypi > 0中的最小值。这里 xBi

ypi
即为除最后一行外

每行最后一列的元素与第 p列元素之比。

更新单纯形表：将第 r行同除以 ypr，再将每行 (含最后一行)减去第 r行的倍数，使得第 p

列只有第 r行为 1，其他均为 0。

证明 为了证明这个算法与之前的单纯形法等价，需要观察转轴运算部分的减去倍数的过程。

对最后一行，实际上减去的是第 r行的 zp−cp
ypr
倍，因此需要证明的是

(zj − cj)new = (zj − cj)− (B−1A)rj
zp − cp
ypr
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2.2 单纯形法

(cTBB
−1b)new = cTBB

−1b− (B−1b)r
zp − cp
ypr

根据定义，Bnew = (aB1 , . . . , aBr−1 , ap, aBr+1 , . . . , aBm)，于是直接计算可知 B−1Bnew 为 I 的第 r

列替换为 yp的结果。由此进一步计算得 (注意 B−1
new −B−1 = (I −B−1Bnew)B

−1
new)

(zj − cj)new − (zj − cj) = ((cnewB )T − cTB)B
−1
newaj + cTB(B

−1
new −B−1)aj

= (cp − cBr)e
T
r B

−1
newaj + (cBr − cTByp)e

T
r B

−1
newaj

= (cp − cTByp)e
T
r B

−1
newaj

由伴随矩阵，B−1
new的第 r行与B−1的第 r行事实上只相差 detB/ detBnew = (detB−1Bnew)

−1 =

y−1
pr 倍，而 eTr B

−1aj = (B−1A)rj，第一个式子得证。对第二个式子，将 aj 换为 b后完全相同展开得结

果。

对其余行，由于只进行了行变换，也即 B−1
(
A b

)
成为了 PB−1

(
A b

)
，相当于只需要验证

PB−1 = B−1
new。在行变换后，xB 除了第 r个分量外所在的列均无变化 (它们的第 r行为 0，减 0的倍数

不会引起变化)，而第 p列变为了只有第 r行 1，其他为 0，因此与原来的第B1, . . . , Br−1, Br+1, . . . , Bm

列可拼出 Im，这即说明了 PB−1Bnew = I，于是 PB−1 = B−1
new。

实际操作中，大M法常与单纯形表结合使用。由于其相当于将 A增广为了
(
A I

)
，初始可行基

划分选取 I 的部分，cB =M · 1T，于是起始的单纯形表即为：
x y RHS

A I b

M(1TA)− c 0 M(1T b)


� 练习 2.5用大M法构造单纯形表求解以下线性规划问题：

min x1 + x2 − 3x3

s. t. x1 − 2x2 + x3 ≤ 11

2x1 + x2 − 4x3 ≥ 3

x1 − 2x3 = 1

x1, x2, x3 ≥ 0

解记 x4 = 11− x1 + 2x2 − x3, x5 = 2x1 + x2 − 4x3 − 3，则其标准形式的等式约束为
1 −2 1 1 0

2 1 −4 0 −1

1 0 −2 0 0

x =


11

3

1


于是构造的单纯形表为

x1 x2 x3 x4 x5 y1 y2 y3 RHS

1 −2 1 1 1 11

2 1 −4 −1 1 3

1 −2 1 1

4M − 1 −M − 1 −5M + 3 M −M 15M


变形计算可最终得解为 x1 = 9, x2 = 1, x3 = 4，最优值为 −2。�
从最坏情况来看，单纯形法并不是多项式时间算法，而是指数时间算法，因为其可能遍历所有可行基
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2.3 对偶理论

解。而针对线性规划问题的算法已有不少多项式时间的结果，例如：

最先在理论上证明线性规划问题恒在多项式时间内可解的椭球算法。

可替代单纯形法的有效方法内点法。它亦可被推广并应用到不限于线性规划的更一般问题，会在

之后详述。

2.3 对偶理论

2.3.1 对偶问题定义

对于线性规划问题，可以定义它的对偶，而通过研究线性规划与其对偶的性质，能得到更多的理
论结果。为了进行对偶问题的定义，需要另一种“标准形式”：

定理 2.22 (线性规划的对偶基本形式)

♡

线性规划问题总可以等价为如下的形式：

min cTx

s. t. Ax ≥ b

x ≥ 0

(LP)

其中 c, x为 n维向量，A为m× n阶矩阵，b为m维向量。

证明 先化为LP-N的形式，而 Ax = b即为 Ax ≥ b,−Ax ≥ −b，于是可以写成

(
A

−A

)
x ≥

(
b

−b

)
。

定义 2.23 (线性规划问题的对偶问题)

♣

对于线性规划问题 (LP)，定义其对偶为

max bTw

s. t. ATw ≤ c

w ≥ 0

(DP)

其中 w为m维向量。

从约束与目标函数的对应，即可以看出对偶的关系。在讨论对偶问题与原问题的对应性质之前，我

们先关注形式上的一些结果：

� 练习 2.6 计算如下问题的对偶：
1. min−bTw s. t.−ATw ≥ −c, w ≥ 0

2. min cTx s. t. Ax ≥ b,−Ax ≥ −b, x ≥ 0

解
1. 注意到 min−bTw与 max bTw等效，这个问题事实上是计算对偶问题的对偶。结果为

max−cTx s. t.−Ax ≤ −b, x ≥ 0

即

min cTx s. t. Ax ≥ b, x ≥ 0

于是对偶问题的对偶就是原问题。
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2.3 对偶理论

2. 这个问题事实上就是标准型的对偶，直接计算可以得到

max{bTw1 − bTw2} s. t. ATw1 −ATw2 ≤ c, w1, w2 ≥ 0

其中 w1, w2都是m维向量。由于 w1 ≥ 0, w2 ≥ 0，可以将 w1 − w2看作无约束的 w，即

max bTw s. t. ATw ≤ c

这就是标准型的对偶结果。

2.3.2 对偶定理

下面，记 x与 w分别为问题 (LP)与 (DP)的某一可行解，x∗ 与 w∗ 为对应问题的最优解，讨论对

偶的性质。

定理 2.24 (弱对偶定理)

♡

1. cTx ≥ bTw

2. cTx ≥ bTw∗, bTw ≤ cTx∗

3. cTx = bTw ⇒ cTx = cTx∗, bTw = bTw∗

4. min cTx = −∞ ⇒ ∄ w
max bTw = +∞ ⇒ ∄ x

证明 当 a ≥ 0 时，若 s ≥ t，由于每个分量对应成立大于等于，作正组合仍有 sTa ≥ tTa。由此，

cTx ≥ (ATw)Tx = wTAx = (Ax)Tw ≥ bTw，第一个式子得证。由于对任何可行解都成立，当 x或 w

取到一边最优解时仍成立，第二个式子得证。于是，当 cTx = bTw 时，假设 bTw 取到的不是最大值，

则会有 bTw′ > cTx，矛盾，类似可知 cTx取到的一定是最小值，第三个式子得证。最后，若 cTx最小

值无界，则任何 w都无法满足 cTx ≥ bTw对任何 x成立，只能不存在可行解 w，第四个式子的另一边

同理。

本质来说，弱对偶定理可以被第一条 cTx ≥ bTw概括，而这也体现出了对偶问题的价值：只要找

到两个问题具有某种对应关系 (cTx = bTw)的解，就一定找到了互相的最优解。从此出发，还可以得
到其他有用的结论：

定理 2.25 (最优解存在性定理)

♡若 (LP)与 (DP)都有可行解，则它们都有最优解。

证明 分别记为 x0 与 w0，由弱对偶定理，任何可行解 x满足 cTx ≥ bTw0，于是函数 cTx有下界。这

就排除了 (LP)问题可行域为空与无界的情况，从而必须有最优解，对 (DP)同理。
结合存在性定理，可以证明完整的对偶定理：

定理 2.26 (对偶定理)

♡若 (LP)与 (DP)一方有最优解，则另一方亦有最优解，且最优值一致。

证明 记 y = Ax − b，则可写出问题 (LP)的标准形式，其中等式约束为
(
A −I

)(x
y

)
= b。记 aj 为(

A −I
)
的第 j 列，cj 在原有列后均应扩充 0。设原问题最优解 x∗, y∗，对应可行基分解为 B,N，根

据之前推导有 cTBB
−1aj − cj ≤ 0。
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记 w = cTBB
−1，则上方条件在 1 ≤ j ≤ n时为 ATw ≤ c，在 j > n时为 −w ≤ 0，于是 w是对偶

问题可行解，而计算得 wT b = cTBB
−1b为原问题最优解，因此由弱对偶定理可知 w为对偶问题最优解，

最优值一致。

由于 (DP)的对偶与 (LP)等价，若对偶问题有最优解，则同样得到原问题也有最优解，最优值一
致。

从对偶定理出发，可以得到一个重要的判别条件：

定理 2.27 (互补松弛定理)

♡

若 (LP)与 (DP)有可行解 x∗与 w∗，则 x∗, w∗都是最优解的充要条件为：x∗T (ATw∗ − c) = 0

w∗T (Ax∗ − b) = 0

证明 充分性：利用弱对偶定理第一条的证明过程，条件成立时即有 cTx∗ = bTw∗，由弱对偶定理第三

条可知两者都是最优解。必要性：考虑逆否命题，若这两个式子中有不成立的，仍然利用弱对偶定理

第一条证明过程，必然有 cTx∗ > bTw∗，与最优值相等矛盾，于是不可能二者都是最优解。

从而，只要知道了其中一个问题的最优解，就可以根据互补松弛定理解出另一个最优解。一个例

子是，若原问题是标准型，其最优解用可行基划分表示为

(
B−1b

0

)
，则最优值为 cBB

−1b。练习2.6中

给出了标准型问题的对偶形式，取 w = B−T cTB 时，即满足 bTw = cTx，验证可知满足约束条件 (计算
发现 ATw ≤ c即为原问题的最优判定条件)，于是这就是对偶问题的最优解。
对偶问题的另一个有趣的性质是，对 (LP) 考虑绪论中提到的 (K-T) 条件。构造乘子 w,w0，则

L(x,w,w0) = cTx− wT (Ax− b)− wT
0 x，写出此时的 K-T条件：

c−ATw − w0 = 0

Ax ≥ b, x ≥ 0

w ≥ 0, w0 ≥ 0

wT (Ax− b) = 0, wT
0 x = 0

将 w0 = c−ATw代入，即得到：
Ax ≥ b, x ≥ 0

w ≥ 0, ATw ≤ c

wT (Ax− b) = 0, xT (ATw − c) = 0

而这恰恰是原问题、对偶问题的要求与互补松弛条件。这意味着，对于线性规划问题，K-T条件是一
个充分必要条件。

2.3.3 灵敏度分析

最后，我们来给出对偶问题的一个实际含义。实际问题中，很多时候是基于某些采集数据来决定

模型的系数。此时，势必会出现系数的扰动及引起的变化。所谓灵敏度分析，便是当系数有微小变化

时最优解的反应。
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仍然考虑标准形式，在 b作 ∆b的扰动后，问题变为

min cTx

s. t. Ax = b+∆b

x ≥ 0

假设已经得到了原问题的最优解

(
xB

xN

)
=

(
B−1b

0

)
，其满足可行性条件 B−1b ≥ 0与最优性条件 cTN −

cTBB
−1N ≥ 0(这里相当于对每个 cj − zj 合为整体向量)。

定理 2.28 (扰动问题的最优解)

♡

假设扰动后的 b+∆b满足可行性条件 B−1(b+∆b) ≥ 0，则

(
xB

xN

)
=

(
B−1(b+∆b)

0

)
是扰动后

问题的最优解，新的最优值即为 cTBB
−1(b+∆b)。

证明 由于最优性条件与 b无关，只要 b+∆b仍满足可行性条件，

(
xB

xN

)
=

(
B−1(b+∆b)

0

)
保持最优

性条件，从而是扰动后的最优解。直接计算得扰动后的最优值。

记原问题目标函数最优值是 z(b) = cTBB
−1b，新问题最优值 z(b + ∆b) = cTBB

−1(b + ∆b)，此时

z(b+∆b)− z(b) = cTBB
−1∆b。当原问题最优解非退化 (回顾其定义是 B−1b每个分量都大于 0)时，只

要 ∥∆b∥足够小，总能满足 B−1(b+∆b) ≥ 0。于是得结论：

定理 2.29 (解的扰动)

♡

当线性规划问题标准型的最优解

(
B−1b

0

)
非退化时，有 ∇bz(b) = B−T cB。

证明 由定义，∇bz(b) = lim∥∆b∥→0
z(b+∆b)−z(b)

∆b = B−T cB，这里对向量的除法代表除以每个分量后拼

成向量。

而根据之前的讨论，B−T cB 即为标准型问题对偶问题的最优解 w∗。
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第 3章 网络流与动态规划

内容提要

h 运输问题

h 最短路问题

h 最大流问题

h 最小成本 (循环)流
h 动态规划基本思路

h 背包问题、设备更新问题

3.1 网络最优化

网络最优化问题包括运输问题、最短路问题、最大流问题等等，是线性规划的特例，也有着重大

的实际意义。因为网络模型的特殊数学结构，可以设计出比一般线性规划效率更高的求解算法。本节

讨论两个重要的例子，由于重在解法与思路，省略部分证明的细节。

3.1.1 运输模型

定义 3.1 (运输问题)

♣

形如

min
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij

s. t.

n∑
j=1

xij = si i = 1, . . . ,m

m∑
i=1

xij = dj j = 1, . . . , n

xij ≥ 0 i ≤ m, j ≤ n

的线性规划问题被称为运输问题。

�
有时会放宽限制，将条件变为

∑n
j=1 xij ≤ si与

∑m
i=1 xij ≥ dj。

将 si看作第 i个工厂的货物量，dj 看作第 j个需求点的需求量，cij 看作第 i个工厂到第 j个需求

点的运费，运输问题的实际意义便是找一个总运费最小的供货方案。在收支平衡的情况 (也即不放宽条
件的限制)，

∑m
i=1

∑n
j=1 xij =

∑m
i=1 si =

∑n
j=1 dj，于是必须

∑m
i=1 si =

∑n
j=1 dj 才可能有解。

� 练习 3.1计算运输问题的对偶问题。
解根据标准型对偶的结果，直接计算 (注意矩阵 A的形式)可得对偶问题为：

max
m∑
i=1

siui +
n∑

j=1

djvj

s. t. ui + vj ≤ cij i ≤ m, j ≤ n

事实上，由于
∑m

i=1 si =
∑n

j=1 dj，所有 ui同加 t、vj 同减 t后满足的约束不变，目标函数也不变，因

此可以不妨取定某一个的值，如假设 u1 = 0。



3.1 网络最优化

对运输问题的解法和单纯形法的想法一致，都包含确定初始可行基解、最优判定与转轴运算的过

程。自然，由于运输问题的特殊性，可对算法进行一些调整。先引入回路的概念：

定义 3.2 (回路)

♣

对于一些互不相同的下标 (i1, j1), . . . , (i2k, j2k)，若它们满足 i2p−1 = i2p 与 j2p = j2p+1，其中

p = 1, 2, . . . , k，且 j2k+1定义为 j1，则称这些下标构成一个回路。

若一族下标中能挑出一些组成回路，则称这族下标中存在回路。

直观来看，这就代表着这些下标构成的点在平面上顺次连接，可以形成一个封闭图形，且每次连

线交替运用水平线与竖直线。最简单的例子是，一个长方形的四个角的坐标可以形成一个回路。

有了回路的定义，就可以考虑运输问题的可行基解：

定理 3.3 (运输问题的可行基解)

♡

在运输问题中，一个可行解 x是可行基解当且仅当其至多有m+n− 1个下标非零，且非零分量

的下标中不存在回路。

证明 首先，虽然限制条件共有m+ n个方程，但由于
∑m

i=1 si =
∑n

j=1 dj 的要求，最后一个方程可以

被其他方程推出，因此事实上只有m+ n− 1个独立方程，从而可行基分量个数为m+ n− 1个。

将方程组 (含最后一个)写成Ax = b的形式，由于每个 xij 在恰好出现两次，也就对应A的每一列

恰好有 i与m+j两个元素为 1，其他为 0。若下标出现回路，假设回路中的分量为 (i1, j1), . . . , (i2k, j2k)，

对应 A的第 a1, . . . , a2k 列，考虑
∑2k

i=1(−1)iai，由于相邻列前系数正负不同，对应相同的分量互相抵

消，因此此式结果为 0，从而 A的这些列线性相关，不可能成为可行基的一部分。

反之，若 A的某些列线性相关，则假设
∑

k λkak = 0, λk ̸= 0，由于对每个 ai 必须有和它有共同

非零分量的列消去，通过排列可以得到其中存在回路。

综上即证明了，非零分量的下标不存在回路等价于它们对应的列线性无关，而利用线代知识这又

等价于存在包含它们的可行基划分 (这里由于 A的各行不独立，可行基划分只需要找出互相线性无关

的m+ n− 1列，即可以去掉某行得到可逆矩阵 B)，于是它们构成可行基解。
根据这个要求，有一个简单的方法寻找可行基解：

算法 3.4 (运输问题初始化-西北角法)

♠

注意：算法中对 s、d的修改只是暂时的，在算法结束后还原。

1. 初始化下标 i = 1, j = 1。

2. 若当前 i, j 对应的 si为 0，则 i增加 1；否则若 dj 为 0，则 j 增加 1(都为 0时只有 i增加)。
当 i > m或 j > n时停止，否则进入下一步。

3. 令 xij = min{si, dj}，记录其下标为可行基 (即使 xij = 0)，并将 si, dj 都减去 xij，回到上

一步。

证明 这个算法相当于：先让第一家工厂给第一个需求点供货，如果工厂货物量用完就换工厂，需求点

拿到足够的货物就换需求点，直到全部供完。以此思路容易证明可行性。

在这样的计算过程中，每次确定的 i, j 都只增不减，假设最后选出的下标为 (i1, j1)到 (it, jt)，由

过程可以发现每一个比起前一个 i增加 1或 j 增加 1，从 (1, 1)到 (m,n)一共选出了m+ n− 1个 xij。

此外，这样的增加方式也与存在回路的定义矛盾，因为如此形成的是必须一条折线，不会存在环。
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3.1 网络最优化

综上即证明这个算法选出的是可行基解。

� 练习 3.2 对以下的供求表利用西北角法计算初始可行基解 (这里供给、需求表示总供给量与需求量，
Si, Dj 交叉位置表示供给成本，不过计算初始可行基解的过程事实上与供给成本无关)。

D1 D2 D3 D4 供给

S1 10 2 20 11 15
S2 12 7 9 20 25
S3 4 14 6 18 10

需求 5 15 15 15

解从左上角开始，S1的供给为 15，D1的需求为 5，可以完成供给，进入第二家：

D1 D2 D3 D4 剩余

S1 5 当前 10
S2 25
S3 10

剩余 0 15 15 15

S1剩下的部分不足以供应完 D2，因此供应 10单位后换下一家工厂：

D1 D2 D3 D4 剩余

S1 5 10 0
S2 当前 25
S3 10

剩余 0 5 15 15

重复此过程，直到走到右下角：

D1 D2 D3 D4 剩余

S1 5 10 0
S2 5 15 5 0
S3 当前 10

剩余 0 0 0 10

完成初始解构造：

D1 D2 D3 D4 剩余

S1 5 10 0
S2 5 15 5 0
S3 10 0

剩余 0 0 0 0

值得注意的是，上面构造出可行基解时同时选取了可行基划分。虽然可行基解中未必有m+n− 1

个非零分量，但可行基划分中得到的一定是 m + n − 1个下标。有了可行基划分以后，就需要判断其
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3.1 网络最优化

是否是最优解。利用对偶问题与互补松弛定理，可以得到引理：

定理 3.5 (标准型的互补松弛条件)

♡

对于线性规划问题的标准型，x是最优解当且仅当存在 w使得：
Ax = b, x ≥ 0

ATw ≤ c

xT (ATw − c) = 0

证明 根据互补松弛定理下方的推论，线性规划问题的 K-T条件是充分必要条件。仍然构造乘子 w,w0

满足 L(x,w,w0) = cTx−wT (Ax− b)−wT
0 x，直接计算此时的 K-T条件 (注意 Ax− b这时对应等式约

束)，并代入 w0 = c−ATw得结果。

从而可以进行判定：

算法 3.6 (运输问题最优解判定-势函数法)

♠

1. 构造m维向量 u与 n维向量 v，并固定 u1 = 0。

2. 对可行基划分中的每个 (i, j)，构造方程 ui + vj = cij。通过这m+ n− 1个方程解出除了

u1外的m+ n− 1个分量。

3. 对所有 (i, j)，计算检验数 σij = ui + vj − cij，若全部 ≤ 0，则得到了最优解，否则选取某

个使其为正的 i, j 进行转轴运算。

证明 证明算法成立需要两个部分：证明这m+ n− 1个方程的系数矩阵线性无关，并且这样可以判定

最优解。

将方程组排列成 T

(
u

v

)
= cB 的形式，根据定义可以发现，cB 即为选取的可行基划分中 c对应的

分量 (即与第一章的 cB)一致，而 T 相当于 A划分出的可行基矩阵对应的 m + n − 1列的转置，记为

BT
+。由于A的形式，B+对每行有对称性，因此去掉任何一行都可逆 (证明细节需要利用置换方阵，略
去)，于是固定 u1后的系数矩阵是 BT

+ 去掉一列后的可逆方阵，存在唯一解。

根据方程组的计算过程，这样构造的 u, v满足对 x所有非零的分量都有 ui + vj − cij = 0，即为对

应的 ATw− c = 0，而 x为 0的分量也满足，因此有 xT (ATw− c) = 0，于是满足互补松弛条件，判定

最优解也就只需要 ui, vj 满足约束条件，即 ui + vj ≤ cij。

� 练习 3.3对上一个练习中构造的初始可行基解用势函数法计算检验数。

解按照非零分量可以构造方程组


u1 = 0, u1 + v1 = 10, u1 + v2 = 2

u2 + v2 = 7, u2 + v3 = 9, u2 + v4 = 20

u3 + v4 = 18

，逐个代入可以解出 u =

(0, 5, 3)T , v = (10, 2, 4, 15)T，于是检验数为：

D1 D2 D3 D4

S1 0 0 -16 4
S2 3 0 0 0
S3 9 -9 -9 0

因此，可以选取大于 0的分量 (如 (3, 1)进行转轴运算)。
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3.1 网络最优化

�
从这个过程也可以看出，由于势函数法方程组的特殊性，对其求解并不需要显式计算矩阵逆，只需要

以合适的顺序代入即可，这可以显著降低计算复杂度。

为了进行转轴运算，又需要一个与回路相关的引理：

定理 3.7 (回路存在性)

♡在 i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n的范围内选取m+ n个 (i, j)，必然存在回路。

证明 利用可行基解的证明过程，不存在回路等价于 A中选出的对应列线性无关，而已经证明了 A的

秩是m+ n− 1，选出的m+ n列必然有线性相关的，即得证。

这样，选中进行加入转轴运算的下标与原本的m+ n− 1个可行基结合后，一定能找到一个回路，

且由于原本可行基不存在回路，回路必须包含新下标，由此可以进行操作：

算法 3.8 (运输问题转轴运算)

♠

1. 已知可行基划分与准备新加入可行基的下标 (a, b)。

2. 原有可行基加入新下标后存在回路，记为 (i1, j1) = (a, b), (i2, j2) . . . , (i2k, j2k)。

3. 记 ∆ = minkt=1{xi2tj2t}，所有 xi2t−1j2t−1 增加 ∆，所有 xi2tj2t 减小 ∆，t = 1, . . . , k。

证明 直接计算可知这个过程保持了可行性，且最终达到的非零分量个数不会超过m+ n− 1，新加入

的分量替换了原有的非零分量，因此可以说明这事实上就是一次转轴运算的操作，从而根据单纯形法

转轴运算过程的理论推导可知算法正确性。

综合以上部分，我们最终得到了运输问题求解的单纯形法 (由可行域有界，不会出现无界情况)：

算法 3.9 (运输问题-单纯形法求解)

♠

1. 利用西北角法构造可行基解。
2. 利用势函数法计算当前可行基解对应的检验数，若全部 ≤ 0则算法结束，否则挑选大于 0
分量进入下一步。

3. 进行转轴运算得到新的可行基解。

� 练习 3.4用单纯形法解决前述练习中的运输问题：

D1 D2 D3 D4 供给

S1 10 2 20 11 15
S2 12 7 9 20 25
S3 4 14 6 18 10

需求 5 15 15 15

解先构造初始可行基解，并计算对应的检验数 (方括号中为检验数，由于可行基解部分的检验数一定
为 0，可以省略不写)：

D1 D2 D3 D4

S1 5 10 [-16] [4]
S2 [3] 5 15 5
S3 [9] [-9] [-9] 10
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3.1 网络最优化

选取左下角元素作转轴运算 (加粗的为选取的回路)：

D1 D2 D3 D4

S1 5-5 10+5
S2 5-5 15 5+5
S3 0+5 10-5

重新计算检验数 (这里出现了退化的可行基解，可以任取一个上一步减为的 0作为可行基)：

D1 D2 D3 D4

S1 [-9] 15 [-16] [4]
S2 [-6] 0 15 10
S3 5 [-9] [-9] 5

以右上角再进行一次转轴运算：

D1 D2 D3 D4

S1 15-10 0+10
S2 0+10 10-10
S3 5 5

再次计算检验数，此时可以发现达到了最优解。

D1 D2 D3 D4

S1 [-13] 5 [-16] 10
S2 [-10] 10 15 [-4]
S3 5 [-5] [-5] 5

3.1.2 最短路问题

对下面的网络问题或是流的相关问题，需要先定义网络模型：

定义 3.10 (网络模型)

♣

设 G = (V,E)为有向图，其中 V,E 分别为顶点、边的集合。有时，会在顶点中选取特殊对待的

起点 s与终点 t。对每条边赋予成本 c(e)与容量 u(e)(流量一般为非负实数，成本为实数，且都
可能引入无穷)，概括这些元素的 N = (G, s, t, c, u)称为网络。

本节讨论的最短路径问题中，不考虑容量，成本 c(e)解释为边的“长度”(但可能会有负长度)，考
虑基本问题：在网络 (G, s, c)中求某源点 s到所有其他点的最短路径及其长度 (也称为单源最短路径问
题)。�
求某点 s与另一点 t间的最短路径问题最差情况复杂度与求 s到所有其他点相同，因为最差情况需要

确认所有点后才知道到 t的最短路径是什么。最短路径问题的另一个基本问题是求所有点对间的最短

路径，这可以通过求解 |V |次单源最短路径问题来求解，但有复杂度更优化的写法。
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3.1 网络最优化

定义 3.11 (路径、回路、路径长度)

♣

对一列点 v1, v2, . . . , vn，若 (vi, vi+1) ∈ E, i = 1, . . . , n−1，则其称为 v1到 vn的路径。若 v1 = vn，

则称为回路。

最短路问题中，一条路径的长度定义为
∑n−1

i=1 c(vi, vi+1)。

最短路问题有基本的最优子结构性质：

定理 3.12 (最短路问题-最优子结构)

♡若 s, vi1 , . . . , vin , t是 s到 t的一条最短路径，则 s, vi1 , . . . , vik 是 s到 vik 的一条最短路径。

证明 若否，由长度定义可发现，将 s, vi1 , . . . , vik 替换为最短路径，可以使总长度更短。

由此可以说明：

定理 3.13 (最短路问题-解的性质)

♡

假设存在 s到所有点的路径，则存在 s到所有点的最短路径当且仅当图中没有长度为负的回路，

且 s到所有点的最短路径可以用以 s一棵树来表示，称为最短路树。

证明 存在最短路径⇒无负回路：若有负回路，沿其绕圈可使路径长度不断减少，
无负回路⇒存在最短路径：这时，假设 s到 vk 的某路径 s, v1, . . . , vk 中有 vi = vj , i ̸= j，则将 vi

与 vj 之间的部分 (vi, vj 去掉其中一个，相当于去掉这个回路)去掉后总长度更小，因此所有不含重复
点的路径中最短的就是最短路径，而不含重复点的路径是有限的，因此最短路径存在。

最短路树存在性：选取 s到每点的一条最短路径，使得不重复的边数最少。若这些路径的并不能

构成一棵树，必须 s到某点 v出现两条路径，根据最优子结构性质，这两条路径必须都是最短路径，假

设两条路径中 v 前的点分别为 va, vb，则去掉 (va, v)后剩下的图中依然有到每点的最短路径，与不重

复边数最少矛盾。

用运筹学的语言，最短路问题可以如下描述：

定义 3.14 (净流出量)

♣

对一个网络 G = (V,E)与边集合到实数的映射 x : E → R，定义这个映射所对应的每点“净流
出量”fx : V → R为 fx(v) =

∑
(v,vi)∈E x(v, vi)−

∑
(vj ,v∈E) x(vj , v)。

�
这个定义事实上是将 x看作了每条边从起点到终点的流量。此外，有限网络中，由于顶点可用正整数

表示，常将 vi与 i等效，s, t此时看作两个正整数，x(i, j), u(i, j)等写作 xij , uij。

定义 3.15 (两点最短路问题)

♣

形如
min

∑
(i,j)∈E

cijxij

s. t. fx(s) = −fx(t) = 1

fx(k) = 0 k ∈ V \{s, t}

xij ≥ 0 (i, j) ∈ E

的线性规划问题为两点间的最短路问题。
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3.1 网络最优化

�
从数学定义中可以看出，最短路问题是运输问题的一种特殊形式 (对所有 (i, j) /∈ E, i ̸= j可记 cij = ∞，

且记 cii = 0, ∀i，假设每个点的供给为

M + 1 i = s

M i ̸= s
，需求为

M + 1 i = t

M i ̸= t
，其中M 为充分大实

数)，此外，之后会说明，假设已知最短路径，让最短路径上的边对应的 x = 1，否则 x = 0，则这就是

原问题的一个最优解，因此这个问题与两点最短路问题等价。

� 练习 3.5计算两点最短路问题的对偶问题。
解根据定义，类似运输问题可计算得对偶问题为

max ys − yt

s. t. yi + yj ≤ cij (i, j) ∈ E

从对偶问题形式中更容易看出其为运输问题的特殊情况。与运输问题相同，可记 yt = 0，则这时取 yi

是 i到 t的最短路径长度就构成一个最优解。

定义 3.16 (单源最短路问题)

♣

形如
min

∑
(i,j)∈E

cijxij

s. t. fx(s) = |V | − 1

fx(k) = −1 k ∈ V \{s}

xij ≥ 0 (i, j) ∈ E

的线性规划问题为单源最短路问题。

定理 3.17 (模型等价性)

♡

考虑 s到每点 i的最短路径，记 xij 为边 (i, j)在这些最短路径中出现的次数，则其构成单源最

短路径问题的一个最优解。

证明 由于共有 |V | − 1条路径，且除 s外每点都恰在一条路径的终点上，其他路径经过时不影响净流

出量，xij 符合约束条件。

下面先说明任何一个单源最短路问题都可以分解为 |V | − 1个两点最短路问题。对某个点 k0，重

复执行如下算法：找一条 s到 k的通路 (使路上所有 xij 上非零的路径)，将路径上的所有 xe减小它们

的最小值，直到 fx(k) = 0, fx(s) = |V | − 2。这个过程一定可以结束，因为网络中的边是有限的，每次

减少一定将至少一条边上的流量减为了 0；而由于要时刻保持为一个流，fx(k0) < 0时必然还有 s到 k

的通路。根据算法过程，网络中比起原来的总减小量满足 xij ≥ 0，且 fx(s) = 1, fx(k0) = −1，这就是

一个两点最短路问题。

重复执行此过程，即证明了的单源最短路的任何一个可行解都是对每个点的两点最短路问题的可

行解的叠加。从而，只要证明了两点间的最短路径上每个 xij 是 1是两点最短路径问题的一个最优解，
即完成了证明。假设最短路径长度为 cmin。

而对 s流入 t流出的两点最短路径问题，仍然可以如上方每次找到通路并减小，直到网络中xij = 0。

假设一共找到 m条通路，每条通路长度分别为 c1, . . . , cm，减少的量分别为 x1, . . . , xm，则权重即为∑
i cixi。但由于 ci ≥ cmin,

∑
i xi = 1，这个权重必然 ≥ cmin，于是得证。

不过，用单纯形的思路进行最短路问题的求解是相对低效的，因为其并没有运用到最优子结构性
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3.2 流的相关问题

质。假设所有边的长度 cij 为正，最短路问题有如下的高效算法：

算法 3.18 (Dijkstra算法)

♠

1. 初始化：令 di =

0 i = s

∞ i ̸= s
，集合 P = ∅。

2. 固定最短路：记 i0为 V \P 中使 di最小的 i，P = P ∪ {i0}。
3. 更新：对所有满足 (i0, t) ∈ E, t ∈ V \P 中的 t作更新 dt = min{dt, di0 + ci0t}。
4. 终止判定：P = V 时终止，否则回到第二步 (也即二三两步重复 |V |次)。
5. 结果：终止时的 d即为 s到每点的最短路径长度。

证明 我们归纳证明每次迭代中 P 内的最短路径均已经确定。第一步中，到 s最近的点的最短路径必

然是直接到达，于是满足。此后，假设本次更新了 i0，现在的 P 中的点的最短路径已经确定，可以发

现第三步更新后 dt为路径上所有点都在 P 中的最短路径 (具体来说，更新即为路径上所有点都在 P 中

但不经过 i0的最短路径与路径上所有点都在 P 中且经过 i0的最短路径比较)。
下面考虑现在不在 P 中且 dt最小的 t。若其最短路径长度< dt，则必然经过不在 P 中的点，考虑

其上第一个不在 P 中的点 t0。由已证，s到 t0的最短路径已经大于等于 dt，矛盾。于是到 t的最短路

径长度就是 dt，可将 t放入 P 中，得证。�
实际操作时，由于已经证明了在 P 中的都已找到最短路，第三步可以去掉 t ∈ V − P 的条件。若想知

道具体的最短路径，还需要维护数组 π，当第三步中 dt 取 di0 + ci0t 时，令 πt = i0，类似上方证明过

程即可说明，迭代结束后 πi代表 s到 i最短路径上 i的前一个结点，不断向前寻找即可。

� 练习 3.6举例说明 Dijkstra算法当有边长度为负时求得的结果未必是最短路径。
解如图3.1，s为源点，第二次迭代确定到 a的最短路径长度为 0，但事实上为 s→ b→ a，长度 −1。

图 3.1: Dijkstra算法反例

3.2 流的相关问题

3.2.1 最大流问题

网络相关的问题中，一个重要的情况是考虑其中的流：
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3.2 流的相关问题

定义 3.19 (流、流值、可行流)

♣

网络 (G, s, t, u) 中边上的实值函数 x : E → R 称为一个流，当且仅当其满足 fx(v) = 0, v ∈
V \{s, t}。其流值 f∗x 定义为 fx(s)。

若一个流满足 0 ≤ x(e) ≤ u(e), ∀e ∈ E，则称其为网络中的可行流。

�
由净流出量的定义可以有直接的性质：

∑
v∈V fx(v) = 0，这是因为每个 x(i, j)在 fx(i), fx(j)中分别以

正负出现，互相抵消。于是，流中必然有 fx(s) = −fx(t)。
最大流问题，也就是找出流值最大的可行流：

定义 3.20 (最大流问题)

♣

形如
max fx(s)

s. t. fx(k) = 0 k ∈ V \{s, t}

0 ≤ xij ≤ uij (i, j) ∈ E

的线性规划问题为最大流问题。

就像 Dijkstra 算法中每步寻找到每个点的距离上界，为解决最大流问题，我们也希望有一个合适
的方式刻画上界，并且能通过最优的上界找到解。对最大流问题，通过“分割”寻找这样的上界：

定义 3.21 (分割、割的容量)

♣

将顶点集 V 划分为两个集合 S, T，且 s ∈ S, t ∈ T，则 (S, T )称为网络的一个分割，这个分割的

容量定义为
∑

(i,j)∈E,i∈S,j∈T uij。

�
注意 i ∈ T, j ∈ S 的边 (i, j)不参与计算。

直观来看，由于任何 s流向 t的流都必须通过任何割，割的容量一定大于等于最大流。

� 练习 3.7在如图3.2所示的网络中计算最大流与每个割的容量。

图 3.2: 简单网络

解最大流为 sa, st, at, bt各流 100，流值为 200。割 {s, b}{a, t}、{s}, {a, b, t}与 {s, a, b}, {t}容量为 200，
{s, a}{b, t}容量为 201。
刚才的例子中似乎可以发现，最大流流值与最小的割容量 (到达此容量的割称为最小割)是相同的，

事实上这在一般情况下也成立：
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3.2 流的相关问题

定理 3.22 (最大流最小割定理)

♡在网络 (G, s, t, u)中，最大流流值与最小割容量相同。

证明 [此定理证明需要下一节的余网络概念与最大流判定定理。]
先证明任何流的流量不超过任何割的容量。对任何流 x与割 S, T 直接计算

fx(s) =
∑
p∈S

fx(p) =
∑

(i,j)∈E,i∈S,j∈T

xij −
∑

(i,j)∈E,i∈T,j∈S

xij ≤
∑

(i,j)∈E,i∈S,j∈T

xij ≤
∑

(i,j)∈E,i∈S,j∈T

uij

另一方面，由于最大流的余网络不存在流扩充路，可以将余网络中所有存在 s到其通路的点记为

S，不存在通路的点记为 T，则它们构成了一个分割。

而根据不存在通路，余网络中 S 到 T 没有边，根据第一种边可知所有 (i, j) ∈ E, i ∈ S, j ∈ T 的

xij 为 uij，根据第二种边可知所有 (i, j) ∈ E, i ∈ S, j ∈ T 的 xij 为 0，于是等号可以取到，又由于小于
等于恒成立，这就说明了最大流与最小割相等。

“最大”与“最小”的对应与对偶问题的形式类似，事实上有结论：

命题 3.23 (最大割问题的对偶)

♠最小割问题是最大流问题的对偶问题。

具体论证详见参考资料，而这结合对偶理论也给出了最大流最小割定理的另一个证明。

3.2.2 余网络

虽然最小割给出了一种有限比较的方法，但割的数量为 2|V |−2(除 s, t外每一个可以选择在 S或 T )，
直接进行比较是不现实的。另一个想法是，从某一个可行流出发 (如初始 x(e) = 0, ∀E)，通过有限次更
新找到最大流。问题即转化为，如何更新可以保证流值的上升。

最简单的想法是，如果找到一条 s到 t的路径 p，且路径上每条边都满足 x(e) < u(e)，可以让路

径上的边都增加 mine∈p{u(e)− x(e)}，流值即增加。但是，即使这样的路径不存在，也还是有可能增
加流值。在图3.2的网络中使 xsa = xbt = 100, xsb = xat = 99, xab = 1，这时任何路径都至少有一条边

流满，可未达到最大流，这是因为可以减少 (a, b)边的容量。由这样的讨论可以得到定义：

定义 3.24 (余网络、流扩充路)

♣

对网络 (G, s, t, u)，假设其中有一个流 x，定义其余网络 (Gx, s, t, ū)满足：

Gx的顶点集 V、源点 s、汇点 t与原网络相同。

对每条 u(e)− x(e) > 0的边 e，定义所有 e为 E1。

对每条 x(e) > 0的边 e = (i, j)，定义所有 (j, i)为 E2。

记 E = E1 ∪ E2，边的容量 ū为

uij − xij (i, j) ∈ E1

xij (j, i) ∈ E2

。

余网络中 s到 t的路径称为流扩充路。

如果将 E1中的边看作“增大空间”，E2中的边看作“减小空间”，余网络即为改变空间的刻画 (若
0 < x(e) < u(e)，则 x(e)既有增大空间又有减小空间，于是 e = (i, j)与其逆 (j, i)都在余网络中)。不
过，为使此定义良好，需要 E1, E2不交，而这可以通过边 (i, j)与 (j, i)不同时属于 E来保证，这也是

下文默认考虑的网络，一般情况将在本节最后陈述。
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3.2 流的相关问题

定理 3.25 (最大流判定)

♡

对某个流 x，若Gx中存在流扩充路 p，记∆ = mine∈p{ū(e)}，则将 x变更为 xnew，满足 xnewij =
xij +∆ (i, j) ∈ p ∩ E1

xij −∆ (j, i) ∈ p ∩ E2

xij Otherwise.

，有流值 f∗xnew = f∗x +∆。

反之，若 Gx中不存在流扩充路，则 x是最大流。

证明 存在流扩充路时，根据余网络的定义可知这样更新后必然仍有 xij ≥ 0。对网络中的任何点 k，分

E1, E2讨论可发现，余网络中进入 k的边引起的更新均让 k的净流出量减少了∆，而余网络离开 k的

边的更新均让其净流出量增加 ∆，因此更新结束后仍然为流，流值增加 ∆。

不存在流扩充路时，与最大流最小割定理证明相同，可找到此流与某个割容量一致，而任何流的

流量又小于等于任何割的容量，于是此流必然为最大流。

利用此定理可得到算法：

算法 3.26 (Ford-Fulkerson算法)

♠

1. 初始化：令所有 x(e) = 0, e ∈ E，fmax = 0。

2. 最优判定：根据当前 x构造余网络，搜索流扩充路，若无法找到则已达到最优，输出当前

的 x与 fmax，否则进入第三步。

3. 扩充流：由上方定理通过流扩充路 p得到 ∆并扩充流，fmax = fmax +∆，回到第二步。

�
假设边的容量都是整数，则每次扩充流值至少增加 1，由于最大流存在，算法必然会终止。

� 练习 3.8在图3.2所示的网络中，利用 Ford-Fulkerson算法，最少需要几次扩充？最多呢？
解最少按照 sat、sbt扩充，两次。最多时可能选取的流扩充路是 sabt、sbat不断循环，扩充 200次。

从这个例子可以看出，Ford-Fulkerson算法的效率是与容量相关的，不超过某个边数、顶点数、容
量 (假设容量均为正整数)构成的多项式，这样的算法称为弱多项式复杂度。若是不超过某个边数、顶
点数构成的多项式，则称为强多项式复杂度。事实上，只要每次选取含顶点数最少的流扩充路，算法

复杂度就能达到强多项式级别，这就是 Edmonds-Karp算法，详见参考资料。
对一般情况，可以不妨考虑 G中任何两点都有连线的网络 E+，不在 E 中的边 e+ 有 u(e+) = 0，

于是 x(e+)必须为 0，从而这样增加后与原网络最大流等价。这时，定义余网络也任意两点都有连线，
且容量为 ūij = uij − xij + xji，随后去掉容量为 0的边。若能找到流扩充路 p，不妨设其中无重复顶点

(否则去掉此环仍为流扩充路)，假设 (i, j) ∈ e，并且改变量为∆ = mine∈p ū(e)，可让 xij 增加、xji减

小，且使得 (xnewij − xij) + (xji − xnewji ) = ∆，由于流扩充路无重复顶点，xij , xji在这次扩充中不会再

被调整，类似前面的证明即说明这样构成流的扩充。

3.2.3 最小成本流

在网络中加入成本，指定流值，求最小成本的流，就是最小成本流问题：
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3.2 流的相关问题

定义 3.27 (最小成本流问题)

♣

形如
min

∑
e∈E

c(e)x(e)

s. t. fx(s) = −fx(t) = f∗

fx(k) = 0 k ∈ V \{s, t}

0 ≤ xij ≤ uij (i, j) ∈ E

的线性规划问题为最小成本流问题。

有时也考虑多源最小成本流：

定义 3.28 (多源最小成本流问题)

♣

形如
min

∑
e∈E

c(e)x(e)

s. t. fx(v) = b(v) v ∈ V

0 ≤ xij ≤ uij (i, j) ∈ E

的线性规划问题为多源最小成本流问题。

�
将 b(v) > 0的点看成源点，b(v) < 0的点看成汇点，即为多源最小成本流名字的由来。此外，根据之

前讨论，解存在至少需要
∑

v∈V b(v) = 0。

或是额外增加下限，考虑最小成本循环流：

定义 3.29 (最小成本循环流问题)

♣

形如
min

∑
e∈E

c(e)x(e)

s. t. fx(v) = 0 v ∈ V

lij ≤ xij ≤ uij (i, j) ∈ E

的线性规划问题为最小成本循环流问题。

前述三个问题，若上界 uij 全部为无穷，则称为无上界的对应问题。后两者由于对称性，可以用来

模型化更多的场景，不过事实上有：

定理 3.30 (模型等价性)

♡

最小成本流、多源最小成本流、无上界多源最小成本流、最小成本循环流可以互相进行等价转

化。

证明 分别记四个问题为 1到 4。
2 ⇒ 1, 3：由定义即知 1、3都为 2的特殊情况。
1 ⇒ 2：添加 s与 t，s到所有 b(v) > 0的 v有边，对应的 usv = b(v), csv = 0，所有 b(v) < 0的 v
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3.3 动态规划

到 t有边，对应的 uvt = −b(v), cvt = 0，且要求

f∗ =
∑

v|b(v)>0

b(v)

由于这样恰好保证了所有原网络中的点各自有了 −b(v)的净流出量，且不影响总成本。为了平衡，原
网络中即各自需要 b(v)的流出量，从而模型与多源最小成本流等价。

3 ⇒ 2：对多源最小成本流的每条边 (i, j)，假设上界 u，成本 c。去掉边 (i, j)并添加一个点 vij，

连接 (i, vij)与 (j, vij)。要求 vij 净流入量为 u，(i, vij)的成本为 c，(j, vij)的成本为 0，并给 j 的净流

出量增加 u。

我们假设新的无上界多源最小成本流问题里 (i, vij)的流量为 xij，下面说明 xij 构成原网络中的可

行流。首先，由于 xi,vij ≥ 0, xj,vij ≥ 0，可以得到 xij ≥ 0, u− xij ≥ 0，从而 xij 满足界的要求。此外，

由于给 j增加了净流出量 u，而 j在新网络中流出 u−xij，事实上对应原网络恰好为−xij 的净流出量，
与一条 i到 j 上流量 xij 的边完全等效，从而得证。反过来，若 xij 构成原网络可行流，完全类似可说

明这样构造后成为新网络可行流，且由定义总成本相同，从而得证。

2 ⇒ 4：记 l为最小成本循环流每条边流量 xij = lij 的网络，并记此时每个点的净流出量为 l(v)。

则直接考虑每条边成本不变，对应上界变为 uij − lij，顶点净流出量为 −l(v)的多源最小成本流问题，
根据定义即可知其中的可行流加上 l就变为原问题可行流，且总成本恒相差

∑
e l(e)c(e)。

4 ⇒ 1：对最小成本流问题添加一条 t到 s的边，要求 lts = uts = f∗, cts = 0，其他边范围与成本

均不变，可看出此时其他边的情况与最小成本流完全相同，总成本亦相同，从而得证。

关于它们的模型化能力，一个简单的例子是：

定理 3.31 (最小成本流的模型化)

♡最短路问题、最大流问题可以等价转化成最小成本流问题。

证明 最短路：单源最短路问题完全符合无上界多源最小成本流问题的定义，根据上个定理得证。

最大流：假设最大流问题原网络上界不变，成本均为 0，添加一条 s到 t的边 e0，成本为 1，上界
不限，且要求 f∗为充分大的M，如取网络中所有边的 uij 之和。这样，原网络中的流越大，经过 e0的

流就越小，从而成本越低，即得证。此最小成本流与原问题等价。

从余网络中，每次通过最短路径算法寻找成本最小的流扩充路扩充，直到到达需要的 f∗，就是最

小成本流问题的 Ford-Fulkerson算法。遗憾的是，由于这次需要选取特定的路径，无法简单调整成为强
多项式级别算法，于是关于最小成本流问题的强多项式算法一般较为复杂。

3.3 动态规划

3.3.1 基本要素

在本章的最后，我们来看一个常见的主要用于离散优化的多项式级别算法思路，动态规划。
在之前最短路径问题的讨论中，我们强调了它具有最优子结构性质，且由此结构可知到每点的最

短路径长度 d满足递推式 d(v0) = min(v,v0)∈E{d(v) + c(v, v0)}，于是通过一步步构造迭代，最终得到
了 Dijkstra算法。此外，通过记录 min中的选择，我们不仅可以得到最短路径的长度，还可以得到最

短的路径。

从这里，我们似乎找到了一个解决问题的模式：
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3.3 动态规划

1. 假设找到最优解，刻画问题的最优子结构性质。
2. 找到递推方程，通过递推方程定义最优解的值。
3. 从最简单的子问题开始，自底向上计算最优解的值。
4. 通过计算过程中的信息，(递归地)构造出最优解。
而这就是动态规划的基本思路。

为了这个思路能够实现，问题必须满足一些性质，其中最基本的便是能找到最优子结构与递推方

程，且递推方程中通过已确定的子问题能得到新的子问题。递推方程相关的这个性质被称为子问题覆
盖，于是最优子结构与子问题覆盖即为动态规划问题需要满足的基本要素。
一般来说，动态规划问题所需要比较的方案个数都是问题规模的指数量级，而采用动态规划法后，

实际解决只需要多项式量级的时间复杂度与空间复杂度 (空间复杂度来源于保存子问题的解)，本质原
因在于，每求解一个子问题，就否定了大量情况，类似在方案树中进行剪枝的操作。下面，我们来看
两个具体的例子：

3.3.2 背包问题

0-1背包问题的基本描述是，假设有 n件物品，每件质量为 wi，价值为 ri，求将其中某些 (物品不
可拆分)装进最大质量为W 的背包的最高价值方案。将其数学化即为：

定义 3.32 (背包问题)

♣

形如

min

n∑
i=1

riχi

s. t.

n∑
i=1

wiχi ≤W

χi ∈ {0, 1} i = 1, . . . , n

的离散优化问题为背包问题，一般 ri > 0, wi > 0, i = 1, . . . , n。

�
这里 χi = 1即代表放入背包，χi = 0即代表不放。

下面用动态规划的四个步骤进行求解。

1. 最优子结构刻画
假设已经找到了最优的装载方案 χ∗，考察此方案所具有的性质。注意到，假设 χ∗

i = 1，也即最

优方案装了第 i件物品，那么 χ∗剩下的部分必然是背包容量为W −wi时在去掉第 i件物品情况

下的最优装载方案。

2. 得到递推方程
从上方的最优子结构进一步进行研究。对 χ∗

n 进行分类讨论：若其为 1，则 χ∗
1, . . . , χ

∗
n−1 是容量

为W −wn的背包装载前 n− 1件物品的最优方案。否则，χ∗
1, . . . , χ

∗
n−1是容量为W 的背包装载

前 n− 1件物品的最优方案。于是，只需要比较两种选取方法的总价值，就能得到总的最优方案。
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3.3 动态规划

类似可得，记 fi(w)为容量 w的背包装载前 i件物品的最优方案，即有

fi(w) =


max{fi−1(w), fi−1(w − wi) + ci} w ≥ wi, i > 0

fi−1(w) w < wi, i > 0

0 i = 0

除了最上面是之前讨论过的，下面两种都是边界情况：无法选取第 i件与不进行选取。

3. 自底向上计算
在递推方程中，最后需要求解的是 fn(W )，且计算 fi(w)只需要用到 i0 < i,w0 ≤ w的 fi0(w0)。

因此，构造 (n+ 1)×W 的数组 f，i = 0, . . . , n，w = 1, . . . ,W，初始化后按照先增加 w后增加

i的顺序 (即先计算所有 f0(w)，再计算所有 f1(w)...)即能计算出最优解的值。
4. 递归构造最优解
递归公式中的max等于 fi−1(w−wi)+ ci即为选择第 i件，否则为不选，因此只需要额外构造数

组记录每次递推时的选择，然后从 i = n,w = W 开始，选取了第 i件就令 χi = 1并将W 减少

wi、i减少 1，否则令 χi = 0、i减少 1，直到 i为 0。根据递推过程，这样得到的 χ一定是最优解。

由于更新时是二选一，常数量级，这个方法的时空复杂度都是 O(nW )。0-1背包问题的一个经典
推广是多重背包：

定义 3.33 (多重背包问题)

♣

形如

min
n∑

i=1

riχi

s. t.
n∑

i=1

wiχi ≤W

χi ∈ {0, 1, . . . ,mi} i = 1, . . . , n

的离散优化问题为多重背包问题，一般 ri > 0, wi > 0, i = 1, . . . , n。

�
这时 n相当于物品种数，每种物品至多mi件。

对多重背包问题，可以将每件物品分开当作 0-1背包，但存在更优化的算法。类似最大流问题，我
们希望找到复杂度与物品件数无关的“强多项式时间复杂度算法”，详见参考资料。

3.3.3 设备更新问题

设备更新问题的背景是，假设现在有一台使用了 t年的设备，每年初需要决定设备是否更新，令

ri, ci, si 表示已使用了 i年的设备在这一年的年营业收入、年运营成本、年初残值 (更新设备时以残值
的价格卖掉旧的设备)，Ij 表示第 j 年初购买新设备的价格，使用了 T 年的设备在下一年初必须卖出。

假设第 n年末卖出设备，求使前 n年总收入最高的第 1到第 n− 1年每年初是否卖出的方案。

设备更新问题事实上可以看作最短路问题：在平面上，点 (a, b)表示在决定是否更换前第 a年初

持有一台已使用了 b年的设备，则考虑所有的 (a, b), a = 1, . . . , n, b = 1, . . . , T，其中 (i, j), j < T 到

(i+ 1, j + 1)连有有向边，边长是这一年继续使用的收入；(i, j)到 (i+ 1, 1)连有有向边，边长是这一

年卖掉旧设备的收入 (由于是决定前的使用年龄，决定后到下一年初时新设备已经使用了一年)；所有
(i, n)到终点 end连线，边长是卖掉设备的残值 (因为第 n年末不再购买运行)。如图3.3，希望找到起点
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3.3 动态规划

(1, t)到终点的最大价值方案，也就是每条边的边长取相反数 (也就是净支出)后的最短路径。

图 3.3: 设备更新问题的最短路径表示

�
一般情况下，最长路径问题不能直接通过取相反数化为最短路径问题，这里可以是由于结点按照 i分

组，每次一定从一组的某个点走向下一组的某个点.此类最短路径问题可以用Viterbi算法快速求解，这
也是一个经典的动态规划算法。

不过，由于问题的特殊性，我们事实上没有必要利用最短路径的方法求解，不过，最短路径可以

提供算法的思路。注意到，这里每个结点虽然可能有多条进入的边，但离开的边最多只有两条，因此

可以考虑从右向左进行求解。接下来给出完整过程：

1. 最优子结构与递推方程
记 fi(a)为第 i年初有使用了 a年的设备时此后的最大收入。假设最优方案这一年选择了保留，则

fi+1(a+1)加上第 a年的收入 ra− ca即为 fi(a)；否则，fi+1(1)加上第 a年收入 r0− c0+ sa− Ia
即为 fi(a)。最后一年末直接卖出，因此可以认为 fn+1(a) = sa，从而得到递推方程：

fi(a) =


max{fi+1(a+ 1) + ra − ca, fi+1(1) + r0 − c0 + sa − Ii} i ≤ n, a < T

fi+1(1) + r0 − c0 + sa − Ii a = T

sa i = n+ 1

2. 自底向上计算
在递推方程中，最后需要求解的是 f1(t)，且计算 fi(a)只需要用到 i0 > i的 fi0(a0)，因此，构造

(n+ 1)× T 的数组 f，i = 1, . . . , n+ 1，a = 1, . . . , T，初始化后按照先减少 a后减少 i的顺序即

能计算出最优解的值。

3. 递归构造最优解
递归公式中的max等于 fi+1(a+ 1) + ra − ca即为不更新设备，否则为更新，因此只需要额外构

造数组记录每次递推时的选择，然后从 i = 0, a = t开始，根据是否更新计算新的 i与 a，直到

i = n+ 1。根据递推过程，这样一定可以得到最优方案。

类似背包问题，这个方法的时空复杂度都是 O(nT )。虽然动态规划本质是求解离散的问题，不过

这样的思路对连续问题也有意义，例如，线性规划的连续问题事实上可以化为选取可行基的离散问题，

于是在一些特殊情况也可以利用动态规划优化 (事实上最短路问题就是这样的情况)。

42



第 4章 无约束最优化

内容提要

h 梯度类方法基本模式

h 非精确一维搜索

h 一维搜索收敛性

h 梯度法

h 共轭梯度法

h 牛顿法

h 拟牛顿法

h 信赖域方法

4.1 一维搜索

4.1.1 梯度类方法

本章中，我们将介绍无约束最优化问题 minx∈Rn f(x) 的几种基本求解方法，并比较它们的效果。

回顾绪论时提到的，优化问题的一个经典算法是迭代下降算法，每次迭代经历确定方向与确定步长两

步。对无约束最优化问题，根据梯度的几何意义，下降速度最快的方向就是负梯度的方向，于是，两

步法的迭代下降可以细化为：

算法 4.1 (梯度类方法)

♠

1. 给定初始点 x0，令 k = 0。

2. 取某正定对称阵 Hk，并令 dk = −Hk∇f(xk)。
3. 解一维最优化问题 minα≥0 f(xk + αdk)，得到合适的步长 αk。

4. 更新 xk+1 = xk +αkdk，k = k+1，若满足终止判定 (如 ∥∇f(xk+1)∥ < ε)则结束计算，否
则回到第二步。

证明 这时 ∇f(xk)Tdk = −∇f(xk)THk∇f(xk)，由正定定义可知 ∇f(xk)非零时一定是下降方向，而
若其为 0，第四步中已经判定收敛。由绪论中几何必要条件的证明，下降方向上只要 α足够小，总能

使 f(xk + αdk) < f(xk)，从而每次迭代函数值单调下降，趋于负无穷或收敛。

之后的部分中，我们会更多聚焦在方向的选取，而这一节的核心是一维最优化问题minα≥0 φ(α) =

f(xk + αdk)，求解这个问题的过程称为一维搜索。若是希望得到尽量精确的最优解，求解过程就称为
精确一维搜索 [Exact Line Search]，有黄金分割法、插值迭代法等方法。不过，即使说是精确一维搜索，
通过有限次计算求出精确解一般也是不可能的，实际上是在以有足够精度的近似解作为步长。反之，若

是找出满足某些适当条件的粗略近似解作为步长，就称为非精确一维搜索 [Inexact Line Search]。由于
非精确一维搜索的整体计算效率一般更高，我们主要介绍非精确一维搜索的经典方法。

4.1.2 Wolfe-Powell准则

本节中，记 φ(α) = f(x+ αd)，其中 x, d是给定的起始点与搜索方向。在之前证明中也提到，由

于梯度刻画的是局部性质，一般不具有整体意义，一维搜索minα≥0 φ(α)也常常会限定在可行范围内，

如取 ᾱ为使得 φ(α) = φ(0)的最小 α(假设存在)，然后在 [0, ᾱ]内寻找可接受的 α。



4.1 一维搜索

下图即为初始区间 [0, ᾱ]的示意图，由于 φ′(t) = ∇f(x+ td)Td，根据梯度法的要求可知 φ′(0) < 0，

于是 0处一定下降。

图 4.1: [0, ᾱ]区间示意

为了完成非精确一维搜索，我们需要刻画怎样的 α是可接受的，下面给出两个例子：

定义 4.2 (Goldstein准则)

♣

Goldstein条件定义符合要求的 α为：φ(α) ≤ φ(0) + ραφ′(0)

φ(α) ≥ φ(0) + (1− ρ)αφ′(0)

其中 ρ ∈ (0, 12)为事先给定的参数。

定义 4.3 (Wolfe-Powell准则)

♣

Wolfe-Powell条件定义符合要求的 α为：φ(α) ≤ φ(0) + ραφ′(0)

φ′(α) ≥ σφ′(0)

其中 ρ ∈ (0, 12), σ ∈ (ρ, 1)为事先给定的参数。

�
在实际算法中，第二个条件常被强化为 |φ′(α)| ≤ −σφ′(0)。

这是在图4.1所示函数中两个准则找到的区间对比，红蓝线之间为可接受区间：

图 4.2: 可接受区间对比

由于 0处的切线为 φ(0)+ tφ′(0)，Goldstein准则事实上以切线降低不同程度斜率作了两条割线，并
取割线之间的部分，不过，正如图中展示的，它甚至不能保证最优解在可接受区间中。相比起来，Wolfe-
Powell准则的第一个条件与 Goldstein相同，限定了最远区域，而第二个条件对斜率的限制 (注意由于
φ′(0) < 0，事实上有 α或在上升段，或在下降段接近平缓的部分)则保证了它至少能到达接近最优的
位置。
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有Wolfe-Powell准则后，我们需要一个能找到符合要求的点的算法。基本的思想是二分：每次从
区间中取一个点，并根据结果确定其是否符合要求，若否更新其为左或右端点，继续选取。不过，比

起直接选择区间中点，我们有更好的选取方式，也即以某种意义将其近似成二次函数，并并寻找二次

函数的最小值点。由此得到算法：

算法 4.4 (基于W-P准则的非精确一维搜索)

♠

1. 给定参数 ρ ∈ (0, 12), σ ∈ (ρ, 1)，初始左端点 a1 = 0、初始右端点 a2 = ᾱ与初始搜索点 (如
区间中点)α ∈ [0, ᾱ]。计算 φ0 = φ(0)、φ′

0 = φ′(0)、φ1 = φ0、φ′
1 = φ′

0。

2. 计算 φ = φ(α)，若 φ ≤ φ0 + ραφ′
0，直接进入第四步，否则代表 α过大，进入第三步。

3. 构造二次函数 h满足 h(a1) = φ1, h
′(a1) = φ′

1, h(α) = φ，得到其最小值点

α̂ = a1 +
1

2

(a1 − α)2φ′
1

(φ1 − φ)− (a1 − α)φ′
1

并更新 a2 = α, α = α̂，回到第二步。

4. 计算 φ′ = φ′(α)，若 φ′ ≥ σφ0，则算法终止，α已符合要求，否则代表 α过小，进入第五

步。

5. 构造二次函数 g满足 g(α) = φ, g′(α) = φ′, g′(a1) = φ′
1，得到其最小值点

α̂ = α+
(α− a1)φ

′

φ′
1 − φ′

并更新 a1 = α, α = α̂, φ1 = φ,φ′
1 = φ′，回到第二步。

�
由于我们已经计算得到了 α̂的表达式，实际进行算法时无需显式构造 h, g，这里写出只是为了表明表

达式的来源。此外，知道 f 时也无需显式构造出 φ，算法中的 φ(α)用 f(x+ αd)计算，而 φ′(α)实际

上是 ∇f(x+ αd)Td。

由于算法的二分策略，一般情况下可以收敛到符合要求的点，即使该方向上 φ不具有凸性。

4.1.3 全局收敛性

从之前的对比图中可以直观看出，非精确一维搜索的结果可能离精确解距离甚远，因此我们必须

说明它的有效性，对下降算法而言，也就是不影响收敛。无约束最优化中的收敛性可以定义为：

定义 4.5 (聚点、驻点、全局收敛性、局部收敛性)

♣

一个点列的聚点指所有有极限的子列的极限点，一个可微函数的驻点是指梯度为 0的点。
从任意初始点出发，如果某迭代算法产生的点列的极限 (或聚点)，在适当假定下可保证恒为问题
的最优解 (或驻点)，则称该迭代法具有全局收敛性 [global convergence]。
与此相对，如果仅在解的附近选取初始点时，才可以保证所生成的点列收敛于该解，则称这样的

迭代法有局部收敛性 [local convergence]。

为了说明全局收敛性，我们还需要要求梯度类方法的搜索方向满足一个额外条件。类似二维与三

维，在 n维空间中，两个向量 a, b夹角定义为 θ = arccos aT b
∥a∥∥b∥。利用此，dk 是下降方向也即要求 dk

与 −∇f(xk)的夹角 θk 小于 π
2。但是，当 θk 很接近 π

2 时，这个搜索可能是无意义的，因此我们要求存

在 µ ∈ (0, π2 )使得每次下降方向与负梯度方向夹角 θk ≤ π
2 − µ, ∀k。�

记 gk = ∇f(xk), sk = xk+1 − xk = αkdk，实际计算夹角常用 cos θk =
−gTk sk

∥gk∥∥sk∥，这样就有 cos θk ≥
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4.1 一维搜索

cos
(
π
2 − µ

)
= sinµ，也即 cos θk 不小于某正数 sinµ。

加入此条件后，即可得到各种步长准则下的下降算法全局收敛性：

定理 4.6 (全局收敛性定理)

♡

设∇f(x)在 {x | f(x) ≤ f(x0)}上存在且一致连续。下降算法从 x0开始，每步的搜索方向为 dk，

其与 −∇f(xk)的夹角 θk 满足 ∃µ ∈ (0, π2 ), ∀k, θk ≤ π
2 − µ，且步长 αk 由以下两者之一确定：

Goldstein准则
Wolfe-Powell准则

每次更新 xk+1 = xk + αkdk，那么必出现以下三种情况之一：

对某个 k有 ∇f(xk) = 0

limk→∞∇f(xk) = 0

limk→∞ f(xk) = −∞

证明 由于初始搜索区间是 [0, ᾱ]，而 ᾱ是满足 φ(0) = φ(α)的最小 α，无论哪种搜索方式，f(xk)一定

单调减小。假设对所有 k，∇f(xk) ̸= 0，且 f(xk)有下界，这时 f(xk)必有极限，下面对三种准则下的

搜索证明 limk→∞∇f(xk) = 0。以下记 gk = ∇f(xk), sk = xk+1 − xk = αkdk：

对两种搜索方式，f(xk)都是严格下降的，且由有下界，必须有 f(xk) − f(xk+1) → 0。由于它们

的第一条要求是共同的，根据 f(xk) − f(xk+1)的收敛性可以算出 gTk sk → 0。若 limk→∞ gk = 0不成

立，必有子列使得其模长恒大于 ε，我们记此子列为 {gi}。根据 θk 的范围必有

−gTk sk = ∥gk∥∥sk∥ cos θk ≥ ε∥sk∥ sinµ

于是即得 ∥sk∥ → 0。

对 Goldstein准则的第二个条件简单变形 (注意由递推关系，α为正，φ′(0)为负)得到
φ(α)− φ(0)

α
≥ (1− ρ)φ′(0)

利用中值定理知 ∃ξ ∈ [0, α], φ′(ξ) ≥ (1 − ρ)φ′(0)。由于上方过程中得到了 ∥s(k)∥ → 0，由梯度一致连

续知当 k → ∞时
φ′(α)

φ′(0)
=
gTk+1sk

gTk sk
≤ 1− ρ

这与Wolfe-Powell条件第二个条件形式相同 (对应参数为 σ)。
另一方面，由梯度一致连续性，记 h(t) = ∇f(x+ t)T t，在 gk 处展开可知 (令 t = sk)

gTk+1sk = gTk sk +O(∥sk∥2)

于是 limk→∞
gTk+1sk

gTk sk
= 1，矛盾。�

对精确一维搜索反而没有这样容易证明的收敛性，这是由于精确一维搜索无法从 gk 极限非零直接推

出 ∥sk∥ → 0，也即无法保证每步步长能被控制。若给精确一维搜索增添两准则的第一条要求，由于它

符合Wolfe-Powell准则的第二条要求，就可直接得到结果。
由此，我们已经确定了可行的一维搜索方式，接下来注重的核心便是下降方向的选取。下面的部

分以算法介绍为主，一些跳过的收敛速率分析等详见参考资料。�
对无约束最优化，一个经典的收敛性、收敛速率分析的非凸测试函数是 Rosenbrock 函数，也被称为
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“香蕉函数”，表达式如下：

f(x) =

N−1∑
i=1

((1− xi)
2 + 100(x2i − xi+1)

2)

它有唯一全局最小值点，也即各分量均取 1时为 0，但并不容易找到。二维时，它的每个等高线大致呈
抛物线形 (香蕉形)，因此得名。1

4.2 梯度方法

4.2.1 最速下降法

由于 f(x)的一阶泰勒展开是 f(x0 + t) = f(x0) +∇f(x0)T t+O(∥t∥2)，负梯度方向是下降最快的
方向，因此最基本的下降方法就是直接选取负梯度方向进行下降，也称为最速下降法。标准的迭代格
式是：

算法 4.7 (最速下降法)

♠

1. 给定初始点 x0，令 k = 0，给定终止误差 ε > 0。

2. 计算 gk = ∇f(xk)，若 ∥gk∥ < ε，则算法终止，输出 xk，否则进入下一步。

3. 解一维最优化问题 minα≥0 f(xk − αgk)，得到合适的步长 αk。

4. 更新 xk+1 = xk + αkdk，k = k + 1，回到第二步。

最速下降法的性质如下 (回顾绪论对收敛性与收敛速率的定义)：

命题 4.8 (最速下降法-全局收敛性与收敛速率)

♠

在 f 处处可微时，最速下降法利用精确或非精确一维搜索，无论初值如何选取产生点列的每一

个聚点都是驻点。在收敛时，一般情况下最速下降法的收敛速率是线性的。

4.2.2 共轭方向

最速下降法的缺点很明显：由于可能重复选取方向，产生类似折线的下降路径，哪怕对很好的函

数 (如有唯一最小值的二次函数)，收敛效率也是相对低的。为了规避这样的问题，我们希望在选取下
降方向时尽量选取“相对无关”的方向，这就产生了共轭方向的概念：

定义 4.9 (共轭方向)

♣

设 G是 n× n正定对称阵，Rn 中两个非零向量 a, b若满足 aTGb = 0，则称它们 G-共轭。若一
组非零向量两两 G-共轭，则称这组向量 G-共轭 (为方便，若这组中只有一个向量，也认为 G-共
轭)。

�
共轭概念是正交的推广，当 G = I 时，可发现共轭即为正交。

定理 4.10 (共轭方向性质)

♡一组 G-共轭的方向必然线性无关。

1事实上，本讲义的封面即为 Rosenbrock函数的改版
√

(1− x)2 + (y − x2)2。
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证明 若否，假设
∑

i λiαi = 0，αi为 G-共轭，则有(∑
i

λiαi

)T

G

(∑
i

λiαi

)
=
∑
i

λ2iα
T
i Gαi +

∑
i ̸=j

λiλjα
T
i Gαj = 0

根据共轭性质，后一项为 0，而由正定性，前一项每个 αT
i Gαi > 0，于是必须所有 λi = 0，得证。

共轭方向类方法的思路是，每次选取的方向 dk 都相互共轭的下降方向时，可以有较好的下降效

果。当然，这件事无法做到一直成立，所以我们需要先讨论共轭方向法的产生来源：二次函数的极小

化问题，再看它如何推广到非二次函数的极小化问题。

图 4.3: 二次函数的最速下降法、共轭梯度法对比

对于二次函数，有如下基本定理：

定理 4.11 (共轭方向法基本定理)

♡

对于二次函数 f(x) = 1
2x

TGx + cTx，若其严格凸 (即 G 正定对称)，假设搜索方向 d0, . . . , dk

是 x0, . . . , xk 处的下降方向，且这些方向 G-共轭，并且执行的是精确一维搜索，即 f(xi+1) =

mint f(xi + tdi), i = 0, . . . , k，那么有

f(xk+1) = min
x∈V

f(x), V =

{
x | x = x0 +

k∑
j=0

βjdj , ∀βi ∈ R
}

并且是唯一极小点。

证明 首先，根据一维精确搜索性质，搜索后在当前方向的最小值点，因此考察 f(x + αdj)对 α的导

数可知必然有 gTk+1dk = 0对任何 j 成立。

又由于 dj 相互共轭，根据 gk+1 − gk = αkGdk，对任何 j < k有

gTk+1dj = gTj+1dj +
k∑

i=j+1

αid
T
i Gdj = 0

这也就说明每次的梯度与之前所有搜索方向垂直，考察

f

(
x0 +

k∑
j=0

βjdj

)
将其看作对每个 βj 的函数，则问题变为无约束问题，且可验证对 β而言其为凸函数，从而驻点是唯一

极小点。

由 gk+1与 d1, . . . , dk 垂直可计算出 xk+1为驻点，从而得证。
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�
由于 xTGx = (xTGx)T = xTGTx，G不对称时可以取 G′ = G+GT

2 ，不影响函数，于是可不妨设 G对

称。此外，常数项对优化无意义，于是可不妨设无常数项。

4.2.3 共轭梯度法

从这个定理与共轭方向的性质可以直接推出，对 Rn 中的严格凸二次函数，至多进行 n次精确一

维搜索就能找到全空间的最小值点。接下来的问题是，如何找到这样一组相互共轭的下降方向。这就

引申出了修改最速下降法得到的共轭梯度法。下面先给出对二次函数的算法，再进行说明：

算法 4.12 (共轭梯度法-二次函数)

♠

1. 给定严格凸二次函数 f(x) = 1
2x

TGx + cTx，其梯度向量 g(x) = Gx + c，给定初始点 x0，

记 k = 0, g0 = g(x0), d0 = −g0。
2. 计算 xk+1 = xk + αkdk，其中 αk =

gTk gk
dTk Gdk

。

3. 计算 gk+1 = g(xk+1)，若为 0则停止，否则进入下一步。
4. 计算方向 dk+1 = −gk+1 + βkdk，其中 βk =

gTk+1gk+1

gTk gk
，回到第二步。

证明 为了能利用共轭方向法基本定理说明收敛，事实上需要说明两件事：这样的 αk 满足精确一维搜

索，且这样得到的所有 dk 共轭。对 αk，由于 φ′
k(α) = ∇f(xk + αdk)

Tdk = (G(xk + αdk) + c)Tdk，从

而 φ′
k(α) = 0也即 dTkGxk + αdTkGdk + dTk c = 0。由于 gk = Gxk + c，可进一步写出 αk =

−dTk gk
dTk Gdk

。利

用下方的共轭梯度法性质定理可知 −dTk gk = gTk gk，且 dk 彼此 G-共轭，即得证。

定理 4.13 (共轭梯度法性质定理)

♡

在上方算法的迭代过程中，经过m ≤ n步必然停止，且如下性质对 1 ≤ k ≤ m成立：

1. gTk dj = 0, j = 0, . . . , k − 1

2. dTkGdj = 0, j = 0, . . . , k − 1

3. gTk gj = 0, j = 0, . . . , k − 1

4. dTk gk = −gTk gk
5. Span{g0, . . . , gk} = Span{d0, . . . , dk} = Span{g0, Gg0, . . . , Gkg0}

证明 归纳证明。首先，根据递推式与 g0 = g(x0) = Gx0 + c 可知 gk+1 = gk + αkGdk(由 G 正定对

称，以下 GT 直接换成 G，不另行说明)。此外，由于 d0 = −g0，两个关于生成空间的式子可以统一为
Span{g0, g1, . . . , gk} = Span{d0, d1, . . . , dk} = Span{g0, Gg0, . . . , Gkg0}。

k = 1时，gT1 g0 = gT0 g0+α0d
T
0Gg0，由 d0 = −g0知结果为 0，亦得 gT1 d0 = 0。dT1Gd0 = −gT1 Gd0+

gT1 g1
gT0 g0

dT0Gd0，展开 g1计算得其为 0。dT1 g1 = −gT1 g1+β0dT0 g1，而 dT0 g1 = −gT1 g0 = 0，于是 dT1 g1 = −gT1 g1。
Span{g0, g1} = Span{g0, Gd0} = Span{g0, Gg0}，同理 d1去除 g0的部分后也为此，有 Span{g0, Gg0} =

Span{d0, d1}。
假设结论对小于等于 k时成立，下面说明对 k + 1成立。

gTk+1dj = 0, j = 0, . . . , k：当 j < k时，gTk+1dj = gTk dj + αkd
T
kGdj，由归纳假设知为 0，j = k时，

gTk dk + αkd
T
kGdk，利用 gTk dk = −gTk gk 由 αk 定义知为 0。

gTk+1gj = 0, j = 0, . . . , k：由上 gk+1 ⊥ Span{d0, . . . , dk}，又由归纳假设 Span{g0, . . . , gk} =

Span{d0, . . . , dk}，从而 gk+1 ⊥ Span{g0, . . . , gk}，即得证。
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dTk+1Gdj = 0, j = 0, . . . , k：由已证与归纳假设计算得

βk = −
gTk+1(gk+1 − gk)

gTk (gk − gk+1)
=
gTk+1Gdk

dTkGdk

于是，dTk+1Gdj = βkd
T
kGdj − gTk+1Gdj，注意到 Gdj = gj+1 − gj，由归纳假设可说明 j < k时为 0，由

上方 βk 的表达式可知 j = k时为 0。
dTk+1gk+1 = −gTk+1gk+1：已证明 dTk gk+1 = 0，左 = βkd

T
k gk+1 − gTk+1gk+1 =右。

生成空间性质：记 Span{g0, Gg0, . . . , Gkg0} 为 Uk，由归纳假设 gk, dk ∈ Uk，于是 gk+1 = gk +

αkGdk ∈ Uk+1，且 dk+1 = −gk+1+βkdk ∈ Uk+1。由于 gTk+1gj = dTk+1Gdj = 0, j = 0, . . . , k，G为正定阵，

可知非零向量 gk+1 ⊥ Uk，dk+1 ⊥ Uk(非零理由见下一部分)，于是考虑维数必有 Span{g0, . . . , gk+1} =

Span{d0, . . . , dk+1} = Span{g0, . . . , Gk+1g0}。
终止条件：当 gk+1 = 0或 dk+1 = 0时，直接计算可发现迭代不会继续下去，从而终止。终止时从

gk+1 = 0可直接得出 ∇f(xk+1) = 0，因此是最小值。而根据上方的证明，非零时每个 gk+1 都与之前

的所有垂直，这样的 gk 至多有 n个，也即 n步以内必定停止。

针对凸二次函数，共轭梯度法能在有限次数找到最优解 (这称为二次终止性)，而对于一般函数，就
需要利用精确或非精确一维搜索确定 αk。此外，dk 的更新公式一般仍按照 dk+1 = −gk+1 + βkdk 的形

式，但选取的 βk 未必能保证所有的 dk 关于某个 G严格共轭。βk 的选取方式可以是：
gTk+1gk+1

gTk gk
,
gTk+1(gk+1 − gk)

dTk (gk+1 − gk)
,
gTk+1(gk+1 − gk)

gTk gk
,
gTk+1gk+1

−dTk gk
,

gTk+1gk+1

dTk (gk+1 − gk)

�
根据性质定理可以得出，这些选取方式在二次函数时全部等价。

除了更新方式的差别，根据共轭方向性质，互相共轭的 dk最多能选取 n个，于是每过 n次都需要

重新选取更新方向为负梯度方向，称为重启动。综上所述可以得到一般的共轭梯度法：

算法 4.14 (共轭梯度法)

♠

1. 给定 n元可微函数 f 与初始点 x0，令 k = 0。

2. 计算梯度 gk = ∇f(xk)，若满足终止条件则停止，否则进入下一步。
3. 若 k是 n的倍数，令 dk = −gk，否则令 dk = −gk + βk−1dk−1，其中 βk−1按上述方法之一

选取。

4. 更新 xk+1 = xk + αkdk，其中 αk 由一维搜索得到，回到第二步。

在大多数情况下，为确保共轭梯度法的快速收敛，预条件处理 [preconditioning]是必要的，而对一
般共轭梯度法的收敛速率，有如下结论：

命题 4.15 (共轭梯度法-收敛速率)

♠

由于每 n步迭代执行重启动策略，若记重新启动时得到的点列为 {zk}，则这些相隔 n次的迭代

点列超线性收敛。受实际计算误差的影响，很多情形下共轭梯度法的收敛速率类似线性。

从收敛速率角度来看，共轭梯度法的效果未必有接下来介绍的牛顿类方法好。但由于计算过程中

仅用到一阶光滑性条件 (即梯度)，且只涉及向量运算，当问题的规模大而且有稀疏结构时，共轭梯度
法更加高效。
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4.3 牛顿方法

4.3.1 牛顿法

在函数有二阶光滑性时 (即二阶可微，海森阵存在)，利用二阶微分的性质可以改进搜索方向，这
就是牛顿类方法的思想。对 f 作二阶泰勒展开 f(xk + t) = f(xk) + gTk t +

1
2 t

TGkt + O(∥t∥3)，其中
gk = ∇f(xk), Gk = ∇2f(xk)。记二阶近似 qk(t) = gTk t+

1
2 t

TGkt，由于其梯度为 Gkt+ gk，假设 Gk 正

定，要使其取到最小点，需 t = −G−1
k gk，这个方向 −G−1

k gk 就称为牛顿方向 [Newton direction]。
对严格凸二次函数 1

2x
TGx+ cTx，其 gk = Gxk + c,Gk = G，无论 x0为何，令 x1 = x0 −G−1

0 g0，

则有

g1 = Gx1 + c = G(x0 −G−1(Gx0 + c)) + c = Gx0 −Gx0 − c+ c = 0

于是牛顿法无需一维搜索，必然可以一步得到最小值点。

事实上，实际应用牛顿法时，常常不进行一维搜索 (即令步长因子 αk = 1)，直接取 xk+1 = xk −
G−1

k gk。对于非二次函数，牛顿法并不能保证经有限次迭代求得最优解，但由于目标函数在极小点附

近可用二次函数较好地近似，故当初始点靠近极小点时，牛顿法的收敛速率一般会很快。事实上，有

结论：

定理 4.16 (牛顿法-局部收敛性与收敛速率)

♡

设 f 二阶可微，且海森阵 G(x)满足 Lipschitz条件 (∃β > 0, ∀i, j, |Gij(x) − Gij(y)| ≤ β∥x − y∥，
其中 Gij 代表 G第 i行第 j 列元素)。某局部最优值 x∗满足 ∇f(x∗) = 0，且 G(x∗)正定。

那么，存在 ε满足：只要牛顿迭代法产生的序列中某个 xk 有 ∥xk − x∗∥ < ε，那么该序列以二阶

速率收敛到 x∗。

证明 记 g(x) = ∇f(x)，由泰勒展开可知

g(x− h) = g(x)−G(x)h+O(∥h∥2)

代入 x = xk, hk = xk − x∗可得

g(xk)−G(xk)hk +O(∥hk∥2) = 0

由于 G(x)满足 Lipschitz条件，在充分接近时行列式亦充分接近，从而可逆性满足，且根据伴随
矩阵可知 G(x)−1亦充分接近 G(x∗)−1，因此有界，从而有

G(xk)
−1g(xk)− hk +O(∥hk∥2) = 0

根据牛顿法迭代过程，这就是−hk+1 +O(∥hk∥2) = 0，也即存在 c使得 ∥hk+1∥ ≤ c∥hk∥2，即得证二阶
收敛速率。

从上方定理条件也可以看出，当 x0 不在 x∗ 的附近，直接以 xk+1 = xk − G−1
k gk 进行迭代未必能

收敛于最优解。为保证算法的全局收敛性，有必要对牛顿法作某些改进，例如以一维搜索确定步长：

算法 4.17 (阻尼牛顿法)
1. 给定初始点 x0与终止误差 ε > 0，令 k = 0。

2. 计算 gk = ∇f(xk), Gk = ∇2f(xk)，若 ∥gk∥ < ε，则算法终止，输出 xk，否则进入下一步。

3. 解一维最优化问题 minα≥0 f(xk − αG−1
k gk)，得到合适的步长 αk。
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4.3 牛顿方法

♠4. 更新 xk+1 = xk + αkdk，k = k + 1，回到第二步。

此外，当Gk不正定时，近似为二次函数的极小点未必存在也是牛顿法的主要困难，修正措施包括

令 dk =

−G−1
k gk G−1

k exists, cos θk > η

−gk Otherwise.
(Goldstein, Price)，或 dk = −(Gk + µkI)

−1gk (Levenberg等)，

又或者非正定时 dk 取满足 dT∇2f(xk)d < 0的方向 (称为负曲率方向)。�
这里 θk 的定义是 −gk 与 −G−1

k gk 夹角。

4.3.2 拟牛顿法

虽然牛顿法有着很快的局部收敛速率，但运用牛顿法需要计算二阶导，而目标函数的海森矩阵可

能非正定甚至奇异。为了克服这些缺点，人们提出了拟牛顿法。其基本思想是：用不含二阶导数的矩
阵 Hk 近似牛顿法中的海森矩阵的逆 G−1

k 。由构造近似矩阵的方法不同，拟牛顿法也有差异。

在函数 f(x) 在 xk 处的二阶近似 f(xk + t) ≈ f(xk) + gTk t +
1
2 t

TGkt 两边对 t 计算梯度，可得

∇f(xk+ t) ≈ Gkt+gk，取 t = xk−1−xk即得 gk−1 ≈ Gk(xk−1−xk)+gk，记 sk−1 = xk−xk−1, yk−1 =

gk − gk−1，则 Gksk−1 ≈ yk−1，于是构造出的海森矩阵逆的近似Hk 应满足Hkyk−1 = sk−1，这个条件

称为正割条件，或拟牛顿条件。
利用此条件可以得到拟牛顿法的一般迭代过程：

算法 4.18 (拟牛顿法)

♠

1. 给定初始点 x0与终止误差 ε > 0，令 k = 0,H0 = I。

2. 计算 gk = ∇f(xk)，若 ∥gk∥ < ε，则算法终止，输出 xk，否则进入下一步。

3. 计算搜索方向 dk = −Hkgk，解一维最优化问题minα≥0 f(xk + αdk)，得到合适的步长 αk。

4. 更新 xk+1 = xk + αkdk，并根据 xk 与 xk+1 得到满足正割条件的 Hk+1。k = k + 1，回到

第二步。

下面，我们来讨论如何得到海森矩阵逆的近似Hk+1，满足Hk+1yk = sk。我们希望在其中保持已

得到的 Hk 的性质，因此以 Hk+1 = Hk + Ek 进行计算，其中 Ek 是某低秩矩阵 (称为低秩校正)。
最简单的想法是所谓的对称秩一 [Symmetric Rank 1, SR1]校正，也即取 Hk+1 = Hk + auuT , a ∈

R, u ∈ Rn。

定理 4.19 (SR1校正)

♡

对给定的 H, s, y，令 u = s−Hy。当 uT y ̸= 0时，L = H + uuT

uT y
为满足 Ly = s的唯一对 H 的

SR1校正方式，否则无解。当 H 正定时，若 uT y > 0，则 L正定。

证明 由 (H + awwT )y = s可得 awwT y = u，这即代表 (awT y)w = u，因此可取 w = u，进一步推导

即知只有在 uT y ̸= 0时 L的形式可以满足。

若 H 正定且 uT y > 0，对任何非零 x有

xTLx = xTHx+
(xTu)2

uT y
> 0

从而得证。
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4.3 牛顿方法

由上方证明可知，只需如下更新 Hk+1就符合要求：

Hk+1 = Hk +
(sk −Hkyk)(sk −Hkyk)

T

(sk −Hkyk)T yk

SR1校正对二次函数具有良好的性质：

定理 4.20 (SR1校正拟牛顿法性质)

♡

当 f 是凸二次函数 1
2x

TGx+ cTx时，对称秩 1校正的拟牛顿法有如下性质：
Hkyl = sl, l = 0, 1, . . . , k − 1 (遗传性)
直接取 αk = 1，若在 H ̸= G−1 时每次都能对 H 作出更新，则 Hn = G−1，且 xn+1 为最

优解 (二次终止性)。

证明 直接计算发现，对二次函数，∇2f(x)为常矩阵，不受 x的变化影响，于是记其逆为H，又利用

∇f(x)是 x的一次函数，可计算出 sk = Hyk。由此，拟牛顿法满足的要求化为 (Hk+1 −H)yk = 0。记

Dk = Hk −H，计算得迭代过程中

Dk+1 = Dk −
Dkyky

T
kD

T
k

yTkDkyk

遗传性：

由于拟牛顿法性质已保证Dk+1yk = 0，只需说明若Dky = 0，则Dk+1y = 0，即可归纳得到结果。

直接计算Dk+1y = Dky−
Dkyky

T
k (DT

k y)

yTk Dkyk
，注意到过程中从单位阵每次增加对称阵，对称性保持，于

是 DT
k y = Dky = 0，从而上式为 0，原命题得证。
二次终止性：

由此每次都更新，即假定 Dk ̸= O时 Dkyk ̸= 0，先说明 Dk+1的秩比起 Dk 至少减少 1。
上方遗传性中已验证Dky = 0的解都是Dk+1y = 0的解，而 y(k)不是Dky = 0的解，但由迭代条

件是 Dk+1y = 0的解，考虑解空间的基可发现Dk+1y = 0的解空间维数比 Dky = 0至少多 1，因此利
用秩等于阶数减零化子空间维数 (null(A)，即 Ax = 0的解空间维数)可知秩至少减少 1。由此，至多 n

步后，rank(Dn) = 0，从而 Dn = O，即 Hn = H。

下面说明，取步长因子为 1每次更新 xk+1 = xk + dk 后，至多 n+ 1次可以收敛到最小值。

最后一步，xn+1 = xn −Hn∇f(xn)，由Hn = H 有Hn(∇f(xn+1)−∇f(xn)) = xn+1 − xn，对比

得 Hn∇f(xn+1) = 0。由于 H = ∇2f−1可逆，这等价于 ∇f(xn+1) = 0，从而得证。

然而对称秩一校正的缺点是，不能保持迭代矩阵Hk+1的正定性。根据 SR1校正的性质，当 (sk −
Hkyk)

T yk > 0时，正定性才能够保证，但即使成立，也可能因为它很小而导致数值上的困难。于是，

SR1校的拟牛顿法应用有较大局限性，我们必须寻求新的校正方式。
考虑对称秩二 [SR2]校正，即取 Hk+1 = Hk + auuT + bvvT , a, b ∈ R, u, v ∈ Rn。这时，auuT 与

bvvT 有不同的可能，不过一个相对自然的取法是 (当 sTk yk ̸= 0时可实现，注意对称校正下每步 Hk 都

是对称阵，直接计算验证可得 Hk+1yk = sk)：

Hk+1 = Hk +
sks

T
k

sTk yk
−
Hkyky

T
kHk

yTkHkyk

这个校正称为 DFP校正，取自 Davidon-Fletcher-Powell的首字母。它有大量重要性质：
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4.3 牛顿方法

命题 4.21 (DFP校正性质)

♠

对于凸二次函数，采用精确一维搜索时，它满足：

Hkyl = sl, l = 0, 1, . . . , k − 1 (遗传性)
Hn = G−1 (二次终止性)
H0 = I 时所有 dk 满足 G-共轭 (共轭性)。

对于一般非线性函数，它满足：

Hk 必正定，dk 一定为下降方向；

每次迭代乘法运算次数 3n2 +O(n)；

具有超线性收敛速率。

另一个 SR2校正思路是，通过海森矩阵的近似Bk，计算其逆Hk。由于Bk需满足Bksk = yk，Hk

的 DFP校正中 sk, yk 互换可得到 Bk 的 DFP校正公式，也即 Bk+1 = Bk +
yky

T
k

yTk sk
− Bksks

T
k Bk

sTk Bksk
。为了计算

它的逆，我们需要一个引理：

定理 4.22 (Sherman-Morrison定理)

♡

设 A ∈ Rn×n非奇异，u, v ∈ Rn，若 1− vTA−1u ̸= 0，则

(A+ uvT )−1 = A−1 − A−1uvTA−1

1− vTA−1u

证明 若 1− vTA−1u ̸= 0，直接计算右侧乘 (A+ uvT )为

I +A−1uvT − 1

1− vTA−1u
A−1uvT − 1

1− vTA−1u
(A−1uvT )2

将中间两项合并即可得到
1

1− vTA−1u
vTA−1uA−1uvT

而

A−1uvTA−1uvT = A−1u(vTA−1u)vT = vTA−1uA−1uvT

从而得证。

由此可以得到 BFGS [Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno]校正公式：

定理 4.23 (BFGS校正)

♡

当 Bk+1 = Bk +
yky

T
k

yTk sk
− Bksks

T
k Bk

sTk Bksk
，且 Hk = B−1

k ,Hk+1 = B−1
k+1时，有

Hk+1 = Hk +

(
1 +

yTkHkyk

sTk yk

)
sks

T
k

sTk yk
−
Hkyks

T
k + sky

T
kHk

sTk yk

且 Hk+1是 Hk 的 SR2校正。

证明 为方便书写，记第 k步的 Hk, Bk, yk, sk 为 H,B, y, s，有 Bk+1 = B + yyT

yT s
− BssTB

sTBs
。

T =

(
B +

yyT

yT s

)−1

= B−1 − B−1yyTB−1

yT s+ yTB−1y
= H − HyyTH

yT s+ yTHy

Hk+1 = B−1
k+1 = T +

TBssTBT

sTBs− sTBTBs
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4.4 信赖域法

记M = yyT

yT s+yTHy
，则计算知 T = H −HMH,BT = I −MH,TB = I −HM,B − BTB = M，

于是

Hk+1 = H −HMH +
(I −HM)ssT (I −MH)

sTMs

直接计算发现M = MssTM
sTMs

，于是 HMH 与 HMssTMH
sTMs

可消去，上式化简成

Hk+1 = H +
ssT −HMssT − ssTMH

sTMs

利用 sT y = yT s展开得到此即为

Hk+1 = H +
(sT y + yTHy)ssT

(sT y)2
− HysT + syTH

sT y

反过来，将定理中的 B 与 H、s与 y互换，可以得到 H 作 DFP校正时 B 的更新公式。

4.4 信赖域法

4.4.1 整体思路

前面介绍的方法，除了不进行一维搜索的牛顿法外，都是基于绪论中给出的两步法的基本模式确

定的，也即先确定搜索方向，再确定步长。现在，我们讨论另一种全局收敛策略，也就是标题中的信

赖域方法 [Trust-Region Method]。
每一步中，定义当前点 xk 的一个邻域 Ωk = {x | ∥x − xk∥ ≤ ek} 为信赖域，ek 称为信赖域半

径。若在这个邻域里，二次模型 qk(s) = f(xk) + gTk s +
1
2s

TGks 是目标函数 f(x) 的一个合适的近似

(有时海森阵 Gk 会用其近似 Bk 代替)，则在信赖域中极小化二次模型，得到近似极小点 sk，并更新

xk+1 = xk + sk。信赖域方法利用二次模型在信赖域内直接求得方向与步长，使得目标函数的下降比一

维搜索更有效，事实上，它不仅具有全局收敛性，而且不要求目标函数的海森矩阵正定。�
直接的牛顿迭代法不具有全局收敛性的主要原因是，当一个点附近不能用二次模型良好近似时可能严

重偏离，而信赖域的引入避免了这点。

下面，我们先跳过子问题 min∥s∥≤ek qk(s)的求解，来看如何进行整体的迭代。实际上需要解决的

问题是，如何选取信赖域半径 ek，而关键在于如何刻画二次模型对目标函数的近似程度。将信赖域方
法中第 k步迭代的 Actk = f(xk)− f(xk + sk)称为实际下降量，Prek = qk(0)− qk(sk)为预测下降量，

则比值 rk = Actk
Prek

可以代表二次模型的近似程度。若 rk 接近 0或取负值，代表函数值几乎没有下降，
应当缩小信赖域半径；若大于 0但不接近 1，代表函数下降但与预测量差别较大，信赖域半径不变；若
接近 1，则代表模型能较好进行局部近似，应当扩大信赖域半径。从而可以构造算法：

算法 4.24 (信赖域方法)
1. 给定初始点 x0，信赖域半径上界 ē，ε > 0, 0 < γ1 < γ2 < 1, 0 < η1 < 1 < η2。取初始

e0 ∈ (0, ē)，令 k = 0。

2. 计算 gk = ∇f(xk)，若 ∥gk∥ < ε，则算法终止，输出 xk，否则求解min∥s∥≤ek qk(s)得到 sk，

进入下一步。

3. 计算 rk = f(xk)−f(xk+sk)
qk(0)−qk(sk)

，当 rk > 0时更新 xk+1 = xk + sk，否则 xk+1 = xk。

55



4.4 信赖域法

♠

4. 计算 ek+1 =


η1ek rk < γ1

ek γ1 ≤ rk < γ2

min(η2ek, ē) rk ≥ γ2

。k = k + 1，回到第二步。

�
也可根据 rk 的具体值自适应地调整 ek，而不是固定比例，不过一般固定比例已经够用。

它的全局收敛性定理如下：

命题 4.25 (信赖域方法-全局收敛性)

♠

设在 {x | f(x) ≤ f(x0)}上，f 有界且二阶可微，则由信赖域算法产生的迭代序列存在聚点 x∗，

满足 ∇f(x∗) = 0且 ∇2f(x∗)半正定。

4.4.2 折线法

最后，我们给出一个近似求解子问题 min∥s∥≤ek qk(s) = f(xk) + gTk s +
1
2s

TBks 的有效方法，即

Powell提出的折线法。折线法的思路很简单：当二次函数的理论最小点，Newton点 xk −B−1
k gk无法取

到时，连接 Cauchy点 (最速下降法产生的极小点)与 Newton点，将其与信赖域边界的交点取为 xk+1，

示意图如下：

图 4.4: 折线法示意图

下面我们先计算 Cauchy点的表达式。qk(−αgk) = f(xk)− gTk gkα+ 1
2g

T
k Bkgkα

2，因此在最速下降

方向，α =
gTk gk

gTk Bkgk
时取到极小值，于是 Cauchy点为 xk −

gTk gk
gTk Bkgk

gk。

为了说明此做法合理性，我们需要证明如下性质：

定理 4.26 (折线法性质定理)

♡

记

sCk = −
gTk gk

gTk Bkgk
gk, s

N
k = −B−1

k gk

则：

1. 沿着 sCk 到 sNk 的连线段，s的模长单调增加。

2. 沿着 sCk 到 sNk 的连线段，qk(s)单调减少。

证明 为方便书写，省略所有的下标的 k。

距离单调增加：
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4.4 信赖域法

到 x的距离为 ∥sC + λ(sN − sC)∥，需说明 λ ∈ (0, 1)时单调增加。距离平方对 λ求导后即 2(sC +

λ(sN − sC))T (sN − sC)，为说明其大于等于 0，即

λ ≥ − sCT (sN − sC)

(sN − sC)T (sN − sC)

对 (0, 1)成立，于是右侧非正，进一步化简得 sCT (sN − sC) ≥ 0。直接代入得
gT g

(gTBg)2
(gTB−1ggTBg − gT ggT g) ≥ 0

原问题变为要证 gTBg
gT g

gTB−1g
gT g

≥ 1。

由于B是对称阵，可设B = QTDQ是其正交相似对角化，记 h = Qg可将原式化为 hTDh
hT h

hTD−1h
hT h

≥
1，直接计算发现此即 (

∑
i dih

2
i )(
∑

i d
−1
i h2i ) ≥ (

∑
i h

2
i )

2，由柯西不等式得证。

q(s)单调减少：

q(s) = f(x) + gT (sC + λ(sN − sC)) +
1

2
(sC + λ(sN − sC))TB(sC + λ(sN − sC))

对 λ求导得

gT (sN − sC) + (sC + λ(sN − sC))TB(sN − sC)

由 gT = −sNTB 即 (λ− 1)(sN − sC)TB(sN − sC)。

计算知 sN − sC = ( gT g
gTBg

I −B−1)g，于是

(sN − sC)TB(sN − sC) =
gT ggT g

gTBg
− 2

gT ggT g

gTBg
+ gTB−1g =

gTBggTB−1g − gT ggT g

gTBg

与上方相同知分母非负，而柯西步有意义要求 gTBg > 0，从而 λ ∈ (0, 1)时模型函数单调减。

由此，我们连接 xk到 sCk，再连接 sCk 到 sNk ，将折线与信赖域边界的交点取为 xk+1，具体来说，折

线法的选取是：

xk+1 =


xk − ek

∥gk∥gk ∥sCk ∥ ≥ ek

xk −B−1
k gk ∥sNk ∥ ≤ ek

xk + sCk + λ(sNk − sCk ) ∥sCk ∥ < ek, ∥sNk ∥ > ek

其中 λ满足 ∥sCk + λ(sNk − sCk )∥ = ek。
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第 5章 有约束最优化

内容提要

h 消去法

h 广义消去法

h Lagrange法
h 积极集法

h Lagrange-Newton法

h 逐步二次规划法

h 罚函数

h 乘子罚函数

h 障碍函数

h 内点法

5.1 二次规划

5.1.1 问题定义

最后一章，我们希望给出一般的约束最优化问题的解法。在这之前，我们先来看非线性规划最重

要的特殊情况：二次规划 [Quadratic Programming]问题。

定义 5.1 (二次规划)

♣

形如

min Q(x)

(
=

1

2
xTGx+ cTx

)
s. t. aTi x = bi i ∈ E = {1, . . . ,me}

aTi x ≥ bi i ∈ I = {me + 1, . . . ,m}

(QP)

的最优化问题称为二次规划，其中 G对称，i ∈ E 的 ai线性无关。

�
注意二次规划问题要求约束条件均为一次，根据线性规划时已证明的，此时可行域是凸集。由无约束

最优化与线性规划中的推导，要求 G对称、等式约束线性无关不会损失一般性。

若可行域为空，或不存在有限最小值，此时的二次规划问题无解。若G半正定，此时Q(x)凸，称

为凸二次规划问题，任何局部最优解也是整体最优解 (由于可行域凸，结论证明与绪论中无约束时类
似)；若G正定，此时称为正定二次规划问题，存在解即是唯一解；否则，问题是一般的二次规划问题，
有可能出现非整体解的局部解。

为了接下来的讨论，我们先解决无约束时的二次规划问题。有如下结论：

定理 5.2 (二次函数的最小值)

♡

对n元二次函数Q(x) = 1
2x

TGx+cTx，其中G对称。当G正定时，其存在唯一最小点 x = −G−1c；

当G半正定时，记G的Moore-Penrose广义逆a为G+，则最小值存在当且仅当 (I −GG+)c = 0，

此时所有最小值点可表示为 −G+c+ (I −GG+)y, y ∈ Rn；否则，其最小值不存在。

a定义为：满足 AGA = G、GAG = A、AG与 GA均对称的矩阵，可以证明对任何矩阵 (未必方阵)存在唯一。

证明 设G的正交相似对角化为 P TDP，其中 P 为正交阵，D为对角阵，若其对角元为 di，记 y = Px



5.1 二次规划

可计算发现

Q =
∑
i

(
1

2
diy

2
i + (Pc)iyi

)
若 G正定，所有 di > 0，最小值存在唯一，直接计算可解出 x = −G−1c；若 G非半正定，存在

di 为负，最小值不存在。为考察 G半正定时的情况，我们在证明中直接利用Moore-Penrose广义逆的
唯一性。

记 D+ 为 D的非零对角元取倒数，零对角元不变的对角阵，则可验证 P TD+P 即为 G的Moore-
Penrose广义逆，由唯一性 G+ = P TD+P。于是 (不妨设 D非零对角元在左上)

(I −GG+)c = c− P T

(
Ir O

O O

)
Pc = P T

(
O O

O In−r

)
Pc

其为 0等价于 Pc的后 n− r个分量为 0，这里 r为D的非零对角元个数。根据上方的二次函数，最小

值存在当且仅当 di = 0时 (Pc)i = 0，而这与 (I −GG+)c = 0一致。进一步计算可得最小点与最小值。

5.1.2 等式约束二次规划

接下来考虑等式约束与线性规划完全相同，当只有等式约束时，约束条件可以写为 Ax = b的形

式，其中 A ∈ Rm×n，且 rank(A) = m。

� 练习 5.1计算等式约束二次规划问题的 K-T条件。
解假设乘子为 λ，则

∑
i λi(a

T
i x− bi)可写为 λT (Ax− b)，于是 L(x, λ) = 1

2x
TGx+(cT −λTA)x+λT b，

其梯度为 Gx+ (c−ATλ)，因此 K-T条件是：Gx+ c = ATλ

Ax = b

或者写成矩阵形式： (
G −AT

−A O

)(
x

λ

)
= −

(
c

b

)

同样，对 x作分解

(
xB

xN

)
，并将A对应分块为

(
B N

)
，等式约束可以写成 xB = B−1(b−NxN )。

将 G同样对应分块为

(
GBB GBN

GNB GNN

)
，c分块为

(
cB

cN

)
，则计算可知

1

2
xTGx+ cTx =

1

2
xTN ĜNxN + ĉTNxN

其中

ĜN = GNN −GNBB
−1N −NTB−TGBN +NTB−TGBBB

−1N

ĉN = cN +GNBB
−1b−NTB−T cB +NTB−TGBBB

−1b

于是，根据之前对无约束二次函数的最小值结论，可以直接分析解出最优的 x∗N，并进一步得到

x∗B。假设 x∗对应的乘子向量为 λ∗，代入 K-T条件可得 Gx∗ + c = ATλ∗，从而可分块计算解出

λ∗ = B−1(GBBx
∗
B +GBNx

∗
N + cB)

这就是消去法的过程。
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5.1 二次规划

消去法的不足之处是，当B接近奇异时，B−1可能导致数值计算的不稳定，这就需要其他的方法。

我们的思路仍然是选取一部分消去将其变成无约束问题，但选择的方式可以改进。首先需要如下的性

质定理：

定理 5.3 (解空间的性质)

♡

记 r = rank(A)。对任何A ∈ Rm×n，{x ∈ Rn | Ax = 0}构成线性空间，记作零化子空间Ker(A)，

其维数是 n− r。

同时，{x ∈ Rn | xTa = 0, ∀a ∈ Ker(A)}也构成线性空间，记作 Ker(A)⊥，其维数是 r。假设其

一组基 y1, . . . , yr 排成的矩阵是 Y，则 rank(AY ) = r (r = m时即 AY 可逆)。
任何向量 x ∈ Rn 可以唯一表示成 a + b, a ∈ Ker(A), b ∈ Ker(A)⊥。用矩阵的语言来说，假设

Ker(A)的一组基 zr+1, . . . , zn排成矩阵为 Z，Ker(A)⊥的一组基 y1, . . . , yr 排成的矩阵为 Y，则

x ∈ Rn可以唯一表示成 Y xY + ZxZ , xY ∈ Rn−r, xZ ∈ Rr。

证明 定理中验证其为线性空间的部分容易得到，我们先计算两个空间的维数。

由 r = rank(A)，方程可以写为 (P,Q可逆)

P

(
Ir O

O O

)
Qx = 0 ⇔

(
Ir O

O O

)
Qx = 0

由于 Q为可逆矩阵，x→ Qx为一一映射，于是零化子空间维数与

(
Ir O

O O

)
x = 0维数一致，可直接

解得维数为 n− r(前 r个分量为 0，其余随意变化)。
取 Ker(A)的一组基 zr+1, . . . , zn，排成矩阵 Z，则 Ker(A)⊥可写为 {x ∈ Rn | Zx = 0}，而由基的

性质 Z 是列满秩的，于是 Ker(A)⊥的维数与上方完全相同得为 r。

若 Ker(A)⊥的一组基为 y1, . . . , yr，下面证明所有 yi, zj 构成全空间的一组基，这样即有结论。若

否，必然存在不全为 0的 λi, µj 使得 ∑
i

λiyi =
∑
j

µjzj

但是，z0 =
∑

j µjzj ∈ Ker(A)⊥, y0
∑

i λiyi ∈ Ker(A)，于是 zT0 y0 = 0，由它们相等知 y0 = z0 = 0。而

由于 yi与 zj 各自均构成一组基，必然所有 λi, µj 为 0，矛盾。
根据此定理，rank(A) = m时，Ax = b可以写成 A(Y xY + ZxZ) = b，进一步分析可得到：

定理 5.4 (广义消去法)

♡

对等式约束问题 min 1
2x

TGx + cTx s. t. Ax = b，其中 G对称，且 A行满秩，假设 Ker(A)的

一组基 zm+1, . . . , zn排成矩阵为 Z，Ker(A)⊥的一组基 y1, . . . , ym排成的矩阵为 Y。

当 ZTGZ 正定时，问题有唯一最优解

x∗ = Y (AY )−1 − Z(ZTGZ)−1ZT
(
GY (AY )−1b+ c

)
对应的乘子是

λ∗ = AY −TY T (Gx∗ + c)

证明 将 Ax = b写成 A(Y xY +ZxZ) = b，由解空间性质 AZ = O，于是约束变为 AY xY = b。下面说

明 AY 可逆。由于 Ay1, . . . , Ayr 排成一行，其不可逆当且仅当这些向量线性相关，而这有意味着存在
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5.1 二次规划

λi不全为 0使得 ∑
i

λiAyi = A

(∑
i

λiyi

)
= 0

这意味着
∑

i λiyi ∈ Ker(A)，但这又是 Ker(A)T 的元素，根据已证明的表示的唯一性知只能为 0，从

而 λi均为 0，矛盾。
于是，约束可写为 xY = (AY )−1b，即 x = Y (AY )−1b+ ZxZ，xZ 可自由变化。将其代入后即成

为无约束二次函数最小值问题，类似消去法过程可得结论。

5.1.3 Lagrange方法

在练习中，我们已经求解出了 K-T点对应的方程

(
G −AT

−A O

)(
x

λ

)
= −

(
c

b

)
，Lagrange方法其

实就是直接求解得到 K-T点。

由于对称阵的逆仍对称，假设

(
G −AT

−A O

)
可逆，其逆一定可以写成

(
U W T

W V

)
, U ∈ Rn×n，

其中W ∈ Rm×n, V ∈ Rm×m，且 U, V 对称，这时，直接计算可得

x∗ = −Uc−W T b

λ∗ = −Wc− V b
。

Lagrange方法的好处是，

(
G −AT

−A O

)
并不依赖G可逆，因此对半正定也可求解。计算分块矩阵

U, V,W 的不同方法可以得出不同的公式。

定理 5.5 (Lagrange法-正定情况)

♡

当 G正定时，由于 A行满秩，AG−1AT 可逆，且
U = G−1 −G−1AT (AG−1AT )−1AG−1

V = −(AG−1AT )−1

W = −(AG−1AT )−1AG−1

进一步可算出 x∗, λ∗。

证明 我们证明 G正定且 A行满秩时 AG−1AT 正定，其余直接代入验算可得结论。

设G的正交相似对角化为P TDP，P 正交，D为对角元均正的对角阵，则记B = PAT，D0 = D−1，

原矩阵即 BTD0B。由 A行满秩，乘可逆阵不影响秩，可知 B列满秩，同时D0对角元均正，记D1为

D0 所有对角元对应作平方根，C = D1B，即要证 C 列满秩时 CTC 正定。由 C 列满秩，其列线性无

关，于是 x非零时 Cx非零，这就直接说明了 xTCTCx > 0，满足正定的定义。

� 练习 5.2举例：G对称可逆，A行满秩，AG−1AT 不可逆。

解取 G =

(
0 1

1 0

)
，则 G−1 = G。再取 A =

(
1 0

)
，则 AG−1AT = (0)，不可逆。

定理 5.6 (Lagrange法-一般情况)
对行满秩的 A，存在 Y ∈ Rn×m, Z ∈ Rn×(n−m) 满足 AY = Im×m, AZ = O。这时若 ZTGZ 可
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♡

逆，有 
U = Z(ZTGZ)−1ZT

V = −Y TGP TY

W = −Y TP

其中 P = I −GZ(ZTGZ)−1ZT，进一步可算出 x∗, λ∗。

证明 根据之前的假设，已有 Y0, Z0满足 AY0可逆，AZ0 = O，记 Y = Y0(AY0)
−1, Z = Z0，即符合要

求。进一步计算可验证为逆。�
也可用 QR分解寻找 Y, Z，过程与此处类似。

5.1.4 积极集法

对于一个一般的二次规划问题，直观上，不积极的不等式约束在解的附近不起作用，可去掉不予

考虑；而积极的不等式约束在解处等号成立，故我们可以用等式约束来代替这些积极的不等式约束。

� 练习 5.3计算一般二次规划问题的 K-T条件。
解记等式约束 AEx = b，不等式约束 AIx ≥ b，则

L(x, λ, µ) = Q(x)− λT (AIx− b)− µT (AEx− b)

即 K-T条件为 

Gx+ c = AT
I λ+AT

Eµ

AEx = bE

AIx ≥ bI

λ ≥ 0

λi(AIx− bI)i = 0, ∀i

对问题 (QP)，仍然记 I(x)为 x满足的不等式约束中取等的指标集，则有如下结论：

定理 5.7 (积极集基本定理)

♡

设 x∗是问题 (QP)的局部极小点，则它必然是等式约束问题

minQ(x) s. t. aTi x = bi, i ∈ E ∪ I(x∗) (EP)

的局部极小点。

反之，若 x∗ 是问题 (QP) 的可行点，且是 (EP) 的 K-T 点，假设相应的 Lagrange 乘子 λ∗ 满足

λ∗i ≥ 0, i ∈ I(x∗)，则 x∗是 (QP)的 K-T点。

证明 原问题局部极小推 (EP)局部极小：假设其对式 122成立局部极小性的邻域是 U(x∗)，记 V (x∗) =⋂
i∈I\I(x∗){x ∈ Rn | aTi x > bi}，其为包含 x∗的开集，因此W = U(x∗) ∩ V (x∗)亦为 x∗的邻域，且由

W ⊂ U(x∗)知其与原问题可行域交集 WS 中 x∗ 取到最小值。从 W ⊂ V (x∗)可推出 WS = W ∩ {x |
aTi x = bi, i ∈ E} ∩ {x | aTi x ≥ bi, i ∈ I(x∗)}(V (x∗)必满足 I\I(x∗)的约束)，于是 WEQ = W ∩ {x |
aTi x = bi, i ∈ E

⋃
I(x∗)} ⊂WS，WEQ即为W 与 (EP)可行域的交集，从而得证。

推原问题 K-T点：记 (EP)对应的 Lagrange函数为 L0(x) = f(x) −
∑

i∈E∪I(x∗) λ
∗
i a

T
i x，原问题为

62



5.1 二次规划

L(x) = f(x) −
∑

i∈E µia
T
i x −

∑
i∈I λia

T
i x，取 µi = λ∗i , ∀i ∈ E , λi =

λ∗i i ∈ I(x∗)

0 i ∈ I\I(x∗)
，下证这样取

即是 x∗满足的 K-T条件。
这样取后直接有 L(x) = L0(x)，因此 ∇xL(x) = ∇xL0(x) = 0；可行性要求由条件已经满足；由

L0(x)满足 K-T条件可知 i ∈ I(x∗)时 λia
T
i x = 0，其他情况下 λi = 0，因此仍有 λia

T
i x = 0；又由条

件知 λi ≥ 0，从而成立。

一般地，假设当前迭代点为 xk，有如下判定方式：

定理 5.8 (积极集更新)

♡

记 Ek = E ∪ I(xk)，考虑如下等式约束问题：

min Qk(s)

(
=

1

2
sTGs+ (Gxk + c)T s

)
s. t. aTi s = 0 i ∈ Ek

(EQ)

并记其解为 sk，相应的 Lagrange乘子为 λki, i ∈ Ek，则：
1. sk ̸= 0时，xk 不是原问题的 K-T点。
2. sk = 0时，xk 是问题 minQ(x) s. t. aTi x = bi, i ∈ Ek 的 K-T点 (即 xk 对应的 (EP)问题)。
3. sk = 0且 λki ≥ 0, i ∈ I(xk)时，xk 是原问题 K-T点。
4. sk = 0且存在 λki < 0时，记 q 为使 λki 取到最小值的 i，记问题 minQk(s) s. t. aTi s =

0, i ∈ Ek\{q} 的最优解为 ŝ，则 xk 可以向 ŝ 方向更新，即存在 ε > 0 使得 0 < δ < ε 时

x+ δŝ在可行域中。

证明 将 Ek 形成的矩阵记为 Ak，对应 b为 bk，其余记为 Nk，根据 xk 可行性与定义性，K-T条件只关
于 x的部分直接满足。

由 K-T条件最后一条，Nk 上乘子必须为 0，于是原问题 K-T条件可写为Gxk + c = AT
k λ

λi ≥ 0, i ∈ I(xk)

而 (EP)的 K-T条件即为
Gxk + c = AT

k λ

(EQ)的 K-T条件为 Gs+Gxk + c = AT
k λ

Aks = 0

当 s ̸= 0时，由 G正定 Gs ̸= 0，Gxk + c ̸= AT
k，于是不是原问题 K-T点。sk = 0时，其直接满足 (EP)

的 K-T条件，若还有乘子条件即可满足原问题条件。下面，我们证明最关键的第四种情况。为方便书
写，省略所有的下标的 k。

设 (EQ)的 Lagrange函数为

L(s) =
1

2
sTGs+ (Gx+ c)T s−

∑
i∈Ek

λia
T
i s

则第四种情况问题的 Lagrange 函数为 L0(s) = L(s) + λiqa
T
iq
s，设解为 ŝ，对 L0(s) 计算梯度后代入

(EP)K-T条件得到 ∇sL0(s) = Gs+ λiqaiq，于是 Gŝ+ λiqaiq = 0，左乘 ŝT 得到 ŝTGŝ+ λiq ŝ
Taiq = 0，
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5.2 逐步二次规划

由 G半正定与 λiq < 0即得 ŝTaiq ≥ 0。另一方面，根据 ŝ所满足的 K-T条件可知除了 aTiq ŝ ≥ 0外的更

新方向要求均满足，因此结合得到结论。

由此可以得到，若 Ek称为每步的积极集，当第四种情况发生时，可以将下标 q移出积极集并更新。

从而得到算法：

算法 5.9 (积极集法)

♠

1. 从可行点 x0开始，令 E0 = E ∪ I(x0)，k = 0。

2. 求解问题 (EQ)得到 sk，若其为零则直接进入第四步，否则进入下一步。

3. 记
αk = min{1, min

i/∈Ek,aTi sk<0

bi − aTi xk
aTi sk

}

并使 xk+1 = xk + αksk。若 αk = 1，令 Ek+1 = Ek；否则可找到 p /∈ Ek 使得 aTp xk+1 = bp，

令 Ek+1 = Ek ∪ {p}。令 k = k + 1，回到第二步。

4. 若此时 λki ≥ 0, i ∈ I(xk)，迭代终止，输出 xk，否则记 q 为使 λki 取到最小值的 i，令

xk+1 = xk, Ek+1 = Ek\{q}, k = k + 1，回到第二步。

证明 第四步对应的情况已在上个定理中证明，我们主要分析第三步。当 αk ̸= 1时，意味着 xk+1在某

个约束上碰到了边界，这个约束就是对应的 aTp xk+1 ≥ bp，因此将其放入积极集中。否则，代表尚未碰

到边界 (这里忽略了恰好在为 1时碰到边界的极端情况)，积极集无需改变。

5.2 逐步二次规划

5.2.1 Lagrange-Newton法

接下来的部分，我们给出约束最优化的一些解法，仍然以算法介绍为主，跳过一些证明细节。对

于一般问题，可以借鉴二次规划的思路进行求解，下面先考虑等式约束问题 min f(x) s. t. c(x) = 0，

其中 c(x) = (c1(x), . . . , cm(x))T。

� 练习 5.4计算等式约束最优化问题的 K-T条件。
解记 A(x) = Jc(x) (见附录 Jacobi矩阵的定义)，则∇f(x) =

∑
i λi∇ci(x)可以写为∇f(x) = A(x)Tλ，

于是 K-T条件为

∇f(x)−A(x)Tλ = 0

c(x) = 0
。

与二次规划不同的是，这个 K-T条件的方程组无法直接求解，但是可以通过牛顿迭代法逼近。类
似无约束最优化问题，解方程组的牛顿迭代法如下：

定理 5.10 (牛顿迭代法-方程组)

♡

对于方程组 F (x) = 0，若 F 是 Rn → Rn的函数，假设 JF (xk)可逆，则牛顿迭代法的迭代方式

是 xk+1 = xk − J −1
F (xk)F (xk)，即增量是 −J −1

F (xk)F (xk)。

证明 记 F (x) = (f1(x), . . . , fn(x))，则对每个方程作一阶泰勒展开得到

0 = fi(xk + t) = fi(xk) +∇fi(xk)T t+O(t2)
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忽略二阶项后，将这些方程拼接即得到

0 = F (xk) + JF (xk)t

于是更新量 t = −J −1
F (xk)F (xk)。

由此，将 x, λ都看成未知数，可以得到 K-T条件的牛顿迭代，这就是 Lagrange-Newton法，最早
由Wilson于 1963年提出：

定理 5.11 (Lagrange-Newton迭代)

♡

∇f(x)−A(x)Tλ = 0

−c(x) = 0
的牛顿迭代是

(
W (x, λ) −A(x)T

−A(x) 0

)(
δx

δλ

)
= −

(
∇f(x)−A(x)Tλ

−c(x)

)
其中 δx, δλ表示增量，W (x, λ) = ∇2f(x)−

∑
i λi∇2ci(x)。

记价值函数 ψ(x, λ) = ∥∇f(x)−A(x)Tλ∥2+ ∥c(x)∥2，则其满足∇ψ(x, λ)T
(
δx

δλ

)
= −2ψ(x, λ) ≤

0，也即它是此迭代法的下降函数。

证明 直接计算可得牛顿迭代的形式。为方便，我们假设对 Rn → Rm的映射 F，∇F 即表示 JF。

ψ(x, λ) = [∇f(x)]T∇f(x) + λTA(x)A(x)Tλ− 2[∇f(x)]TA(x)Tλ+ c(x)T c(x)

当 f(x), g(x)为同阶列向量时，计算可知

∇[f(x)T g(x)] = (∇f(x))g(x) + (∇g(x))f(x)

而 ∇A(x)Tλ = ∇(∇c(x)λ) = [∇2c(x)]Tλ，其中 S = [∇2c(x)]Tλ意为
∑

i λi∇2ci(x)，于是

∇xψ = 2∇2f(x)∇f(x) + 2SA(x)Tλ− 2∇2f(x)A(x)Tλ− 2S∇f(x) + 2A(x)T c(x)

= 2W (x, λ)(∇f(x)−A(x)Tλ) + 2A(x)T c(x)

∇λψ = −2A(x)∇f(x) + 2A(x)A(x)Tλ = −2A(x)(∇f(x)−A(x)Tλ)

注意到W 对称，(∇ψ)T
(
δx

δλ

)
= 2(∇f(x) − A(x)Tλ)T (W (x, λ)δx − A(x)T δλ) + 2c(x)TA(x)δx，利用

方程组

−2(∇f(x)−A(x)Tλ)T (∇f(x)−A(x)Tλ)− 2c(x)T c(x)

而这就是 −2ψ，得证。

下面给出这个算法的实际操作流程：

算法 5.12 (Lagrange-Newton法)
1. 给定初始 x0 ∈ Rn, λ ∈ Rm, β ∈ (0, 1), ε ≥ 0，令 k = 0。

2. 计算价值函数 ψ(xk, λk)，若其 ≤ ε就停止迭代并输出，否则如上方迭代得到 δxk
, δλk
，并

令 αk = 1。
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♠

3. 若
ψ(xk + αkδxk

, λk + αkδλk
) ≤ (1− βαk)ψ(xk, λk)

则进入下一步，否则令 αk = 1
4αk，重新执行这步。

4. 令 xk+1 = xk + αkδxk
, λk+1 = λk + αkδλk

, k = k + 1，回到第二步。

由于我们已经证明了此迭代得到的方向是价值函数的下降方向，总存在足够小的 α满足下降条件，

这就是为什么每次令 αk = 1
4αk。对于这个方法的收敛性和收敛速率，有结论：

命题 5.13 (Lagrange-Newton法的收敛性)

♠

若 f(x)与所有 ci(x)均二阶可微，Lagrange-Newton法产生的迭代点列 {(xk, λk)}有界，且存在

M 使得

(
W (x, λ) −A(x)T

−A(x) 0

)−1

的每个元素绝对值小于M 对任何 x, λ成立，那么 {(xk, λk)}的

任何聚点都是 ψ(x, λ)的根，从而其中 {xk}的任何聚点都是等式约束问题的 K-T点

�
在一定条件下，可以进一步证明 Lagrange-Newton法具有二阶收敛速率。

5.2.2 逐步二次规划

Lagrange-Newton法一大重要贡献是，在其基础上发展出了逐步二次规划方法 [Sequential Quadratic
Programming Methods]，而后者已成为求解一般非线性约束最优化问题的一类十分重要的方法。

刚才，我们对方程组

(
W (x, λ) −A(x)T

−A(x) 0

)(
δx

δλ

)
= −

(
∇f(x)−A(x)Tλ

−c(x)

)
进行了直接求解。但

是，对比它与二次规划的 K-T条件，可以将其变为等式约束二次优化问题。
� 练习 5.5从上述方程组构造一个等式约束二次优化问题，使得 δx是 K-T点。此时的乘子向量是什么？
解为使 δx为K-T点，−A(x)δx = c(x)决定了等式约束的形式为A(x)d+c(x) = 0，进一步可将A(x)Tλ

与 A(x)T δλ合并 (事实上构造并不唯一，但此为较为自然的形式)，得到

min
d

1

2
dTW (x, λ)d+∇f(x)Td s. t. c(x) +A(x)d = 0

它对应的乘子向量就是 δλ + λ。

于是，Lagrange-Newton法可以理解为每次求解上述等式约束二次规划的方法。记求出的解为 dk，

对应的乘子向量是 λ̄k，则 xk 与 λk 迭代更新的方式是

xk+1 = xk + αkdk

λk+1 = λk + αk(λ̄k − λk)
。

回到一般的非线性约束最优化问题

min f(x)

s. t. ci(x) = 0 i ∈ E = {1, . . . ,me}

ci(x) ≥ 0 i ∈ I = {me + 1, . . . ,m}

(NLP)

类似上方可以给出迭代方式：
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命题 5.14 (逐步二次规划-迭代)

♠

假设已有当前的 x, λ，求解子问题：

min
1

2
dTW (x, λ)d+∇f(x)Td

s. t. ci(x) + ai(x)
Td = 0 i ∈ E

ci(x) + ai(x)
Td ≥ 0 i ∈ I

这里W 的定义与之前相同 (将所有等式、不等式约束作为 c)，ai(x)即为∇ci(x)，以它们转置为
行拼成的矩阵与之前的 A(x)相同。

将得到的 K-T点作为搜索方向，并进行迭代，就是逐步二次规划法的迭代步骤。此外，设

Pσ(x) = f(x) + σ
(∑
i∈E

|ci(x)|+
∑
i∈I

|ci(x)−|
)

其中 ci(x)− = min(0, ci(x))，则 P a是逐步二次规划迭代的下降函数，也就是说，任何 x出发，对

迭代找到的 d∗存在 ε > 0使得 0 < α < ε时 Pσ(x+ αd∗) < Pσ(x)。

a称为 L1罚函数，L1代表一范数，罚函数定义见下文。

根据之前写出的一般二次规划问题K-T条件，这时的 d与对应的 λ̄应满足 (下标 I, E分别代表 I, E
中的部分)： 

Wd+∇f(x) = A(x)T λ̄

cE(x) +AE(x)
Td = 0

cI(x) +AI(x)
Td ≥ 0

λ̄I ≥ 0

λ̄TI (cI(x) +AI(x)d) = 0

从 K-T条件可以证明下降函数的性质，由于过程较为复杂，此处省略。由此可以得到完整算法，最
早由 Han于 1977年提出：

算法 5.15 (逐步二次规划法)

♠

1. 给定 x0 ∈ Rn,W0 ∈ Rn×n, σ > 0, ρ ∈ (0, 1), ε ≥ 0，令 k = 0。

2. 求解逐步二次规划的迭代问题得到 dk，若 ∥dk∥ ≤ ε则停止迭代并输出，否则求出 αk 满足

Pσ(xk + αkdk) ≤ min
0≤α≤ρ

P (xk + αdk) + εk

其中 εk 可以理解为非精确一维搜索的容差。

3. 更新 xk+1 = xk + αkdk 并计算Wk+1。令 k = k + 1，回到第二步。

它具有较好的性质：

命题 5.16 (逐步二次规划法-收敛性)

♠

若问题 (NLP) 中 f 和所有 ci 连续可微，且存在常数 M1,M2 > 0 使得 M1∥d∥2 ≤ dTWkd ≤
M2∥d∥2, ∀k, d，所有 λk 模最大分量的模不超过 σ，那么逐步二次规划法算法产生的点列的任何

聚点都是原问题的 K-T点。
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5.3 罚函数

5.3 罚函数

5.3.1 基本定义

问题 (NLP)中，我们希望利用利用目标函数 f(x)和约束方程 c(x)所构造的具有“罚性质”的函

数，来刻画问题的不可行点违反可行条件的程度，这就是罚函数的思想：

定义 5.17 (罚函数)

♣

问题 minx∈S f(x)的罚函数 P (x)定义为满足 P (x) = f(x), x ∈ S 与 P (x) > f(x), x /∈ S 的全空

间函数。

为了刻画 (NLP)中约束被破坏的程度，我们记 ci(x)− =

ci(x) x ∈ E

min(ci(x), 0) x ∈ I
，则 |ci(x)−|可以

描述第 i个约束遭到破坏的程度 (对等式约束不为 0即构成破坏，对不等式约束需小于 0)。将它们合并
为向量值函数 c(x)−，∥c(x)−∥就刻画了约束遭到破坏的程度，只有为 0时代表符合约束。

事实上，罚函数 P (x)常取为 f(x)+ϕ(c(x)−)，其中 ϕ(c(x)−)称为罚项。ϕ是一个定义在 Rm上的

函数，满足 ϕ(0) = 0, ϕ∥c∥∈∞ϕ(c) = +∞。下面考虑经典的 Courant罚函数 Pσ(x) = f(x) + σ
2 ∥c(x)−∥

2，

其中 σ > 0称为罚因子。

定理 5.18 (Courant罚函数性质)

♡

以下记 minx∈Rn Pσ(x)的最优解为 x(σ)。

1. 对任何 σ > 0若 x(σ)同时是问题 (NLP)的可行点，那么它也是原问题的最优解。
2. 设 σ2 > σ1 > 0，并记对应的 Pσ2 , Pσ1 为 P2, P1，最优解为 x2, x1，则

P1(x1) ≤ P2(x2), ∥c(x1)−∥ ≥ ∥c(x2)−∥, f(x1) ≤ f(x2)

3. 设问题 (NLP)最优解为 x∗，则对任何 σ > 0有 f(x∗) ≥ Pσ(x(σ)) ≥ f(x(σ))。

4. 令 δ = ∥c(x(σ))−∥，则 x(σ)也是约束问题 min∥c(x)−∥≤δ f(x)的最优解。

证明
1. 由定义，由于 Pσ(x)在可行域内即为 f(x)，Pσ(x)可行域内的最优解即为 f(x)最优解，得证。

2. P：若 P1(x1) > P2(x2)，则

P1(x2) = P2(x2)−
σ2 − σ1

2
∥c(x2)−∥2 < P1(x1)

与 x1最优性矛盾。

f：由于 P1(x1) ≤ P1(x2), P2(x2) ≤ P2(x1)，有

σ2P1(x1) + σ1P2(x2) ≤ σ1P2(x1) + σ2P1(x2)

移项后 c部分抵消，得到 (σ2 − σ1)(f(x2)− f(x1)) ≥ 0，从而得证。

c：若 ∥c(x1)−∥ < ∥c(x2)−∥，则

P2(x1) = f(x1) +
σ2
2
∥c(x1)−∥2 < f(x1) +

σ2
2
∥c(x2)−∥2

由已证 f(x1) ≤ f(x2)，于是 P2(x1) < P2(x2)，与 x2最优性矛盾。

3. 由于
f(x∗) = min

x∈S
Pσ(x)
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可知 f(x∗) ≥ Pσ(x(σ))，而根据罚函数定义又有 Pσ(x) ≥ f(x), ∀x，从而得证。
4. 若存在某个 t使得 f(t) < f(x(σ))，∥c(t)−∥ ≤ δ，则 Pσ(t) = f(t) + σ

2 ∥c(t)−∥
2 < Pσ(x(σ))，与

x(σ)最优性矛盾。

5.3.2 序贯无约束极小化

根据上方定理的第一条，只要找到充分大的 σ，通过求解无约束最优化问题即可找到相应约束最

优化问题的最优解，然而在实际计算中，确定大小合适的 σ往往比较困难，故通常是选取一个单调增

的罚因子序列 {σk}。这种通过求解一系列无约束问题来获得约束最优化问题的解的方式，称为序贯无
约束极小化技术 [SUMT]。
于是，我们可以给出罚函数法的迭代步骤：

算法 5.19 (罚函数法)

♠

1. 任选初始点 x0，给定初始罚因子 σ0 > 1与 β > 1, ε > 0，令 k = 0。

2. 以 xk 作为初始迭代点求解 minx∈Rn Pσk
(x)，记结果为 xk+1。

3. 若 ∥c(xk+1)−∥ < ε，则停止迭代并输出 xk+1，否则令 σk+1 = βσk，k = k + 1，回到上一

步。

利用 Courant罚函数的性质可以得出它的收敛性：

定理 5.20 (罚函数法-收敛性)

♡

记 c̄ = minx∈Rn ∥c(x)−∥，若 ε > c̄，则算法必然有限终止。

否则，必有 limk→∞ ∥c(xk)−∥ = c̄，且迭代产生的任何聚点都是问题 min∥c(x)−∥=c̄ f(x)的解。

证明 先证明第一种情况。由 σ0 > 0, β > 1可知 σk可任意大，因此只需证明，在 ε > minx∈Rn ∥c(x)−∥
时，对足够大 σ，有 ∥c(x(σ))−∥ < ε(由罚函数性质，只要对某个 σ成立，对比它更大的都成立)。设取
到上述最小值的 x为 x∗，对应最小值为 cm。

假设结论不成立，对任何 σ 都有 ∥c(x(σ))−∥ ≥ ε，而根据条件可知 f(x(σ)) + σ
2 ∥c(x(σ))−∥

2 ≤
f(x∗) + σ

2 c
2
m，于是 f(x∗) + σ

2 c
2
m ≥ f(x(σ)) + σ

2 ε
2，整理得

f(x∗)− f(x(σ))

σ
≥ ε2 − c2m

2

利用罚函数性质，f(x(σ)) ≥ f(x(σ0))，而若此式恒成立，f(x(σ)) < f(x∗)，但对有界的 f(x(σ))，

可取充分大 σ使得左侧趋于 0，与右侧大于 0矛盾。于是，必存在 σ使得 ∥c(x(σ))−∥ < ε，得证。

另一方面，若 ε < c，算法无法终止，而对任何 ε0 > c̄，根据上方证明，总会在某个 σk 后满足

∥c(x(σk))−∥ < ε0，又由 ∥c(x(σk))−∥ ≥ c̄就证明了收敛性。

最后，对迭代产生的任何聚点 (记子列为 xki)，均有 limi→∞ ∥c(xki)−∥ = c̄，而根据每一步解的性质

与连续性，即可知其为 ∥c(x)−∥ = c̄时 f(x)的最优值 (每步都会落在和最优值之差不超过 ∥c(xk)−∥− c̄

的邻域内)。

5.3.3 乘子罚函数

罚函数法的问题在于，在minx∈Rn ∥c(x)−∥ = 0，即可行域存在时，它永远无法保证找到可行的最

优解，只能在一定容许度下可行。带乘子的罚函数解决了这个问题，方便起见，下面以等式约束问题
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minc(x)=0 f(x)为例介绍此方法。

根据K-T条件，若 x∗是此问题最优解且 λ∗是对应的乘子，则 x∗必然是 L(x, λ∗) = f(x)−λ∗T c(x)
的驻点，但一般来说，未必是极小点。

� 练习 5.6举例：对等式约束问题minc(x)=0 f(x)、最优解 x∗与对应乘子 λ∗，x∗不是 L(x, λ∗)的极小点。

解考虑 minx3=1 x，其 L(x, λ) = x − λ(x3 − 1)，于是 K-T条件有 1 − 3x2λ = 0。取最优解 x = 1时，

λ∗ = 1
3，L(x, λ

∗) = −1
3x

3 + x+ 1
3，计算二阶导数可发现 1是极大点。

考虑乘子罚函数 (也叫增广 Lagrange)函数 Pσ(x, λ) = f(x)−λT c(x)+ σ
2 ∥c(x)∥

2。下面我们说明，由

于增广 Lagrange函数的性态，只要取足够大的罚因子 σ而不必趋向无穷大，就可通过极小化 Pσ(x, λ)

求得原问题的最优解。为此，先证明一个引理：

定理 5.21 (等式约束问题-二阶充分条件)

♡

等式约束问题中，记 A(x) = Jc(x)。若对 x∗, λ∗ 有 ∇xL(x
∗, λ∗) = 0, c(x∗) = 0，且对任何使得

A(x∗)d = 0的非零向量 d都有 dT∇2
xL(x

∗, λ∗)d > 0，则 x∗是原问题的严格局部极小点a。

a此处严格指使其成为最小点的邻域中其他可行解函数值都比其严格大

证明 根据条件有

∇f(x∗)−A(x∗)Tλ = 0, c(x∗) = 0

而泰勒展开有

f(x∗ + αd) = f(x∗) + α∇f(x∗)Td+ 1

2
α2dT∇2f(x∗)d+O(α3)

注意到，若 A(x∗)d ̸= 0，对充分小的 α有 c(x∗ + αd) ̸= c(x∗)，因此只有 A(x∗)d = 0的 d可能可行。

这时，对第一个方程左乘 dT 可知 ∇f(x∗)Td = 0，从而有

f(x∗ + αd) = f(x∗) +
1

2
α2dT∇2f(x∗)d+O(α3)

欲说明其为严格极小点，只须 dT∇2f(x∗)d > 0。计算得到

dT∇2f(x∗) = ∇x(d
T∇xf(x

∗)) = ∇x

(
dT∇xL(x

∗, λ∗)
)
= dT∇2

xL(x
∗, λ∗)

同时右乘 d即得 dT∇2f(x∗)d = dT∇2
xL(x

∗, λ∗)d，从而由条件得证。

由此，我们证明极小化 Pσ(x, λ)的二阶充分条件和上述二阶充分条件可以相互转化：

定理 5.22 (乘子罚函数性质)

♡

若存在 x∗, λ∗ 满足等式约束问题的二阶充分条件，则存在 σ0 使得 σ > σ0 时 x∗ 是 Pσ(x, λ
∗)的

严格局部极小点。

若 x̄是等式约束问题的可行解，且存在 λ̄, σ使得 ∇xPσ(x̄, λ̄) = 0、∇2
xPσ(x̄, λ̄)正定，则 x̄是等

式约束问题的严格局部极小点。

证明 原问题推罚函数：由于 c(x∗) = 0直接计算可知

∇xPσ(x
∗, λ∗) = ∇xL(x

∗, λ∗) = 0

于是只需证明证明对充分大的 σ，有∇2
xPσ(x

∗, λ∗)正定。记 L = ∇2
xL(x

∗, λ∗), C = A(x∗)T，即已知对

任何 Cd = 0的 d有 dTLd > 0，且 L对称，求证存在充分大 σ使得 L+ σCTC 正定。

由于 xTCTCx = ∥Cx∥2，只要 Cx ̸= 0，必然有 xTCTCx ̸= 0，当 Cx = 0 时，必然 xTLx +
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σxTCTCx > 0，否则，考虑 |xTLx|
xTCTCx

。由

|xTLx|
xTCTCx

=
|xTLx|
xTx

xTx

xTCTCx

对两部分分别估算。设 L的正交相似对角化为 QTDQ，则
|xTLx|
xTx

=
|yTDy|
yT y

≤ max |D| = ρ(L)

其中 y = Qx，max |D|代表其对角元模长最大值，而这恰为 L的谱半径 (特征值模长最大值)。另一方
面，由于 CTC 对称，且 Cx ̸= 0，类似可知 xTCTCx

xT x
大于等于 CTC 相似对角化后的最小非零对角元

(事实上这即为 C 最小非零奇异值的平方)，记为 σ2m。结合两者可知
|xTLx|
xTCTCx

≤ ρ(L)

σ2m

于是取 σ > ρ(L)
σ2
m
，代入即得对任何 x有 xTLx+ σxTCTCx > 0，满足正定性。

罚函数推原问题：沿用上方记号，即需要证明，存在 σ满足 L+σCTC正定对称时，对任何Cd = 0

的非零 d必有 dTLd > 0。由正定定义知满足条件的 d有

dTLd+ σdTCTCd = dTLd > 0

得证。�
∇xPσ(x̄, λ̄) = 0且 ∇2

xPσ(x̄, λ̄)正定就是 x̄是 Pσ(x, λ̄)局部极小点的二阶充分条件。

但是，乘子罚函数的弊端在于，我们无法直接得知最优时的 λ，因此必须估计 λ才能得到有效的

最优解。于是构建出算法：

算法 5.23 (乘子罚函数法)

♠

1. 给定初始点 x0、初始估计 λ0、σ0 > 0, β > 1, γ ∈ (0, 1), ε > 0，令 k = 0, σ = σ0。

2. 以 xk 作为初始迭代点求解 minx∈Rn Pσk
(x, λk)，记结果为 xk+1。

3. 若 ∥c(xk+1)∥ < ε，则停止迭代并输出 xk+1，否则令 λk+1 = λk − σkc(xk+1)。

4. 若 ∥c(xk+1)∥
∥c(xk)∥ ≥ γ，则置 σ = βσ，否则 σ不变，令 k = k + 1，回到第二步。

证明 我们主要说明乘子更新过程的合理性。计算 ∇xPσ(x, λ)可知乘子应满足

∇f(xk+1)−A(xk+1)
Tλk + σkA(xk+1)

T c(xk+1) = 0

于是更新后 λk+1满足

∇f(xk+1)−A(xk+1)
Tλk+1 = 0

这即是说 (xk+1, λk+1)构成 L的驻点，在此基础上可对 c(xk+1)进一步优化。�
一般 σ0已经取得充分大，于是算法主要在二三两步反复。

5.4 内点法

5.4.1 障碍函数

对于等式约束最优化问题，罚函数方法的搜索是在全空间中的，并且只能保证结果趋于可行域。本

节介绍的两种方法，则都是保持在可行域内部进行搜索，以严格满足约束条件，因此相对适用于不等

式约束的非线性最优化问题。
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5.4 内点法

定义 5.24 (障碍函数)

♣

考虑不等式约束最优化问题 ming(x)≥0 f(x)，其中 g(x) = (g1(x), . . . , gm(x))T，并记其可行域为

S。其障碍函数定义为满足如下要求的 S◦ → R连续函数 Bθ(x)：它能写成 f(x) + θψ(x)的形式，

障碍因子 θ > 0一般很小，ψ(x)是连续函数且在 ∂S 趋于正无穷a。

a定义中内部 S◦ 与边界 ∂S 的定义见附录

�
由于等式约束可以写为两个不等式约束，这个表示方法也包含等式约束，但存在等式约束时 S的内部

一般为空，障碍函数没有意义。

两种经典的障碍形式是 ψ(x) =
∑m

i=1
1

gi(x)
或 ψ(x) = −

∑m
i=1 ln gi(x)，当 x趋向可行域边界时，函

数 Bθ(x) → +∞，否则，由于 θ很小，函数 Bθ(x)的取值近似于 f(x)。于是，我们可以通过求解带约

束最优化问题 minx∈S◦ Bθ(x)得到原问题的近似解。�
需要解释的是，障碍问题表面上看起来仍是带约束的最优化问题，且它的约束条件比原来的约束还要

复杂。但是，由于函数 ψ(x)的障碍阻挡作用是自动实现的，从计算观点看，它完全可当作无约束问题

来处理，迭代点一定不会落在可行域的外部。

类似罚函数，障碍函数关于 θ的解也具有某种单调性：

定理 5.25 (障碍函数性质)

♡

若 θ1 > θ2 > 0，并记对应的 Bθ1 , Pθ1 为 B1, B2，最优解为 x1, x2，则在 ψ(x1) ≥ 0, ψ(x2) ≥ 0时

有

B1(x1) ≥ B2(x2), ψ(x1) ≤ ψ(x2), f(x1) ≥ f(x2)

证明 B：若 B1(x1) < B2(x2)，则

B2(x1) = B1(x1)− (θ1 − θ2)ψ(x1) < B2(x2)

与 x2最优性矛盾。

f：由于 B1(x1) ≤ B1(x2), B2(x2) ≤ B2(x1)，有

θ2B1(x1) + θ1B2(x2) ≤ θ2B1(x2) + θ1B2(x1)

移项后 ψ部分抵消，得到 (θ1 − θ2)(f(x1)− f(x2)) ≥ 0，从而得证。

ψ：若 ψ(x1) > ψ(x2)，则

B1(x2) = f(x2) + θ1ψ(x2) < f(x2) + θ1ψ(x1)

由已证 f(x1) ≥ f(x2)，于是 B1(x2) < B1(x1)，与 x1最优性矛盾。�
据此，取正的障碍函数时，f 随 θ单调增加，在 θ → 0+时极限一定存在。但由于约束最优化问题的解

很可能出现在边界上，而障碍函数在边界处的情况无法保证，这里无法简单得到 θ充分小时收敛于最

优。

于是可以构造迭代：

算法 5.26 (障碍函数法)

♠

1. 给定初始可行点 x0 ∈ S◦，初始障碍因子 θ0 > 0, β ∈ (0, 1), ε > 0。令 k = 0。

2. 以 xk 作为初始迭代点求解 minx∈S◦ Bθk(x)，记结果为 xk+1。

3. 若 θkψ(xk+1) < ε，则停止迭代并输出 xk+1，否则令 θk+1 = βθk，k = k+1，回到上一步。
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5.4 内点法

5.4.2 原始-对偶方法

与类似罚函数构造的障碍函数不同，原始-对偶方法类似 Lagrange-Newton法，给出了另一个内点
迭代的思路。先将一般约束最优化问题 (NLP)转化成如下形式：

min f(x)

s. t. cE(x) = 0

cI(x)− s = 0

s ≥ 0

� 练习 5.7计算此问题的 K-T条件。
解注意此时 s也是变元。记AE(x) = JcE (x), AI(x) = JcI (x)，假设 cE的乘子为 y，cI 的乘子为 z，s的

乘子为 l，可得L(x, s, y, z, l) = f(x)−yT cE(x)−zT (cI(x)−s)−lT s，对 x求梯度即有∇f(x)−AE(x)
T y−

AI(x)
T z = 0，而对 s求梯度可得 z = l。约束条件必须满足，因此有 cE(x) = 0, cI(x) − s = 0, s ≥ 0，

又根据 K-T条件中的不等式约束的情况知 l ≥ 0, lisi = 0, ∀i，综合后由 z = l消去 l可得

∇f(x)−AE(x)
T y −AI(x)

T z = 0

sizi = 0, ∀i

cE(x) = 0

cI(x)− s = 0

s ≥ 0, z ≥ 0

此时 Lagrange函数为 L(x, y, z) = f(x)− yT cE(x)− zT cI(x)。

记 diag(s)为将 s的元素放在对角元的对角阵，则 diag(s)z = 0即代表 sizi = 0, ∀i。将复杂的不等
式约束通过互补松弛条件转化为 s ≥ 0, z ≥ 0的简单约束后，若找到初始的可行 s, z，就不难保持在可

行域中迭代，这就是原始-对偶法的思路。不过，具体迭代求解的过程仍然需要使用 Newton法：
� 练习 5.8计算利用 Newton迭代从上方 K-T条件根据当前的 x, s, y, z得到的增量 δx, δs, δy, δz。

解在不考虑不等式约束时，可直接对应计算得到：
∇2

xL(x, y, z) O −AE(x)
T −AI(x)

T

O diag(z) O diag(s)

−AE(x) O O O

−AI(x) I O O




δx

δs

δy

δz

 = −


L(x, y, z)

diag(s)z

−cE(x)
−cI(s) + s


根据包含 Lagrange乘子的迭代，可以给出完整的算法：

算法 5.27 (原始-对偶算法)
1. 给定初始可行的 x0, s0 与乘子初始估计 y0, z0，且满足 s0 > 0, z0 > 0，给定 τ ∈ (0, 1)，令

k = 0。

2. 若 xk, sk, yk, zk 符合终止条件，则停止迭代并输出。否则，根据 Newton 迭代的方程解出
δ
(k)
x , δ

(k)
s , δ

(k)
y , δ

(k)
z 。

3. 计算
α(k)
s = max

α∈(0,1]
{sk + αδ(k)s ≥ (1− τ)sk}
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5.4 内点法

♠

α(k)
z = max

α∈(0,1]
{zk + αδ(k)z ≥ (1− τ)zk}

4. 更新
xk+1 = xk + α(k)

s δ(k)x , sk+1 = sk + α(k)
s δ(k)s

yk+1 = yk + α(k)
z δ(k)y , zk+1 = zk + α(k)

z δ(k)z

令 k = k + 1，回到第二步。

�
τ 一般很接近 1，如取 0.995。

第三步中的不等式条件称为边界比例原则 [fraction to the boundary rule]，确保了 s与 z不会过快趋

向有分量为 0的情况而无法继续迭代。
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第 6章 凸优化

内容提要

h 仿射集、凸集、锥

h 凸函数的定义与性质

h 凸优化例子

h 强弱对偶性

h 互补松弛条件

h 可行/不可行点起始的牛顿法
h 障碍函数法的实践

h 原始-对偶内点法

6.1 凸函数

6.1.1 仿射集与凸集

凸优化指的是在凸集上针对凸函数的优化问题，因此，需要先解决凸集与凸函数的定义问题。回

顾第二章提到过的凸集定义，本节中，我们将从仿射集走向凸集。

定义 6.1 (仿射集)

♣若一个集合 C ⊂ Rn满足 ∀x, y ∈ C, λ ∈ R, λx+ (1− λ)y ∈ C，则称集合 C 是仿射集 [affine set]。

�
也即对集合中任何两点，它们连成的直线也在集合中。对比定义可以发现，仿射集一定是凸集。

� 练习 6.1对任何矩阵 A ∈ Rm×n，向量 b ∈ Rm，证明 C = {x | Ax = b}是仿射集，并在 C 非空时找到

线性空间 V 与向量 x0使得 C = V + x0。

解直接验证即可知为仿射集。只要 C 非空，取 V = {x | Ax = 0}，并任取 x0 ∈ C 即可验证满足条件。�
由此直接推出超平面 {x | aTx = b}是仿射集。
与凸集对应凸组合类似，仿射集也可对应仿射组合：

定义 6.2 (仿射组合)

♣

对于 Rn 中的一些点 a1, . . . , an，定义它们的一个仿射组合 [affine combination]为
∑n

i=1 λiai，其

中
∑n

i=1 λi = 1。

定理 6.3 (仿射集的等价定义)

♡

1. 集合 C 是仿射集的等价于其中任意有限个点的仿射组合仍在其中。

2. 集合 C 是非空仿射集等价于其可以写成 V + x0，其中 V 为某线性空间，x0为某向量。

证明
1. 与第二章中凸集等价定义证明完全类似。
2. 左推右：任取 x0 ∈ C，定义 V = C − x0，利用其包含 0，可验证对加法、数乘封闭性，从而成
为线性空间。右推左：直接验证即可。

在代数中，有不少生成的概念，基本都是表示包含给定集合的符合要求的最小子集，例如生成子
空间、生成子群。类似地，从任何集合出发也可以生成一个仿射集/凸集，这就称为仿射包/凸包：



6.1 凸函数

定义 6.4 (仿射包、凸包)

♣

对任何集合 A，其所有点任意仿射组合形成的集合：

aff(A) =

{∑
i

λixi | xi ∈ A,
∑
i

λi = 1

}
称为其仿射包 [affine hull]，而所有点任意凸组合形成的集合：

conv(A) =

{∑
i

λixi | xi ∈ A, λi ≥ 0,
∑
i

λi = 1

}
称为其凸包 [convex hull]。

定理 6.5 (生成性)

♡A的仿射包/凸包是仿射集/凸集，且任何包含 A的仿射集/凸集都包含其仿射包/凸包。

证明 只证明凸集的情况，对仿射集类似。对任何 x, y ∈ conv(A)，假设由定义表示为 x =
∑m

i=1 λixi，

y =
∑n

i=1 µiyi，则对 λ ∈ [0, 1]有

λx+ (1− λ)y =

m∑
i=1

(λλi)xi +
n∑

i=1

(µi − µiλ)yi

可验证所有系数非负且和为 1，从而 λx+ (1− λ)y ∈ conv(A)，符合凸集定义。

由凸集等价定义，包含 A的凸集必然包含 A中所有点任意凸组合，也就是 A的凸包。

下面给出一些凸集的重要例子：

� 练习 6.2证明下述集合是凸集：
1. 半空间 {x | aTx ≤ b}
2. 多面体集 {x | Ax ≤ b, Cx = d}
3. Rn×n中的所有对称矩阵/正定矩阵/半正定矩阵
4. 任何范数下的球 {x | ∥x∥ ≤ r, r > 0}
5. 任何范数下的锥 {(x, r) | ∥x∥ ≤ r, r > 0}

解前两问根据定义容易验证，第三问利用正定/半正定矩阵满足的 xTAx性质可验证，后两问通过范数

的三角不等式与数乘性质验证。

除了这些之外，在第二章线性规划可行域性质处已经证明了凸集的交是凸集，此性质也常用于判
定凸集。

6.1.2 锥

某种意义上，仿射集是凸集的要求中提取了“和为 1”的部分所定义的集合，而如果提取要求中
“系数非负”的部分，可以得到另一个重要集合：

定义 6.6 (凸锥、锥)

♣

若一个集合 C ⊂ Rn 满足 ∀x, y ∈ C, λ, µ ≥ 0, λx + µy ∈ C，则称集合 C 是凸锥 [convex cone]。
若一个集合 C ⊂ Rn满足 ∀x ∈ C, λ ≥ 0, λx ∈ C，则称集合 C 是锥。

�
由于 (aλ, a(1 − λ))在 a ≥ 0, λ ∈ [0, 1]时可以得到任何非负向量，凸锥与是凸集的锥等价。后续叙述

锥的更多相关定义时，“锥”一般都指凸锥，这是因为凸锥才有与凸集、仿射集对应的性质。

完全类似定义锥组合与锥包：
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6.1 凸函数

定义 6.7 (锥组合、锥包)

♣

对于 Rn 中的一些点 a1, . . . , an，定义它们的一个锥组合 [conic combination]为
∑n

i=1 λiai，其中

λi ≥ 0。

对任何集合 A，其所有点任意锥组合形成的集合：{∑
i

λixi | xi ∈ A, λi ≥ 0

}
称为其锥包 [conic hull]。

定理 6.8 (锥包的生成性)

♡A的锥包是凸锥，且任何包含 A的凸锥都包含其锥包。

证明 与上方证明类似。

下图直观展示了凸包与锥包：

图 6.1: 凸包与锥包

可以看出，凸包与原点是无关的，即原集合平移其凸包也会平移 (仿射包也满足此性质)，但锥包
需要从原点出发，因此与原点相关。

在锥中，有一类特殊的锥非常重要，即正常锥：

定义 6.9 (正常锥)

♣

满足以下三个条件的凸锥K 称为正常锥 [proper cone]：
1. K 是闭集；
2. K◦非空；

3. x ∈ K,−x ∈ K ⇔ x = 0。

定理 6.10 (正常锥基本性质)

♡正常锥中不包含任何直线。

证明 若 K 中有某条直线 a + λb, λ ∈ R, b ̸= 0，由其为锥可知 {xa + yb | x > 0, y ∈ R} ⊂ K，再由闭

性知 {yb | y ∈ R} ⊂ K，与第三条性质矛盾。

正常锥的重要性在于，它可以在空间中诱导一个性质良好的偏序关系，如下方的例子。

定义 6.11 (正常锥诱导偏序)

♣给定正常锥K，定义关系 x ⪯K y ⇔ y − x ∈ K，称为此正常锥诱导的偏序关系。
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6.1 凸函数

证明 由于原点在K中，x ⪯K x成立；若 x−y ∈ K, y−x ∈ K，由定义 x = y；若 x−y ∈ K, y−x ∈ K，

根据凸锥定义 x− z = (x− y) + (y − z) ∈ K，于是此关系满足偏序关系定义。

� 练习 6.3证明对正常锥K，其诱导的偏序关系 ⪯有如下性质：
1. x ⪯ y, u ⪯ v ⇒ x+ u ⪯ y + v

2. x ⪯ y, α ≥ 0 ⇒ αx ⪯ αy

3. xi ⪯ yi, limi→∞ xi = x, limi→∞ yi = y ⇒ x ≤ y

解
1. (y + v)− (x+ u) = (y − x) + (v − u) ∈ K

2. αy − αx = α(y − x) ∈ K

3. y − x = limi→∞(yi − xi) ∈ K(利用正常锥闭性)
类似其他偏序关系，我们可以讨论其中的极小、极大与最小、最大元素：

� 练习 6.4验证 K = {(u, v) | u ≥ 0, v ≥ 0}是正常锥，假设其诱导的偏序关系为 ⪯K，求下图 S1, S2 中

所有的极小元与最小元：

图 6.2: 偏序关系下的极小与最小

解直接验证可得其为正常锥，其对应的偏序关系即为 (a, b) ⪯K (c, d) ⇔ a ≤ c, b ≤ d，于是 S1中极小

元与最小元均只有 x1，S2中 x2所在边上都为极小元，没有最小元。

根据极小的定义，集合 S在锥K 下的极小元 x满足 ∀s ∈ S, s ⪯K x⇔ x = s，也即 s ∈ S, x− s ∈
K ⇒ x = s，从而等价于 (x−K)∩S = {x}。而对最小元，由于 ∀s ∈ S, x ⪯K s，即等价于 S ⊂ x+K。

类似地，极大元等价于 (x+K) ∩ S = {x}，最大元则等价于 S ⊂ x−K。

6.1.3 凸函数

在解决了凸集相关的定义后，我们就可以给出凸函数的定义：

定义 6.12 ((严格)凸函数)

♣

对函数 f : D → R，若满足 D ∈ Rn为凸集，且

∀x, y ∈ D,λ ∈ [0, 1], f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

则称 f 为凸函数。若上方不等式的等号成立当且仅当 λ = 0、λ = 1或 x = y，则称 f 为严格凸

函数。
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6.1 凸函数

�
有时会定义 f 为 (严格)凹函数当且仅当 −f 为 (严格)凸函数，不过此定义使用较少。
与凸集等价定义类似，凸函数的条件有等价的写法：

定理 6.13 (琴生不等式)

♡

对函数 f : D → R，若满足 D ∈ Rn为凸集，则 f 是凸函数等价于

∀xi ∈ D,λi ≥ 0,
∑
i

λi = 1, f

(∑
i

λixi

)
≤
∑
i

λif(xi)

证明 与凸集等价定义类似归纳验证即可。

此外，凸函数还有两个重要的性质：

定理 6.14 (下水平集凸性)

♡若 f : D → R是凸函数，对任何 t，{x | f(x) ≤ t}(称为下水平集)是凸集。

证明 若 f(x1) ≤ t, f(x2) ≤ t，有 f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2) ≤ t, ∀λ ∈ [0, 1]，从而得

证。�
反之，若一个函数任何下水平集是凸集，其称为拟凸函数，但未必是凸函数，如 f(x) = x− |x|。若一
个函数在定义域大于 0且其 ln是凸函数，其称为对数凸函数。

定理 6.15 (局部最优解是全局最优解)

♡若 f : D → R是凸函数，则其任何局部最小点一定也是全局最小点。

证明 对局部最小点 x ∈ D，若存在 y ∈ D使得 f(y) < f(x)，记 g(λ) = λy + (1− λ)x。根据局部最小

性，存在 ϵ > 0使得 λ ∈ [0, ϵ]时 f(g(λ)) ≥ f(x)，但又有 f(g(λ)) ≤ λf(y)+ (1−λ)f(x) < f(x)，矛盾。

虽然上述定义已经足以推出很多良好的结果，也给出了凸函数的一个直观的几何性质：图像上任

两点之间的函数图像在两点连线之下，但由于大部分时候处理的函数具有一定光滑性，更常用的是下

面的一阶、二阶判据：

定理 6.16 (凸函数一阶条件)

♡

对定义在凸集 D上且一阶可微的 f，其为凸函数当且仅当

∀x, y ∈ D, f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T (y − x)

严格凸函数当且仅当对 y ̸= x大于号成立。

证明 根据凸函数的定义，我们只需要要考虑任何两个 x, y连线上的情况，而这又意味着对函数 g(t) =

f(tx+ (1− t)y)考察性质，因此可以不妨设 f 为一维。

一阶推零阶：若满足一阶条件时存在 x < y, λ ∈ (0, 1)满足 f(λx+(1−λ)y) > λf(x)+(1−λ)f(y)，
记 z = λx+ (1− λ)y，则一阶条件即

f(z)− f(x)

z − x
≤ f ′(z) ≤ f(y)− f(z)

y − z

然而，假设可化为 f(z)−f(x)
z−x > f(y)−f(z)

y−z ，矛盾。将上方证明中 ≤变为 <，>变为 ≥，即为严格凸的证
明。
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6.1 凸函数

零阶推一阶：类似上方，对 x < z < y，零阶条件可化为
f(y)− f(z)

y − z
≤ f(z)− f(x)

z − x

由不等式变形可得
f(x)− f(y)

x− y
≤ f(x)− f(z)

x− z

分正负讨论可知 f(x+∆x)−f(x)
∆x 随 ∆x减少而单调减，由此根据导数定义即得 ∆x > 0时

f(x−∆x)− f(x)

−∆x
≤ f ′(x) ≤ f(x+∆x)− f(x)

∆x

这即可变形为一阶条件。将上方证明中 ≤变为 <，即为严格凸的证明。�
一阶判据也有漂亮的几何解释，即函数图像在图像上任何点的切面上方。

定理 6.17 (凸函数二阶条件)

♡

对定义在凸集 D上且二阶可微的 f，其为凸函数当且仅当 ∇2f(x)处处半正定。

若∇2f(x)处处半正定，且任何使其不正定的 x都存在邻域 Bϵ(x)，其中除 x外均正定，则其为

严格凸函数。特别地，若至多有限点处不正定，则其为严格凸函数。

证明 类似上个定理，只需考虑一维的情况，注意到对凸函数，由上个定理证明过程，x < z < y时

f ′(x) ≤ f(z)− f(x)

z − x
≤ f(y)− f(z)

y − z
≤ f ′(y)

，于是 f ′(x)单调增加。反过来，f ′(x)单调增加时根据中值定理可得 x < z < y时
f(z)− f(x)

z − x
≤ f(y)− f(z)

y − z

因此凸函数等价于 f ′(x)单调增加，严格凸函数对应严格单调增加。由此可直接得到二阶条件。

由于二阶条件的情况较为复杂，对严格凸性很难找到简单的等价条件。不过，大部分情况下“至

多有限处不正定”已经足够使用了。

接下来仍然先给出一些凸函数的例子：

� 练习 6.5证明以下函数为凸函数：
1. 定义在 R上，f(x) = eax, a ∈ R；
2. 定义在正数上，f(x) = xa, a ≥ 1 or a ≤ 0；

3. 定义在 R上，f(x) = |x|p, p ≥ 1；

4. 定义在正数上，f(x) = − lnx；

5. 定义在非负实数上，f(x) = x lnx，0处用极限定义；
6. 定义在 Rn上，任何范数 f(x) = ∥x∥；
7. 定义在 Rn上，f(x) = max{x1, . . . , xn}；
8. 定义在 Rn上，f(x) = log

∑
i e

xi (此函数可看作最大值的光滑估算)；
9. 定义在 Rn中所有分量均正的象限上，f(x) = n

√∏
i xi；

10. 定义在正定矩阵上，f(X) = − ln detX。

证明 前九问直接通过零阶或二阶条件验证即可。对最后一问，由于对角阵行列式即为对角元乘积，由

− lnx凸性可得到定义在对角阵上的凸性。利用正定矩阵可同时对角化，若X,Y 正定，假设可逆阵 P
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6.2 对偶性质

满足 X ′ = P TXP, Y ′ = P TY P 均为对角阵，则

ln det(λX + (1− λ)Y )

= ln det(P−T (λX ′ + (1− λ)Y ′)P−1)

= ln det(λX ′ + (1− λ)Y ′)− 2 ln detP

≥λ ln detX ′ + (1− λ) ln detY ′ − 2(λ+ 1− λ) detP

=λ ln det(P−TX ′P−1) + (1− λ) ln det(P−TY ′P−1)

=λ ln detX + (1− λ) ln detY

从而得证。

除了直接得到凸函数以外，凸函数也可以组合出新的凸函数：

定理 6.18 (凸函数的组合)

♡

以下假设组合成的函数定义域为一切有定义的范围 (如下方第一个的定义域为
⋂m

i=1Dfi)：
1. 若 f1, f2, . . . , fm凸，w1, . . . , wm ≥ 0，则

∑
iwifi凸。

2. 若 f(x, y)给定任何 y ∈ A凸，w(y) ≥ 0, y ∈ A，则
∫
Aw(y)f(x, y)在积分存在时凸。

3. 若 f 凸，则 f(Ax+ b)亦凸。

4. 若 f1, f2凸，则 max{f1, f2}凸。
5. 若 f(x, y)给定任何 y ∈ A凸，supy∈A f(x, y)在存在时凸。

证明 前三问直接由零阶条件放缩即可，对 max，在 x < y, λ ∈ (0, 1) 时，由于 max{f1, f2}(x) ≥
f1(x),max{f1, f2}(y) ≥ f1(y)，即有 λmax{f1, f2}(x) + (1− λ)max{f1, f2}(y) ≥ f1(λx+ (1− λ)y)同

理其 ≥ f2(λx+ (1− λ)y)，因此得证，对 sup证法类似。

一般来说，需要考虑具体形式的凸函数均能通过一些常见凸函数组合而成。对凸优化来说，问题

的特殊性都是缘于凸函数的良好性质。

6.2 对偶性质

6.2.1 概念与例子

给出凸优化的具体定义：

定义 6.19 (凸优化)

♣

形如
min f0(x)

s. t. fi(x) ≤ 0 i = 1, . . . ,m

aTj x = bj j = 1, . . . , p

(6.1)

的最优化问题被称为凸优化问题 [convex optimization]，其中 f0, f1, . . . , fm均为凸函数。

值得注意的是，在之前讨论有约束最优化时，我们一般把约束写成 ci(x) ≥ 0的形式，而这里为了

利用凸函数的性质，约束均为 fi(x) ≤ 0。
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定理 6.20 (凸优化的性质)

♡对凸优化问题，任何局部最优解都是全局最优解。

证明 由凸函数下水平集是凸集，fi(x) ≤ 0是凸集，而之前已证 aTj x = bj 也是凸集，因此可行域 S 是

一些凸集的交，也是凸集。将 f0(x)看作定义域 S 上的函数，问题变为凸函数的最小值点，而上一节

已证明其局部最小值即为全局最小值。

根据此性质，对凸优化问题只需要找到局部最优点，就能保证其全局最优，因此之前介绍的对有

约束最优化的各种处理方法都能用于寻找全局最优解。另一个等价条件是：

定理 6.21 (等式约束凸优化最优条件)

♡

对只有等式约束的凸优化问题
min f0(x)

s. t. Ax = b
(6.2)

其最优解是 x∗可推出对任何满足 Au = 0的 u都有 ∇f(x∗)Tu ≥ 0。

证明 由于 Ax = b在某点的可行方向即为所有 Au = 0的方向，通过绪论中的几何必要条件知结论。

之前已经证明了线性规划的可行域为凸集，且 cTx是凸函数，因此线性规划问题是凸优化问题的

特殊情况。此外，当 G半正定时，1
2x

TGx+ cTx也是凸函数，这时对应的二次规划问题也是凸优化问

题。注意到，线性规划问题可以看作凸二次规划问题的特殊情况，即 G = O。我们还可以进一步推广

凸二次规划问题：

定义 6.22 (二次约束二次规划)

♣

形如
min

1

2
xTP0x+ qT0 x+ r0

s. t.
1

2
xTPix+ qTi x+ ri ≤ 0 i = 1, . . . ,m

Ax = b

(QCQP)

的最优化问题称为二次约束二次规划 [quadratically constrained quadratic program, QCQP]，其中 Pi

均半正定。

定义 6.23 (二阶锥规划)

♣

形如
min fTx

s. t. ∥Lix+ gi∥2 ≤ cTi x+ di i = 1, . . . ,m

Ax = b

(SOCP)

的最优化问题称为二阶锥规划 [second order cone program, SOCP]。

这两个问题有关系：

定理 6.24 (QCQP与 SOCP)

♡任何 QCQP问题都可以等价为 SOCP问题，于是 SOCP是 QCQP的推广。
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证明 首先，问题 (QCQP)可以等价为

min
x,y

y
1

2
xTP0x+ qT0 x+ r0

s. t.
1

2
xTP0x+ qT0 x− y + r0 ≤ 0

1

2
xTPix+ qTi x+ ri ≤ 0 i = 1, . . . ,m

Ax = b

这样就将目标函数转化为了线性函数。接着，考虑 ∥Lx+ g∥2 ≤ −qTx− r+ 1
2，其中 L =

(
P 1/2

qT

)
, g =(

0

r + 1
2

)
。计算其与其转置乘积即可化为 1

2x
TPx + qTx + r ≤ 0。从而每个约束都能写为二阶锥的形

式。

6.2.2 乘子函数

为了对一般的凸优化问题提供算法，我们仍然需要从乘子考虑。由于不等式约束是 fi(x) ≤ 0的形

式，其乘子的符号会与之前的有约束最优化问题有一定区别。考虑问题 (未必是凸优化)

min f0(x)

s. t. fi(x) ≤ 0 i = 1, . . . ,m

hj(x) = 0 j = 1, . . . , p

(6.3)

并假设可行域非空 (此后如无特殊说明，默认可行域非空)，其乘子一般写成

L(x, λ, ν) = f0(x) +
m∑
i=1

λifi(x) +

p∑
j=1

νjhj(x)

� 练习 6.6写出问题 (6.3)对应的 K-T条件 (注意符号)。
解 

∇xL(x, λ, ν) = 0

fi(x) ≤ 0 i = 1, . . . ,m

hj(x) = 0 j = 1, . . . , p

λi ≥ 0 i = 1, . . . ,m

λifi(x) = 0 i = 1, . . . ,m

对偶方法的思路即为从 λ与 ν 出发得到问题的最优解。具体来说，可以如下定义对偶：

定义 6.25 (对偶函数、对偶问题)
记问题 (6.3)中所有函数定义域交集为 D，则其 Lagrange对偶函数 (或对偶函数 [dual function])
定义为

g(λ, ν) = inf
x∈D

L(x, λ, ν)
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♣

而其对偶问题定义为
max g(λ, ν)

s. t. λ ≥ 0
(6.4)

下面首先说明，前文中线性规划问题的对偶是此对偶的特殊情况：

� 练习 6.7证明线性规划问题 (LP)的对偶是问题 (DP)。
解其乘子函数为 L(x, λ) = cTx+ λT(1)(b−Ax) + λT(2)(−x) =

(
cT − λT(1)A− λT(2)

)
x+ λT(1)b，从而

g(λ) =

λT(1)b cT − λT(1)A− λT(2) = 0

−∞ cT − λT(1)A− λT(2) ̸= 0

直接写出对偶问题为

max g(λ) s. t. λ(1) ≥ 0, λ(2) ≥ 0

由于其最大值只可能在 cT − λT(1)A− λT(2) = 0时取到，记 w = λ(1)，可化简为

max bTw s. t. w ≥ 0, c−ATw ≥ 0

这就是问题 (DP)。
从上方的推导已经可以发现，对偶问题的可行域除了要求 λ ≥ 0之外，还应要求 g(λ, ν) > −∞，

这样才有进行优化的意义，满足这两个条件的 λ, ν 称为对偶可行。
由于线性规划的对偶问题有着良好的性质，我们希望这里一般情况的对偶也能满足此性质。事实

上有：

定理 6.26 (弱对偶性质)

♡

假设问题 (6.4) 最优值为 g∗，问题 (6.3) 最优值为 v∗，则有 g∗ ≤ v∗。这称为弱对偶性质 [weak
dualily]，而 v∗ − g∗则称为最优对偶间隙 [optimal duality gap]。

证明 记原问题可行域为S，则有 g(λ, µ) ≤ infx∈S L(x, λ, µ)，而 x ∈ S时L(x, λ, µ) = f0(x)+
∑

i λifi(x)，

由于 λi ≥ 0, fi(x) ≤ 0，有 L(x, λ, µ) ≤ f0(x)，从而 g(λ, µ) ≤ infx∈S f0(x) = v∗，得证。

更进一步地，我们希望 g∗ = v∗，但这并不总是成立：

定义 6.27 (强对偶性质)

♣

若问题 (6.4) 最优值 g∗ 与问题 (6.3) 最优值 v∗ 满足 g∗ = v∗，则称此问题有强对偶性质 [strong
duality]。

线性规划问题在原问题对偶问题可行域都非空时具有强对偶性质，此外，凸优化问题在添加简单

的条件后就能具有强对偶性质：

命题 6.28 (Slater条件)

♠

当凸优化问题 (6.1)存在 x ∈ relint(D)使得 fi(x) < 0, Ax = b时，其满足强对偶性质。这样的

x称为相对可行内点 [relative feasible interior point]。这里 relint代表相对内部，也即D在 aff(D)

中的内部。

�
相对内部保证了内部不随空间改变而改变。例如，平面上的圆的内部是去掉圆周，而空间中圆的内部
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6.3 数值解法

是空集。但是，考虑相对内部后，空间中只考虑圆的仿射包 (包含圆的平面)，于是圆的相对内部仍然
为去掉圆周。

6.2.3 K-T条件

在考虑对偶问题的利用方法前，我们用另一种方式去理解弱对偶性质：由于原最优化问题可以看

作

min
x

{
f0(x) +

∑
i

I−(fi(x)) +
∑
j

I0(hj(x))

}
, I−(u) =

0 u ≤ 0

+∞ u > 0
, I0(u) =

0 u = 0

+∞ u ̸= 0

而当 λi ≥ 0时 λifi(x) ≤ I−(fi(x)), νjhj(x) ≤ I0(hj(x))，因此 L(x, λ, ν)在最优 x下的取值 g(λ, µ)可

以看作原问题的一个下界。

根据弱对偶性质与原问题、对偶问题的定义，只要有可行的 x与对偶可行的 λ, µ，必有

g(λ, µ) ≤ g∗ ≤ v∗ ≤ f0(x)

于是，对满足强对偶性质的问题，只要通过优化使得 f0(x)− g(λ, µ) → 0，得到的值必然是原问题与对

偶问题的最优值，这个差称作对偶间隙 [duality gap]。若可使对偶间隙为 0，还能得到更重要的性质：

定理 6.29 (互补松弛条件)

♡

对满足强对偶性质的问题 (6.3)，设原问题最优解 x∗，对偶问题最优解 λ∗, ν∗，必有

λ∗i fi(x
∗) = 0, i = 1, . . . ,m

此条件称为互补松弛条件 [complementary slackness condition]。

证明 由强对偶性知

g∗ = inf
x

{
f0(x) +

∑
i

λ∗i fi(x) +
∑
j

ν∗j hj(x)
}
≤ f0(x

∗) +
∑
i

λ∗i fi(x
∗) +

∑
j

ν∗j hj(x
∗) ≤ f0(x

∗) = v∗

中的等号必须取到，因此有
∑

i λ
∗
i fi(x

∗) +
∑

j ν
∗
j hj(x

∗) = 0，而后半部分求和在可行点为 0，前半部分
由可行性每项都 ≥ 0，于是只能全为 0。�
优化问题中“松弛”指不取等的不等式约束，如 fi(x) < 0或 λi > 0，而“互补松弛”即是说 fi(x)与

λi不能同时松弛。

容易发现，互补松弛条件与可行性约束 (fi(x∗) ≤ 0, hj(x
∗) = 0, λ∗ ≥ 0)构成了 K-T条件的后四条，

而若原问题可微，根据 g(λ, ν)的最小性可知使得 L(x, λ, µ) = g(λ, ν)的 x一定有∇xL(x, λ, ν) = 0，于

是我们可以得到：

命题 6.30 (强对偶下的 K-T条件必要性)

♠对于可微且满足强对偶性质的问题 (6.3)，原问题最优解与对偶问题最优解必须满足 K-T条件。

85



6.3 数值解法

6.3 数值解法

6.3.1 等式约束凸优化

由于凸优化问题不存在一般的解析方法，我们还是需要构造数值方法。回顾有约束最优化的讨论

过程，我们仍然从如下的等式约束凸优化问题开始讨论：

min f(x)

s. t. Ax = b
(6.5)

其中 f 是 Rn上的二阶可微凸函数，此外与线性规划相同假设 A行满秩，并假设最优解 x∗存在，对应

最优值 v∗。

� 练习 6.8证明问题 (6.5)满足 Slater条件，从而有强对偶性质。
解 由已证，S = {x | Ax = b} 是一个仿射集，因此其仿射包 aff(S) = S。而由于 S 在 S 中为开集

(S = Rn ∩ S，Rn 是开集)，S 在 S 中的内部即为 S 自身，也即 relint(S) = S，而其中任何点都满足

Ax = b，于是存在相对可行内点，Slater条件成立。
� 练习 6.9写出问题 (6.5)对应的 K-T条件。
解类似线性规划时直接计算可得 ∇f(x) +AT ν = 0

Ax = b

根据上节分析，这时的 K-T条件是最优解的必要条件。与一般的等式约束问题一样，它可以通过
Lagrange-Newton迭代求解：

� 练习 6.10计算问题 (6.5)的 Lagrange-Newton迭代步。
解由逐步二次规划一节中的迭代步计算，代入 c(x) = b−Ax，则 A(x) = −A，W (x, ν) = ∇2f(x)，直

接得到 (
∇2f(x) AT

A 0

)(
δx

δν

)
=

(
−∇f(x)−AT ν

b−Ax

)

若从可行点出发，b − Ax = 0，记 x的更新为 δxnt，并令更新后的乘子 w = ν + δν，迭代步可以

化简成 ∇2f(x)δxnt +ATw = −∇f(x)

Aδxnt = 0

值得注意的是，由于∇f(x+ δxnt) +ATw ≈ ∇f(x) +∇2f(x)δxnt +ATw，牛顿法的更新步也可以

看成 K-T条件的一次泰勒展开近似。此迭代的下降速率可以表示为：

定理 6.31 (牛顿法-下降速率)

♡

记 κ(x) =
√
δTxnt

∇2f(x)δxnt，则在 δxnt 方向的函数下降速率

d

dα
f(x+ αδxnt)

∣∣∣∣
α=0

= −κ(x)2
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6.3 数值解法

证明 直接计算
d

dα
f(x+ αδxnt)

∣∣∣∣
α=0

= ∇f(x)T δxnt = ∇f(x)T δxnt + wTAδxnt = −δTxnt
∇2f(x)δxnt

最后两步运用了迭代步的两个等式。

因此，κ(x)可以表征该步牛顿迭代的下降速率，由此作为中止条件，得到可行点出发的牛顿迭代：

算法 6.32 (等式约束凸优化牛顿法-可行初始点)

♠

1. 任选 Ax = b的解 x0，给定 ϵ > 0，令 k = 0。

2. 求解牛顿更新 δ
(k)
xnt，并计算对应的 κk = κ(xk)。

3. 若 κ2
k
2 < ϵ，停止迭代并输出，否则进入下一步。

4. 利用一维搜索获取步长因子 αk，并更新 xk+1 = xk + αkδ
(k)
xnt，k = k + 1，回到第二步。

若无法快速找到 Ax = b的一个根，迭代就需要从不可行点开始，这时迭代公式化为∇2f(x)δxnt +ATw = −∇f(x)

Aδxnt = b−Ax

从 K-T条件的角度，记余项 rdual(x, ν) = ∇f(x) +AT ν, rpri(x) = Ax− b，将方程rdual(x+ δxnt , w) = 0

rpri(x+ δxnt) = 0

展开至一阶，与上节相同可重新得到迭代公式。

注意到，Lagrange-Newton法中的价值函数 ψ(x, ν)恰为此处的 ∥rdual(x, ν)∥2 + ∥rpri(x)∥2，因此可
以通过价值函数的大小作为收敛标准：

算法 6.33 (等式约束凸优化牛顿法-任意初始点)

♠

1. 任选 x0，给定 ϵ > 0, τ ∈ (0, 12), γ ∈ (0, 1)，令 k = 0。

2. 计算价值函数 ψ(xk, νk)，若其小于 ϵ就停止迭代并输出，否则进入下一步。

3. 求解牛顿更新 δ
(k)
xnt , δ

(k)
νnt，并令 αk = 1。

4. 若
ψ
(
xk + αδ(k)xnt

, νk + αδ(k)νnt

)
> (1− τα)ψ(xk, νk)

则进入下一步，否则令 αk = γαk，重新执行这步。

5. 更新 xk+1 = xk + αkδ
(k)
xnt , νk+1 = νk + αkδ

(k)
νnt，k = k + 1，回到第二步。

本质来说，这里的两种牛顿法都是 Lagrange-Newton方法在等式约束凸优化问题的应用。不过，由
于具体的问题与初始条件的不同，算法结构也存在差异。

6.3.2 障碍函数法

对一般的凸优化问题 (6.1)，为方便设计算法，下面先作出几个假定：
所有 fi定义域为 Rn且二阶可微；

等式约束合成的 A行满秩；

最优解 x∗存在，最优值为 v∗；

存在 Ax = b且 fi(x) > 0的 x (这称为此问题严格可行 [strictly feasible])。
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6.3 数值解法

由所有 fi定义域为 Rn，问题的定义域D = Rn，于是再结合严格可行性知 Slater条件成立，即它
是强对偶的。由于这是一个不等式约束问题，有约束最优化章节中的两种内点法仍然可以使用。本段

先介绍障碍函数法，在下一段中介绍原始-对偶方法。
上一章中，障碍函数法 [barrier method]考虑的约束只有不等式约束，而一般凸优化问题由于等式

约束相对容易处理，障碍函数仍然是作用在不等式约束上。具体来说，原问题可以等价为 (I− 定义见
上节)

min
Ax=b

f0(x) +
∑
i

I−(fi(x))

而障碍函数的想法就是用光滑函数近似 I−，一个较好的选择是取 Î−(u) = −1
t ln(−u)，定义域为负实

数。其示意图像如图6.3实线，t越大近似程度越高。

图 6.3: t = 0.5, 1, 2时的 Î−(u)与 I−(u)对比

采用此近似后，障碍函数法对应的问题可以写为 (将优化目标乘 t以方便书写)

min f(x) +
1

t
ϕ(x)

s. t. Ax = b

(6.6)

这里 ϕ(x) = −
∑m

i=1 ln(−fi(x))称为对数障碍 [logarithmic barrier]。
� 练习 6.11计算 ∇ϕ(x),∇2ϕ(x)，并计算问题 (6.6)的 K-T条件。
解

∇ϕ(x) = −
∑
i

1

fi(x)
∇fi(x)

∇2ϕ(x) =
∑
i

1

f2i (x)
∇fi(x)∇fi(x)T −

∑
i

1

fi(x)
∇2fi(x)

于是进一步计算得 K-T条件为∇f0(x)−
∑

i
1

tfi(x)
∇fi(x) +AT ν = 0

Ax = b

只要能找到一个满足所有 fi(x0) < 0的起点 x0，对任何 t > 0，问题 (6.6)都可以采用牛顿法进行
求解。
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6.3 数值解法

定义 6.34 (中心路径、中心点)

♣

对给定 t的问题 (6.6)的最优解可以构成函数 x∗(t)，称为中心路径 [central path]，中心路径上的
点称为中心点 [centrol point]。

定理 6.35 (对偶可行的构造)

♡

对任何 t > 0，记 λ∗i (t) = − 1
tfi(x∗(t))，给定 t时最优解对应的乘子为 ν∗(t)，则 (λ∗(t), ν∗(t))对原

问题对偶可行。

证明 由 ϕ定义 fi(x
∗(t)) < 0，于是 λ∗(t) > 0。此外，K-T条件可化为

∇f0(x∗(t)) +
∑
i

λ∗i (t)∇fi(x∗(t)) +AT ν∗(t) = 0

由此计算得 x∗(t)是原问题的

L(x, λ∗(t), ν∗(t)) = f0(x) +
∑
i

λ∗i (t)fi(x) + ν∗(t)(Ax− b)

的驻点，且 λ∗(t) > 0可推出 L(x, λ∗(t), ν∗(t))是若干凸函数的正线性组合，从而仍然是凸函数，驻点

必然为最小值。于是，g(λ∗(t), ν∗(t)) = L(x∗(t), λ∗(t), ν∗(t)) > −∞，(λ∗(t), ν∗(t))对偶可行。

这个定理展示了障碍函数法对凸优化的良好效果：从任何 t，都可以得到一组对偶可行的乘子，更

进一步地，我们可以证明中心路径的收敛性：

定理 6.36 (障碍函数法-收敛性)

♡
lim
t→∞

f0(x
∗(t)) = v∗

证明 利用 Ax∗(t)− b = 0可知

g(λ∗(t), ν∗(t)) = f0(x
∗(t))−

m∑
i=1

fi(x
∗(t))

tfi(x∗(t))
= f0(x

∗(t))− m

t

从而根据 g(λ∗(t), ν∗(t)) ≤ v∗移项有

f0(x
∗(t))− v∗ ≤ m

t

又由于 f0(x
∗(t)) ≥ v∗即得证。

这意味着，只要我们取充分大的 t，就可以得到符合约束且任意接近最优的结果，而前提只是找到

一个内点 (严格可行点)出发进行迭代，足见障碍函数法对凸优化的效果。
事实上，从 K-T条件出发也可以观察到收敛性。计算发现 x∗(t), λ∗(t), ν∗(t)满足

∇xL(x
∗(t), λ∗(t), ν∗(t)) = 0

fi(x
∗(t)) < 0 i = 1, . . . ,m

Ax∗(t) = b

λ∗i (t) > 0 i = 1, . . . ,m

λ∗i (t)fi(x
∗(t)) = −1

t i = 1, . . . ,m

在 t→ ∞时，最后一个式子均趋于 0，因此趋于满足 K-T条件。下面给出完整的算法：
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6.3 数值解法

算法 6.37 (凸优化-障碍函数法)

♠

1. 给定严格可行点 x0，t0 > 0, γ > 1, ϵ > 0，令 k = 0。

2. 由牛顿法优化 minAx=b

{
f0(x) +

1
tk
ϕ(x)

}
，记最优解 xk+1。

3. 若 m
t < ϵ则停止迭代并输出，否则令 tk+1 = γtk，k = k + 1，回到第二步。

�
算法的每次循环称为外循环 [outer iteration]，而牛顿法的循环称为内循环 [inner iteration]。

6.3.3 单相法

虽然此算法在理论上已经足够优美，实践中仍然存在一些需要考虑的因素：

x∗(t)并不需要精确计算，因此内循环的迭代精度需要设置合适；

t0若太大，首个外循环可能需要太多次迭代，但 t0太小则导致外循环次数增加；

γ 越大，所需外循环次数会更少，而内循环的次数则会更多。

此外，还有一个重要的问题：初始的严格可行点未必容易找到。就像线性规划利用两阶段法寻找

初始可行基解，寻找初始严格可行点的算法称为单相法 [phase I method]。在求解问题 (6.1)前，先考虑
如下的问题：

min
x,s

s

s. t. fi(x) ≤ s i = 1, . . . ,m

Ax = b

(6.7)

由定义直接得出此问题的解与原问题可行/严格可行解的密切关系：

命题 6.38 (单相法的性质)

♠

记问题 (6.7)的最优值为 v̄∗，则：

若 v̄∗ < 0，原问题存在严格可行解，且任何 s < 0时的 x均严格可行；

若 v̄∗ = 0且最优值可以取到，原问题存在可行解但不存在严格可行解；

若 v̄∗ > 0或 v̄∗ = 0且最优值不可取到，原问题不存在可行解。

且由于此问题的严格可行条件为 fi(x) < s,Ax = b，只要取充分大的 s即可保证初始严格可行，从

而迭代后能判断原问题的解的情况。在得到当前 s < 0或由下界确定 v̄∗ > 0后，迭代即可停止。

6.3.4 原始-对偶方法

在可行点初始的牛顿法中，我们只需要对 x进行优化，w只是求解的中间变量；而任意点初始的

情况下，考虑 ν 能更好刻画结果的可行性与最优性。那么，既然一般的约束优化问题有两个乘子，直

接对两个乘子同时更新可能成为一个可靠的选择，这就是原始-对偶方法的思路。作为例子，我们先考
虑用原始-对偶方法求解障碍函数法产生的中间问题 (6.6)：

我们重新写出初始为可行点的牛顿迭代的具体方程 (这里 νnt表示更新后的乘子)：(
∇2f0(x) +

1
t∇

2ϕ(x) AT

A 0

)(
δx

νnt

)
=

(
−∇f0(x)− 1

t∇ϕ(x)
0

)
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计算仍可发现，它相当于对修正的 K-T条件 [modified K-T equations]
∇f0(x) +

∑
i λi∇fi(x) +AT ν = 0

λifi(x) = −1
t

Ax = b

消去 λi后进行一阶泰勒展开。

这意味着，对问题 (6.6)，修正 K-T条件是一个本质的条件，于是我们尝试由此出发构造原始-对偶
算法。记 f(x) = (f1(x), . . . , fm(x))T，修正K-T条件中的等式约束 (而不等式约束为 f(x) < 0与 λ ≥ 0)
可重新写为

rt(x, λ, ν) =


rdual(x, λ, ν)

rcent(x, λ)

rpri(x)

 =


∇f0(x) + Jf (x)

Tλ+AT ν

− diag(λ)f(x)− 1
t1

Ax− b

 = 0

这里 diag(λ)表示以 λ为对角元的对角阵，而 1为所有元素均 1的向量。从上到下的三个余项分别称
为对偶余项 [dual residual]、原始余项 [primal residual]与中心化余项 [centrality residual]。理论来说，只
要余项充分小，且两个不等式约束满足，我们就可以认为 x, λ, ν 充分逼近了最优解。

� 练习 6.12计算上述 rt(x, λ, ν)作为关于 x, λ, ν 的方程组的牛顿迭代更新步长。

解求导计算得须满足
∇2f0(x) +

∑
i λi∇2fi(x) Jf (x)

T AT

− diag(λ)Jf (x) − diag(f(x)) O

A O O



δx

δλ

δν

 = −rt(x, λ, ν)

这样得到的 δxpd
, δλpd

, δνpd 称为原始-对偶搜索方向 [primal-dual search direction]。注意到，直接使
用此式进行搜索、更新已经忽略了显式的 ϕ。

从搜索方向到完整的原始-对偶方法，还有两个任务需要完成：误差界的刻画与线性搜索。由于迭
代过程中不能严格保证 x可行，(λ, ν)对偶可行，原始-对偶方法对并没有 m

t 这样简单的界限刻画。我

们需要采取替代方案：

定义 6.39 (替代对偶间隙)

♣

对满足 f(x) < 0 与 λ ≥ 0 的 x 与 λ，定义替代对偶间隙 [surrogate duality gap] 为 η̂(x, λ) =

−f(x)Tλ。

由 λ∗(t)定义可知 η̂(x∗(t), λ∗(t)) = m
t ，于是替代对偶间隙确实可以刻画当前的对偶间隙。反过来

说，如果已知 η̂(x, λ)，可以估算当前的 t为 m
η̂，这就给出了更新 t的方式，与障碍函数法思路并不相

同。

此外，线性搜索也不能采取无约束最优化中的方案，因为需要保证不等式约束的满足。我们采取

回溯线搜索 [backtracking line search]的做法：

算法 6.40 (回溯线搜索)
1. 已知当前的 t, x, λ, ν 与更新方向 δx, δλ, δν。

2. 记 αmax = sup{α ∈ (0, 1], λ+ αδλ ≥ 0}为 λ的最大更新步长。

3. 记 α = 0.99αmax，取定 β ∈ (0, 1), τ ∈ [0.01, 0.1]。
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♠

4. 若 f(x+ αδx) > 0且

∥rt(x+ αδx, λ+ αδλ, ν + αδν)∥ < (1− τα)∥rt(x, λ, ν)∥

则停止迭代并输出 α，否则令 α = βα，重复执行本步骤。

�
由于可直接对每个分量计算后取最小值，αmax 是容易计算的，而这里得 0.99与 τ 的范围均为经验结

果。

综上，我们得到了完整的原始-对偶算法：

算法 6.41 (凸优化-原始对偶法)

♠

1. 初始 x0, λ0, ν0满足 f(x0) < 0, λ0 > 0。给定 γ > 1, ϵfeas > 0, ϵ > 0，令 k = 0。

2. 计算
tk = γ

m

η̂(xk, µk)

并以此计算出原始-对偶搜索方向 δ
(k)
x , δ

(k)
λ , δ

(k)
ν 。

3. 利用回溯线搜索确定 αk > 0，更新 xk+1 = xk + αkδ
(k)
x , λk+1 = λk + αkδ

(k)
λ , νk+1 = νk +

αkδ
(k)
ν ，k = k + 1。

4. 若 ∥rdual(xk, λk, νk)∥ ≤ ϵfeas, ∥rpri(xk)∥ ≤ ϵfeas, η̂(xk, µk) ≤ ϵ则停止迭代并输出，否则回

到第二步。

�
这里 ϵfeas是 feasible的缩写，代表可行性的约束。
比起障碍函数法，原始-对偶方法有更多的不确定性，数学上的收敛性也更加模糊。但是，在实际

应用中，由于其对 t自适应更新，且不用区分内外循环，可能收敛更加迅速。
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第 7章 大数据中的优化

内容提要

h 零范数与凸松弛

h 紧邻线性算法

h ADMM算法
h 机器学习的优化视角

h 随机梯度类方法

h 随机梯度法的收敛性

h 降噪方法

h 二阶光滑方法

7.1 稀疏优化
�

本节中有较多范数相关定义，详见附录。

7.1.1 零范数优化问题

虽然我们已经介绍了不少一般的优化理论，在现实生活中，尤其是近年来大数据与机器学习技术

不断发展的情况下，一些特殊优化问题的重要性逐渐显现。本节中主要介绍其中的一类，即稀疏优化
[sparse optimization]。
数学上，稀疏一般指的是一个向量或矩阵大部分分量都是 0，或利用附录中的定义，其零范数很

小。一个经典的稀疏优化问题即是

min ∥x∥0 s. t. Ax = b (P0)

或者在考虑容差时

min ∥x∥0 s. t. ∥b−Ax∥ ≤ ϵ (P ϵ
0 )

对此问题 (P ϵ
0 )的一个经典的贪婪近似解法是正交匹配追踪 [orthogonal matching pursuit]算法：

算法 7.1 (正交匹配追踪)

♠

1. 给定矩阵 A(记其每列为 ai)，向量 b与容差 ϵ。初始 x(0) = 0, r0 = b−Ax(0) = b, S(0) = {i |
xi ̸= 0} = ∅，令 k = 0。

2. 记 z
(k)
j =

aTj r(k)

∥aj∥2 ，并计算 j
(k)
0 = minj ∥zjaj − r(k)∥。

3. 更新 S(k+1) = S(k) ∪ {j0}，x(k+1) = x(k) + z
(k)
j0
ej0。

4. k = k + 1，计算 r(k) = b−Ax(k)，若 ∥r(k)∥ ≤ ϵ则停止迭代并输出，否则回到第二步。

证明 下面证明每次选取的 j0满足1

j0 = argminj min
t

∥A(x(k) + tej)− b∥

也即 j0选取的是 x只改变一个分量能减小最多误差的分量。此外，再说明 x的改变量是此分量最优的

改变量即可。

1argminx f(x)代表使 f(x)最小值取到的 x值。



7.1 稀疏优化

利用二次函数知识可算出 z
(k)
j = mint ∥taj − r(k)∥，另一方面有

∥A(x(k) + tej)− b∥ = ∥tAej − r(k)∥ = ∥taj − r(k)∥

因此 argminj mint ∥A(x(k) + tej)− b∥ = argminj ∥zjaj − r(k)∥ = j0，从而得证。

除了零范数作为优化目标外，实践中也会涉及一些其作为约束的问题，如机器学习中出现的：

定义 7.2 (字典学习)

♣

形如
min
D,X

∥Y −DX∥F

s. t. ∥xj∥0 ≤ k0 j = 1, . . . , N

的最优化问题被称为字典学习 [dictionary learning]，其中 Y ∈ Rn×N , D ∈ Rn×m, X ∈ Rm×N，X

的每列记为 xj。

�
字典学习的经典算法有最优方向算法 [Method of Optimal Directions, MOD]、K-SVD等。
零范数最优化问题并不是一个凸优化问题，这是由于零范数并不是凸函数。我们希望能用凸优化

问题近似原问题，以获取更有效的算法，这个过程称为凸松弛 [convex relaxation]。零范数优化常用的
凸松弛为：

min ∥Wx∥1 s. t. Ax = b (P1)

min ∥Wx∥1 s. t. ∥b−Ax∥ ≤ ϵ (P ϵ
1 )

这里W 是对角阵，满足 AW−1的每列模长为 1。

图 7.1: 一范数最优化示意图

值得注意的是，凸松弛后的问题与原问题并不等价，且需要一定的条件才能得到解的包含关系。尽
管如此，两个问题仍然有密切的关联，我们从两个角度说明。首先，图7.1展示了三维空间中Ax = b的

平面与一范数的等高线。可以看出，由于一范数相等对应的区域是由超平面围成的，在满足 Ax = b时

的最优值很可能在其顶点/棱处，而这些点即对应若干分量为 0的点。其次，min ∥x∥1可以看作分别要
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7.1 稀疏优化

求每个分量正负的 2n个线性规划问题求解后取它们的最小值。根据线性规划知识，这些中的每个解都

在极点处，而零范数最小的点一定是极点，于是最终的最优解很可能在零范数最小的点上。

松弛后问题的一个重要的情况是：

定义 7.3 (基追踪)

♣

形如

min ∥x∥1 s. t. Ax = b (BP )

的最优化问题称为基追踪 [basis pursuit, BP]，其中 A每列模长为 1。

�
由于令 w =Wx后问题 (P1)即可化为基追踪，松弛后的零范数问题均可等价为对应的基追踪。
其具有不同的容差形式，如

min ∥Ax− b∥2 s. t. ∥x∥1 ≤ τ (BPτ )

min ∥x∥1 +
µ

2
∥b−Ax∥2 (BPµ)

min ∥x∥1 s. t. ∥b−Ax∥ ≤ δ (BPδ)

� 练习 7.1证明以上松弛后的所有变种都是凸优化问题。
解由于一范数、二范数是凸函数，且凸函数复合线性函数、正线性组合后仍然凸，可知以上均满足凸
优化条件。

基追踪可以推广为任何一组基 Ψ下的追踪问题

min ∥s∥1 s. t. AΨs = b

或是一般的

min ∥Lx∥1 s. t. Ax = b

这里 L是某个变换，如 DCT、小波变换等。又或者，令 G1, . . . ,Gs 构成 {1, 2, . . . , n}的一个划分，有
组稀疏 [group sparsity](或称联合稀疏 [joint sparsity])优化问题

min
s∑

i=1

ws

√∑
j∈Gs

x2j s. t. Ax = b

此外，有时还会采用一些不等式约束，如 x ≥ 0, l ≤ x ≤ u,Qx ≤ c等以控制结果。

7.1.2 收缩与紧邻线性算法

为了介绍一范数优化问题的算法，我们先引入一个重要的函数：
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7.1 稀疏优化

定义 7.4 (收缩函数)

♣

对任何 x ∈ R, τ > 0，记

shrink(x, τ) = max(|x| − τ, 0)sign(x) =


x− τ x > τ

0 −τ ≤ x ≤ τ

x+ τ x < −τ

而对向量或矩阵作用则视为对每个分量/元素分别作用。

由于一范数问题不存在光滑性，直接求解往往是困难的。不过，在一些特殊情况下，还是可以得

到解析的直接结果。考虑如下的Moreau-Yosida正则化问题：

min
x
r(x) +

1

2τ
∥x− z∥2

这里 τ > 0，r是非负函数，常见如一范数、二范数等。

� 练习 7.2试求：
1.

argminx ∥x∥1 +
1

2τ
∥x− z∥2

2.
argmin ∥x∥2 +

1

2τ
∥x− z∥2

3.
argminX ∥X∥∗ +

1

2τ
∥X − Z∥2F

解
1. 由于此问题中 xi互相独立，可以独立看待 |xi|+ 1

2τ (xi − zi)
2，得到结果即为 shrink(z, τ)。

2. 由光滑性可以直接计算梯度求解，当 z = 0时 x = 0，否则 x = shrink(∥z∥,τ)
∥z∥ z。

3. 令 X 奇异值分解为 UΣV，由于对正交阵 U 计算知 ∥UA∥F = ∥A∥F，可化为第一问的情况，得
到结果为 U shrink(Σ, τ)V T。�

对酉不变 [unitary-invariant]优化问题，即乘酉矩阵/正交矩阵不改变值或约束成立性的优化问题，一般
都能通过奇异值分解转化为向量问题。

对于更一般的问题 minx r(x) + f(x)，这里 f 为数据保真项 [data fidelity term]，r同上为正则化项
[regularization term]，我们希望能化为 Moreau-Yosida的形式，这样无论对一范数还是二范数正则化都
可以解析求解了。这样的做法就称为紧邻线性算法 [prox-linear algorithm]：

算法 7.5 (紧邻线性算法-迭代)

♠

xk+1 = argminx

{
r(x) +

1

2δk
∥x− xk + δk∇f(xk)∥2

}
其中 δk 为步长因子。

证明 计算得 xk+1可以写成 (argmin内添加常数不影响)

argminx

{
r(x) + f(xk) +∇f(xk)T (x− xk) +

1

2δk
∥x− xk∥2

}
其相当于 xk 附近作一阶泰勒展开同时增加距离控制项，因此可以起到优化结果的作用。
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7.2 随机梯度法

7.1.3 ADMM算法

最后，我们介绍另一个稀疏优化的重要算法，交替方向乘子法 [Alternating Direction Method of Mul-
tipliers, ADMM]。它在机器学习的稀疏对率回归、基追踪、支持向量机等诸多问题上都有应用。

ADMM针对的是如下的一类问题：

min
X∈Cn×T

µ∥X∥α + ∥AX −B∥β

的优化算法，这里第一项是正则化项 (µ ≥ 0)，第二项是数据保真项。矩阵范数常取为联合范数，如
α = (2, 1), β = (1, 1)，简化期间，我们考虑 T = 1的情况，问题变为简单的向量范数：

min
x
µ∥x∥p + ∥Ax− b∥q

进一步将问题转化为
min µ∥z∥p + ∥y∥q

s. t. x− z = 0

Ax− y − b = 0

并对给定的控制参数 ρ > 0构造乘子

Lρ(x, y, z, λy, λz) = µ∥z∥p + ∥y∥q +Re
(
λTz (x− z) + λTy (Ax− y − b)

)
+
ρ

2

(
∥x− z∥2 + ∥Ax− y − b∥2

)
= µ∥z∥p + ∥y∥q +

ρ

2

(
∥x− z + uz∥2 + ∥Ax− y − b+ uy∥2

)
+ C

这里 uy =
λy

ρ , u
z = λz

ρ ，C 是某常数。此处的乘子与通常说的乘子并不相同，不过可以看出，当

ρ→ ∞时，优化问题即为原问题，因此最小化乘子是有意义的。而为对乘子进行最小化，可以采用序
贯最小化的思路，即依次更新每个变量使得其为当前最小：

算法 7.6 (ADMM-迭代)

♠

给定 ρ > 0与步长 γ > 0，已知当前的 xk, yk, zk, u
y
k, u

z
k，则一次迭代为

xk+1 =argminx

{
ρ

2

(
∥x− zk + uzk∥2 + ∥Ax− yk − b+ uyk∥

2
)}

yk+1 =argminy

{
∥y∥q +

ρ

2
∥Axk+1 − y − b+ uyk∥

2

}
zk+1 =argminz

{
µ∥z∥p +

ρ

2
∥xk+1 − z + uzk∥2

}
uyk+1 =u

y
k + γ(Axk+1 − yk+1 − b)

uzk+1 =u
z
k + γ(xk+1 − zk+1)

注意到 x的更新是可以精确求解的正定二次函数，而 y, z 都化为了 Moreau-Yosida正则化的形式，
一般可以求得解析解。
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7.2 随机梯度法

7.2 随机梯度法

7.2.1 有监督分类问题

最优化是机器学习的支柱之一，而大规模机器学习的训练数据量和参数量都很大，导致传统的非

线性优化技术遇到困难。在引入本节与下一节的重点内容：随机算法 [stochastic algorithms]前，我们需
要简要了解机器学习中的问题背景。

我们考虑的重点在于如下的有监督分类问题：

定义 7.7 (有监督分类、泛化误差)

♣

如下的最优化问题称为有监督分类 [supervised classification]：
给定样本空间 X、有限个标签组成的输出空间 Y，存在样本到标签的映射 y : Y → X，求

min
h∈H

R(h)

这里 H为一族 X → Y 的函数 (即可行的预测函数)组成的空间，R(h)为期望风险 E[Ih(x)=y(x)]，

E 为数学期望，I 为指标函数，当 h(x) = y(x)时为 1，否则为 0。
实际情况下，由于真实映射 y(x)未知，在给定 n个样本点 (xi, yi)(称为训练集 [training set])时，
需要用给定样本点上的经验风险 Rn(h) =

1
n

∑
i Ih(xi)=yi 近似 R(h)。即直接的优化问题为

min
h∈H

{
1

n

∑
i

Ih(xi)=yi

}
期望风险 [expected risk]与经验风险 [empirical risk]的差距 |R(h)−Rn(h)|称为泛化误差 [Gener-
alization Error]，一般绝对值内为正。

�
机器学习中损失 [loss]与风险 [risk]基本同义，讲义统一用风险一词。
之所以考虑这一类问题，是因为机器学习中的更多无监督或其他问题往往都能转化到有监督分类

的优化模型，例如：

回归问题，即输出空间 Y 是连续的 (如 R)，尽管解决方法会与分类有诸多差异，最终需要处理的
优化模型是类似的，有监督的分类问题与回归问题统称为有监督学习 [supervised learning]。
深度强化学习，例如 DQN网络是以同环境交互获得样本，再回归求解 Bellman等式。
生成对抗网络 [Generative Adversarial Network, GAN]由生成器与判别器组成，并交替训练，每部
分训练均为有监督分类，标签即样本为真实数据还是生成数据。

回到对有监督分类的分析。容易看出，函数族H的选取会显著影响优化的过程与结果，一般来说，
需要符合三个要求：

1. 足够的容量：H中应存在损失较低的函数，避免欠拟合 [underfitting]。这可以通过选取足够大的
函数族或利用先验知识实现。

2. 低泛化误差：H 中的函数泛化误差应不能太大。样本点越多，泛化误差就越小，而由于过拟合
[overfitting]，函数族越大，可能的泛化误差就越大。

3. 训练有效性：寻找 H中最优函数的问题应该易于求解。一般来说，函数族与训练集越大，求解
就越困难。

关于泛化误差，通过大数律与 Hoeffding不等式有如下的结论：
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7.2 随机梯度法

命题 7.8 (特定函数泛化误差)

♠

对任何函数 h : X → Y，在随机取样下其泛化误差满足

|R(h)−Rn(h)| ≤
√

1

2n
ln

2

η

的概率至少为 1− η。

而为了获取泛化误差对H的界，一般需要一致大数定律 [uniform laws of large numbers]与对 VC维
度 [Vapnik-Chervonenkis dimension]的分析。粗略来说，一个函数族的 VC维度是指使该函数族中所有
函数都失效的最小样本量，用于刻画函数族的容量。

� 练习 7.3考虑 R2上所有点的二分类，已知其真实解是 label(x,y) =

1 y ≥ f(x)

−1 y < f(x)
，其中 f(x)为某多

项式。求这个问题中取 f 为所有线性多项式形成的函数空间H的 VC维度。
解假设已知三个样本，(1, 0), (−1, 0)的标签为 1，(0, 0)的标签为 −1，则不存在任何线性多项式能满

足要求。而对任何两个样本，都可以找一条线使得一个在上一个在下，因此 VC维度即为 3。
分析 VC维度即有定理：

命题 7.9 (函数族泛化误差)

♠

对一族函数H，设其 VC维度为 dH，则存在 c > 0使得随机取样下其泛化误差满足

sup
h∈H

|R(h)−Rn(h)| ≤ c

√
1

2n
ln

2

η
+
dH
n

ln
n

dH

的概率至少为 1− η。

7.2.2 函数族的选择

出于方便优化与估计泛化误差的要求，直接选取一族函数往往是不合适的，与之相对，我们可以

采取一种结构，例如先选择一个偏好泛函Ω，其将每个函数映射到一个值，再记HC = {h | Ω(h) ≤ C}。
当超参数 [hyperparameter] C 增大时，HC 中的函数增多，优化后对应的估计误差一般会减小，而泛化

误差则会增大，常出现的情况如图7.2。

图 7.2: 分类错误率随 C 的变化

我们往往偏好更光滑的函数，例如可以选取方差或二阶导信息等，而若 h由一个参数向量确定，偏

好泛函则可以设置为向量的一范数或二范数。因此，偏好函数也称为正则化项。也可考虑正则化后的

经验误差作为结构，即HC = {h | Rn(h) + λΩ(h) ≤ C}，这里 λ也为超参数。
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7.2 随机梯度法

为了避免通过复杂的理论方法推导泛化误差，有一个简单的估算泛化误差的方式：不将已知标签

的全部数据作为训练集，而是分成三部分：训练集、验证集 [validation set]与测试集 [testing set]。具体
来说，先对不同的 C 产生的HC 在训练集上优化出最小的经验风险 Rn，产生一些候选函数。接着，利

用验证集估算这些函数的期望风险 (由于验证集并不在训练中，其上的经验风险可以用于估算期望风
险)，并取出候选中期望风险最小的函数。最后，用测试集对选出的函数的期望风险进行最终测试。
为方便接下来的推导，假设 h有确定的形式，且被一个参数向量 w ∈ Rd 所唯一确定，即可写成

hw(x) (例如线性函数空间可写成 ha,b(x) = aTx+ b)，并假设输入、输出空间都是连续向量，维数分别
为 dx, dy。�
输入与输出若为离散值，也可以直接看成连续值向量，例如若有三个标签，可以将输出看成三维空间

中 (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)三个点，并将 h得到的三维输出按照接近程度转化为三种标签的一个。

为检验结果，需要定义损失函数 l : Rdy ×Rdy → R，刻画输出与真实间的误差。对样本 ξ = (x, y)，

其误差记为 fw(ξ) = l(hw(x), y)。这样，期望风险即为R(w) = Eξ[fw(ξ)]，而对一列样本 ξi的经验风险

即为 Rn(w) =
1
n

∑
i fw(ξi)。由于实际上样本给定而 w可以优化，将 fw(ξi)看作 w的函数，记为 fi(w)

有时更加方便。

7.2.3 随机梯度法

首先回忆普通的梯度方法。在一次抓取一批 [batch]样本 ξ1, . . . , ξn 时，对整体进行一次梯度下降

的方法是

wk+1 = wk − αk∇Rn(wk) = wk −
αk

n

n∑
i=1

∇fi(wk)

这里 αk 为步长因子。

但是，对于复杂的模型，计算多次梯度的开销是很大的，所以，我们采用随机梯度法 [Stochastic
Gradient method, SG]：

算法 7.10 (随机梯度法-基础迭代)

♠

对每次抓取的样本 ξ1, . . . , ξn，先抽取一个下标 ik，再进行迭代

wk+1 = wk − αk∇fik(wk)

虽然这个想法非常简单，但其正确性并不显然。总的来说，由于这样抽取后选择的方向的期望是
下降方向∇Rn(wk)，wk期望于下降至Rn的最小点。后续我们会讨论利用降噪方法与二阶信息改进随

机梯度法，而本节则会关注对方法本身的分析。除了基础迭代以外，自然也可以抽取多个下标，这也

在我们分析的范畴内：

算法 7.11 (随机梯度法-多样本迭代)
对每次抓取的样本 ξ1, . . . , ξn，抽取 nk 个下标，记为 {k, 1}, . . . , {k, nk}，再进行迭代

wk+1 = wk − αk
1

nk

nk∑
i=1

∇fk,i(wk)

或

wk+1 = wk − αk
1

nk
Hk

nk∑
i=1

∇fk,i(wk)
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♠这里 Hk 为对称正定阵，可由牛顿法或拟牛顿法产生。

方便起见，将三种迭代步都记为 wk+1 = wk − αkg(wk, ξk)，后两种算法下 ξk 是一列样本。

为了证明 SG方法的收敛，需要先保证具有一定的光滑性质，即：

定义 7.12 (Lipschitz连续、梯度 Lipschitz函数)

♣

称一个映射 ϕ : D → Rn具有界为 L的 Lipschitz连续性，若其满足

∥ϕ(w)− ϕ(w̄)∥ ≤ L∥w − w̄∥, ∀w, w̄ ∈ D

而若一个函数 F 在定义域上可微且其梯度 Lipschitz连续，则称其为 (界为 L 的)梯度 Lipschitz
函数。

将 Rn(w)记为 F (w)，则有结论：

定理 7.13 (梯度 Lipschitz-SG迭代下降性)

♡

在 F (w)有界为 L的梯度 Lipschitz连续性时，函数值下降有结论 (这里 Eξk 表示 ξk 随机抽取下

的期望)

Eξk [F (wk+1)]− F (wk) ≤ −αk∇F (wk)
TEξk [g(wk, ξk)] +

α2
kL

2
Eξk

[
∥g(wk, ξk)∥2

]
+O(α3

k)

证明 对 F (wk+1)− F (wk)作二阶泰勒展开后代入计算对比原式，发现只需证明 xT∇2F (w)x ≤ L∥x∥2

对任何 x,w成立。若否，假设对 w0, x0不成立，则考虑泰勒展开

∇F (w0 + αx0)−∇F (w0) = α∇2F (w0)x0 +O(α2)

当 α充分小时即有

αxT0 (∇F (w0 + αx0)−∇F (w0)) = α2xT0 ∇2F (w0)x0 +O(α3) > L∥αx0∥2

记 y = αx0，z = ∇F (w0 + αx0)−∇F (w0)。由于 yT z > L∥y∥2，又由柯西不等式 yT z < ∥y∥∥z∥即得
∥z∥ > L∥y∥，与 Lipschitz条件矛盾。

直观来看，等概率随机时的任何一种迭代步，都有Eξk [g(wk, ξk)]为∇F (wk)或Hk∇F (wk)，于是非

驻点处只要 αk充分小，就能保证函数值期望的下降。由此过程对任何一次迭代都成立，Eξ1,...,ξk−1
[wk]

一定是逐渐下降的，这就说明了收敛性。

若作出进一步的假设，还有更好的结论：

定理 7.14 (二阶矩条件-SG迭代下降性)
在 F (w)有界为 L的梯度 Lipschitz连续性时，进一步要求 (Varξk 为方差)：

存在 µG ≥ µ > 0，使得对一切 k有

∇F (wk)
TEξk [g(wk, ξk)] ≥ µ∥∇F (wk)∥2

Eξk [∥g(wk, ξk)∥] ≤ µG∥∇F (wk)∥

存在M ≥ 0与MV ≥ 0，使得对一切 k有

Varξk [∥g(wk, ξk)∥] ≤M +MV ∥∇F (wk)∥2
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♡

记MG =MV + µ2G，则函数值下降有结论

Eξk [F (wk+1)]− F (wk) ≤ −
(
µαk −

α2
kL

2
MG

)
∥∇F (wk)∥2 +

α2
kL

2
M +O(α3

k)

证明 根据方差定义计算知 Eξk

[
∥g(wk, ξk)∥2

]
≤ M +MG∥∇F (wk)∥2，从而直接由上一定理代入不等

式化简即可。

7.2.4 收敛性结论

根据以上两个关于下降性的定理，只要给函数补充适当的条件，就能得到收敛性的结论。首先，我

们假设迭代序列 {wk}始终在 F 有下界的某开集内，最优值存在，记为 F∗。

定义 7.15 (强凸函数)

♣

对函数 F : Rn → R，若其可微，且存在 c > 0使得

∀x, y ∈ Rn, F (y) ≥ F (x) +∇F (x)T (y − x) +
c

2
∥y − x∥2

则称 F 是参数为 c的强凸函数。

�
对比凸函数的一阶条件可知强凸函数一定是严格凸函数，从而其最优解若存在则唯一。

� 练习 7.4证明若函数F 是参数为 c的强凸函数，且在w∗取到最小值F∗，则有F (w)−F∗ ≤ 1
2c∥∇F (w)∥

2。

解根据强凸函数的条件配方有

F (w)− F∗ ≤ −∇F (w)T (w∗ − w)− c

2
∥w∗ − w∥2 = −

∥∥∥∥ 1√
2c

∇F (w) +
√
c

2

∥∥∥∥2 + 1

2c
∥∇F (w)∥2

从而得证。

定理 7.16 (强凸函数-固定步长 SG算法收敛性)

♡

若 F 是参数为 c的强凸函数，且 SG迭代满足二阶矩条件。假设步长 αk 恒定为 ᾱ，满足

0 < ᾱ ≤ min

{
µ

LMG
,
1

cµ

}
则迭代过程中 (这里 E 代表每一步都随机抽取下的期望，对 wk，由于只有这之前的影响，因此

为 Eξ1,...,ξk−1
)

E[F (wk)− F∗] ≤
ᾱLM

2cµ
+ (1− cµᾱ)k−1

(
F (w1)− F∗ −

ᾱLM

2cµ

)

证明 根据二阶矩条件下的结论与上方练习即有 (根据范围可得 µᾱ− ᾱ2L
2 MG > µᾱ

2 )

Eξk [F (wk+1)]− F (wk) ≤ −µᾱ
2
∥∇F (wk)∥2 +

ᾱ2L

2
M +O(ᾱ3)

≤ −cµᾱ(F (wk)− F∗) +
ᾱ2L

2
M +O(ᾱ3)

同加 F (wk)− F∗后取期望变形即

E[F (wk+1)− F∗] ≤ (1− cµᾱ)E[F (wk)− F∗] +
ᾱ2LM

2
+O(ᾱ3)
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从而忽略高阶小量 O(ᾱ3)展开计算知

E[F (wk+1)− F∗] ≤ (1− cµᾱ)kE[F (w1)− F∗] +
ᾱ2LM

2

k−1∑
n=0

(1− cµᾱ)n

= (1− cµᾱ)kE[F (w1)− F∗] +
ᾱLM

2cµ
(1− (1− cµᾱ)k)

=
ᾱLM

2cµ
+ (1− cµᾱ)k

(
F (w1)− F∗ −

ᾱLM

2cµ

)
这就是结论的形式。

理论来说，取使 cµᾱ < 1的 ᾱ，最终误差即会趋于 ᾱLM
2cµ 。根据M 的定义，g(wk, ξk)的方差能被

∥∇F (wk)∥2线性控制，即有M = 0，可以趋于最优解，否则，必须选取较小的步长来保证结果在容差

范围的收敛性。自然地，实践中的梯度下降方法会在接近最优点时减少步长，而关于此时会有结论：

定理 7.17 (强凸函数-变步长 SG算法收敛性)

♡

若 F 是参数为 c的强凸函数，且 SG迭代满足二阶矩条件。假设步长 αk = β
γ+k 满足 β > 1

cµ , γ >

0, α1 ≤ µ
LMG
，则迭代过程中

E[F (wk)− F∗] ≤
ν

γ + k
, ν = max

{
β2LM

2(βcµ− 1)
, (γ + 1)(F (w1)− F∗)

}

证明 利用归纳法，首项由于 ν ≥ (γ + 1)(F (w1)− F∗)知成立，递推中与上一定理相同忽略 O(α3
k)有

E[F (wk+1)− F∗] ≤ (1− µαkc)E[F (wk)− F∗] +
α2
kLM

2

继续计算得右侧为 (第一个不等号利用 ν ≥ β2LM
2(βcµ−1) 放缩，参数范围限制了符号)

2(γ + k)ν − 2µβcν + β2LM

2(γ + k)2
≤ 2(k + γ)ν − 2ν

2(γ + k)2
=
γ + k − 1

(γ + k)2
ν <

ν

γ + k + 1

即得证。

遗憾的是，一般的机器学习问题中，遇到的函数往往是非凸的，极小值与驻点会对算法产生很大

的影响。不过，依然可以从梯度角度刻画出 SG算法的收敛性：

定理 7.18 (一般函数-固定步长 SG算法收敛性)

♡

若 SG迭代满足二阶矩条件，且步长 αk 恒定为 ᾱ，满足 0 < ᾱ ≤ µ
LMG
，则迭代过程中

E

[ K∑
k=1

∥∇F (wk)∥2
]
≤ KᾱLM

µ
+

2(F (w1)− F∗)

µᾱ

从而a

lim
K→∞

E

[
1

K

K∑
k=1

∥∇F (wk)∥2
]
≤ ᾱLM

µ

a数列前 n项平均值的极限称为数列的 Cesaro平均。

证明 与强凸函数时相同忽略 O(ᾱ3)得到

Eξk [F (wk+1)]− F (wk) ≤ −µᾱ
2
∥∇F (wk)∥2 +

ᾱ2L

2
M
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作期望后累加即有

F∗ − F (w1) ≤ E[F (wk+1)]− F (w1) ≤
µᾱ

2

K∑
k=1

∥∇F (wk)∥2 +
Kᾱ2L

2
M

移项变形得结论。

对变步长情况有结论：

定理 7.19 (一般函数-变步长 SG算法收敛性)

♡

若 SG迭代满足二阶矩条件，且步长 αk > 0满足
∞∑
k=1

αk = ∞,
∞∑
k=1

α2
k <∞

则迭代过程中
∞∑
k=1

αkE
[
∥∇F (wk)∥2

]
<∞

证明 由已证的

Eξk [F (wk+1)]− F (wk) ≤ −
(
µαk −

α2
kL

2
MG

)
∥∇F (wk)∥2 +

α2
kL

2
M +O(α3

k)

忽略 O(α3
k)取梯度累加，减去确定收敛的

∑∞
k=1

α2
kL
2 M 得到下式收敛：

−µ
∞∑
k=1

αkE
[
∥∇F (wk)∥2

]
+
LMG

2

∞∑
k=1

α2
kE
[
∥∇F (wk)∥2

]
M

由于
∑∞

k=1 α
2
k < ∞，必然有 limk→∞ αk = 0，因此某项后 αk <

µ
LMG
，由有限项不影响收敛性可不妨

设 α1 <
µ

LMG
，这时级数成为负项级数，由收敛满足

−µ
∞∑
k=1

αkE
[
∥∇F (wk)∥2

]
+
LMG

2

∞∑
k=1

α2
kE
[
∥∇F (wk)∥2

]
M > −∞

而根据刚才的假设

−µ
2

∞∑
k=1

αkE
[
∥∇F (wk)∥2

]
> −µ

∞∑
k=1

αkE
[
∥∇F (wk)∥2

]
+
LMG

2

∞∑
k=1

α2
kE
[
∥∇F (wk)∥2

]
M > −∞

即证明了定理中的收敛性。

� 练习 7.5证明此时有 (lim inf 表示下极限，即所有有极限子列的极限下限)

lim inf
k→∞

E
[
∥∇F (wk)∥2

]
= 0

解记数列为 {an}。若否，由于数列恒正，其下极限 c > 0，则取 ϵ = c
2，必然存在 N 使得 n > N 时有

an > ϵ (否则能取出一个均 < ϵ的子列，其下极限 ≤ ϵ < c，矛盾)，而由于
∑∞

k=1 αk = ∞，这意味着
∞∑
k=1

αkak ≥ ϵ
∞∑
k=1

αk −
N∑
k=1

αkak = ∞

矛盾。

除了上面练习中的结论外，此结论还有更多的推论，如：
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命题 7.20 (一般函数-SG算法梯度收敛性)

♠

在 SG算法与步长满足上述条件时，有
记XK为 1到K中随机抽取一个下标的随机变量，抽到 k的概率正比于αk，则 ∥∇F (wXK

)∥
在K → ∞时依概率收敛于 0。
进一步假设 F 二阶可微且 ∥∇F (w)∥2作为 w的函数是梯度 Lipschitz连续的，则有

lim
k→∞

E
[
∥∇F (wk)∥2

]
= 0

7.3 批次梯度法

上一节中，我们证明了原始的随机梯度法在各种情况下的下降与收敛性质。由于随机抽取样本进

行的估算可能比起真实的梯度有很大误差 (也即估算的噪声 [noise])，我们需要用不同的手段减小噪声
以获取更好的结果。增添噪声处理的随机梯度法称为批次梯度法 [batch gradient method]。接下来主要
介绍三种减小噪声的手段：

动态采样法 [dynamic sampling method]通过逐步增加迭代过程中抽取的样本个数 nk 来实现降噪；

梯度聚合法 [gradient aggregation method]存储之前迭代中的梯度估计值，并在每次迭代中更新其
中一部分，接着将搜索方向定义为这些估计值的加权平均值，从而提高搜索方向的质量；

迭代平均法 [iterate averaging methods]通过维护一个优化过程中迭代的平均值以减小噪声。

7.3.1 动态采样法

回顾之前得到的

Eξk [F (wk+1)]− F (wk) ≤ −αk∇F (wk)
TEξk [g(wk, ξk)] +

α2
kL

2
Eξk

[
∥g(wk, ξk)∥2

]
+O(α3

k)

如果 Eξk

[
∥g(wk, ξk)∥2

]
可以快速下降，噪声就并不会影响收敛。事实上，只要方差 Varξk [g(wk, ξk)]减

小足够快，就能有良好的收敛性态：

定理 7.21 (强凸函数-方差衰减收敛性)

♡

在 F (w)有界为 L的梯度 Lipschitz连续性与参数为 c的强凸性时，进一步要求：

存在 µG ≥ µ > 0，使得对一切 k有

∇F (wk)
TEξk [g(wk, ξk)] ≥ µ∥∇F (wk)∥2

Eξk [∥g(wk, ξk)∥] ≤ µG∥∇F (wk)∥

存在M ≥ 0与 ζ ∈ (0, 1)，使得对一切 k有

Varξk [∥g(wk, ξk)∥] ≤Mζk−1

步长 αk 恒定为 ᾱ，满足

0 < ᾱ ≤ min

{
µ

Lµ2G
,
1

cµ

}
则迭代过程中 k充分大时有

E[F (wk)− F∗] ≤ ωρk−1, ω = max

{
ᾱLM

cµ
, F (w1)− F∗

}
, ρ = max

{
1− cµᾱ

2
, ζ

}

105



7.3 批次梯度法

证明 由于 Eξk

[
∥g(wk, ξk)∥2

]
≤Mζk−1 + µ2G∥∇F (wk)∥2，代入可以类似之前得到

Eξk [F (wk+1)]− F (wk) ≤ −
(
µᾱ− ᾱ2L

2
µ2G

)
∥∇F (wk)∥2 +

ᾱ2L

2
Mζk−1 +O(ᾱ3)

再根据 ᾱ < µ
Lµ2

G
放缩并省略 O(ᾱ3)有

Eξk [F (wk+1)]− F (wk) ≤ −µᾱ
2
∥∇F (wk)∥2 +

ᾱ2L

2
Mζk−1

再根据强凸函数性质得

Eξk [F (wk+1)]− F (wk) ≤ −cµᾱ(F (wk)− F∗) +
ᾱ2L

2
Mζk−1

同加并取期望有

E[F (wk+1)− F∗] ≤ (1− cµᾱ)E[F (wk)− F∗] +
ᾱ2L

2
Mζk−1

利用归纳法，第一项满足要求，若 E[F (wk)− F∗] ≤ ωρk−1，则

E[F (wk+1)− F∗] ≤ (1− cµᾱ)ωρk−1 +
ᾱ2L

2
Mζk−1

由于 ζ ≤ ρ, ᾱLMcµ ≤ ω,，即有

E[F (wk+1)− F∗] ≤ (1− cµᾱ)ωρk−1 +
cµᾱω

2
Mρk−1 =

(
1− cµᾱ

2

)
ωρk−1 ≤ ωρk

�
在实践中，根据这些量通常的范围，步长 ᾱ的取值一般是合理的。

为了说明这个定理与动态采样的关系，我们先考虑如下的问题：

� 练习 7.6已知 n个数 x1, . . . , xn，记随机变量 Xk 为从它们之中等概率随机抽取 k 个不同的数的均值，

求 Var(Xk)。

解由于同平移不影响问题结论，可不妨设这些数均值为 0，则抽取 xi1 , . . . , xik 的概率为
1
Ck

n
，误差为∑k

t=1 xit
k 。于是方差为

1

Ck
n

∑
i1,...,ik

(
xi1 + · · ·+ xik

k

)2

由于乘积中只含有二次项与交叉项，分析可得其为
1

k2Ck
n

(
Ck−1
n−1

∑
i

x2i + 2Ck−2
n−2

∑
i<j

xixj

)
=

1

nk

(∑
i

x2i +
2(k − 1)

n− 1

∑
i<j

xixj

)
假定

∑
i xi = 0后，平方得

∑
i x

2
i + 2

∑
i<j xixj = 0，消去交叉项有其为

n− k

k(n− 1)

∑
i x

2
i

n
=

n− k

k(n− 1)
Var(x)

此方差恒小于 Var(x)
k ，且在 n远大于 k时逼近 Var(x)

k 。这说明，只要我们每次取的样本个数指数增

长，就能使方差指数下降。于是即有：

算法 7.22 (动态采样法-迭代)

♠

初始给定 τ > 1，对每次抓取的样本 ξ1, . . . , ξn，抽取 nk = ⌈τk⌉个下标，记为 {k, 1}, . . . , {k, nk}，
再进行迭代

wk+1 = wk − αk
1

nk

nk∑
i=1

∇fk,i(wk)
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根据上方分析，它完全符合方差衰减的条件，因此在 F 是强凸函数时能以指数速度逼近。但是，如

果每次迭代的运算时间也在以指数形式增长，这样的结果还有意义吗？为此，我们再给出一个结论：

定理 7.23 (动态采样法-收敛速率)

♡

假设动态采样的随机梯度法满足 F 的强凸性与二阶矩性质，且 1 < τ ≤
(
1 − cµᾱ

2

)−1，则存在

C,D使得对任何 ϵ，达到

E[F (wk)− F∗] ≤ ϵ

的误差需要的梯度计算次数不超过 C 1
ϵ +D次。

证明 根据动态采样法的定义，更新至 wk+1需要的运算次数至多为 (最后一项由向上取整产生)

τ + τ2 + · · ·+ τk + k =
τk+1 − τ

τ − 1
+ k

另一方面，注意到这里的 τ 与收敛性定理中 1
ζ 一致，根据范围要求可知 ρ = ζ = 1

τ，于是有

E[F (wk)− F∗] ≤
ω

τk−1

考虑 ϵ比 ω
τk−1 略小，则必须计算 wk+1才能保证，代入消去 k可得达到 ϵ需要的计算次数至多为

ω
ϵ τ

2 − τ

τ − 1
+ logτ

ω

ϵ
+ 1 =

τ2ω

τ − 1

1

ϵ
+ logτ ω − 1

τ − 1
+

ln 1
ϵ

ln τ

由 x > 0时 lnx < x可取 C = τ2ω
τ−1 + 1

ln τ , D = logτ ω − 1
τ−1。

也即，事实上其可以保证与时间反比的收敛速率。

7.3.2 梯度聚合法

比起每次抓取新的更多样本，梯度聚合法选择利用已经计算出的估计值。我们先给出一个完整的

例子，即随机方差衰减梯度 [stochastic variance reduced gradient, SVRG]算法。

算法 7.24 (SVRG算法)

♠

1. 给定初始 w1，步长 α > 0与正整数m，令 k = 1。

2. 计算 ∇F (wk)，并记 w̃1 = wk。

3. 重复执行m次 (记当前次数为 j)：从 1到 n中抽取一个下标 ij，并更新

w̃j+1 = w̃j − α
(
∇fij (w̃j)− (∇fij (wk)−∇F (wk))

)
4. 选择一种方式计算 wk+1：

wk+1 = w̃m+1

wk+1 =
1
m

∑m
j=1 w̃j+1

从 1到m中抽取一个 j，记 wk+1 = w̃j+1

5. 判定是否终止，若否则 k = k + 1，回到第二步。

证明 我们先证明 g̃j = ∇fij (w̃j)− (∇fij (wk)−∇F (wk))构成 ∇F (w̃j)的无偏估计。

Eij [g̃j ] = Eij [∇fij (w̃j)]− Eij [∇fij (wk)] +∇F (wk)

于是 Eij [g̃j ] = ∇F (w̃j)−∇F (wk) +∇F (wk)，得证。

另一方面，由于第二项的稳定作用，在 w̃j 与 wk 距离不远时，∇fij (w̃j)−∇fij (wk)不会太大，可
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7.3 批次梯度法

以说明 Varij [g̃j ]比 Varij [∇fij (w̃j)]更小，于是如此构造的 g̃j 有更好的性质。

这个算法中，我们每次先计算完整的梯度，再以其作为估计对 wk进行多次更新，并集成结果。相

较计算完整梯度后直接更新，它能在同样的更新范围中达到更精细的更新。从其中对其收敛速率有结

论：

命题 7.25 (SVRG-收敛速率)

♠

在 SVRG算法中，若 F 是参数为 c的强凸函数与界为 L的梯度 Lipschitz函数，设步长 α与内循

环迭代次数m满足

ρ =
1

1− 2αL

(
1

mcα
+ 2Lα

)
< 1

则对后两种方式更新的 wk+1有 E[F (wk+1)− F (w∗)] ≤ ρE[F (wk)− F (w∗)]，即 {wk}满足线性
收敛速率。

值得注意的是，SVRG一次外循环需要计算 2m+n个梯度，因此外循环计算开销和直接进行梯度

下降同量级。若能把核心部分∇F (w)的计算简化，我们就能获得更高的效率。在计算机中，一个常用
的想法是用空间换时间，即通过储存已经计算的结果来加快后续结果的计算速度。此处这样的方法称

为随机平均梯度 [Stochastic Average Gradient, SAG]算法，而我们这里给出其加速版本，SAGA算法2：

算法 7.26 (SAGA算法)

♠

1. 给定初始 w1，计算向量 g̃i = ∇fi(w1), i = 1, . . . , n。

2. 步长 α > 0，令 k = 1。

3. 从 1到 n中抽取一个下标 j，计算

gk = ∇fj(wk)− g̃j +
1

n

n∑
i=1

g̃i

4. 更新 g̃j = gk, wk+1 = wk − αgk。

5. 判定是否终止，若否则 k = k + 1，回到第二步。

算法中，g̃j 记录的是 fj 最近计算的一次梯度，并以此作为真实梯度的估计。由于定义，与上个算

法相同可知 gk 是无偏估计，并一定程度减小了方差。对其收敛速率则有结论：

命题 7.27 (SVRG-收敛速率)

♠

在 SAGA算法中，若F 是参数为 c的强凸函数与界为L的梯度Lipschitz函数，设步长α = 1
2(cn+L)，

则有

E[∥wk − w∗∥2] ≤
(
1− c

2(cn+ L)

)k(
∥w1 − w∗∥2 + n(F (w1)− F (w∗))

cn+ L

)

事实上，SAGA算法也可以采取其他的初始化策略，如先用普通随机梯度法进行一些迭代等。虽
然此算法在高维时有很大的空间开销，在一些特殊问题时仍可以简化，如当 fi(w) = f̂(αT

i w)时，有

∇fi(w) = f̂ ′(αT
i w)αi，由此只要存储了每个 αi，只需要额外保存一个标量 f̂ ′(αT

i w)即可，这在一些回

归模型中常会出现。

虽然上述梯度聚合方法在达到指定误差时的收敛比普通 SG算法快，但它们事实上并不明显优于
SG算法。类似之前对计算时间的分析，对参数为 c的强凸函数与界为 L的梯度 Lipschitz函数 F，记

2作者原论文中并没有解释最后一个 A是什么的缩写。
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7.4 随机牛顿法

κ = L
c，当 n维时欲达到 ϵ误差，直接 SG算法的梯度计算次数正比于 κ2

ϵ ，而 SAGA与 SVRG则正比
于 −(n+ κ) ln ϵ。随着 n的增大，梯度聚合方法的计算次数会变得更多。

7.3.3 迭代平均法

迭代平均缘于一个简单的想法：由于普通 SG方法在每次迭代中抽取一些，若能将这些抽取的结
果平均，亦能减少噪声：

算法 7.28 (迭代平均法-迭代)

♠

给定步长 αk > 0，每次迭代中，先计算 wk+1 = wk − αkg(wk, ξk)，再令最终更新为

w̃k+1 =
1

k + 1

k+1∑
j=1

wj

其计算过程与普通 SG算法完全相同，只是没有选择最新计算出的点，而是选择了所有计算出点
的平均。它的收敛速率有结论：

命题 7.29 (迭代平均-收敛速率)

♠

对符合衰减速率 O
(
k−a

)
, a ∈ (0.5, 1)的步长 αk，普通 SG算法与迭代平均后的收敛速率满足

E[∥wk − w∗∥2] = O
(
k−a

)
, E[∥w̃k − w∗∥2] = O

(
k−a

)
也即迭代平均法改善了收敛效果。

7.4 随机牛顿法

另一种对 SG算法的改进方式为利用上 F 的二阶信息。就像梯度类方法利用二阶信息后成为牛顿

类方法，利用二阶信息的随机算法称为随机牛顿法 [stochastic Newton method]。由于牛顿类方法往往在
最优解附近有二阶收敛速率，随机牛顿法一般有更好的收敛效果。

我们主要介绍五种随机牛顿方法，值得注意的是，其中的无海森牛顿法 [Hessian-free Newton]与自
然梯度法 [natural gradient]需要批次有一定规模时才有效，而剩下的对角缩放 [diagonal scaling]、拟牛
顿 [quasi-Newton]与高斯-牛顿 [Gauss-Newton]方法则无需此限制。

7.4.1 无海森牛顿法

一般的牛顿法迭代过程为 wk+1 = wk + αksk，其中 ∇2F (wk)sk = −∇F (wk)。事实上，我们并不

需要精确求解这个方程，只需要进行一些近似求解 (如利用共轭梯度法)，只要保证解的接近性，即可
满足超线性的收敛速度。在共轭梯度法近似求解的过程中，不需要显式计算出海森阵，只会出现它与

向量的乘积，因此称为无海森牛顿法。

另一方面，由于此方法不要求精确求解，对∇F 与∇2F 都可以抽取一些 f 并平均估算 (一般估算
∇2F 取的样本个数更少)。当然，取样过多会引起计算速度降低，取样过少则导致估算并不准确，这其
中需要一些经验性的选择。
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7.4 随机牛顿法

算法 7.30 (采样无海森牛顿算法)

♠

1. 给定初始 w1，ρ ∈ (0, 1), η ∈ (0, 1), γ > 1，正整数m，令 k = 1。

2. 从 1到 n中抽取一族下标 Sk，并从 Sk 中抽取一部分 S
(H)
k 。计算 (这里 #代表元素个数)

gk = ∇fSk
(wk) =

1

#Sk

∑
i∈Sk

∇f(wk, ξi)

Hk = ∇2f
S
(H)
k

(wk) =
1

#S
(H)
k

∑
i∈Sk

∇2f(wk, ξi)

3. 用共轭梯度法求解Hks = gk，直到达到迭代次数上限m或误差满足 ∥Hks+ gk∥ ≤ ρ∥gk∥。
4. 令 αk = 1，若

fSk
(wk + αksk) ≤ fSk

(wk) + ηαkg
T
k sk

则放大 αk = γαk，取使其能成立的最大可能 αk = γpk 作为更新步长。

5. 更新 wk+1 = wk + αksk，判定是否终止，若否则 k = k + 1，回到第二步。

当噪声较大时，#S(H)
k 必须取得较大才能避免海森阵导致迭代出现问题，因此#Sk较大时才可能

采用此方法。此外，虽然对精确计算∇F 与∇2F 的无海森牛顿法可以证明收敛，加入采样后并没有办

法保证超线性的收敛速率。

更多时候，问题是非凸的，这样的搜索很容易出现问题，因此需要在上方第四步调整为：用共轭

梯度法求解 Hks = gk，直到达到迭代次数上限 m或误差满足 ∥Hks + gk∥ ≤ ρ∥gk∥或 sk 是负曲率方
向，即 sTkHksk < 0。当然，比起处理不正定的海森阵，我们更希望能维持一个正定或半正定的估计。

7.4.2 随机拟牛顿法

我们先从直接估计海森阵的拟牛顿法说起，回顾无约束优化的拟牛顿法，其更新形式满足

wk+1 = wk − αkHk∇F (wk)

其中 Hk 为对 ∇2F (wk)
−1的估算。

其中常用的 BFGS方法，利用对 Hk 的动态更新，在仅使用一阶信息时通过估计二阶信息在局部

达到了超线性收敛速率。然而，由于Hk不具有稀疏性 (即使真实的海森阵是稀疏的)，大规模计算中其
存储开销非常大，我们需要考虑有限记忆策略 [limited memory scheme]，例如不需要显式计算出Hk 的

L-BFGS方法。具体来说，我们记录集合 P，其中储存着若干对 s与 y，并每次根据其中的 s与 y计算

出 Hkg：

算法 7.31 (L-BFGS迭代)

♠

给定包含m对 (s0, y0), . . . , (sm−1, ym−1)的集合 P，则根据 BFGS迭代产生的矩阵为

H0 = I

Hk+1 =

(
I −

yks
T
k

sTk yk

)T

Hk

(
I −

yks
T
k

sTk yk

)
+
sks

T
k

sTk yk

由于每个 I − yks
T
k

sTk yk
或 sks

T
k

sTk yk
与向量的乘积均可只通过向量运算得到，展开 Hmg 可得到不含矩阵

运算的计算方式。
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7.4 随机牛顿法

即使这样，引入随机后利用采样估算的梯度 g(wk, ξk)进行的更新

wk+1 = wk − αkHkg(wk, ξk)

也会遇到诸多问题：

1. 理论局限性：引入随机后，此方法无法达到线性收敛速率，与一般的 SG算法并无量级上的区别。
不过，由于常数上的改进，随机采样下的拟牛顿法仍然存在意义。可以证明，当Hk → ∇2F (w∗)−1

时，其常数较一般随机梯度法更好。

2. 较长的单次迭代时间：设m为 L-BFGS方法的记忆周期 (通常为 5)，d为计算 g(wk, ξk)所需的操

作次数，则Hkg(wk, ξk)的计算需要 4md次计算，也即直接计算 g(wk, ξk)的 20倍左右。为解决
此问题，一般估计 g(wk, ξk)需要采用相对较小的批次，如设定为 256。

3. 估计海森阵的训练过程：估算 Hk 需要用到 g(wk, ξk)与 g(wk+1, ξk+1)之间的差，但二者都是估

计而成，可能造成很大的误差。

4. 误差的累计：与普通拟牛顿法一样每步都对Hk 进行更新可能没有必要，或反而引起误差累积导

致估计更加不准确。

对后两个问题有不同的解决方法，例如采取更好的对 yk 的估计方式。

算法 7.32 (随机拟牛顿法-估计 yk)

♠

已知 wk+1 与 wk 时，有 sk = wk+1 − wk，进一步假设已选出 Sk 并估计了梯度 g(wk, ξk) =

∇fSk
(wk)，可由如下方法估计对应的 yk = ∇F (wk+1)−∇F (wk)：

1. 令 yk = ∇fSk
(wk+1)−∇fSk

(wk)；

2. 从 Sk 中抽取一部分 S
(H)
k ，令 yk = ∇2f

S
(H)
k

(wk)sk。

前者通过相同采样的方式避免了过大的误差，后者则根据 y = Hs的要求计算 yk，将梯度计算与

海森阵更新解耦 [decouple]。综合估计 yk 的方法，我们可以得到完整的随机拟牛顿法：

算法 7.33 (随机拟牛顿法)

♠

1. 给定初始 w1，正整数m，恒正的步长序列 αk。令 P = ∅，k = 1。

2. 抽取 Sk，并计算

gk = ∇fSk
(wk)

wk+1 = wk − αkHkgk

这里 Hkgk 由 P 中的 (s, y)通过 L-BFGS方法得出。
3. 判定是否需要更新 Hk，若是则继续，否则令 k = k + 1，回到第二步。

4. 任选一种方式估计 yk，并将 (sk, yk)添加到 P 中，若 P 中数量超过m，丢弃其中下标最小

的 (si, yi)。

5. 令 k = k + 1，回到第二步。

7.4.3 高斯-牛顿法

虽然随机拟牛顿法避免了对海森阵的复杂计算与存储，仍然存在更新过程中未必正定导致迭代误

差很大的问题。高斯-牛顿方法则对其作出了改进，即使真实的海森阵非正定，也能保证估计过程的半
正定性。
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回到基础定义，对 ξ = (ξx, ξy)与参数 w产生的预测函数 hw，考虑最小二乘误差

fw(ξ) = l(hw(ξx), ξy) =
1

2
∥hw(ξx)− ξy∥2

在给定 ξ时记 hw 对 w的 Jacobi阵为 Jhξ
(w)，则有

hw(ξx) = hwk
(ξx) + Jhξ

(wk)(w − wk) +O(∥w − wk∥2)

于是计算可得 fw(ξ)忽略二阶项近似为
1

2
∥hwk

(ξx)− ξy∥2 +
(
hwk

(ξx)− ξy
)TJhξ

(wk)(w − wk) +
1

2
(w − wk)

TJhξ
(wk)

TJhξ
(wk)(w − wk)

若将其看作对 f 的展开，海森阵即为 Jhξ
(wk)

TJhξ
(wk)。由此思想，我们可以作近似：

定义 7.34 (高斯-牛顿阵)

♣

对一族下标 S
(H)
k ，其对最小二乘误差产生的高斯-牛顿阵为

G
S
(H)
k

(wk) =
1

#S
(H)
k

∑
i∈S(H)

k

Jhξi
(wk)

TJhξi
(wk)

对一般的凸误差函数 l(y1, y2)，高斯-牛顿阵则为

G
S
(H)
k

(wk) =
1

#S
(H)
k

∑
i∈S(H)

k

Jhξi
(wk)

T∇2
hl(h, ·)Jhξi

(wk)

� 练习 7.7对一般情况，证明其半正定，且对 λ > 0有 λI +G
S
(H)
k

(wk)正定。

解由凸函数二阶条件可知 ∇2
hl(h, ·)半正定，从而根据定义可知 G

S
(H)
k

(wk)半正定，进一步得到 λI +

G
S
(H)
k

(wk)正定。

由此，一般增加 λI 后得到正定的矩阵作为海森阵的近似，从而进行迭代。此方法的计算成本取决

于预测函数的维度。值得一提的是，在机器学习中，计算随机梯度向量 ∇fξ(w)通常不需要明确计算
Jacobi矩阵的所有行，此外，还有一些较新的方法能以较低成本解决高斯-牛顿迭代问题。

7.4.4 对角缩放法

接下来，我们介绍以进一步降低每次迭代运算次数为目的的对角缩放法。在高斯-牛顿法中，我们
虽然能够近似海森阵，却仍然需要近似其逆才能计算出迭代更新的方向。而对角缩放法的思路则是迭

代更新高斯-牛顿阵，并直接将其逆近似为对角元对应取逆的对角阵，具体来说为：

算法 7.35 (对角缩放法-迭代)

♠

若每一步取出样本 ξk，对应梯度为 g(wk, ξk)，当前高斯-牛顿阵对角元构成的向量为Gk，则迭代

过程先计算 wk+1(下标 i表示第 i个分量，对所有分量如此计算)：

wk+1,i = wk,i −
α

Gk,i + µ
g(wk, ξk)i

再更新 Gk (下标 ii即第 i个对角元)：

Gk+1,i = (1− λ)Gk,i + λ
(
Jξk+1

(wk+1)
TJξk+1

(wk+1)
)
ii

这里 µ为给定正数，避免对角元太小，α为步长因子，λ ∈ (0, 1)为更新权重。

此算法中，对于高斯-牛顿阵利用权重衰减的方法进行近似，且只保存与更新其对角元，并完全用
对角元近似 Hgk。比起二阶方法，它其实更接近对 gk 进行一定幅度调整的一阶方法。
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除了这样直接通过 Jacobi阵计算对角元与其倒数外，也可以采用近似计算的方案。例如，在拟牛
顿法中，可以考虑由当前的 sk, yk 迭代更新 Hk 的对角元 Hk,i：

Hk+1,i = (1− λ)Hk,i + λProj

(
sk,i
yk,i

)
这里 Proj代表向某个正区间 [a, b]投影，即将小于 a的置为 a，大于 b的置为 b，其余不变。然而，由

于 Hk 无法控制，直接运用这样的方法是噪声较大且难以纠正的，于是需要寻求更好的办法。

其中一个想法是，迭代更新海森阵 Gk 而非其倒数 Hk，再直接计算倒数，更新方式为

Gk+1,i = Gk,i + Proj

(
yk,i
sk,i

)
注意对角缩放法的迭代步骤可发现，Proj的投影保证了实际更新的步长是以 O

(
1
k

)
下降的。

7.4.5 自然梯度法

我们最后介绍的二阶方法是自然梯度法，其想法为在空间H中 (而非参数空间下)进行梯度下降迭
代，因此得名。

假设参数空间中所有的函数都是密度函数，即
∫
hw(x)dx = 1且 hw(x) ≥ 0，由此可以定义 Ehw

等，并假设其充分正则 (由归一化条件可知此式为 0)：

∀t > 0,

∫
∂t

∂wt
hw(x)dx =

∂t

∂wt

∫
hw(x)dx

这里 ∂t

∂wt 指的是对任一种对不同分量求总计 t阶导数的方式。

我们先定义 KL散度：

定义 7.36 (KL散度)

♣

对两个非零的密度函数 h1, h2，可定义 h2对 h1的 KL散度 [Kullback-Leibler divergence]为

DKL(h1∥h2) = Eh1

[
ln
h1(x)

h2(x)

]
�

注意 DKL(h1∥h2)未必与 DKL(h2∥h1)相同。
� 练习 7.8证明 DKL(h1∥h2) ≥ 0，且其取到 0当且仅当 h1与 h2几乎处处相等。

解由于 − lnx是严格凸函数，对和为 1的正数 λ1, . . . , λn与正数 x1, . . . , xn，由琴生不等式有∑
i

−λi lnxi ≥ − ln

(∑
i

λixi

)
且等号成立当且仅当 xi均相等。

将其连续化即得，对满足
∫
f(x)dx = 1的正函数 f(x)与正函数 g(x)，有∫
−f(x) ln g(x)dx ≥ − ln

∫
f(x)g(x)dx

且等号成立当且仅当 g(x)几乎处处恒定。

于是有

DKL(h1∥h2) =
∫

− ln
h2(x)

h1(x)
h1(x)dx ≥ − ln

∫
h2(x)h1(x)

h1(x)
dx = − ln 1 = 0

由于 h1, h2均为归一化的正函数，h1
h2
几乎处处恒定可得只能恒定为 1，从而得证。
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将 hw+δw(x)对 δw展开到二阶，可计算得

DKL(hw∥hw+δw) = −δwTEhw

[
∇w lnhw(x)

]
− 1

2
δwTEhw

[
∇2

w lnhw(x)
]
δw +O(∥δw∥3)

� 练习 7.9证明 (省略期望下标 hw)

E
[
∇w lnhw(x)

]
= 0,−E

[
∇2

w lnhw(x)
]
= E

[
∇w lnhw(x)∇w lnhw(x)

T
]

解根据充分正则性，写成期望形式，对 t = 1, 2可知

E

[
1

hw(x)
∇whw(x)

]
= 0, E

[
1

hw(x)
∇2

whw(x)

]
= 0

由第一个式子内部可直接写成 ∇w lnhw(x)可知 E
[
∇w lnhw(x)

]
= 0，而进一步计算可知

E
[
∇2

w lnhw(x)
]
= E

[ 1

hw(x)
∇2

w − 1

h2w(x)
∇whw(x)∇whw(x)

T
]

由求和中第一项为 0即得证。
从而，记 G(w) = E

[
∇w lnhw(x)∇w lnhw(x)

T
]
，即有

DKL(hw∥hw+δw) =
1

2
δwTG(w)δw +O(∥δw∥3)

下面研究其如何应用于迭代。

我们考虑每次限制变化范围的优化

wk+1 = argminw

{
F (w) | DKL(hwk

∥hw) ≤ η2k

}
根据推导，此约束可近似成 1

2(w−wk)
TG(wk)(w−wk) ≤ η2k。将硬约束化为软约束，可看作优化目标

增加项 1
2αk

(w−wk)
TG(wk)(w−wk)，αk越大则步长越大，再将F (w)近似为F (wk)+∇F (wk)

T (w−wk)，

最终变为

wk+1 = argminw

{
∇F (wk)

T (w − wk) +
1

2αk
(w − wk)

TG(wk)(w − wk)

}
求解可得到：

算法 7.37 (自然梯度法-迭代)

♠

每次迭代中，给定步长 αk > 0，抽取一族下标 Sk，估算 G(wk)为 (ξi,x代表样本 ξi中的 x)

G̃(wk) =
1

#Sk

∑
i∈Sk

∇w lnhwk
(ξi,x)∇w lnhwk

(ξi,x)
T

并更新

wk+1 = wk − αkG(wk)
−1∇F (wk)

�
与高斯-牛顿法类似可证 G̃(wk)半正定，可添加 λI 以保证正定性。

7.5 更多常用算法

7.5.1 动量法

动量法具有如下的迭代形式：
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算法 7.38 (动量法-迭代)

♠

给定 αk > 0, βk > 0，其迭代过程为

wk+1 = wk − αk∇F (wk) + βk(wk − wk−1)

这里第二项称为动量 [momentum]项3，当 αk, βk 固定为 α, β时，动量法迭代称为重球方法 [heavy
ball method]，对部分函数具有线性收敛性，且收敛速率大于步长固定的最速下降法。注意到，重球方
法中迭代公式可以展开写成

wk+1 = wk − α
k∑

j=1

βk−j∇F (wj)

即次更新都是以往梯度的指数平均。

对于二次函数的动量法有性质：

定理 7.39 (动量法-二次终止性)

♡

对严格凸二次函数 F，若步长满足 (第一步取 β = 0)

(αk, βk) = argminα,β F
(
wk − α∇F (wk) + β(wk − wk−1)

)
则动量法迭代过程与共轭梯度法完全相同。

证明 记更新空间 Uk =
{
wk − α∇F (wk) + β(wk − wk−1) | α, β ∈ R

}
。

利用归纳，第一步由定义可知一致，而此后，记 gi, di为共轭梯度法中对应结论，根据共轭方向法

性质定理有

wk+1 = argminw

{
F (w) | w = w0 +

k∑
i=0

λidi, λi ∈ R
}

将右侧集合记为 Vk，而根据共轭梯度法的更新过程，存在 ak, bk使得wk+1 = wk+akdk = wk+ak(−gk+
bkdk−1)，记共轭梯度法更新空间

Wk =
{
wk + a(−gk + bkdk−1) | a, b ∈ R

}
由于Wk ∈ Vk，必有

(ak, bk) = argmina,b F
(
wk + a(−gk + bdk−1)

)
由于 ∇F (wk) = gk, wk − wk−1 = ak−1dk−1，迭代未终止时 ak−1 ̸= 0，可知 Uk = Wk，而两者更新均

为取空间中最小为 wk+1，从而得证。

另一个利用动量加速梯度法的思路来自 Nesterov的迭代方式：

wk+1 = wk − αk∇F (wk + βk(wk − wk−1)) + βk(wk − wk−1)

也即先将 wk 加上 βk(wk − wk−1)，再进行一次最速下降。这时有结论：

命题 7.40 (Nesterov迭代-收敛速率)

♠

取 αk 恒定为某 α > 0，且 βk 满足 βk < 1, limk→∞ βk = 1。若 F 凸且梯度 Lipschitz连续，则
Nesterov迭代的收敛速率为 O

(
1
k2

)
。

比起一般梯度方法的 O
(
1
k

)
的收敛速率，此迭代的确改善了量级，但目前尚未有对原因的直观解

3这是由于它代表了某个带摩擦的二阶常微分方程的离散。
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释。

7.5.2 坐标下降法

坐标下降 [coordinate descent, CD]法每次只更新一个坐标：

算法 7.41 (坐标下降法-迭代)

♠

在 w ∈ Rd时，给定步长 αk 与下标 ik ∈ {1, . . . , d}，坐标下降法迭代过程为

wk+1 = wk − αk
∂F (wk)

∂wk,ik

eik

也即在一个方向上看作单元函数极值问题。

根据不同的 αk 与 ik 选取策略，坐标下降法也有不同形式，例如：

精确搜索 αk；

通过某些标准进行非精确一维搜索确定 αk；

将 αk 选作 F 的某个二阶局部近似的最小值点 (这样的方法称为二阶坐标下降法)；
ik 在 1到 d中循环；

将 1到 d排成随机序列，ik 在其中选择，每轮结束重排；

ik 在 1到 d中随机选择 (含随机性的 ik 选择收敛效果一般好于循环选择)。
对一般的可微函数，即使最速下降法可以收敛到驻点，CD方法也无法保证收敛性。不过，对一些

特殊的 F，CD方法还是能保证较好的效果：

命题 7.42 (坐标下降法-收敛性)

♠

若 F 是参数为 c 的 d 维强凸函数，且其梯度的每个分量都是 Lipschitz 连续的，界分别为
L1, . . . , Ld，其中最大值为 L̂，取步长 αk 恒定为 1

L̂
，ik 从 1到 d中等概率随机选择一个，则

E[F (wk+1)− F∗] ≤
(
1− c

L̂d

)k

(F (w1)− F∗)

此结论可以通过直接将 F 展开后计算以说明。此时，其收敛速率是线性的，而若 d次坐标下降与

一次梯度下降的计算开销接近，CD方法与最速下降法无论是理论还是实践中的收敛速率都是类似的。
有一类实践中常出现的函数适用 CD方法，也即

F (w) =
n∑

j=1

F̃j(x
T
j w) +

d∑
i=1

F̂i(wi) (7.1)

这里第一项中 F̃j 为可微函数，而向量 xj 一般是稀疏的，第二项为正则化项，未必可微。考虑如下的

更简单的情况：

F (w) =
1

2
∥Aw − b∥2 +

d∑
i=1

F̂i(wi), A = (a1, a2, . . . , ad)

这里 aj 均为列向量。

而计算可得 (这里 ∂m表示对第m个分量)
∂F (w)

∂m
=

1

2
(Aw − b)Tam + F̂ ′

m(wm)
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记 rk = Awk − b，验证可知若 wk+1 = wk + βkeik，则 rk+1 = rk + βkaik，这时方程可写为

0 =
∂F (wk+1)

∂ik
=

1

2
rTk+1aik + F̂ ′

ik
(wk+1,ik)

从而可以近似求解 βk 得到更新。由于更新 rk 的代价与 aik 中非零分量的个数正比，进一步分析可得

迭代过程亦与 aik 中非零分量的个数正比，这样优化一轮后，相比直接梯度法与 A中非零分量正比的

量级是一致的。

我们还可以从对偶问题出发对 (7.1)进行优化。若 F̂i(a) =
λ
2a

2，则原问题写为

F (w) =
1

n

n∑
j=1

F̃j(x
T
j w) +

λ

2
∥w∥2

记 uj = xTj w，以此作为等式约束，可看作优化问题

F (u,w) =
1

n

n∑
j=1

F̃j(uj) +
λ

2
∥w∥2 s. t. u = XTw (7.2)

� 练习 7.10计算问题 (7.2)的对偶问题，并给出最优乘子与原问题最优解的关系。
解设 uj = xTj w的乘子为

1
nvj(这里乘倍数是为了方便统一形式)，则

L(u,w, v) =
1

n

n∑
j=1

F̃j(uj) +
λ

2
∥w∥2 + 1

n

n∑
j=1

vj(uj − xTj w)

由对偶问题定义，我们需要找到 g(v) = minu,w L(u,w, v)，并计算其最大值 (由于没有不等约束，
g(v)是无约束最优化)。记 F̃ ∗

j (v) = minu
{
F̃j(u) + uv

}
，则

min
u,w

L(u,w, v) =
1

n

n∑
j=1

F̃ ∗
j (vj) + min

w

{
λ

2
∥w∥2 − 1

n

n∑
j=1

vjx
T
j w

}
对右侧进一步化简最终得到

g(v) =
1

n

n∑
j=1

F̃ ∗
j (vj)−

1

2λn2

∥∥∥∥ n∑
j=1

vjxj

∥∥∥∥2
根据 w的最小条件，从乘子可解出

w =
1

λn

n∑
j=1

vjxj

随机对偶坐标上升 [stochastic dual coordinate ascent, SDCA] 即对上述的 −g(v) 采用坐标下降法迭
代 (即对 g(v)依次选取坐标上升)，最后从 v还原出 w。�
并行情况下，w存储在不同的内存中，各自的更新可能会有延迟，不过在延迟有界时仍然可以证明收

敛性，于是 CD算法在并行时仍有重要的意义。

7.5.3 含正则化的问题

出于减小泛化误差的要求，正则化是必要的，而根据稀疏优化的内容，比起二范数正则化，一范

数更容易选取到稀疏解，对机器学习而言意味着某种特征选择。一般的含正则化模型可以概括为

min
w

Φ(w) = F (w) + λΩ(w) (7.3)

这里 F : Rd → R有较好光滑性，λ > 0为正则化超参数，Ω : Rd → R是凸的，未必光滑的正则化函
数。根据凸函数零阶条件推一阶条件的过程，可说明全空间凸函数的任何方向导数都存在，于是必须
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是连续的，未必光滑也就成为了未必可微。我们着重考虑 1范数的情况：

min
w
ϕ(w) = F (w) + λ∥w∥1 (7.4)

我们首先给出一个近端梯度下降 [proximal gradient iteration]的迭代方法：

算法 7.43 (近端梯度下降-迭代)

♠

对问题 (7.3)，给定步长 αk > 0，迭代的搜索过程为

wk+1 = argminw

{
F (wk) +∇F (wk)

T (w − wk) +
1

2αk
∥w − wk∥2 + λΩ(w)

}

在自然梯度法的推导过程中，我们所谓“限制范围的优化”事实上就是加入了近端项 1
2αk

∥w−wk∥2

的限制。而若最后一项不存在，利用二次函数即知这个搜索的结果恰好为 wk+1 = wk − αk∇F (wk)。

对此迭代，有收敛性定理：

命题 7.44 (近端梯度下降-收敛性)

♠

在 F (w)可微、有界为 L的梯度 Lipschitz连续性与参数为 c的强凸性时，假设全局最优解存在

为 w∗，步长 αk 恒定为 α ∈
(
0, 1

L

)
，则迭代过程满足

Φ(wk+1)− Φ(w∗) ≤ (1− αc)k
(
Φ(w1)− Φ(w∗)

)
由于 ∇F (wk)

T (w − wk) +
1

2αk
∥w − wk∥2 可以重新配方为二次函数，此迭代的计算核心步骤为对

某个 w̃寻找

argminw

{
λΩ(w) +

1

2αk
∥w − w̃∥

}
这又回到了Moreau-Yosida正则化问题，当 Ω(w)是一范数或可分离出 w各个分量时是易于求解的。例

如对一范数：

� 练习 7.11求解

wk+1 = argminw

{
F (wk) +∇F (wk)

T (w − wk) +
1

2αk
∥w − wk∥2 + λ∥w∥1

}

解配方得要优化的式子等价于
1

2αk
∥w − (wk − αk∇F (wk))∥2 + λ∥w∥1

根据稀疏优化中完成的练习，由此即得到

wk+1 = shrink
(
αk∇F (wk), λαk

)
上方练习中的迭代称为迭代软阈值算法 [iterative soft-thresholding algorithm, ISTA]，从迭代过程中

可以看出它的稀疏性。

继续考虑一范数正则化问题。对问题 (7.4)，可以做光滑化改造。记 u = max(w, 0), v = −min(w, 0)，

则有 u, v ≥ 0, w = u− v，问题变为

min
u,v

{
F (u− v) + λ

∑
i

(ui + vi)

}
s. t. u ≥ 0, v ≥ 0

对其可以考虑梯度投影 [gradient projection] 方法，也即作梯度下降后将小于 0 的分量置为 0。记
P+(x) = max(x, 0)，计算可得有
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算法 7.45 (梯度投影法-迭代)

♠

给定步长 αk > 0，迭代过程为：(
uk+1

vk+1

)
= P+

(
uk − αk∇F (uk − vk)− αkλ1

vk + αk∇F (uk − vk)− αkλ1

)

在近端梯度下降的收敛性定理满足时，若迭代中 u, v 可以还原出 w，可以证明梯度投影法也具有

全局收敛性。然而，由于定义，迭代中 u与 v的第 i个分量不同时非零时，才能保证还原出正确的 w。�
近端梯度下降与梯度投影法都有随机版本，也即用 g(wk, ξk)估计其中的 ∇F 部分。

7.5.4 正则化模型的二阶方法

虽然正则化项未必光滑，在正则化后的模型中我们仍然可以引入二阶方法，思路与引入一阶方法

时类似，即单独提出正则化项：

算法 7.46 (近端牛顿法-迭代)

♠

在问题 (7.4)中，每步迭代先定义

qk(w) = F (wk) +∇F (wk)
T (w − wk) +

1

2
(w − wk)

THk(w − wk) + λ∥w∥1

这里 Hk 是 ∇2F (wk)或其拟牛顿估计，则 qk(w)是原问题在 w附近展开到二阶的结果。

记此问题最优解为 w̃k，采用一维搜索确定 αk (保证更新后 ϕ(w)下降)并更新

wk+1 = wk + αk(w̃k − wk)

我们假定 Hk 已经正定，这样 qk(w)最优解必然存在，而我们必须找到方法求解，一般有三种思

路：

1. 进行理论精确的求解：例如，由于其前三项为二次函数，对每个坐标是可以精确得到最小值的，
于是可以采用坐标下降法求得解析解。

2. 迭代出发的近似求解：大部分情况下，解析求解是没有必要的，高效的近似解法是更好的选择。
从任何迭代方法出发，我们都需要找到一个认为足够近似而终止迭代的标准，理论可以说明，计

算 ISTA迭代的差距是一个有效的选择。
假设 A(w)代表 w进行一次 ISTA迭代得到的点，当前找到的解为 w̃k，取 η ∈ [0, 1)则终止条件

可以为

∥A(w̃k)− w̃k∥ ≤ η∥A(wk)− wk∥, qk(w̃k) < qk(wk)

3. 稀疏出发的近似求解：由于一范数正则化的性质，可以考虑先确定一组 w 的积极 [active] 分量，
固定为 0，再在剩余的自由 [free]分量上进行求解。
另一个思路是注意到 ∥ · ∥1 在任何象限都是光滑的，因此可以每次把搜索限制在固定的象限进行，

并不断更换象限，这就是基于象限 [orthant-based]的求解方案。先给出最小范数子梯度 [minimum norm
subgradient]的定义：

定义 7.47 (最小范数子梯度)
对分段可微的一元函数 f(x)，记每点左右导数 (可微时相等)分别为 f ′−(x), f

′
+(x)，则有其最小
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♣

范数子梯度

g(x) =

argminx
{
|x| | x ∈ [f ′−(x), f

′
+(x)]

}
f ′−(x) ≤ f ′+(x)

argminx
{
|x| | x ∈ [f ′+(x), f

′
−(x)]

}
f ′−(x) > f ′+(x)

对多元函数，其最小范数子梯度的第 i个分量为其看作第 i个分量单元函数的最小范数子梯度。

�
对单元函数，其也即左右导数构成区间内范数最小的点，因此得名。

� 练习 7.12计算问题 (7.4)中 ϕ(w)的最小范数子梯度 ĝ(w)。

解

ĝ(w)i =


∇F (w)i + λ wi > 0 or wi = 0,∇F (w)i + λ < 0

∇F (w)i − λ wi < 0 or wi = 0,∇F (w)i − λ > 0

0 wi = 0, |∇F (w)i| ≤ λ

当 w各分量非零时，其所在象限直接由定义确定，否则通过 ĝi(w)的方向确定，具体来说，记 wk

所在象限的符号为 ζk(每个分量为 0或 ±1)，则

ζk,i =

sign(wk,i) wk,i ̸= 0

sign(−ĝ(w)i) wk,i = 0

若 ĝ(w)i = 0，即认为此分量已经固定在边界上，不进行优化。由此得到算法：

算法 7.48 (象限方法-迭代)

♠

每次迭代中，先计算上述的 ĝ(wk)与 ζk，并记使 ζk,i为 0的 i构成集合 Ak。求解

min
d

{
ĝ(wk)

Td+
1

2
dTHkd

}
s. t. di = 0, i ∈ Ak

得到更新方向 dk (Hk 为海森阵或其估计)，通过一维搜索确定步长 αk，并更新

wk+1 = Pk(wk + αkdk)

这里 Pk 代表到 ζk 所在象限的投影，即

Pk,i(x) =


max{x, 0} ζk,i = 1

min{x, 0} ζk,i = −1

0 ζk,i = 0
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第 8章 总结

在《运筹学》与《最优化算法》的课程结束之际，让我们再次回看学过的内容：

在最优化绪论中，我们给出了优化问题的一些基本定义与问题形式，并且对一般的优化问题得到
进行分析，得到了始终贯穿的 K-T条件。此外，我们还浅探了更加一般的拓扑空间中的下降。
线性规划一章中，我们面对了第一个具体的问题，即诸多超平面分割下的优化模型。通过几何性
质，我们将线性规划转化为了可行域有限的组合优化问题，得到了在可行基解间迭代的单纯形法，
并简要观察了对偶理论。

网络流与动态规划专注于一些更具体的组合优化场景，并根据不同问题的特性给出一些改进的
算法。不过，这章中比起算法的实现与复杂度优化，我们更专注于理论的分析，这点与算法课形

成了一些互补。

接下来的无约束最优化中，我们学到了优化算法中最常用的迭代优化，并且给出了一阶与二阶的
几种不同的常用算法。这里所介绍的一维搜索技术同样是之后不断使用的。

有约束最优化里，我们展示了解决约束的不同进路：局部看作二次函数的序贯优化，从乘子向量
出发的牛顿求解，通过罚函数与障碍函数转化为无约束优化等等。这些进路在更特殊的问题中还

有更多应用的细节。

对于凸优化这样性质良好的优化问题，我们在考察完定义与性质后即开始观察之前学习的各种
方法如何使用在凸优化中，又如何得到更好的收敛性。

最后，在大数据中的优化里，我们既探索了一些现实中更复杂的优化，也着重分析了大规模科学
计算下如何选取合适的算法以达到计算资源与收敛速率间的平衡。

优化，这样一个理论或应用的诸多方向都无法规避的问题，随着大数据时代的到来正凸显出越来

越重要的作用。虽然学完这两门课程仅仅意味着对最优化了解的开始，但若是下次看到 Pytorch代码中
torch.optim.LBFGS能够会心一笑，大概也就不虚此行了吧。



附录 A 数学基础

本部分只罗列定义与结论，并不进行证明。

A.1 分析

定义 A.1 (差集)

♣集合 A与 B 的差集定义为 {x | x ∈ A, x /∈ B}，记作 A\B。

定义 A.2 (内积、范数、夹角、正交)

♣

对 Rn空间中的两个向量 a, b，定义其内积为 aT b。

对 Rn空间中的向量 a，定义其范数为
√
aTa，记作 ∥a∥。

对 Rn 空间中的两个非零向量 a, b，定义其夹角为 arccos aT b
∥a∥∥b∥，夹角为

π
2 即为正交，当且仅当

aT b = 0。

定义 A.3 (梯度、海森阵)

♣

设 f : U ∈ Rn → R为某可微函数，其梯度向量定义为
(

∂f
∂x1

· · · ∂f
∂xn

)T
，记作 ∇f。

若其二阶可微，海森矩阵定义为第 i行第 j 列是 ∂2f
∂xi∂xj

的矩阵，记作 ∇2f。

�
只需要某点处一次/二阶可微即可定义梯度/海森阵。由于偏导可交换，海森阵为对称阵。�
二阶可微蕴含可微，可微蕴含连续。

定义 A.4 (Jacobi阵)

♣

对每个分量都可微的向量值函数 F (x) = (f1, . . . , fn)
T，定义其 Jacobi阵为 (∇f1, . . . ,∇fn)T，假

设 F : Rm → Rn，那么它的 Jacobi阵是 n×m的，记为 JF。

�
由于我们定义梯度为列向量，Jacobi阵在 F 是一元函数时为梯度的转置。

定义 A.5 (开集、邻域、闭集)

♣

Rn中，若对集合 U 中任何点 x都存在 ε使得 Bε(x) := {y ∈ Rn | ∥y − x∥ < ε} ⊂ U，则称 U 为

开集。

若某集合 V 包含开集 U，且 x ∈ U，则称 V 为 x的一个邻域。

若一个集合的补集是开集，则其称为闭集。

命题 A.6 (Rn中开集、闭集的性质)

♠

1. 既开又闭的集合只有空集和 Rn。

2. 任意多开集的并是开集，任意多闭集的交是闭集。
3. 有限个开集的交是开集，有限个闭集的并是闭集。
4. 闭集的等价定义：集合 B 中任何有极限点列 xn的极限在 B 中。



A.2 代数

定义 A.7 (内部、闭包、边界)

♣

对任何集合 A，A包含的最大开集定义为 A的内部，记作 A◦ 或 int(A)；包含 A的最小闭集定

义为 A的闭包，记作 Ā；两者之差 Ā\A◦定义为 A的边界，记作 ∂A。

定义 A.8 (连续性)

♣

开集 U ⊂ Rn 中的函数 f 在一点 x0 处连续，当且仅当 limx→x0 f(x) = f(x0)。若对定义域每点

都满足此性质，则称此函数为连续函数。

命题 A.9 (连续的等价定义)

♠

1. 开集 U ⊂ Rn 中的函数 f 在一点 x0 处连续，当且仅当对任何满足 xk → x0 的点列 xk 有

limk→∞ f(xk) = f(x0)。

2. 开集 U ⊂ Rn中的函数 f 在一点 x0处连续，当且仅当 f(x0)的任何邻域原像是 x0的邻域。

3. 开集 U ⊂ Rn中的函数 f 是连续函数当且仅当任何开集的原像是开集。

4. 开集 U ⊂ Rn中的函数 f 是连续函数当且仅当任何闭集的原像是闭集。

定义 A.10 (紧集)

♣Rn中的紧集为有界闭集。

命题 A.11 (紧集的等价定义)

♠

在 Rn中，以下定义与 X 是紧集等价：

1. 若有一族开集 Ui, i ∈ I 覆盖 (即它们的并包含)X，则存在有限个开集覆盖 X。

2. X 上任何点列存在收敛子列。
3. X 上任何连续函数存在最大值、最小值。

A.2 代数

定义 A.12 (单位阵、全零阵)

♣

只有主对角线上的元素为 1，其他为 0的矩阵称为单位阵，记作 I，或用下标 Im表示阶数m×m。
所有元素全部为 0的矩阵记作 O，或用下标 Om×n表示阶数m× n。

定义 A.13 (正定、半正定)

♣

若 n阶实方阵 A为对称阵，且对一切 n维实向量 x有 xTAx ≥ 0，则其称为半正定矩阵。

进一步地，若还有 xTAx = 0当且仅当 x = 0，则称 A为正定矩阵。

�
这里的 0表示零向量，无歧义时也可以直接写作 0。对两个向量，写 x > y的意思一般是表示 x每个

分量对应大于 y，其他比较符号同理。�
正定矩阵与半正定矩阵有时也在非对称阵上类似定义。部分教材将半正定记作A ≥ 0，正定记作A > 0，

但由于会与“按分量大于/大于等于”的含义产生歧义，本讲义不引入此记号。
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A.2 代数

定义 A.14 (特征值、特征向量、特征多项式)

♣

若存在非零向量 α使得 Aα = λα，称 λ是 A的一个特征值，α是 A的一个特征向量。

A的特征多项式定义为 p(λ) = det(λI −A)，其所有根 (含重根)即 A的所有特征值 (含重数)。

命题 A.15 (秩、正定、半正定的特征值定义)

♠

秩等价于非零特征值的个数。

正定等价于对称且所有特征值大于 0。
半正定等价于对称且所有特征值大于等于 0。

命题 A.16 (正定的其他等价定义)

♠

A对称正定等价于存在可逆方阵 P 使得 A = P TP。

A对称半正定等价于存在方阵 P 使得 A = P TP。

定义 A.17 (秩、满秩)

♣

任何矩阵 A可以写为 P

(
Ir O

O O

)
Q的形式，其中 P,Q可逆，Ir 代表 r阶单位阵，则 r称为矩

阵 A的秩，记作 rank(A)。

若 A的秩与行数相等，则称其为行满秩，类似可定义列满秩。

�
左乘可逆矩阵 P 相当于进行 (可逆的)行变换，右乘可逆矩阵 Q相当于进行 (可逆的)列变换。

命题 A.18 (秩的等价定义)

♠

以下定义均与秩等价：

1. A中最大可逆子方阵的阶数 (这里行列选取未必连续)；
2. A的行向量组的极大线性无关组元素个数；
3. A的列向量组的极大线性无关组元素个数。

命题 A.19 (满秩的性质)

♠

任何矩阵 Am×n可写为 Pm×rQr×n，其中 P 是列满秩的，Q是行满秩的。

对于方阵，行满秩、列满秩、可逆三者等价。

定义 A.20 (正交阵)

♣对于 n× n实方阵 P，若其满足 PP T = P TP = I，则称为正交阵。

命题 A.21 (正交阵的等价定义)

♠实方阵 P 是正交阵等价于所有行 (列)构成的向量相互正交且模长均为 1。

命题 A.22 (QR分解)

♠

任何矩阵 B ∈ Rn×m, n ≥ m可以写成 Q

(
R

O

)
的形式，其中 Q为 n× n正交阵，R为m×m上

三角矩阵，且 rank(R) = rank(B)。
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A.2 代数

定义 A.23 (相似)

♣若存在可逆方阵 P 使得方阵 A = P−1BP，则称 A,B 相似。

命题 A.24 (相似的性质)

♠相似矩阵的秩、迹 (对角线元素和)相同，特征值对应相同。

命题 A.25 (正交相似对角化)

♠

对任何实对称方阵 G，其存在正交相似对角化 G = QTDQ，其中Q是正交阵，D是对角阵。由

相似性质，D的对角元即为 G的特征值。
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附录 B 数学进阶

本部分的知识仅在后两章用到。

定义 B.1 (向量与集合的线性运算)

♣

对线性空间某子集 S与向量 x0，定义 S+x0表示 {x | ∃s ∈ S, x = s+x0}，而 S−x0由 S+(−x0)
类似定义。此外，记 λS 表示 {x | ∃s ∈ S, x = λs}，则可定义 x0 − S 等。

定义 B.2 (范数)

♣

在线性空间中，满足

1. ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0

2. ∥λx∥ = |λ|∥x∥
3. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

的映射 ∥ · ∥ : V → R称为一个范数。

定义 B.3 (p范数)

♣

在 Cn中，定义函数

∥x∥p =


x中非零分量的个数 p = 0(∑

i |xi|p
)1/p

0 < p <∞

maxi |xi| p = ∞

当且仅当 p ≥ 1时此函数为范数，称为 p范数。若无下标，默认为二范数。

�
当 0 ≤ p < 1时有时仍称此函数为 p范数。

定义 B.4 (关系)

♣

集合 A上，任何一个映射 R : A× A → {0, 1}称为一个关系。R(x, y) = 1记为 xRy，否则记为

xR̄y。

定义 B.5 (等价关系)

♣

一个集合中，满足

1. xRx (自反性)
2. xRy ⇒ yRx (对称性)
3. xRy, yRz ⇒ xRz (传递性)

的关系 R称为一个等价关系。

定义 B.6 (偏序关系)
一个集合中，满足

1. xRx (自反性)
2. xRy, yRx⇒ x = y (反对称性)
3. xRy, yRz ⇒ xRz (传递性)



♣的关系 R称为一个偏序关系。

�
常用的 ≥,≤都是偏序关系，但一般偏序关系与它们不同，xRy与 yRx可能都不成立。

定义 B.7 (极小、极大、最小、最大)

♣

对定义了偏序关系 ⪯ 的集合 S，x 是极小元是指 ∀y ∈ S, y ⪯ x ⇒ y = x，x 是极大元是指

∀y ∈ S, x ⪯ y ⇒ y = x；x是最小元是指 ∀y ∈ x, x ⪯ y；x是最大元是指 ∀y ∈ x, y ⪯ x。

�
通俗来说，极小是指“没有比它小的”，最小是指“其他都比它大”，考虑集合之间的包含关系 ⊂可以
给出一些直观的例子。根据最小、最大的定义，由于反对称性可得最小元/最大元至多只有一个。

命题 B.8 (奇异值分解)

♠

任何矩阵 A ∈ Rn×m可以写成 UΣV T 的形式，其中 U 为 n× n正交阵，V 为m×m正交阵，Σ

为对角元非负且从大到小排列的对角阵，其对角元称为奇异值，从大到小记为 σ1, . . . , σmin(m,n)。

命题 B.9 (半正定阵的相合对角化)

♠对半正定矩阵 A,B，存在可逆方阵 P 使得 P TAP 与 P TBP 均为对角阵。

命题 B.10 (半正定阵的次幂)

♠

对半正定矩阵 A，给定正整数 n，存在唯一半正定矩阵 B 使得 Bn = A，记作 B = A1/n。从而

类似正整数次方推广到实数次方的过程，对半正定矩阵可以定义任何非负次方，对正定矩阵可

以定义任何实数次方。

定义 B.11 (Hermite阵、酉方阵)

♣

将满足 AH = A的复矩阵称为 Hermite阵，AHA = I 则称为酉方阵，其性质与对称阵、正交阵

类似。

复矩阵中，正定与半正定仍然等价于 Hermite阵的全部特征值大于/大于等于 0，也仍然可以定义
次幂。

定义 B.12 (矩阵范数)
对所有矩阵 Cn×n定义的函数 ∥ · ∥，若满足线性空间范数的三条要求，且满足 ∥AB∥ ≤ ∥A∥B∥∥，
则称为一个矩阵范数。

矩阵 p范数定义为

∥A∥p = inf
∥x∥p=1

∥Ax∥p

Forbenius范数为
∥A∥F =

√∑
i,j

|aij |2

而核范数为

∥A∥∗ = tr
(
(XHX)1/2

)
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♣若无下标，亦默认为二范数。

命题 B.13 (矩阵范数与奇异值)

♠

∥A∥ = σ1

∥A∥F =

√∑
i

σ2i

∥A∥∗ =
∑
i

σi

定义 B.14 (联合范数)

♣

对矩阵 A ∈ Rm×n，设其列向量为 aj，则联合范数 ∥A∥p,q 定义为

∥(∥a1∥p, ∥a2∥p, . . . , ∥am∥p)∥q

联合范数也即先计算每列的范数，再构成一个向量计算范数。于是 ∥A∥F 也可以表示为 ∥A∥2,2。

定义 B.15 (子拓扑)

♣

对 Rn的任何子集 S与 S的子集 A，定义 A在 S中是开集/闭集当且仅当存在 Rn中的开集/闭集
B 满足 A = S ∩B。于是，我们可以进一步定义 A在 S 中的内部 (A包含的最大 S 中开集)、闭
包 (包含 A的最小 S 中闭集)、边界等。
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附录 C 参考资料
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《算法导论 (第三版)》Thomas H.Corman等著，殷建平等译 [网络流与动态规划算法]
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《数值最优化方法》高立 [收敛性与收敛速率]
zhuanlan.zhihu.com/p/264515249 [内点法]
blog.csdn.net/u010510549/article/details/100938214 [Slater条件]
blog.csdn.net/qianhen123/article/details/85227297 [字典学习]
zhuanlan.zhihu.com/p/369874722 [各种风险与误差]
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