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一 全显/全隐格式

§1.1 基本记号

考虑 Dirichlet 边值问题 (HD)，其中扩散系数 a > 0：

ut = auxx + f(x, t), x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ]

u(x, 0) = u0(x), u(0, t) = ϕ0(t), u(1, t) = ϕ1(t)

真解记为 [u]，数值解记为 u，考虑等距网格 T∆x,∆t，其中 xj 代表 j∆x, j = 0 : J，tn 代表 n∆t, n = 0 : N，

这里冒号连接整数表示其间的所有整数，∆x = 1
J
为空间步长，∆t = T

N
为时间步长。

* 非等距时将相邻最大的 ∆t,∆x 称为时空步长。为方便讨论，此后默认等距。

记 [u](xj , t
n) = [u]nj，其即为逼近目标，将对其的近似 un

j 称为数值解。

差分记号：

1. I 代表恒等算子；

2. E 代表正向移位算子，Efj = fj+1，其复合代表多次进行。

3. E−1 为反向移位算子，由此可定义 E 的任意整数次方 [对实数次方，由于 fn
α = f(α∆x, tn)，仍可类

似定义]；

4. 一阶向前差分算子 ∆ = E− I；

5. 一阶向后差分算子 ∆− = I− E−1；

6. 一步中心差分算子 ∆0 = E− E−1；

7. 半步中心差分算子 δ = E1/2 − E−1/2；

8. 二阶中心差分算子 δ2 = E− 2I+ E−1。

* 涉及操作变量时以下标标注，如 Exf
n
j = fn

j+1,Etf
n
j = fn+1

j 。

§1.2 离散格式

利用 Taylor 展开可知

[ut]
n
j =

∆t[u]
n
j

∆t
+O(∆t)

[uxx]
n
j =

δ2x[u]
n
j

(∆x)2
+O((∆x)2)

于是对 (HD) 忽略无穷小量 O((∆x)2 +∆t) 可得到近似公式

∆tu
n
j = µaδ2xu

n
j +∆tfn

j

这里 µ = ∆t
(∆x)2

称为网比。

另一方面，若取近似 [ut]
n
j =

∆−t[u]
n
j

∆t
+O(∆t) 即得 (注意 ∆−t[u]

n
j = ∆t[u]

n−1
j )

∆tu
n
j = µaδ2xu

n+1
j +∆tfn+1

j

将差分中出现的网格点集称为离散模板 [此后记 (a, b)为 un+b
j+a 描述]，则前者涉及 (0, 0), (−1, 0), (1, 0), (0, 1)，

只需要直接计算 (0, 1) 位置即可，因此称为显式离散；后者涉及 (0, 0), (−1, 1), (1, 1), (0, 1)，必须利用方程

组求解，因此称为隐式离散。
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* 事实上，两者分别称为全显格式与全隐格式，合称为古典格式。由于只涉及到两个时间层，它们都是双
层格式。

* 此问题定解条件的离散非常简单，即 u0
j = u0(xj), u

n
0 = ϕ0(t

n), un
J = ϕ1(t

n)。

全隐格式可行性与求解

记 un = (un
1 , . . . , u

n
J−1)

T，则全隐格式可以写为

B1u
n+1 = B0u

n +∆tFn

这里 B1 = tridiag(−µa, 1+2µa,−µa) [tridiag(x, y, z) 表示满足 ai,i−1 = x, aii = y, ai,i+1 = z，其他为 0 的
三对角阵]，B0 = I，而

Fn = fn+1 +
µa

∆t
(un+1

0 , 0, . . . , 0, un+1
J )T

由于 B1 严格对角优，其对应矩阵可逆，因此必然可求解。

* 对全显格式也可写成类似形式，B1 = I,B0 = tridiag(−µa, 1− 2µa, µa)，而 Fn 为全隐格式的 Fn 上标的

n+ 1 全部更换为 n 的结果。

求解三对角线性方程组的常用方法是 Thomas 算法，或称追赶法，对三对角阵

A = tridiag(α2:J−1, β1:J−1, γ1:J−2)

求解 Ax = b 的算法为：

1. 初始化 p0 = q0 = 0；

2. 计算
pj =

γj
βj − αjpj−1

, qj =
bj + αjqj−1

βj − αjpj−1

, j = 1 : J − 1

3. 令 xJ−1 = qJ−1；

4. 逆序计算 xj = pjxj+1 + qj , j = 1 : J − 2。

由此可见，进行全隐格式的一步迭代需要约 5J 次乘除法，而全显格式需要约 2J 次。然而，由于全隐格

式的时间步长可以设置得更大，实际上全隐格式的计算效率更高，关于此的分析将在之后讨论，现在只陈

述经验性的结果：

1. 在 µ ≤ 1
2
时两种格式均有较理想的数值结果，误差处于 O((∆x)2)；

2. 在 µ > 1
2
时，全显格式出现抖动，且随时间越来越剧烈，中心点趋于无穷，全隐格式则仍然呈现

O((∆x)2) 的误差。

§1.3 古典格式推广

考虑整个数轴上的问题 (HI)：
ut = auxx + f(x, t), x ∈ R, t ∈ (0, T ]

u(x, 0) = u0(x)

这时定义的 xj 下标 j可取任何整数，全显格式与全隐格式的迭代与 HD相同，而边界条件只有 u0
j = u0(xj)。

* 对无穷区域问题，理论表述可不考虑截断，实际操作中则需要。为方便讨论，我们假定适当的区域截断
和人工边界条件设置后，原有格式的数值结果不受影响。

考虑空间周期性问题 (HP)：
ut = auxx + f(x, t), x ∈ R, t ∈ (0, T ]
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u(x, 0) = u0(x),

u(x, t) = u(x+ 1, t), u0(x) = u0(x+ 1), f(x, t) = f(x+ 1, t)

这时数值计算只需要截取一个完整的空间周期 j = 1 : J 即可，而边界满足 un
0 = un

J , u
n
J+1 = un

1，此时全

隐格式的单步迭代矩阵 B1 即为 J 阶方阵

tridiag(−µa, 1 + 2µa,−µa) +



−µa

0

. .
.

0

−µa


利用 Sherman-Morrison 公式，可改进 Thomas 算法使得能用 11J 次乘除法运算解出线性方程组 [B1

的四个角构成秩为 1 的方阵 uvT，去除它们得三对角阵 A，只需求解 A−1b 与 A−1u 即可组合得 B−1
1 b]。

* 本章对格式的探讨仅停留在求解可行性与求解效率上，而忽略了差分格式的可信度，即数值解是否能刻
画真实解，这就是下一章的核心内容。

二 线性差分格式基本理论

§2.1 预备知识

回顾之前讨论的时空网格 T∆x,∆t，我们仍然默认其等距性，初始点 (x0, t
0) 成为参考网格点。

考虑一族空间网格上的函数 un = {uj
n}∀j，我们用离散范数定义其整体度量：

∥un∥∞ = max
j

|un
j |, ∥un∥2 =

√∑
j

|un
j |2∆x

* 前者称为最大模，后者称为 L2 模 (有时 L2 模可以省略下标 2)
* 无界区间在理论分析时无需截断，将 un 视为无穷维向量

差分格式一般有两种描述，一种是局部刻画每个点附近的方程，另一种则是写成如 B1u
n+1 = B0u

n+∆tGn

的整体形式。

对一般的双层格式，可以等价变形为类似上方的形式，我们出于可行性要求进一步规定 B1 可逆，则规范

形式为

un+1 = Bun +∆tHn

* 若差分格式具有相同规范形式，则认为它们是相同的
由于网格加密过程中 ∆x,∆t 可以分别趋于 0，分析理论较为困难，因此我们假设趋于 0 时存在加密路径

∆x = G(∆t)

这里 G 为 0 处为 0 的连续函数。若某数值现象同加密路径无关，则称为无条件，否则称有条件。

§2.2 相容性

* 我们假设离散对象为偏微分方程 L[u] = g。

局部相容

考虑某个网格点处差分方程的局部描述

L∆x,∆tu
n
j = gnj
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我们记代入真实解得到的差距为局部截断误差

τn
j = L∆x,∆t[u]

n
j − gnj

若 ∆x,∆t 趋于 0 时 τn
j → 0，则称其逐点相容于方程；若存在不可改善的常数 m1,m2 使得

τn
j = O((∆x)m1 + (∆t)m2)

则称 (m1,m2) 为其局部截断误差阶。

* 几何含义：差分方程与偏微分方程的逼近程度，也即微分方程解通解满足差分方程的准确程度
* 考虑第一章的全显格式，其截断误差为

τn
j =

[u]n+1
j − [u]nj

∆t
− a

[u]nj+1 − 2[u]nj + [u]nj−1

(∆x)2
− fn

j

以 [u]nj 为中心 Taylor 展开，整理可得到

τn
j =

1

2
[utt]

n
j∆t− a

12
[uxxxx]

n
j (∆x)2 + o(∆t+ (∆x)2)

此即知其无条件具有 (2, 1) 阶局部截断误差。

* 类似可知全隐格式也无条件具有 (2, 1) 阶局部截断误差。

* 截断误差阶数与推导过程 [即 Taylor 展开的位置] 无关。

整体相容

考虑规范形式下，真解满足

[u]n+1 = B[u]n +∆tHn +∆tΦn

其中 Φn 为某网格函数，根据定义可发现其即为局部截断误差。

若 ∆x,∆t 趋于 0 时，给定离散范数 ∥ · ∥，若 ∥Φn∥ → 0, ∀n，则称差分格式整体相容于方程；若存在不可
改善的常数 m1,m2 使得

∥Φn∥ = O((∆x)m1 + (∆t)m2), ∀n

则称 (m1,m2) 为其 ∥ · ∥ 模相容阶 (如最大模相容阶等)。
* 考虑一般形式 B1u

n+1 = B0u
n + ∆tGn，将其与规范形式对比可知之前的局部截断误差 τn

j 与此处整体

相容的网格函数关系为

Φn = B−1
1 τn

若已知局部截断误差阶，还需要 B−1
1 在 ∆x 充分小时在诱导范数意义下有界：

∥B−1∥ = sup
∥v∥=1

∥B−1
1 v∥ ≤ M

才能推出整体相容阶与局部截断误差阶相同。

* 全显格式由于 B1 = I，可直接得到最大模整体相容阶为 (2, 1)。对 HD、HP 与 HI，B1 具体形式不同，

不过都可以写成 µA+ I，由于 ∆x → 0 时 µ → ∞，而 A 行列和有界，即可以通过逆写成级数估算有界性，
因此都有 (2, 1) 阶整体相容性。

* 绝大多数差分格式都满足要求的一致有界性，因此无特殊说明时我们只考虑逐点相容性。

导数的离散

若函数 p 充分光滑，m 阶导数记为 Dmp(x)，则可以通过对应阶 Taylor 展开结合待定系数得到使用 xj−l

到 xj+r 的 σ 阶误差 [也称其相容阶为 σ] 离散公式：

Dmp(x∗) =
r∑

s=−l

αsp(xj+s) +O((∆x)σ)



二 线性差分格式基本理论 7

这里 x∗ 为离散焦点 xj + θ∆x，记

βk =
r∑

s=−l

αs
(s− θ)k

k!

则 σ 阶误差的公式要求

βk =


0 k = 0 : (m− 1)

1
(∆x)m

k = m

0 k = (m+ 1) : (m+ σ − 1)

* 例：计算可得 xj−1, xj , xj+1 处对 pxx(xj) 的最好逼近就是二阶中心差商 δ2xpj，其相容阶为 2。
* 若 p 足够光滑，通过插值等可以构造近似函数，从而给出导函数的近似，例如上例中取二次插值后计算

xj 处导数亦可得到 δ2xpj 的公式。而若以此三点估算 pxx(xj+1)，则只能有一阶相容性。

回顾之前的差分记号，也可从差分记号得到导数的离散方式：假设空间步长 h = ∆x，由 Taylor 展开

E =
∞∑
k=0

1

k!
(hD)k = ehD

于是有

D =
1

h
lnE =

1

h
ln(1 + ∆)

由此展开即可得到 D 或 Dk 用 ∆ 的若干阶逼近结果。

* 类似地，δ = 2 sinh hD
2
，由此可得到 D 用 δ 的逼近。

* 也可以对上述 ln 或 sinh−1 采用有理逼近 [Páde 逼近]，这时可能涉及除法，即对应逆运算。
* 复指数函数 eikx 可以快速检验差商离散的相容阶。

§2.3 稳定性

* 由于计算机无法避免舍入误差，为了使其引起的误差得到控制，需要控制扰动的影响。
考虑双层格式的规范形式，其中时间步长 n = 0 : (N − 1)，T = N∆t 代表终止时刻。我们先考虑齐次情

况：

令线性差分格式中 Hn = 0，得到对应的齐次格式 un+1 = Bun, n = 0 : (N − 1)，给定离散范数后，若

∆x,∆t 趋于 0 时存在与 ∆x,∆t, u0 无关的 K 使得其数值解满足

∥un∥ ≤ K∥u0∥, ∀n = 0 : N

则称其按对应模具有初值稳定性 [若 K 与 T 有关，则称为短时间初值稳定性，否则称长时间初值稳定性]。
* 由于齐次性，初值进行扰动时解的差距关于扰动亦有界，这就是稳定的几何含义。
* 当且仅当 µa ≤ 1

2
时 HP 的全显格式有最大模稳定性：注意到格点处方程为

un+1
j = µa(µn

j−1 + µn
j+1) + (1− 2µa)un

j

µa ≤ 1
2
时右端系数非负且和为 1，从而 |un+1

j | ≤ ∥un∥，于是 ∥un+1∥ ≤ ∥un∥，即得证。否则，不妨考虑
1

∆x
为偶数时，初值 u0

j = (−1)j，可归纳得 un
j = (1− 4µa)n(−1)j 为数值解，

* HP的全隐格式无条件具有最大模稳定性：此时类似上方化简可得到 (1+2µa)|un+1
j | ≤ ∥un∥+2µa∥un+1∥，

从而变形即得无条件最大模稳定。

* 对 HD 与 HI，基本类似可得与上方相同的结论，不过全显格式 µa > 1
2
的不稳定未必容易构造，例如对

HI 的构造为

un
j =

∞∑
k=0

exp(−2k)

(
1− 4µa sin2(2k−1π∆x)

)n

cos(2kπj∆x)

再取 ∆x = 2−m，证明 0 处发散。
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* 事实上，三种格式的 L2 模稳定性结论也完全相同，之后会给出证明。

非齐次情况下，我们设差分格式满足 u0 = 0，给定离散范数后，若 ∆x,∆t 趋于 0 时存在与 ∆x,∆t, u0 无

关的 M 使得其数值解满足

∥un∥ ≤ M
n−1∑
m=0

∥Hm∥∆t, ∀n = 1 : N

则称其按对应模具有右端项稳定性。

* 事实上，初值稳定性蕴含右端项稳定性，因此一般只需考虑初值稳定性。证明：类似线性微分方程的
Duhamel 原理，我们将解 un 分裂为

∑n−1
m=0 v

n
(m)，使得 (相当于以每个非齐次项作为新的初值形成的一系

列齐次问题)

vl+1
(m) =


0 l < m

∆tHm l = m

Bvl(m) l > m

则直接根据初值稳定性可以得到取 M = K 记为要找的界。

稳定性分析

对稳定性的分析一般较为复杂，常用的如上面已使用的离散最大模原理、Fourier 方法等。下面先介绍直
接矩阵法与分离变量法，再集中讨论 Fourier 方法。
直接矩阵法：以分析 HD 全显格式的初值稳定性为例，由于 B = tridiag(µa, 1− 2µa, µa)，齐次格式解为

un+1 = Bn+1u0，分析相似标准形可知若 B 最大特征值模长 [由对称，此即为谱范数] 不超过 1，Bn 任何

元素有界，否则将存在无界元素。由此可知，无论对最大模还是 L2 模，稳定性都等价于 B 谱范数不超过
1。而其全部特征值为

λs = 1− 4µa sin2 sπ

2J
, s = 1 : (J − 1)

由此即得 µa > 1
2
时只要 J 充分大就有谱范数大于 1，否则谱范数恒小于 1，因此全显格式最大模或 L2

模稳定当且仅当 µa ≤ 1
2
。

分离变量法：以分析 HD 全隐格式的初值稳定性为例，由于 B1u
n+1 = un 中，B1 对称，其特征向量 {vk}

可构成单位正交基，于是归纳得，若 u0 =
∑

k αkvk，则全隐格式数值解为

un =
J−1∑
k=1

αkλ
−n
k vk

计算可知 B1 全部特征值为 1 + 4µa sin2 sπ
2J
, s = 1 : (J − 1)，均大于 1，因此即知最大模或 L2 模均无条件

稳定。

Fourier 方法
考虑两种情况：

1. u 为整个空间数轴上的网格函数 {um}∞−∞，且其 L2 模有限，称为速降网格函数。

考虑将每点延拓到附近的区域，构造 ũ(x) = um, x ∈ ((m− 1/2)∆x, (m+1/2)∆x)，根据速降网格函

数定义可知 ∥ũ∥L2 = ∥u∥2，于是其平方可积，进行 Fourier 变换可得到存在 û 使得

û(k) = F ũ(x) =
1√
2π

∫
R
e0ikxũ(x)dx, ũ(x) = F−1û(k) =

1√
2π

∫
R
eikxû(k)dk

利用 Parseval 恒等式可知 ∥û∥L2 = ∥ũ∥L2。

* 此方法也可类似推广到高维网格或周期性网格。Fourier 理论中，ũ 为时域函数，û 为频域函数，

Parseval 恒等式表示时域函数能量等于所含简谐波的能量和。
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2. u 为周期性网格函数，不妨设周期为 [−π, π]，考虑等距空间网格 T∆x，其中 ∆x = π
J
为空间步长，初

始点 −π，则周期网格函数可以记为 {um}J−J，其 L2 模视为一个周期上的 L2 模 (即左右端点只计算
一个)，且要求有限。

* 其可以类似速降网格进行离散，但往往不是最好的诠释方式，因为它将有限网格点拆分为了无穷多
简谐波。

由于 2J 个格点的网格最多能辨识出 2J 个不同波数的简谐波，我们可以构造出 Fourier 级数 [这里
求和号上的撇代表首项和末项只取 1

2
]

ŭk =
1√
2π

J∑
m=−J

∑′
e−imk∆xum∆x, k = −J : J

um =
1√
2π

J∑
k=−J

∑′
eimk∆xŭk∆x,m = −J : J

这时对应的 Paseval 恒等式为

∥u∥22 =
J∑

k=−J

∑′
|ŭk|2

我们以纯初值问题 (即空间范围为整个 x 轴) 为例介绍双层格式的 Fourier 方法，假设齐次情况下方程对
所有点一致，写为

r1∑
s=−l1

asu
n+1
j+s =

r0∑
s=−l0

bsu
n
j+s

计算增长因子：按照之前第一类情况进行 Fourier 变换，结合平移性质 F [f(x+ a)] = eiakf̂(k) 计算可得增

长因子

λ(k) =
ûn+1(k)

ûn(k)
=

∑r0
s=l0

bseisk∆x∑r1
s=l1

aseisk∆x

* 由解的形式可以发现，任取波数 k ∈ R，将 un
j = λneikj∆x 代入即可算出完全相同结果的增长因子。此

形式中，λn 暗含振幅的增长。

von Neumman 条件判定：利用 Parseval 恒等式，递推可得

∥un∥2 = ∥ûn∥L2 ≤
(
sup
k

|λ(k)|
)n∥û0∥L2 =

(
sup
k

|λ(k)|
)n∥u0∥2

由此可知，给定终止时刻 T，记 N =
[

T
∆t

]
，若存在 K 使得

|λ(k)|n ≤ K, ∀k ∈ R, n = 0 : N

则双层格式具有 L2 模稳定性。反过来说，由于 un
0 取 eikj∆x 实部即可取到倍数达到 λ(k)n 的解，上式的

要求是充要的。

上述条件的判定往往是困难的，不过，若上式成立，由于 ∆t 充分小时有 N∆t ≥ T
2
，可得

|λ(k)| ≤ K1/N ≤ 1 +
K

N
≤ 1 +

2K∆t

T

也 ∆t 充分小时存在 C 使得 |λ(k)| ≤ 1 + C∆t, ∀k ∈ R，这个必要条件称为 von Neumman 条件。
事实上 von Neumman 条件是充要的，因为其被常数控制，可推出 |λ(k)|n ≤ eCT。

* 若 λ(k) 表达式中无时间步长，则条件中可取 C = 0，即 |λ(k)| ≤ 1，称为严格的 von Neumman 条件，
界定常数 K = 1。
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例：分析 HI 与 HP 的全显/全隐格式 L2 模稳定性。直接代入 λneikj∆x 可知全显格式增长因子为

λ(k) = 1− 4µa sin2 k∆x

2

于是 von Neumman 条件即等价于 µa ≤ 1
2
，这就是 L2 模稳定的充要条件。对全隐格式，有

λ(k) =

(
1 + 4µa sin2 k∆x

2

)−1

无条件 L2 模稳定。

§2.4 收敛性

讨论完相容性 (差分方程能否近似微分方程) 与稳定性 (误差下数值解能否接近准确数值解) 后，我们最终
需要考虑收敛性 (数值解是否能逼近真解)。类似于相容性，我们可以做局部与全局的定义：
设 [u] 为真解，若当 ∆t(k) 趋于 0，∆x(k) 沿某条加密路径趋于 0 时，对计算区域任何点 (x∗, t

∗)，数值解

序列 u(k) 中可找到 j(k), n(k) 使得

j(k)∆x(k) → x∗, n(k)∆t(k) → t∗, (un
j )

(k) → [u](x∗, t
∗)

则称差分格式 (逐点) 收敛于定解问题。
由真解连续性，事实上只需要保证格点处的收敛，因此可简化为 enj = [u]nj − un

j → 0, ∀j, n，给定离散范数
∥ · ∥，若数值误差 en 满足 ∥en∥ → 0, ∀n，则称差分格式按对应模收敛于定解问题，此即为整体收敛性。
若存在不可改善的常数 m1,m2 使得

∥en∥ = O((∆x)m1 + (∆t)m2)

则称差分格式按对应模具有 (m1,m2) 阶精度 (或误差)。

* 以 HP 的全显格式为例：若其真解足够光滑，可直接利用差分格式的线性结构得到误差迭代的方程

en+1
j = µa(enj−1 + enj+1) + (1− 2µa)enj +∆tτn

j

这里 τn
j 为局部截断误差。由于进行了光滑性假设，已有 τn

j = O((∆x)2 +∆t)，在 µa ≤ 1
2
的条件下，类

似稳定性证明即有估计

∥en+1∥∞ ≤ ∥en∥∞ +∆t∥τn∥∞

由 ∥e0∥∞ = 0 即可知

∥en∥∞ ≤
n−1∑
m=0

∆t∥τn∥∞

由于 n∆t ≤ T，即有

max
n|n∆t≤T

∥en∥∞ = O((∆x)2 +∆t)

即误差阶亦为 (2, 1)。

* 相容性、稳定性、收敛性与加密路径有关 [有条件、无条件定义区分]，与离散范数选取有关，而相容性
最容易分析，收敛性最难分析。不过，在上例中，能感受到收敛性与稳定性论证相似性，这事实上暗示了

它们有某种共通性。

Lax-Richtmyer 等价定理：假设线性微分方程定解问题是适定的 [存在唯一解，且连续依赖于初边值条
件]。若线性差分格式是相容的，则稳定性与收敛性等价，且误差阶不低于相容阶，
* 此定理充分性证明类似前例分析过程，但必要性则需要泛函分析的共鸣定理。
* 由此，此后进行数值性态分析一般只关心相容性与稳定性，一般不进行繁琐的收敛性证明。
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三 热传导方程

本节依然讨论线性常系数热传导方程

ut = auxx, a > 0

及各种定解问题的差分。未指出边界条件则默认纯初值问题或周期边值问题。

§3.1 相容性改进

* 古典格式相容阶仅为 (2, 1)，空间网格需要足够密集才能达到精度，对全显格式，时间网格还需要处于空

间网格的平方量级。由此，我们希望能改善相容阶。

加权平均格式

将两个古典格式组合起来得到加权平均格式：

∆tu
n
j = θµaδ2xu

n+1
j + (1− θ)µaδ2xu

n
j

* 这里 θ ∈ [0, 1]，两头分别为全显格式与全隐格式，此格式也称为 θ 格式、六点格式或 Rose 格式。
以 (xj , t

n+1/2) 为中心进行展开，直接计算可得

τn
j = −∆t

(
θ − 1

2

)
[utt]

n+1/2
j − a(∆x)2

12
[uxxxx]

n+1/2
j +O((∆x)4 + (∆t)2)

也即其至少具有 (2, 1) 阶截断误差，而取 θ = 1
2
所得到的 CN 格式 [Crank-Nicolson 格式] 即无条件具有

(2, 2) 阶截断误差。

注意到 [utt] = [uxxxx]，截断误差表达式可改写为

τn
j = −∆t

(
1

12µa
+ θ − 1

2

)
[utt]

n+1/2
j +O((∆x)4 + (∆t)2)

若等距时空网格满足 µa = 1
6−12θ

，则得到的 Douglas 格式达到了 O((∆x)4)，即整体四阶相容。

* 由于 Douglas 格式网比固定，∆t 可合并到 ∆x 中

下面考虑加权平均格式的稳定性。根据 Lax-Richtmyer 等价定理，只要具有稳定性，这些格式即能具有高
阶精度。

代入 λneikj∆x 可算出加权平均格式的增长因子为

λ(k) =
1− µa(1− θ) sin2(k∆x/2)

1 + 4µaθ sin2(k∆x/2)

其绝对值不超过 1 即等价于
µa(1− 2θ) ≤ 1

2

因此，当 θ < 1
2
时，其称为偏显格式，有条件 L2 模稳定，而 θ ≥ 1

2
时称为偏隐格式，无条件 L2 模稳定。

* 由于 CN 格式属于偏隐格式，其应用非常广泛。
利用离散最大模原理进行拆分估算，可得网比满足

µa(1− θ) ≤ 1

2

时加权平均格式必然最大模稳定。也即直接估算得到的 L2 模与最大模稳定性结论不同。

* 但事实上，此例子中 µa(1− θ) ≤ 1
2
仅为充分条件，还是可以证明 µa(1− 2θ) ≤ 1

2
就足以最大模稳定。

* 对问题 HD，若真解对 t 二阶导数符号不变，则可证明数值误差也有固定符号，形成单侧逼近性质。此

时全显格式与全隐格式符号恰好相反，这也说明了加权平均格式能增加精度的原因。
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* 理论上高阶格式的数值误差在特定的时空网格下未必比低阶格式更小，这取决于实践中网格的密度与真
解的光滑性。

三层格式分析

相比综合考虑各个导数离散的影响，直接扩张离散模板的思路是更加简单的，但是，对时间导数而言，扩

张离散模板会导致出现更多时间层，从而引起复杂的问题。

利用一阶中心差商离散时间导数可以得到最基本的 Richardson 格式：

un+1
j = un−1

j + 2µaδ2xu
n
j

其为显式格式，且可验证其无条件具有 (2, 2) 阶局部截断误差。

*由离散模板，此形式也称为实心十字架格式，然而，其稳定性并不好，因此不能用于大规模数值计算，我
们接下来将分析此算法的数值稳定表现。

考虑一般的三层格式
r1∑

s=−l1

a(1)s un+1
j+s =

r0∑
s=−l0

a(0)s un
j+s +

r−1∑
s=−l−1

a(−1)
s un−1

j+s

Fourier 方法分析一般分为三步。

1. 转化为双层格式

引入辅助函数 vn，常取如 vn = un−1，将三层格式写为等价的双层格式

r′1∑
s=−l′1

A(1)
s wn+1

j+s =

r′0∑
s=−l′0

A(0)
s wn

j+s, wn = (un, vn)T

这里 As 均为二阶矩阵，与网格函数、网格点位置无关，与网格参数相关。

标量型三层格式 L2 模稳定性定义：存在 K1 使得 ∥un∥ ≤ K1(∥u0∥+ ∥u1∥)；

向量型双层格式 L2 模稳定性定义：存在 K2 使得 ∥wn∥ ≤ K2∥w0∥2，这里 ∥wn∥2 = ∥un∥2 + ∥vn∥2。

由辅助网格函数的定义可知二者等价。

2. 双层格式稳定必要条件

代入 wn
j = ŵn(k)eikj∆x，这里 ŵn 为向量，可以解得

ŵn+1 = Gŵn

这里 G(k;∆t) 为此格式的增长矩阵。

记 ρ(G) 为其谱半径 [最大特征值模长]，∥G∥ 为其二范数 [向量诱导的二范数，或谱范数]，给定终止
时刻 T，记 N =

[
T
∆t

]
，则方法稳定等价于存在 K 使得

∥Gn(k)∥ ≤ K, ∀k ∈ R, n = 0 : N

注意到特征信息，可知 ρ(G) ≤ ∥G∥，因此必要条件为 ρ(G)n ≤ K，这即对应 von Neumman 条件，
∆t 充分小时存在 C 使

ρ(G) ≤ 1 + C∆t

* 类似地，若 G(k) 表达式中无时间步长，则条件中可取 C = 0，即 ρ(G(k)) ≤ 1，称为严格的 von
Neumman 条件，界定常数 K = 1。
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* 由此取 vn = un−1 直接计算知 Richardson 格式地增长矩阵

G(k) =

(
−8µa sin2 k∆x

2
1

1 0

)

直接计算可知其恒有大于 1 + µa 的特征值，因此无条件 L2 模不稳定。

3. 双层格式稳定充分条件

我们下面列举一些条件使得满足 von Neumman 条件时就能 L2 模稳定 [Kreiss 定理]：

• ∆t 充分小时 G 正规，即 GHG = GGH；

• ∆t 充分小时 G 所有元素关于 k 一致有界，且模较小的特征值值满足 |λ2| ≤ δ < 1；

• ∆t 充分小时 G 具有完备的单位特征向量组，拼成矩阵 Q 后满足 | detQ(k;∆t)| ≥ δ > 0。

• G与 ∆t无关，写为 G = G̃(ξ)，这里 ξ = k∆x，且抛物型方程网比 µ或双曲型方程网比 ν = ∆t
∆x

恒定。对任意 ξ，成立 G̃(ξ) 特征值互异；

• 上述 G̃ 条件下，对任意 ξ，存在正整数 s 使得 G̃(ξ) 的 0 : (s− 1) 阶导数为数量阵，s 阶导数特

征值互异。

• 上述 G̃ 条件下，对任意 ξ，ρ(G̃(ξ)) < 1。

* 若双层格式满足 von Neumman 条件但不稳定，利用 Lax-Richtmyer 等价定理可知若收敛则无法
收敛到真解，此情况实践中容易误判为可信。

*直接将 un
j = λneikj∆x 代入多层格式，事实上可得到特征方程，从而判定多层格式的 von Neumman

条件，不过这不足以分析出收敛性。

实用的三层格式

DF 格式 [Du Fort-Frankel 格式、空心十字架格式]：

un+1
j = un−1

j + 2µa(un
j−1 − un+1

j − un−1
j + un

j+1)

其将中心点值换为时域两侧平均，直接展开可知局部截断误差的阶数为

τn
j = O

(
(∆x)2 + (∆t)2 +

(∆t)2

(∆x)2

)
当网比固定时，截断误差即为 O((∆x)2)，其为有条件相容。

* 由截断误差形式，DF 格式事实上更靠近方程 ut = auxx − µa∆tutt，这展现了一些修正方程的思想。

考虑 vn = un−1，代入计算可得增长矩阵为

G(k) =
1

1 + 2µa

(
4µa cos(k∆x) 1− 2µa

1 + 2µa 0

)

利用韦达定理即可推出其两特征值模都不超过 1，严格 von Neumman 条件无条件成立，再结合 Kreiss 定
理第二条，由

|λ1λ2| =
|1− 2µa|
|1 + 2µa|

取 δ = |1−2µa|1/2
|1+2µa|1/2 即知其无条件 L2 模稳定。

* 此格式展示了数值格式的微弱变化引起表现的明显差异
基于双层平均的三层格式：设 θ ∈ [1/2, 1] 为给定权重，加权平均空间导数离散可以得到：

un+1
j = un−1

j + 2µa
(
(1− θ)δ2xu

n
j + θδ2xu

n−1
j

)
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un+1
j = un

j + µa
(
(1 + θ)δ2xu

n
j − θδ2xu

n−1
j

)
两者都无条件具有 (2, 1)阶局部截断误差；前者称为内插格式，L2模稳定当且仅当 2θµa > 1或 θ = 1

2µa
> 1

2

时 L2 模稳定；后者称为外插格式，当且仅当 2(1 + 2θ)µa ≤ 1 时 L2 模稳定。

* 当 θ = 1
2
时后者称为外插 CN 格式，无条件具有 (2, 2) 阶局部截断误差。

基于三层平均的三层格式：设 θ ∈ [0, 1/2] 为给定权重，加权平均空间导数离散可以得到：

un+1
j − un−1

j = 2µa
(
θδ2xu

n+1
j + (1− 2θ)δ2xu

n
j + θδ2xu

n−1
j

)
其无条件具有 (2, 2) 阶局部截断误差，无条件 L2 模稳定当且仅当 θ ∈ [1/4, 1/2]。

BDF 格式：利用 ODE 的 BDF[backward difference formula] 技术离散时间导数得到，取 θ > 0 有：

(1 + θ)(un+1
j − un

j )− θ(un
j − un−1

j ) = µaδ2xu
n+1
j

当 θ = 1
2
时称为 Richtmyer 格式，无条件具有 (2, 2) 阶局部截断误差与 L2 模稳定性。

* 三层格式启动一般有两种思路，假设真解充分光滑，在边界处利用空间导数估算时间导数，或直接采用
二层格式 [由于只需要一步，此处只需时间一阶相容性，也无需考虑稳定性]。

§3.2 计算效率改进

* 本部分即讨论各种格式中如何调整实现细节以改进计算效率

时间步长轮替

均匀网格未必是最佳选择，例如函数光滑性好的部分选择粗空间网格、光滑性差的部分选择细空间网格，

即可大幅改善效率，这引出了某些自适应的思想。

对时间网格，全显格式 L2 模稳定时，等距网格要求 ∆t ≤ (∆x)2

2a
，记右侧为 ∆tm。有如下结论：

循环交替使用时间步长 ∆t1,∆t2，则保持稳定时平均时间步长可达到 2∆tm。

注意到交替时 L2 模稳定等价于 [设两个时间步长对应网比 µ1, µ2]

∀k ∈ R,
(
1− 2µ1a sin2 k∆x

2

)(
1− 2µ2a sin2 k∆x

2

)
≤ 1

利用二次函数知识可分析得到，取 µ1,2a = 1±
√
2
2
即最佳，平均时间步长 2∆tm。

* 时间步长序列越长，平均时间步长即能越大。

显隐格式交替

按空间标号进行分组 [半隐格式]：
un+1
2m+1 = un

2m+1 + µaδ2xu
n
2m+1

un+1
2m = un

2m + µaδ2xu
n+1
2m

* 虽然对偶数点是隐式，由于奇数点已显式计算出，对偶数点计算可显式完成。
* 将奇数点偶数点分别视为向量值函数，代入

un
2m+1 = ŵn

1 eik(2m+1)∆x, un
2m = ŵn

2 ei2km∆x

可利用二次函数知识解得 L2 模稳定当且仅当 µa ≤ 1。

按时空指标和进行分组 [跳点格式]：

un+1
j =

un
j + µaδ2xu

n
j n+ j ≡ 1 mod 2

un
j + µaδ2xu

n+1
j n+ j ≡ 0 mod 2
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* 相当于半隐格式交替先计算奇数点/偶数点
* 对奇数点或偶数点等同于 DF 格式，无条件 L2 模稳定。

按时间标号进行分组 [显隐交替格式]：先显再隐

u2m+1
j = u2m

j + µaδ2xu
2m
j , u2m+2

j = u2m+1
j + µaδ2xu

2m+2
j

或先隐再显

u2m+1
j = u2m

j + µaδ2xu
2m+1
j , u2m+2

j = u2m+1
j + µaδ2xu

2m+1
j

* 两步看作一次整体迭代，计算得增长因子

λ(k) =
1− 4µa sin2(k∆x/2)

1 + 4µa sin2(k∆x/2)
< 1

因此无条件 L2 模稳定。

* 看作整体迭代合并两式得到过程，可展开发现其有 (2, 2) 阶局部相容性 [先显后隐在奇数时间层上事实
上等价于 Richardson 格式，不过由于偶数层以 CN 格式迭代，增强了稳定性]。

非对称格式

Saul’ev 格式偏右版本：
un+1
j = un

j + µa(un+1
j+1 − un+1

j − un
j + un

j−1)

* 构造思路为用半步中心差商离散时空导数，局部截断误差 O
(
(∆t)2 + (∆x)2 + ∆t

∆x

)
，网比固定时仅整体

一阶相容性。

* 直接计算增长因子得无条件 L2 模稳定。

* 偏左版本：
un+1
j = un

j + µa(un+1
j−1 − un+1

j − un
j + un

j+1)

面对 Dirichlet 边值时可显式计算，偏左、偏右可对应有方向的扫描。
循环扫描 (交替使用两版本)：

un+1
j = un

j + µa(un+1
j−1 − un+1

j − un
j + un

j+1)

un+2
j = un+1

j + µa(un+2
j+1 − un+2

j − un+1
j + un+1

j−1 )

* 两步看作一次迭代，局部截断误差为 O
(
(∆t)2 + (∆x)2 + (∆t)2

(∆x)2

)
，固定网比可二阶相容。

平均策略：

un+1
j − un

j = µaδ2xu
n+1
j + µ2a2δ2x(u

n+1
j − un

j )−
1

2
µ2a2δ4xu

n
j

* 实质是每步分别用偏左偏右算出结果后再平均
* 局部截断误差为 O

(
∆t+ (∆x)2 + (∆t)2

(∆x)2

)
，固定网比亦为二阶相容。

显式分组格式：对目标时间层的 un+1
2m 与 un+1

2m+1 两网格点分别搭建偏左、偏右的 Saul’ev 格式：(1 + µa)un+1
2m+1 − µaun+1

2m = (1− µa)un
2m+1 + µaun

2m+2

−µaun+1
2m+1 + (1 + µa)un+1

2m = µaun
2m−1 + (1− µa)un

2m

联立求解得到 un+1
2m = κ1u

n
2m−1 + κ2u

n
2m + κ3u

n
2m+1 + κ4u

n
2m+2

un+1
2m+1 = κ4u

n
2m−1 + κ3u

n
2m + κ2u

n
2m+1 + κ1u

n
2m+2

κ =

(
µa(1 + µa)

1 + 2µa
,
1− µ2a2

1 + 2µa
,
µa(1− µa)

1 + 2µa
,

µ2a2

1 + 2µa

)
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* 空间网格点两两分组，便于并行推进。
* 与 Saul’ev 格式相容阶相容，当且仅当 µa ≤ 1 时 L2 模稳定。

* 可将显式分组的思想推广到多个网格点，每组内部使用隐式迭代，边界采用 Saul’ev 的某个版本以降低
耦合。

§3.3 误差估计与收敛分析

强正则性假设：真解在整个计算区域上具有所需的高阶导数，使得差分格式处处具有清晰的局部截断误差

阶。

基本操作步骤：得到局部误差阶 τn
j 后，先利用线性叠加原理，可知 Lun

j = fn
j 的误差方程应为 Lenj = τn

j

的像是，再以此建立误差函数在离散范数度量下的演化规律，最终不等式放缩得到估计 [类似差分格式的
右端项稳定性分析过程]。
* 此步骤即为 Lax-Richtmyer 等价定理充分性的证明。
* 例：CN 格式最大模误差估计，简单计算得误差方程

(1 + µa)en+1
j =

1

2
µa

s∈{0,1}∑
l∈{−1,1}

en+s
j+l − (1− µa)enj +∆tτn

j

利用凸组合性质即可得到

∥en+1∥∞ ≤ ∥e∥n∞ +∆t∥τn∥∞

进一步组合，利用 (n+ 1)∆t ≤ T 即可得到 CN 格式无条件具有与相容阶相容的最大模误差，即 (2, 2) 阶

最大模误差。

* 一般情况强正则未必满足，即只能满足某些弱正则性假设。
考虑热传导方程的周期边值问题，初值为以下两者之一

u
(1)
0 (x) =

1 x ∈
[
− π

2
, π
2

]
0 x ∈

[
− π,−π

2

)
∪
(
π
2
, π
] , u

(2)
0 (x) = π − |x|

二者都不具有高阶光滑性 (下称为问题 HP-WEAK)，但实验可发现全显格式仍有一阶到二阶的精度。
结论：若 u0(x) 平方可积且有界 [即本例的弱正则性要求]，当 µa ≤ 1

2
时，HP-WEAK 的全显格式收敛。

证明：利用分离变量法，真解可精确表示为

[u]nj =
1√
2π

∞∑
k=−∞

akeijk∆x(e−ak2∆t)n

而数值解为

un
j =

1√
2π

∞∑
k=−∞

Akeijk∆xλ(k)n

λ(k) 即为增长因子，由之前分析，满足 µa ≤ 1
2
时模长不超过 1，展开系数 ak 与 Ak 均为初值 Fourier 级

数，但 ak 对应真实初值的级数，Ak 对应初值在格点处的值常值延拓拼成整个区域后得到的系数。

将误差分解为 ak, Ak 引起的误差、后端 |k| > M 项引起的误差与 |k| ≤ M 项引起的误差三部分，第一部

分可由 Parseval 恒等式控制，第二部分 M 充分大时可控制，第三部分即反映局部误差的累计，估算可得

其

≤
( ∑

k≤|M |

|ak|2k8

)1/2

CT∆t

因此在 ∆t 充分小时仍可控制，于是对任何 ε 都可选取充分大的 M 与足够密的网格使得总误差不超过 ε，

即得证。

* 事实上边界条件离散方式也会影响数值误差，将在之后讨论。
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§3.4 边界与初值条件离散

为研究导数边界条件的离散，我们考虑混合边值问题 (HX)：

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, 1], −aux(0, t) + σu(0, t) = ϕ0(t), u(1, t) = ϕ1(t), t ∈ (0, T ]

这里参数 σ > 0，保证问题适定性。

单侧离散

由于其他离散 u0
j = u0(xj), u

n
J = ϕ1(t

n) 是自然的，我们只考虑 ϕ0(t) 的离散。采用单侧差商离散边界导数

可以得到

−a
un
1 − un

0

∆x
+ σun

0 = ϕ0(t
n)

每次迭代时联立边界条件与内部网格点的差分方程即可得到完整过程。

例如，记 σ̃ = a
a+σ∆x

，考虑

Φn =

(
σ̃

∆x
ϕ0(t

n), 0, . . . , 0,
a

(∆x)2
ϕ1(t

n)

)T

则 HX 的全显格式可写为
un+1 = Aeu

n +∆tΦn

这里 Ae 左上角为 1− (2− σ̃)µa，a12 = a21 = µa，右下 n− 1 阶子方阵为 tridiag(µa, 1− 2µa, µa)，其余

为 0。
HX 的全隐格式可写为

Aiu
n+1 = un +∆tΦn+1

这里 Ae 左上角为 1 + (2− σ̃)µa，a12 = a21 = −µa，右下 n− 1 阶子方阵为 tridiag(µa, 1− 2µa, µa)，其

余为 0。
* 注意上方 Φ 的上标，显式格式中数值边界条件一般滞后于时间层推进。

相容性分析：注意 j = 1 时离散既与边界条件离散有关又与偏微分方程离散有关，这时需要重新分析相容

性。与之前类似，从局部相容到整体相容一致有界性要求一般仍满足，因此只考虑局部相容性。

* 例：对上述全显格式而言，x1 处的误差为

τn
1 =

[u]n+1
1 − [u]n1

∆t
− a

[u]n2 − 2[u]n1
(∆x)2

− σ̃

∆x

(
a[u]n1
∆x

+ ϕ0(t
n)

)
此误差来自差分方程与边界条件误差组合，而边界条件离散的误差 τb = O(∆x)，因此第二部分误差为
σ̃
∆x

O(∆x) = O(1)，整体误差即为 O(1)，并不相容。

* 由此我们需要改善边界的相容性，可以考虑扩大离散模板宽度以建立更高阶相容的单侧离散，或如下节
使用双侧离散。

* 直接估计矩阵每行元素和与谱半径可以得到古典格式稳定性结论与不考虑边界条件离散时完全相同。

双侧离散

* 以全显格式为例说明使用方式
虚拟点方法：考虑 x0 处，加入虚拟点 x−1，则

−a
un
1 − un

−1

2∆x
+ σun

0 = ϕ0(t
n)

此具有二阶空间相容性。结合差分方程

un+1
0 = un

0 + µaδ2xu
n
0
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两式结合可消去 un
−1 得到

un+1
0 =

(
1− 2µ(a+ σ∆x)

)
un
0 + 2µaun

1 + 2µ∆xϕ0(t
n)

* 非边界位置的差分方程直接使用全显格式即可。
* 根据 un

0 处的迭代，差分方程必须满足 2µ(a + σ∆x) ≤ 1 才能保证最大模稳定，实践中一般使 2µa < 1

且 ∆x 充分小。

半网格方法：考虑所有 xj−1/2, j = 0, . . . , J + 1 点，这里空间步长 ∆x = 2
2J+1
，保证 j = 0 到 J + 1 可以

经过 x = 1 处，本质边界条件为 un
J−1/2 = ϕ1(t

n)。对 x = 0 处，用半步中心插上进行离散，并用算术平均

离散点值，可得二阶空间相容的差分方程

− a

∆x
(un

1/2 − un
−1/2) +

σ

2
(un

1/2 + un
−1/2) = ϕ0(t

n)

这里 x−1/2 事实上是虚拟点，在全显离散差分方程

un+1
j+1/2 = un

j+1/2 + µaδ2xu
n
j+1/2, j = 0 : (J − 1)

中可以消去。

* 其具有与虚拟点方法相同的空间误差阶，而回到原方程，空间误差从 O((∆x)2) 提升至 O(∆x) [理由与
单侧离散时的分析相同，乘 σ̃

∆x
项]，因此最终局部截断误差 O(∆x+∆t)。

* 直接写出 un
1/2 消去虚拟点的表达式可分析得到 2µa ≤ 1 足以保证半网格方法的最大模稳定，这比虚拟

点方法略好。

* 虽然自然边界条件会导致局部出现相容阶的损失，但事实上，无论采取何种数值边界条件，相应的 CN
格式均可达到整体二阶的最大模误差，这比 Lax-Richtmyer 等价定理直接使用得到的结论更强，需要利用
椭圆型差分格式的强最大值原理证明。

初值条件的离散

考虑特殊的 Neumann 边界条件定解问题 (HC)：

ux(0, t) = ux(1, t) = g(t), t ∈ [0, T ]

这里 g(t) 为某已知函数。对 ut 进行积分，利用 ux 首尾相同可知为 0，交换积分、求导次序也即

d
dt

∫ 1

0

u(x, t)dx = 0

这说明问题 HC 中总热量保持恒定。我们希望数值格式能够保持此总热量守恒性质。
考虑全显格式利用单侧离散方法进行离散，则计算差分方程可发现

J−1∑
j=1

un
j∆x

为常数，而利用半网格方法则可计算发现
J∑

j=1

un
j−1/2∆x

为常数。这两个守恒量称为数值守恒量。

* 即使 u0 为常值，单侧离散的数值守恒量也未必等于真实守恒量，仅有 O(∆x) 的逼近效果。

* 半网格方法数值守恒量具有 O((∆x)2) 的逼近效果，可视为矩形积分公式。

更进一步地，半网格方法中若定义

u0
j−1/2 =

1

∆x

∫ xj

xj−1

u0(x)dx

则可以使数值守恒量等于真实守恒量，这称为均值定义方式，在真解光滑度差时 [如 u0(x) = 1−x2, g(t) = 0]
可以改善结果。
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四 一维扩散方程

非均匀介质的热传导一般可以描述为下面两种扩散方程，前者称为非守恒型，后者称为守恒型：

ut = a(x, t)uxx, ut = (a(x, t)ux)x

为保证方程抛物性，扩散系数 a 在计算区域内有正下确界。

§4.1 光滑系数线性扩散

* 本部分假设 a, u 都足够光滑。

非守恒型扩散方程

最简单的想法即采用局部冻结技术在离散焦点冻结扩散系数，得到全显、全隐格式

∆tu
n
j = µanj δ

2
xu

n
j , ∆tu

n
j = µan+1

j δ2xu
n+1
j

直接 Taylor 展开可知它们无条件具有 (2, 1) 阶局部截断误差。

加权平均格式对全隐、全显作线性组合，可以考虑多焦点冻结策略

∆tu
n
j = µ

(
θan+1

j δ2xu
n+1
j + (1− θ)anj δ

2
xu

n
j

)
或单焦点冻结策略：

∆tu
n
j = µa∗j

(
θδ2xu

n+1
j + (1− θ)δ2xu

n
j

)
* 多焦点策略无条件具有 (2, 1) 阶局部截断误差，θ = 1

2
时称为 CN 格式，无条件具有 (2, 2) 阶局部截断

误差。

* 单焦点策略可取 a∗j = a(xj , t
∗)，t∗ 在 [tn, tn+1] 中任取，即可有 (2, 1) 阶局部截断误差。当 θ = 1

2
时，需

要取 a∗j = 1
2
(anj + an+1

j ) 或 a∗j = a(xj , t
n+1/2)，都称为 CN 格式，无条件具有 (2, 2) 阶局部截断误差 [但事

实上两者对 a 的最低光滑性要求不同]。
最后考察一般扩散方程达到对空间四阶的 Douglas 格式构造，假设 a(x, t) = a(x) 与时间无关：

从 CN 格式的构造过程中，唯一不符合四阶的项为 − (∆x)2

12
[uxxxx]

n+1/2
j ，利用 uxxxx = (a−1u)xxt 对其进行

二阶相容离散后再加入原 CN 格式的迭代得到
∆tu

n
j+1

12aj+1

+
5∆tu

n
j

6aj
+

∆tu
n
j−1

12aj−1

=
1

2
µ(δ2xu

n+1
j + δ2xu

n
j )

守恒型扩散方程

最容易的想法即展开空间导数，记 b = ax 离散得到

∆tu
n
j = µanj δ

2
xu

n
j +

∆x

2
µbnj∆0xu

n
j

其无条件有 (2, 1) 阶局部截断误差，但 a(x, t) 剧烈变化时稳定性事实上很差，这是因为其守恒性∫ z2

z1

ut(x, t)dx = W (z2, t)−W (z1, t), W = aux

并没有得到保持，这里 W 称为热流通量。

为保证守恒，一般有两种方法：

1. 积分插值方法

* 此方法事实上是某种有限体积方法。
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将左侧 u 写为 ut 积分后交换积分次序可得积分恒等式∫ xj+1/2

xj−1/2

u(x, tn+1)dx−
∫ xj+1/2

xj−1/2

u(x, tn)dx =

∫ tn+1

tn
W (xj+1/2, t)dt−

∫ tn+1

tn
W (xj−1/2, t)dt

对左右积分作常值近似可得(
[u]n+1

j − [u]nj
)
∆x ≈

(
[W ]nj+1/2 − [W ]nj−1/2

)
∆t

另一方面，利用一阶中心差分与冻结系数可离散得

[W ]nj+1/2 ≈ anj+1/2

[u]nj+1 − [u]nj
∆x

这里 anj+1/2 为扩散系数的局部冻结，可取 a(xj+1/2, t
n) 或 1

2
(anj + anj+1)，综合可得守恒型扩散方程

的全显格式

∆tu
n
j = µδx(a

n
j δxu

n
j )

* 一般可忽略两种 anj+1/2 实现的差别，统称为算术平均方式。

* 对随时间发展的偏微分方程，线方法是常用思路，即仅离散空间变量，保持对时间变量的连续性的
半离散格式。在此例子中，在某个时刻 t0，记 Q(x) = (a(x, t0)ux)x，则积分近似可得到 [Q]j∆x ≈
[W ]j+1/2 −Wj−1/2，从而与上方完全类似得到离散结果

d
dtuj(t) =

1

(∆x)2
δx(aj(t)δxuj(t))

这是一个常微分方程组。进一步数值推进时间变量即可推出全离散格式。

* 并不是所有全离散格式都有对应的半离散格式，反例如 DF 格式。

2. 盒子格式

考虑原方程转化为方程组的降阶处理：

v = aux, vx = ut

盒子格式 [Keller] 格式考虑时空网格中相邻的四个格点，在中心点利用中心差商离散第二个方程，再
在水平边中点利用中心差商与系数冻结离散第一个方程，最终得到

Πxu
n+1
j+1/2 −Πxu

n
j+1/2

∆t
=

Πtv
n+1/2
j+1 −Πtv

n+1/2
j

∆x
, Πxv

n
j+1/2 = anj+1/2

un
j+1 − un

j

∆x

这里 Πxf
n
j = 1

2
(fn

j−1/2 + fn
j+1/2),Πtf

n
j = 1

2
(f

n−1/2
j + f

n+1/2
j ) 为算术平均算子，anj+1/2 的取法同前。

* 直接计算可知其具有 (2, 2) 阶局部截断误差。

* 扩散系数为常数时，设 un
j = ûneikj∆x, vnj = v̂neikj∆x 代入计算可知 ûn 对应增长因子为

λ(k) =
cos2 σ − 2µa sin2 σ

cos2 σ − 2µa sin2 σ
, σ =

k∆x

2

于是其无条件 L2 模稳定。

* 一般情况下也可说明其无条件 L2 模稳定，下面给出分析。

稳定性分析方法

* 一般扩散方程中 Lax-Richtmyer 等价定理仍然成立，因此一般只讨论相容性与稳定性，相容性的分析与
之前是类似的，下面着重考虑稳定性。
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冻结系数方法：考虑 a 为常数的情况，并对所有稳定范围取交集。例如，非守恒型扩散方程全显格式的最

大模稳定条件与 L2 模稳定条件都可以视为

sup
x,t

a(x, t)µ ≤ 1

2

此方法并不严格，只是找到了一个必要条件，且可能在 a 的频率发生数值共振时线性不稳定。但由其易于

分析而常用，一般会将上界进一步减少至 60% 至 80% 以保证稳定。
能量方法：更一般的分析方法，利用能量范数进行推导。以周期性边值条件，a 与时间无关的守恒型扩散

方程为例。

* 根据偏微分方程知识可知真解满足
∫ 1

0
u2(x, t)dx ≤

∫ 1

0
u2
0(x)。

考虑差分方程 ∆tu
n
j = µδx(a

n
j δxu

n
j )，两端同乘 un+1

j + un
j 后对 j = 0 : (J − 1) 累加，利用周期性调整右侧

求和次序得到
J−1∑
j=0

(un+1
j )2∆x−

J−1∑
j=0

(un
j )

2 = −µ
J−1∑
j=0

aj+1/2∆xu
n
j∆x(u

n+1
j + un

j )∆x

记 (此 E(un) 一般称为能量范数，但只有适当的时空条件下才成为离散范数)

E(un) =
J−1∑
j=0

(un
j )

2∆x− 1

2
µ

J−1∑
j=0

aj+1/2(∆xu
n
j )

2∆x

则有

E(un+1)− E(un) = −1

2
µ

J−1∑
j=0

aj+1/2

(
∆x(u

n+1
j + un

j )
)2
∆x ≤ 0

记 supx∈(0,1) a(x) = A，利用算术平均不等式可知

(1− 2µA)
J−1∑
j=0

(un
j )

2∆x ≤ E(un)

于是若存在正常数 δ > 0 使得 1− 2µA ≥ δ，即有 L2 模稳定性

J−1∑
j=0

(un
j )

2∆x ≤ 1

δ

J−1∑
j=0

u2
0(xj)∆x

* 由上方推导 δ < 1，因此此结论弱于真解满足的结论。

* 对最大模稳定性，要使系数有显式凸组合结构，上述积分插值得到的格式只需满足

2a(xj , t
n)∆t ≤ (∆x)2, ∀j, n

而对最基础的格式 ∆tu
n
j = µanj δ

2
xu

n
j + ∆x

2
µbnj∆0xu

n
j，还要求

|ax(xj , t
n)|∆x ≤ 2a(xj , t

n), ∀j, n

这也就意味着它在扩散系数空间变化剧烈时效果更差。扩散系数间断时，基础格式的问题就更加严重了。

§4.2 间断系数线性扩散

* 现实情况中，考虑两种材料焊接在一起时的扩散，就会出现扩散系数间断。
假设守恒型扩散方程中

a(x, t) =

aL x < x∗

aR x > x∗



四 一维扩散方程 22

期中 aL ̸= aR，真解应满足 x∗ 左右都光滑，连接处 u 连续且 aRux(x
+
∗ , t) = aLux(x

−
∗ , t) [此时解事实上为

弱解，第二个条件即为热流通量 W 连续]。
由连续性要求，热量局部守恒性质仍满足。但由于 ux 左右不再连续，数值计算难度大幅增加。可以说明

积分插值方法可以保持局部守恒性质，从而收敛到真解，下面研究此方法的误差与系数冻结的影响。

若直接采取算术平均方式冻结 anj+1/2，收敛效果并不好，因此需要考察更佳的局部冻结方式。利用积分中

值定理有

[u]nj+1 − [u]nj =

∫ xj+1

xj

[W ](x, tn)

a(x, tn)
dx ≈ [W ]nj+1/2

∫ xj+1

xj

dx
a(x, tn)

由此 a 可以冻结为

anj+1/2 = ∆x

(∫ xj+1

xj

dx
a(x, tn)

)−1

此积分可直接用数值积分近似，也可利用两端调和平均近似，即

anj+1/2 =

(
θnj+1/2

anj
+

1− θnj+1/2

anj+1

)
, θnj+1/2 =


x∗−xj

∆x
x∗ ∈ [xj , xj+1]

1
2

x∗ /∈ [xj , xj+1]

这样的冻结方法统称为调和平均方式。

* 当扩散系数二阶导数连续有界时，调和平均与算术平均的差在 O((∆x)2) 量级，但存在间断点时，调和

平均更加准确保持了热流通量在两侧的连续性，因此效果更好。

* 事实上，第一类间断点附近采用算术平均方式局部截断误差阶为 O((∆x)−1)，会趋于无穷，而调和平均

方式为 O(1)。由于两侧 Taylor 展开不同，分析主要依赖连接处的条件。

§4.3 更复杂的扩散

极坐标下的扩散

设 α 为 1 或 2，考虑 α+ 1 维方程

ut = △u, x ∈ Rα+1, t > 0

若真解具有中心对称性 u(x⃗, t) = u(r, t)，这里 r = ∥x⃗∥，则可以利用极坐标或球坐标变换得到

ut = r−α(rαur)r, r ≥ 0, t > 0

记 ut
j 代表 r = j∆r, t = n∆t 处的值，且 j ≥ 0。当 j ≥ 1 时，可直接利用积分插值方法离散得到

un+1
j − un

j

∆t
=

1

rαj (∆r)2
δr(r

α
j δru

n
j )

但 j = 0 时出现奇性，需要单独处理。若 u 充分光滑，由中心对称性必有 ur(0, t) = 0，考虑 u 在 0 处的
Taylor 展开可以得到方程离散为

ut(0, t
n) = (α+ 1)urr(0, t

n) ≈ 2(α+ 1)

(∆r)2
(
[u]n1 − [u]n0

)
再将左侧改写为

un+1
0 −un

0

∆t
即可得到 0 处的迭代公式。

* 记 R = ∆t
(∆r)2

，则根据差分方程形式可知 (α+ 1)R ≤ 1
2
时系数具有凸组合形式，可保证最大模稳定性。

直接从高维热传导方程出发构造数值格式：记半径 rj+1/2 的球面为 Sj+1/2，其测度为 rαj+1/2π(1)，这里

π(1) 代表对应维度单位球面测度。在 Sj−1/2 与 Sj+1/2 间的部分 Vj 进行类似积分插值的考虑可得∫
Vj

ut(x, t)dx = ur(rj+1/2, t)r
α
j+1/2π(1)− ur(rj−1/2, t)r

α
j−1/2π(1)
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利用中点近似积分得到
un+1
j − un

j

∆t
=

α+ 1

rα+1
j+1/2 − rα+1

j−1/2

1

∆r
δr(r

α
j δru

n
j )

* 其在 α = 1 时与看作一维后积分插值的结果相同，而 α = 2 时不同，更好保持热量局部守恒性。

非线性扩散方程

* 之前的离散方式一般仍然有效，但计算效率和理论分析面临挑战。
考虑方程 ut = b(u)uxx 的纯初值问题或周期边值问题，可直接构造

un+1
j = un

j + µb(un
j )δ

2
xu

n
j , un+1

j = un
j + µb(un+1

j )δ2xu
n+1
j

的全显、全隐格式，或将两者增量平均得到 CN 格式。
* 仍通过 Taylor 展开可知古典格式 (2, 1) 阶局部截断误差，CN 格式 (2, 2) 阶局部截断误差。

Strang 定理：若非线性差分格式相容于某个适定的非线性问题，则稳定性与收敛性等价。
* 通过参数冻结方法仍可分析稳定性，如全显格式 L2 模稳定性条件可取为 µmaxj,n b(un

j ) ≤ 1
2
，而 CN 格

式无条件 L2 模稳定。

注意到全隐格式与 CN 格式可能涉及非线性方程组，需要通过局部线性化技术避免求解，以 CN 格式为
例。

时间延迟技术：将 b(un+1
j ) 替换为 b(un

j )，得到 un+1
j = un

j + 1
2
µb(un

j )δ
2
x(u

n
j + un+1

j )，其具有 (2, 1) 阶局部

截断误差。

预估校正方法：每次迭代中先对 un+1
j 进行预估求解

ũn+1
j = un

j +
1

2
µ
(
b(un

j )δ
2
xu

n
j + b(un

j )δ
2
xũ

n+1
j

)
再进行校正得到最终值

un+1
j = un

j +
1

2
µ
(
b(un

j )δ
2
xu

n
j + b(ũn+1

j )δ2xu
n+1
j

)
Richtmyer 方法：利用时间方向的 Taylor 公式逼近非线性部分，以 ut = (um)xx,m > 1 为例，直接使用

CN 格式得到
un+1
j = un

j +
1

2
µδ2x(u

n
j )

m +
1

2
µδx(u

n+1
j )m

利用近似 (un+1
j )m ≈ (un

j )
m +m(un

j )
m−1，记 wn

j = un+1
j − un

j，可得线性化格式

wn
j = µδ2x(u

n
j )

m +
1

2
mµδ2x

(
(un

j )
m−1wn

j

)
求解 wj 即可。

* 有时多层格式对非线性扩散方程有优势，如 un+1
j = un

j + 1
2
µb(un

j )δ
2
x(u

n
j + un+1

j ) 中将 b(un
j ) 替换为

b(u
n+1/2
j )，此处 u

n+1/2
j = 3

2
un
j − 1

2
un−1
j ，此线性化格式具有 (2, 2) 阶局部截断误差且无条件 L2 模稳定。

五 高维扩散方程

本节考虑二维常系数方程

ut = auxx + buyy

这里 a > 0, b > 0。
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§5.1 方程与边界条件的离散

方程的离散

仍考虑等距时空网格 T∆x,∆y,∆t，两方向网比记作 µx = ∆t
(∆x)2

, µy = ∆t
(∆y)2

，fn
jk 表示 f(xj , yk, t

n)。

微分方程的离散可以类似一维时构造，例如双层加权平均格式

un+1
jk = un

jk + θ
(
µxaδ

2
xu

n+1
jk + µybδ

2
yu

n+1
jk

)
+ (1− θ)

(
µxaδ

2
xu

n
jk + µybδ

2
yu

n
jk

)
与三层 Du Fort-Frankel 格式：

un+1
jk = un−1

jk + 2µxa(u
n
j−1,k − un−1

jk − un+1
jk + un

j+1,k) + 2µyb(u
n
j,k−1 − un−1

jk − un+1
jk + un

j,k+1)

由于 Lax-Richtmyer 等价定理成立，仍只需考虑相容性与稳定性。这里的稳定性依赖于二维的离散范数：

∥un∥∞ = max
j,k

|un
jk|, ∥un∥2 =

√∑
j,k

|un
jk|2∆x∆y

* 以加权平均格式为例，直接 Taylor 展开可得误差阶数为

τn
jk = O((∆x)2 + (∆y)2 + (2θ − 1)∆t+ (∆t)2)

当 θ ̸= 1
2
无条件具有 (2, 2, 1) 阶局部截断误差，而 CN 格式具有 (2, 2, 2) 阶误差。对最大模稳定性而言，

由于满足系数凸组合形式即可，一个充分条件是

µxa+ µyb ≤
1

2(1− θ)

对 L2 模稳定性，仍可采用 Fourier 方法，代入 un
jk = λnei(jl1∆x+kl2∆y) 可得

λ(l1, l2) =
1− 4(1− θ)s

1 + 4θs
, s = µxa sin2 l1∆x

2
+ µyb sin2 l2∆y

2

类似考虑 von Neumman 条件可知稳定性等价于

(1− 2θ)(µxa+ µyb) ≤
1

2

类似一维时可区分偏显格式与偏隐格式。

* 高维扩散方程有一异于一维情形的技术难点，如混合导数 uxy 的离散可能导致原本最大模原理成立的方

程离散后不再成立。

* 注意到二维中的稳定性要求式常关于 µxa + µyb，若 a = b, µx = µy，可发现时间推进速度与维数反比，

事实上维数危机还有更严重的形式，将在之后讨论。

下面讨论边界条件的离散：为了考虑边界条件的处理，本部分考虑二维有界区域 Ω 中的方程 ut = △u =

uxx + uyy 初边值问题 (HIBVP)。

矩形区域

设 Ω = (0, 1)× (0, 1)，且边界条件为

u(0, y, t) = u(x, 0, t) = uy(x, 1, t) = ux(1, y, t) + u(1, y, t) = 0

假设网格 ∆x = ∆y，记为 h，令 J = 1
h
, µ = ∆t

h2。若采用全隐格式，分类考虑离散：

1. 对内部网格，即 j, k 均非 0 或 J 时，直接使用基本格式

(1 + 4µ)un+1
jk − µ

(
un+1
j−1,k + un+1

j+1,k + un+1
j,k−1 + un+1

j,k+1

)
= un

jk
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2. 对 x = 0 或 y = 0 的情况，取 un
0k = un

j1 = 0 即可。

3. 对 y = 1, x ̸= 1 的情况，考虑虚拟点方法，边界条件离散为 un+1
j,J+1 = un+1

j,J−1，代入基本格式可得迭代

(1 + 4µ)un+1
jJ − µ

(
un+1
j−1,J + un+1

j+1,J + 2un+1
j,J−1

)
= un

jJ

4. 对 x = 1, y ̸= 1 的情况，同样使用虚拟点，边界条件离散为 un+1
J+1,k = un+1

J−1,k − 2hun+1
Jk ，代入基本格

式得

(1 + 4µ+ 2µh)un+1
Jk − µ

(
2un+1

J−1,k + un+1
J,k−1 + un+1

J,k+1

)
= un

Jk

5. 对 x = 1, y = 1 的点 uJJ，分别对两个自然边界条件采用虚拟点离散，代入即得

(1 + 4µ+ 2µh)un+1
JJ − µ

(
2un+1

J−1,J + 2un+1
J,J−1

)
= un

JJ

* 所有涉及自然边界条件的迭代式两端乘 1
2
，即能将迭代写为对称的系数矩阵 A 的方程组 Aun+1 = Fn 的

形式，这里 un+1 为 un+1 展平形成的向量，具体 A,F 的形式较为复杂。

一般区域

* 空间情况复杂时相对完美的网格是难以构造的，且是较为独立的研究方向。这里只考虑正方形网格逼近
策略。

考虑某正方形网格Mh，若Mh 的网格点落在 Ω 内，称为网格内点，集合为 Ωh，若内点周围四个位置还

是内点，则称为规则内点，否则称为非规则内点。

将Mh 的网格线与 ∂Ω 的交点称为网格边界点 [未必为格点]，集合为 Γh，离散时只需考虑 Ωh ∪ Γh。

考虑网格使得点 W 为非规则内点，上方的 A 为边界点，也恰为网格点，左侧的 G、下方的 T、右侧的 C
均为内点；此外，C 上方的 P 与右侧的 Q 为非网格点的边界点，P 上方的网格点为 N，Q 右侧的网格点
为 E；C 下方的 S 为内点，S 右侧的非网格点的边界点为 B。以此网格为例介绍边界的离散技术。
本质边界条件处理：对本质边界条件，APQB 的值都已知 (记对应点的值为 g(A) 等，不妨设与时间有关，

相关时类似)，由于 A 恰好为网格点，对 W 直接有

−µ
(
un+1
G + un+1

C

)
+ (1 + 4µ)un+1

W = un
W + µg(A)

对 C 处，有两种思路，通过插值可考虑直接将最近的边界点信息。设

|CQ| = s1h, |CP | = s2h, |CW | = s3h, |CS| = s4h

不妨设 s1 < s2，可直接将 g(Q) 作为 C 的值，或进行插值

un+1
C =

s1
s1 + s3

un+1
W +

s3
s1 + s3

g(Q)

* 直接将 g(Q) 作为 C 值的局部截断误差 O(h)，插值则为 O(h2)。

也可通过 Taylor 展开推导非等臂长差分方程得到

un+1
C − un

C = µ
∑

i∈{Q,P,W,S}

βi

(
un+1
i − un+1

C

)
βQ =

2

s1(s1 + s3)
, βP =

2

s2(s2 + s4)
, βW =

2

s3(s1 + s3)
, βS =

2

s4(s2 + s4)

* 此方法局部截断误差为 (1, 1, 1) 阶，且会导致差分方程中的系数矩阵不对称。若希望对称，可以强行修

正四个差分系数为 1
s1s3

, 1
s2s4

, 1
s23
, 1
s24
，此式空间局部截断误差为 O(1)，不相容。不过，事实上，利用椭圆型

差分格式强最大值原理可以说明这两种方法均不破坏整体二阶精度。
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自然边界条件处理：考虑 Neumann 边界条件，已知边界处每点外法向的方向导数值，仍记为 g(A) 等。由

于 A 恰好为网格点，仍可写出 W 附近的基本全隐格式，而设 A 处外法向量为 (γ1, γ2)，由单侧差商可知

(设 A 左侧为网格内点 D)

γ1
(
un+1
A − un+1

D

)
+ γ2

(
un+1
A − un+1

W

)
= hg(A)

联立即可消去 uA 得到

−µ
(
un+1
G + un+1

C + un+1
T − γ1u

n+1
D

)
+

(
1 + 4µ− µγ2

γ1 + γ2

)
un+1
W = un

W +
µhg(A)

γ1 + γ2

对 C，亦有直接插值方法：设 C 对弧 PQ 的垂线 (或近似为对线段 PQ 的垂线) 垂足为 U，CU 反向延长
线同内部网格线的交点为 V，则可通过插值逼近近似

g(U) =
un+1
C − un+1

V

|V C|

或使用积分插值的思路，步骤为：

1. 确定 C 的控制区域 ΩC，一般可取为曲边三角形 HKG，其中 K 是正方形 WCST 的中心，向上竖直
延长交边界为 H，向右水平延长交边界为 G；

2. 考虑热传导方程在控制区域的积分，利用散度定理可得 (这里 uγ 代表随曲线法向的导数)∫
ΩC

[ut]
n+1dxdy =

∮
∂ΩC

[uγ ]
n+1ds

3. 记 SC 为 ΩC 面积，差商离散导数得到数值公式

SC
un+1
C − un

C

∆t
= −un+1

C − un+1
W

∆x
|HK| − un+1

C − un+1
S

∆y
|KG|+

∫
HG

g(x, y)ds

* 可采用数值积分近似右侧的积分
* 高维扩散方程的计算效率存在不足：为使非等臂长的差分方程满足凸组合结构，计算可发现需

1− µ(βQ + βP + βW + βS) ≥ 0

当空间网格质量很差时，βC 会极大，导致时间步长必须很小。于是，保持一族网格线与边界曲线平行的

贴体网格成为重要的技术。

* 此外，由于隐式格式线性方程组规模较大且不再三对角，计算复杂度会升高很多，极大抵消了时间步长
的优势。对此一般有两类解决方法，利用共轭梯度 [CG]、超松弛迭代 [SOR] 等方法改进数值代数求解过
程，或利用分数步长、多网格、区域分解等方法改进离散。第二类的几种解决办法将在后文叙述。

§5.2 分数步长方法

* 先介绍三种二维交替方向隐式方法 [ADI 方法]
Peaceman-Rachford 格式 [PR 格式]：考虑二维扩散方程的基本 CN 格式

un+1 = un +
1

2
µxaδ

2
x(u

n + un+1) +
1

2
µybδ

2
y(u

n + un+1)

添加修正项 1
4
µxµyabδ

2
xδ

2
y(u

n + un+1)，保持 (2, 2, 2) 阶相容性，且可进行算子分解(
I− 1

2
µxaδ

2
x

)(
I− 1

2
µybδ

2
b

)
un+1 =

(
I+

1

2
µxaδ

2
x

)(
I+

1

2
µybδ

2
b

)
un
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引进辅助网格函数 un+1/2，求解迭代可以分为两步(
I− 1

2
µxaδ

2
x

)
un+1/2 =

(
I+

1

2
µybδ

2
b

)
un,

(
I− 1

2
µybδ

2
b

)
un+1 =

(
I+

1

2
µxaδ

2
x

)
un+1/2

* 这里 un+1/2 与真解 [u]n+1/2 并没有关系，不过可以视为逼近，从而看作两个半步时间的推进。

* 由于 PR 格式中 x 方向导数显式离散，y 方向导数隐式离散，其可以称为交替方向隐式方法。

* 代入 um
jk = ûmei(l1j∆x+l2k∆y) 可以得到其无条件 L2 模稳定。因此其相容性与稳定性都不弱于 CN 格式。

为估计效率，考虑 Ω = (0, 1)2，以 x, y 方向步长均 h 进行离散，给定 Dirichlet 边值条件，记 J = 1
h
，构

造分块三对角矩阵

Ar = tridiag(−rbI, (2 + 2rb)I+ raC,−rbI), C = tridiag(−1, 2,−1)

这里 C 为 J − 1 阶方阵，Ar 为 (J − 1)2 阶方阵。

考虑先行后列、从左到右、从上到下将 u 展平为向量 u，CN 格式的迭代可以写为

Aµun+1 = A−µun

消元求解的时间复杂度是 O(J4)。

而对 PR 格式，第一步相当于对每行进行求解 (un
j = (un

1j , . . . , u
n
J−1,j)

T )

(2I+ µaC)un+1/2
j = µb(un

j−1 + un
j+1) + (2− 2µb)un

j

而第二步相当于对每列求解 (vn
j = (un

j1, . . . , u
n
j,J−1)

T )

(2I+ µbC)vn+1
j = µa(vn+1/2

j−1 + vn+1/2
j+1 ) + (2− 2µa)vn+1/2

j

由于系数矩阵三对角，两步时间推进总共只需 12J2 量级的乘法运算，正比未知数总数。

Douglas-Rachford 格式 [DR 格式]
在二维全隐格式右端添加修正项 abµxµyδ

2
xδ

2
y(u

n − un+1) 得到

(I− µxaδ
2
x)(I− µybδ

2
y)u

n+1 = un + abµxµyδ
2
xδ

2
yu

n

其可以写为

un+1/2 − un = µxaδ
2
xu

n+1/2 + µybδ
2
yu

n, un+1 − un = µxaδ
2
xu

n+1/2 + µybδ
2
yu

n+1/2

* 其也属于预估校正方法，无条件 L2 模稳定，但只有 (2, 2, 1) 阶相容。

Douglas 格式
直接写出其迭代方式

un+1/2 − un = µxaδ
2
x

un+1/2 + un

2
+ µybδ

2
yu

n, un+1 − un = µxaδ
2
x

un+1/2 + un

2
+ µybδ

2
y

un + un+1

2

* 其思路来自预估校正方法，合并计算可知其与 PR 格式的迭代完全等价，也有 (2, 2, 2) 阶相容，可以视

为对 DR 格式的时间相容改进。不过，三维情况下其与 PR 格式并不等价：三维时 PR 格式为

un+1/3 − un =
1

3
µxaδ

2
xu

n+1/3 +
1

3
µybδ

2
yu

n +
1

3
µzcδ

2
zu

n

un+2/3 − un+1/3 =
1

3
µxaδ

2
xu

n+1/3 +
1

3
µybδ

2
yu

n+2/3 +
1

3
µzcδ

2
zu

n+1/3

un+1 − un+2/3 =
1

3
µxaδ

2
xu

n+2/3 +
1

3
µybδ

2
yu

n+2/3 +
1

3
µzcδ

2
zu

n+1
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记 ũκ = 1
2
(uκ + un)，则 Douglas 格式为

un+1/3 − un = µxaδ
2
xũ

n+1/3 + µybδ
2
yu

n + µzcδ
2
zu

n

un+2/3 − un = µxaδ
2
xũ

n+1/3 + µybδ
2
yũ

n+2/3 + µzcδ
2
zu

n

un+1 − un = µxaδ
2
xũ

n+1/3 + µybδ
2
yũ

n+2/3 + µzcδ
2
z ũ

n+1

利用 Fourier 方法可说明 Douglas 格式无条件 L2 模稳定，而 PR 格式有条件 L2 模稳定。

局部一维化方法 [LOD 方法]
考虑时间半离散问题，函数 u∆t 满足 t = 0 时与 u 相同，且迭代规律为

1

2
u∆t
t =

au∆t
xx t =∈ (tn, tn+1/2]

bu∆t
yy t ∈ (tn+1/2, tn+1]

若时间步长恒定，计算可知 u∆t 在格点处与 u 相同，而时间步长不等时则有 ∆t → 0 时 u∆t → u。

* 可以视为高维传导的逐维分解过程，符合物理规律。
将上方的半离散问题采用 CN 迭代，可得经典 LOD 格式(

I− 1

2
µxaδ

2
x

)
un+1/2 =

(
I+

1

2
µxaδ

2
x

)
un,

(
I− 1

2
µybδ

2
y

)
un+1 =

(
I+

1

2
µybδ

2
y

)
un+1/2

* 对纯初值与周期边值问题 δ2xδ
2
y = δ2yδ

2
x，因此 LOD 格式与 PR 格式等价，具有相应的误差。

LOD 方法单步时间推进效率较好，常用于预估校正格式的预估值计算，例如 Yanenko 格式：

un+1/2 = un +
1

2
µxaδ

2
xu

n+1/4, un+1/2 = un+1/4 +
1

2
µybδ

2
yu

n+1/2

un+1 = un + µxaδ
2
xu

n+1/2 + µybδ
2
yu

n+1/2

* 若 δ2xδ
2
y = δ2yδ

2
x，Yanenko 格式也与 PR 格式等价。

* 半离散问题也可以采取其他方式求解，如全隐格式，这时无条件 L2 模稳定，但相容阶为 (2, 2, 1)。

* 上述的 ADI 方法与 LOD 方法统称经济性方法，ADI 方法的每个差分方程都是相容于整体的，但 LOD
只有作为整体才相容，单个并不相容。ADI 格式可以利用辅助变量转化为格式。

Strang 格式
考虑 L 型区域等 δ2x 与 δ2y 不可交换的情况，这时二维 LOD 格式不再等价于二维 PR 格式，时间方向没有
二阶相容阶，为解决此问题可采用双重循环策略，构造 Strang 格式：(

I− 1

2
µxaδ

2
x

)
un+1/2 =

(
I+

1

2
µxaδ

2
x

)
un,

(
I− 1

2
µybδ

2
y

)
un+1 =

(
I+

1

2
µybδ

2
y

)
un+1/2

(
I− 1

2
µybδ

2
y

)
un+3/2 =

(
I+

1

2
µybδ

2
y

)
un+1,

(
I− 1

2
µxaδ

2
x

)
un+2 =

(
I+

1

2
µxaδ

2
x

)
un+3/2

过渡时间层的边界条件

考虑单位正方形上的 Dirichlet 边值条件，边界函数为 g。

对整数时间层可直接设置 un
jk = gnjk 这里 j ∈ {0, J}或 k ∈ {0, J}，但对过渡时间，不能直接采用 u

n+1/2
jk =

g
n+1/2
jk 的方案，而应通过差分方程局部求解实现：

1. 对 ADI 方法，考虑 PR 格式差分方程相减得到竖直边界的条件为

un+1/2 =
1

2
(gn+1 + gn)− 1

4
µybδ

2
y(g

n+1 − gn)
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2. 对 LOD 方法，作用算子 I− 1
2
µybδ

2
y 作用到第二个差分方程，忽略高阶差商得到

un+1/2 =
(
I− µybδ

2
y

)
gn+1

* 同 ADI 方法相比，LOD 方法需要更多边界条件，例如还需要水平边界的过渡时间层边界信息，这时需
要适当使用多项式外插近似。

* 对其他数值格式与其他类型的边界条件，设置方式是类似的，而对三维问题或算子分裂个数吵过时，边
界设置将更加复杂。

六 线性常系数对流方程

本节考虑方程

ut + aux = 0

的纯初值问题或周期边值问题，这里 a ̸= 0 为常数，网比 ν = ∆t
∆x
。

§6.1 基本格式与分析

迎风格式

* 容易构造离散格式 un+1
j = un

j − 1
2
νa(un

j+1 − un
j−1)，但代入 un

j = λneikj∆x 可得其无条件 L2 模不稳定，

因此 (2, 1) 阶相容性没有实际意义。

考虑单侧的离散方式，采用向上游方向的离散：

un+1
j = un

j − νa∆−xu
n
j , a > 0

un+1
j = un

j − νa∆xu
n
j , a < 0

即称为迎风格式，仅具有 (1, 1) 阶局部截断误差。

* 利用 von Neumman 条件可知第一式当且仅当 0 < νa ≤ 1 时 L2 模稳定，第二式当且仅当 −1 ≤ νa < 0

时 L2 模稳定。也即迎风情况下两格式均有条件稳定，逆风格式无条件不稳定。

* 直接利用凸组合性质可以得到 |νa| ≤ 1 时迎风格式最大模稳定。

Lax-Wendroff 格式 [LW 格式]
对时间 Taylor 展开，将时间导数转化为空间导数后利用中心差商离散可得格式

un+1
j = un

j − 1

2
νa(un

j+1 − un
j−1) +

1

2
ν2a2δ2xu

n
j

其无条件具有 (2, 2) 阶局部截断误差。

* 分析可知当且仅当 |νa| ≤ 1 时 LW 格式 L2 模稳定，但实验表明其在 |νa| ̸= 1 时不具有最大模稳定性，

不过最大模满足 ∥un∥∞ ≤ Cn1/12∥u0∥∞，增长速率相对可控。

* 为了分析双曲差分格式的稳定性，除了利用之前的思路外，还有其他的分析方法，虽然得到的结果不够
严谨，但有充分的指导价值。

数值黏性方法 [本质为修正方程方法]：利用绝对值可将迎风格式写为

un+1
j − un

j

∆t
+ a

un
j+1 − un

j−1

2∆x
=

|a|∆x

2

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

(∆x)2

同中心差商格式相比，右侧即为数值黏性产生的修正项，|a|∆x
2
称为数值黏性系数，随网格加密而消失。类

似地，LW格式的数值黏性系数为 1
2
|a|2∆t，于是它们分别可以看作对 ut+aux = 1

2
|a|∆xuxx 与 ut+aux =

1
2
|a|2∆tuxx 进行的离散，这两个方程即称为格式对应的修正方程。
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* 根据微分方程理论可知对流扩散方程 ut + aux = buxx, b > 0 在 b 越大时能量衰减越快，适定性表现越

好，因此数值黏性系数越大，稳定性表现越好。

* 当 |νa| ≤ 1 时，LW 的数值黏性系数弱于迎风格式，稳定性表现相对变差，但数值黏性小的优势在于高
相容性。更多细节论证见后文。

CFL 条件：设差分方程与微分方程相容，若其稳定，则微分方程的依赖区域在 ∆x,∆t → 0 时必须包含于

差分方程的依赖区域。

* 可从流动或特征线观点得到。直观理解为，若微分方程依赖区域不被差分方程依赖区域包含，则扰动时
某点真解变化而数值解不变，即无法收敛。

* 考虑偏心格式的数值依赖区域，如左偏心格式中 (xj , t
n+1) 前一刻依赖 [xj −∆x, xj ]，而真解依赖区域

边界 xj − a∆t，由此即可知稳定等价于 0 ≤ a∆t ≤ ∆x，这即与迎风格式的 Fourier 方法稳定性条件一致，
对右偏心格式与 LW 格式同理。
* 此条件仅为必要条件 (例如中心差商格式也满足 CFL 条件)，也并没有明确指出何种范数下稳定，因此
效果是模糊的。

两格式在实验中的数值表现：

1. 真解相对光滑的区域两格式表现均理想，LW 相容阶更高，因此误差更小；

2. 间断界面附近迎风格式相对完美，LW格式会出现虚假振荡 [Gibbs 现象] 与上下溢出，无法通过网格
加密改善；

3. 在真解相对光滑区域，LW 格式事实上也无法避免数值振荡，但可以通过网格加密改善。

综合两者优点，在光滑区域有高阶相容性与良好稳定性、间断界面能够捕捉位置并控制数值振荡的格式称

为高精度高分辨率格式。

线性常系数差分格式

对线性常系数对流方程的一般线性常系数差分格式可以写成

un+1
j =

r∑
s=−l

αsu
n
j+s

直接对局部截断误差 [上式左减右除以 ∆t] 进行 Taylor 展开可知相容的充要条件是
∑

s αs = 1,
∑

s sαs =

−aν。另一方面，由于 u = u0(x−at)为解 (称为行波解)，事实上可代入 un
j = (xj−atn)l，若 l = 0, 1, . . . , k

都精确成立，则局部截断误差至少 k 阶。

* 于是相容的充要条件也可写为对 1, x− at 均精确成立。

* 若 a < 0，线性差分方程 L2 模稳定，则其能达到的最高局部截断误差阶为 p = min(l+ r, 2l+ 2, 2r)，且

离散模板 r − l ∈ {0, 1, 2}。对 a > 0 时有对称的结论。

基于行波解结构，若初值单调，此后将一直保持相同的单调性，这称为单调保持性质。若差分格式不保持

单调，则很可能出现虚假的数值振荡。直接计算、构造验证可发现，线性常系数差分格式能保持单调性当

且仅当 αs ≥ 0 对所有 s 成立。

* 此时称为单调格式或正格式，CFL 条件成立时迎风格式是单调格式，但 LW 格式不是。
* 结合相容的充要条件，相容的单调格式必然满足系数凸组合结构，因此最大模稳定，事实上通过 Jessen
不等式可证明其亦 L2 模稳定。

单调格式至多具有一阶局部截断误差 [Godunov 定理]：计算可知二阶局部截断误差除一阶外还需满足条
件 a2ν2 =

∑
s s

2αs，但根据 Cauchy 不等式可知此条件与
∑

s α = 1,
∑

s sαs = −aν 同时成立当且仅当 αs

只有一个非零，无实际意义，因此只能具有一阶局部截断误差。

* 这意味着高阶相容的线性格式必定存在负系数，数值振荡不可避免。
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色散分析

定义波函数为形如 u(x, t) = A√
2π
eiϕ(x,t) 的函数，实函数 ϕ 称为相位函数，最简单的形式是 kx+ ωt，此时

波函数称为简谐波，A 为振幅，k = ϕx 为波数，ω = ϕt 为相位速度，c = −ω
k
称为波速，其为正代表从左

向右传播，为负则反之。

* 其他相关定义：波长 l = 2π
|k|，频率 f = |ω|

2π
，能量 E = |A|2。

将不同波数的简谐波 [指标集合记为 O] 叠加，相应的波包可以表示为：

u(x, t) =
∑
k∈O

Ak√
2π

ei(kx+ωt)

Ak 蕴含振幅与初始相位，ω = ω(k) 称为色散关系，通常约定 ω(0) = 0。

* 分析可发现 ω(k) 为线性函数时各个简谐波波速相同，整体波形不变，而其非线性时整体波形可能变换，

称为色散。

* 波包函数的包络线也是一个波函数，若波数都集中在 k 附近，其传播速度应为 C(k) = −ω′(k)，称为群

速度，也称能量的传播速度，常规介质中低于所有包含的简谐波的波速。

* 波函数的峰、谷或间断界面称为波面，沿着波传播方向，波面前、后的位置称为波前、波后。
考虑对流方程中不同波数的单位简谐波 u(x, 0) = eikx 的传播，其真解为 u(x, t) = ei(kx+ωt)，这里 ω = −ak

为线性，不存在色散。

代入一般的线性常系数差分格式，可得到数值解

un
j = ei(kj∆x+ω∗n∆t) = λ(k)neikj∆x

这里 ω∗ = ω∗(k) 称为广义数值色散关系，λ(k) = eiω∗(k)∆t 为增长因子。

按照实部与虚部展开，可以得到

λ(k) = e−ω∗
Im(k)∆teiω∗

Re(k)∆t = |λ(k)|ei arg λ(k)

于是 |λ(k)| 可表示推进 ∆t 后的振幅变化率，argλ(k) 则为相位改变量，两者均代表数值波动信息。
* 具体来说，ω∗(k) 的虚部为正则简谐波振幅会衰减，称为差分格式有耗散，一般对高波数简谐波更强；

ω∗(k) 的虚部为负会引起简谐波振幅膨胀，形成反数值耗散，严重时会破坏 L2 模稳定性；若 ω∗(k) 的虚

部为 0，振幅保持不变，称为无耗散的差分格式。
* 增长因子的辐角决定色散性质，记相位速度相对误差为

ω∗
Re(k)

ω(k)
− 1 = −argλ(k)

ka∆t
− 1

若其为正，数值简谐波超前于真实简谐波，否则滞后于真实简谐波。一般无耗散格式的数值色散现象严重，

可能产生波形变化 [事实上数值耗散与数值色散为数值误差产生的根本原因，因此这样的分析方法适用任
何 PDE 数值差分算法]。
根据数值波动信息，发生数值振荡时可以判断位置：

1. 计算相位速度相对误差，其恒正则振荡出现在波前，否则在波后；

2. 计算数值群速度
C∆x(k) = −(ω∗

Re)
′(k) = −1

ν

d argλ(ξ)
dξ , ξ = k∆x

要保证数值解传播方向正确，数值群速度应与 a 同号，若 |C∆x| > |a| 恒成立，则数值振荡出现在波
前，若小于恒成立则在波后。
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* 对 LW 格式利用 Taylor 展开估算相位速度相对误差

argλ(k) = −νaξ

(
1− 1

6
(1− ν2a2)ξ2 + . . .

)
括号内第二项即为相对误差，由此可得时其数值振荡必然出现在波后 [若用数值群速度估算，可得相同结
论]。利用色散理论也可以解释其数值现象：右上式可知波数越高时相对误差越大，而 Fourier 理论可知函
数越光滑，高频成分越少，因此间断函数的数值振荡严重。对光滑函数，波包函数基本形状没有受到严重

破坏，数值振荡不明显，但注意到增长因子满足

|λ(k)| = 1− 1

8
ν2a2(1− ν2a2)ξ4 + . . .

其数值耗散速度远低于色散速度，可以不妨认为振幅保持不变，于是长时间发展后微弱的高频波终将明显

改变整体形状，产生肉眼可见的数值振荡。也即数值色散是数值振荡的根本原因，数值耗散同数值色散的

平衡决定数值振荡的具体表现。

* 对迎风格式，类似分析可得

argλ(k) = −νaξ

(
1− 1

6
(1− νa)(1− 2νa)ξ2 + . . .

)

|λ(k)| = 1− 1

2
νa(1− νa)ξ2 + . . .

相位速度比 LW 更精准，捕捉波面位置能力更强，而数值耗散比 LW 格式更严重，稳定性表现更好。
* 从数值黏性的角度，数值黏性系数越大，耗散越强，抑制数值振荡的能力就越强，但其过大会导致相容
阶受损。

§6.2 更多格式

Lax-Friedrichs 格式 [LF 格式、Lax 格式]
由于真解满足 [u]n+1

j = u(xj − a∆t, tn)，当 |νa| ≤ 1 时 xj − a∆t 在 xj−1 与 xj+1 之间，用这两点线性插

值近似即可得到 Lax 格式 [即 Lax 格式可看作特征线方法与插值的结合]：

un+1
j =

1

2
(un

j−1 + un
j+1)−

1

2
νa(un

j+1 − un
j−1)

* 直接 Taylor 展开可知其有条件相容，在 ν 固定时有一阶局部相容性。

* 其 L2 模稳定当且仅当 |νa| ≤ 1，同 CFL 条件一致，且当 CFL 条件成立时，其为单调格式。
* 由于无需判断流场方向，其容易推广到变系数与方程组的情况。
将其化为修正方程的形式可发现其数值黏性系数为 (∆x)2

2∆t
，CFL 条件成立时比迎风格式的数值黏性系数

|a|∆x
2
更大，数值耗散更强，间断界面倾向于被抹平。

蛙跳格式

直接中心差商离散时空导数得到

un+1
j − un−1

j

2∆t
+ a

un
j+1 − un

j−1

2∆x
= 0

* 显式三层格式，无条件具有 (2, 2) 阶局部间断误差。利用对三层格式的分析方式，取 vn = un−1 可知其

增长矩阵的两个特征值为

λ±(k) = −iνa sin ξ ±
√

1− ν2a2 sin2 ξ, ξ = k∆x

于是，其 L2 模稳定等价于 |νa| < 1 [与之前的格式相比，|νa| = 1 时其可能不稳定，此稳定要求高于 CFL
条件]。
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直接计算可知 |λ±(k)| = 1，因此蛙跳格式无耗散，而辐角为

argλ±(k) = −νaξ

(
± 1∓ 1

6
(1− ν2a2)ξ2 + . . .

)
括号内的 ± 表明 λ−(k) 相应的数值简谐波反向传播，这称为衍生波现象，而 λ+(k) 占主导地位，于是根

据符号可知数值振荡必然出现在波后。

* 多层格式普遍存爱衍生波，意味着只有一个增长因子成为定解问题真实的增长因子。一般来说，数值耗
散可以减弱衍生波的影响。

* 由于蛙跳格式离散模板的空心十字架结构，其可以拆解成两个互不干扰的独立计算系统 (相邻格点分属
于不同系统)。若初值不够恰当，有可能产生两不相关的波形，形成组间振荡现象。解决方案为，利用初值
定义 u0 后利用迎风格式或 LW 格式计算 u1，以降低反向波比重。

盒子格式

与扩散方程的盒子格式类似，选取四个格点，利用半步中心差商离散导数后均值近似半点值可得到

un+1
j+1 − un

j+1 + un+1
j − un

j

2∆t
+ a

2∆x
= 0

或等价写为

un+1
j+1 = un

j +
1− νa

1 + νa
(un

j+1 − un
j )

在 a > 0 时，通过后一式从左到右扫描网格点即可显式计算，相应的盒子格式为半隐的。

* 记 ξ = k∆x，计算可发现盒子格式 |λ(k)| = 1，无条件 L2 模稳定，而

argλ(k) = −νaξ

(
1 +

1

12
(1− ν2a2)ξ2 + . . .

)
其相位速度的相对误差是蛙跳格式或 LW格式的一半，当 |νa| < 1时出现在波前，|νa| > 1时出现在波后。

* 与蛙跳格式类似，盒子格式也存在棋盘解 un
j = (−1)j+n，这意味着其也分为两个相对独立的计算系统。

通过初边值条件的合理设置可降低此解的比重。

* 根据 Taylor 展开的规律与数值群速度定义，数值群速度的 Taylor 展开可直接看作辐角的 Taylor 展开对
ξ 求导并乘比例，因此群速度出发的分析结果与辐角出发完全一致。

总结上述的格式：

名称 局部误差阶 数值耗散 数值色散

迎风格式 一阶 强 很弱 (单调格式)
Lax 格式 一阶 强 很弱 (单调格式)
LW 格式 二阶 弱 波后

蛙跳格式 二阶 无 波后，有衍生波

盒子格式 二阶 无 波前，无衍生波

人工边界条件

对于双曲方程的初边值问题，边界条件不能随意设置。例如对流方程

ut = ux, x ∈ (0, 1), t > 0, u(x, 0) = u0(x)

只能在 x = 1 处提供入流边值条件 (以 u(t, 1) = 0, t > 0 为例)，而不能在 x = 0 处提供出流边值条件。

* 利用能量方法可知上述问题是适定的，真解 L2 模不增。

下面构造其差分格式，考虑网格 xj = j∆x, j = 0 : J，其中 J = 1
∆x
。0 与 J 之外的点可以使用之前的任

何差分格式，un
J 直接恒定为 0 即可，但 un

0 则可能遇到困难。

对单边离散模板的迎风格式与盒子格式，边界处可以直接计算，但对 Lax 格式、LW 格式或蛙跳格式，需
要采用其他途径进行人工定义，一般有两种常见的设置方式：
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1. 利用内部数值解进行外插多项式逼近，例如具有一阶局部截断误差的常值外插 un
0 = un

1 或具有二阶

局部截断误差的线性外插 un
0 = 2un

1 − un
2；

2. 考虑从特征线回溯理论进行内插多项式逼近，即 un+1
0 = un

0 + ν(un
1 − un

0 )，这事实上就是局部的迎风

格式。

* 实验可得到前一种人工边界条件对蛙跳格式不稳定，而两种人工边界条件对 LW 格式都可行。严谨的理
论分析一般难以实现，目前较成功的方法有分离变量、能量方法与 GKS 理论等。
* 虚拟网格方法也可用于出流边界条件的设置，可根据不同格式推导。

七 线性双曲型方程

§7.1 更复杂的一阶方程

变系数对流方程

考虑方程（设 a 为已知的连续函数）

ut + a(x, t)ux = 0, t > 0

* 利用特征线法可知其特征方程为 dx
dt = a(x, t)，不同 x(0) 出发的特征线互不相交，且每条特征线上 u 保

持不变，故给定 u0 后真解存在唯一，即使初值是间断函数。

其迎风格式为

un+1
j =

un
j − νanj (u

n
j − un

j−1) anj ≥ 0

un
j − νanj (u

n
j+1 − un

j ) anj < 0

而对应的 Lax 格式为
un+1
j =

1

2
(un

j−1 − un
j+1)−

1

2
νanj (u

n
j+1 − un

j−1)

* 网比固定时两者均一阶相容，但迎风格式要在所有网格点确定迎风方向，Lax 格式则不必。
记 b = aax − at，Taylor 展开后将时空导数互相转换至二阶，得到 LW 格式

un+1
j = un

j − ν

2

(
anj − 1

2
bnj∆t

)
∆0xu

n
j +

1

2
ν2(anj )

2δ2xu
n
j

* 其 LW 格式仍然无条件具有 (2, 2) 阶局部截断误差。

* 冻结系数方法与 CFL 方法仍然可以使用，均可得到三个格式的稳定性条件为 (对 LW格式，需要将 a, b

均冻结，两种方法得到的稳定性条件相同)

max
x,t

|a(x, t)|ν ≤ 1

而利用离散最大模原理可知此时迎风格式和 Lax 格式有最大模稳定性；当 a(x, t) 足够光滑时，利用能量

方法可以证明此时两者也具有 L2 模稳定性。

* 考虑原问题的纯初值或周期边值问题，其中 a(x, t) = a(t) 连续且只与时间有关，此时可验证真解的 L2

模保持恒定，但 LW 格式则可能导致离散 L2 模出现指数增长，完全偏离了解的适定性，尤其当 a(t) 不够

光滑或有零点时，数值格式可能是不稳定的。

* 此外，冻结系数方法无法判别线性不稳定现象，考虑 a(x, t) = a(x)，在四个网格点 x0, x1, x2, x3 上满足

a0 = a3 = 0, a1 > 0 > a2，此时利用蛙跳格式递推有(
un+1
1

un+1
2

)
=

(
un−1
1

u2
n−1

)
+ ν

(
a1

−a2

)(
un
1

un
2

)
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利用分离变量方法，假设
√
|a1a2| 对应的特征向量为 Θ，则有(

un
1

un
2

)
= O(enν

√
|a1a2|)Θ

若 a(x) 局部连续可导，确保 a′(x) 局部有界，则指数增长有界，否则考虑类似 a(x) = x1/3 sin 1
x2 在原点

附近，加密时
√
|a1a2| = O((∆x)1/3)，数值解趋于无穷，产生明显不稳定。(反之，a(x) 符号不变时蛙跳

格式一定线性稳定。)

一阶双曲型方程组

设 u(x, t) 是未知的 m 维向量值函数，考虑一节偏微分方程组

ut = Aux

这里 A 是给定的 m 阶方程组。若 A 可实相似对角化为 RDR−1，则称此方程组为双曲型。记对角阵 D 的
对角元 (即 A 特征值) 为 d1, . . . , dm。

记 D⊕ = diag{max(d1, 0), . . . ,max(dm, 0)},D⊖ = diag{min(d1, 0), . . . ,min(dm, 0)}，即将特征值分为正负
部分，并对应记

A⊕ = RD⊕R−1, A⊖ = RD⊖R−1, |A| = A⊕ − A⊖

由于此时记 v = R−1u 有
vt + Dvx = 0

可直接将迎风格式的离散逐项写出，合并为

vn+1
j = vn

j − νD⊕(vn
j − vn

j−1

)
− νD⊖(vn

j+1 − vn
j

)
于是有

un+1
j = un

j − νD⊕(un
j − un

j−1

)
− νD⊖(un

j+1 − un
j

)
* 注意到 A⊕ 特征值均非负，A⊖ 特征值均非正，这样的分解事实上隐含着通量分裂技术，使得 A⊕u 与
A⊖u 的上游方向均确定。
* 转化为 v 后方程独立，由于 ρ(A) = maxi |di|，v 的稳定性条件即为 ρ(A)ν ≤ 1。由于 v 与 u 有线性关
系，二者必然同时稳定/不稳定，于是此稳定条件即为 u 的 L2 模稳定充要条件。

* 对线性变系数问题，特征分解需要在每个网格点执行，迎风格式就会消耗大量时间。这时无须特征分解
的格式更受欢迎，如 Lax 格式

un+1
j =

1

2
(un

j−1 + un
j+1)−

1

2
νA∆0,xun

j

或 LW 格式
un+1
j = un

j − 1

2
νA∆0,xun

j +
1

2
ν2A2δ2xun

j

它们都相当于方程情况的 a 换为 A，稳定性条件均与迎风格式相同。但 Lax 格式数值耗散过多，LW 格式
则容易振荡。

§7.2 高阶与高维推广

二阶声波方程

声音的传播或弦的振动可以简化为一维二阶声波方程

utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0
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其中 a > 0 为波在给定介质的传播速度，u 则代表波。额外给定初值条件

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x)

* 真解可以用 D’Alembert 公式表示，即

u(x, t) =
1

2

(
f(x− at) + f(x+ at)

)
+

1

2a

∫ x+at

x−at

g(s)ds

由此可见 [x− at, x+ at] 是初始时刻的真实依赖区域，与一阶对流方程不同，其真解双向传播。

直接离散方式：直接使用二阶中心差商离散导数可得三层格式

δ2t u
n
j = ν2a2δ2xu

n
j

无条件具有 (2, 2) 阶局部截断误差。作为三层格式，其数值启动可用

u0
j = fj , u1

j = fj +
1

2
ν2a2δ2xfj +∆tgj

* 数值启动来源为 u1
j − u−1

j = 2∆tgj 的虚拟点法，结合 t = 0 时的声波方程消去虚拟点。

之前我们将 p+ 1 层格式的 L2 模稳定性定义为

∃C, ∥un∥2 ≤ C

p−1∑
m=0

∥um∥2, ∀n ≤ T

∆t

直接使用 Fourier 方法分析可得其无条件线性不稳定，但实验可发现 νa ≤ 1 时中心差商格式数值解收敛

到真解，与 Lax-Richtmyer 等价定理得到的稳定矛盾。由此，我们需要调整稳定性概念：对于带有二阶时
间导数的发展型偏微分方程 utt = P (x, ux, uxx, . . . )，由于解增添随时间线性增长的部分 at+ b 仍为解，应

当允许离散 L2 模为 O(n)，即修正为

∃C, ∥un∥2 ≤ C(1 + n)

p−1∑
m=0

∥um∥2, ∀n ≤ T

∆t

此定义下其 L2 模稳定充要条件即为 νa ≤ 1，符合 CFL 条件推导的结果。
* 对初边值问题，边界条件的离散与热传导方程介绍的方式类似。
间接离散方式：记 v = ut, w = −aux，可将方程改写为一阶双曲型方程组(

vt

wt

)
+

(
a

a

)(
vx

wx

)
= 0

可直接用方程组构造对应的迎风格式、Lax 格式或 LW 格式。不过，由于三者均为耗散格式，无法保持数
值声波方程的能量守恒，下面给出三个无耗散格式：

1. 非想错网格盒子格式

直接利用盒子格式离散两方程得到

Πxv
n+1
j+1/2 −Πxv

n
j+1/2 + νa

(
Πtw

n+1/2
j+1 −Πtw

n+1/2
j

)
= 0

Πxw
n+1
j+1/2 −Πxw

n
j+1/2 + νa

(
Πtv

n+1/2
j+1 −Πtv

n+1/2
j

)
= 0

这里 Πx,Πt 仍表示算术平均算子，初值 w0
j = −afx(xj), v

0
j = g(xj)。

2. 非交错网格蛙跳格式

直接使用蛙跳格式离散两方程得到

vn+1
j − vn−1

j + νa(wn
j+1 − wn

j−1) = 0

wn+1
j − wn−1

j + νa(vnj+1 − vnj−1) = 0

初值 w0, v0 与盒子格式一致，由于其为三层格式，w1, v1 须通过其他格式计算。
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3. 交错网格蛙跳格式

此处交错网格指将 v 定义在时间半整数、空间整数的网格上，而将 w 定义在时间整数、空间半整数

的网格上，再用蛙跳格式离散得到

v
n+1/2
j − v

n−1/2
j + νa(wn

j+1/2 − wn
j−1/2) = 0

wn+1
j+1/2 − wn

j+1/2 + νa(v
n+1/2
j+1 − v

n+1/2
j ) = 0

其事实上是双层格式，于是直接设置 w0
j+1/2 = −afx(xj+1/2), v

1/2
j = g(xj)+

1
2
∆ta2fxx(xj) 即可递推。

* 三种格式都有 (2, 2) 阶局部截断误差。

* 直接从 CFL 稳定性条件可得 νa ≤ 1，考虑交错网格蛙跳格式，在 νa = 1 时可取 w0 = 0, v
1/2
j = (−1)j，

递推可得不稳定，于是其稳定性条件为 νa < 1。[由于离散对象仅带有一阶时间导数，这里的稳定性条件
并不允许线性增长。]

哈密顿系统与辛格式

本部分用哈密顿问题的视角解释交错网格蛙跳格式的数值优势。

哈密顿问题是指，假设某系统总能量可以写为哈密顿泛函

H(u, v) =

∫
E(x, t)dt

积分区域为给定的封闭空间，E(x, t) 代表能量密度，u(x, t) 为位移，v(x, t) 为速度。

则可以定义相应的哈密顿微分系统：定义 δuH, δvH 为 H 的变分，即其满足∫
δuH(u, v)δudx = lim

ε→0

H(u+ εδu, v)−H(u, v)

ε
,

∫
δvH(u, v)δvdx = lim

ε→0

H(u, v + εδv)−H(u, v)

ε
,

对任意不影响物理约束的扰动函数 δu, δv 成立，则有哈密顿微分系统(
ut

vt

)
=

(
0 1

−1 0

)(
δuH
δvH

)

* 这里右侧的二阶矩阵具有辛结构，即其平方为负单位阵。
下面考虑一个具体的问题，小振幅钟摆系统的哈密顿泛函可写为

H(u, v) =

∫ (
f(u) + g(ux) +

1

2
v2
)
dt

直接利用分部积分公式计算 [由空间方向周期性，两侧可消去] 可得

δuH = f ′(u)− ∂g′(ux)

∂x
, δvH = v

于是

ut = v, vt +
∂g′(ux)

∂x
= f ′(u)

定义能量通量函数 F = −vg′(ux)，利用上式代入有 Et + Fx = 0，代表某种能量守恒，再次使用分部积分

可知哈密顿泛函守恒。

* 哈密顿微分系统与哈密顿泛函的守恒事实上存在一般性的结论。
要长时间模拟哈密顿系统而不失准确，必须数值保持能量守恒定律，这样的数值格式最早出现在常微分方

程中，称为单辛格式，推广到偏微分方程中称为多辛格式。

取 f = 0, g(ux) =
1
2
(−aux)

2，则相应的哈密顿微分系统即为 ut = v, vt = a2uxx，与声波方程等价，于是能

量守恒定律成立，记 w = aux 有

E =
1

2
(v2 + w2), F = avw
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另一方面，交错网格蛙跳格式的两迭代式可以推出

∆E∆x+∆F∆t = 0

这里

∆E =
1

2

(
(v

n+1/2
j )2 + (wn+1

j+1/2)
2
)
− 1

2

(
(v

n−1/2
j )2 + (wn

j+1/2)
2
)

∆F =
a

2

(
v
n−1/2
j wn

j+1/2 + v
n+1/2
j+1 wn

j+1/2 + v
n+1/2
j+1 wn+1

j+1/2

)
− a

2

(
v
n+1/2
j wn+1

j+1/2 + v
n+1/2
j wn

j−1/2 + v
n−1/2
j wn

j−1/2

)
此式事实上可以看作 F dt−Edx 沿着与网格线成 45◦ 角的斜线构成的矩形积分为 0 的数值近似，此积分
恒为 0 利用 Green 公式即得与能量守恒等价。
* 因此，交错网格蛙跳格式的数值优势在于保持局部能量守恒，事实上非交错网格盒子格式也有类似的性
质。

高维对流方程

考虑 ut + aux + buy = 0，不妨设 a, b 均为正，两方向的网比为 νx, νy。可直接构造其迎风格式：

un+1
jk = un

jk − νxa
(
un
jk − un

j−1,k

)
− νyb

(
un
jk − un

j,k−1

)
* 为方便稳定性分析，假设 a = b = 1，∆x = ∆y = h，并记网比为 ν 的特殊情况。此时，空间点 (xj , yk)

在 ∆t 时间的真实依赖区域边界点 (xj −∆t, yk −∆t)，而数值依赖区域是以此点为直角顶点，两直角边长

为 h 的向左下延伸的直角三角形，直接计算可知 CFL 条件 [边界点包含在直角三角形中] 为 ν ≤ 1
2
。

* 另一方面，直接利用 Fourier 方法代入二维模态解可得到 L2 稳定性的充要条件即为 ν ≤ 1
2
。

此外，利用中心差商离散空间导数可得 LW 格式

un+1
jk = un

jk −
1

2
(νxa∆0xu

n
jk + νyb∆0yu

n
jk) +

1

2
(ν2

xa
2δ2xu

n
jk + ν2

yb
2δ2yu

n
jk) +

1

4
νxνyab∆0x∆0yu

n
jk

* 其离散模板含有 9 个空间网格点，利用 Fourier 方法可知 L2 模稳定性条件为

|νxa| ≤
1

2
√
2
, |νyb| ≤

1

2
√
2

* 二维 LW 格式并不是一维 LW 格式的直接推广，直接采用逐维离散会导致时间不再二阶相容且线性无

条件 L2 模不稳定。

算子分裂方法可改善高维双曲型方程计算效率，如 LOD 格式

un+1/2 = un − 1

2
νxa∆0xu

n +
1

2
ν2
xa

2δx2un, un+1 = un+1/2 − 1

2
νyb∆0yu

n+1/2 +
1

2
ν2
yb

2δy2un+1/2

有更宽松的时空约束，若采用类似 Strang 格式的双重循环策略，效果更加理想。

八 非线性双曲守恒律

考虑一维标量双曲守恒律

ut + f(u)x = 0, x ∈ R, t > 0

的纯初值或周期边值问题，初值 u(x, 0) = u0(x)，f 是连续可微的已知通量函数。

与线性双曲型方程相比，非线性双曲守恒律有很多不同的性质。
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§8.1 守恒型差分格式

弱解

首先，即使初值充分光滑，非线性双曲守恒律的古典解也可能不存在。

设 a = f ′，则连续可微的古典解 u 必然满足 ut + a(u)ux = 0，根据特征线理论可知特征线为 dx
dt = a(u)，

均为直线段 [由于 u 在特征线上不变，右端可视为常数]，即古典解必然满足方程

u(x, t) = u0(x− a(u(x, t))t)

利用隐函数定理可知适当条件下古典解可以在短时间内存在唯一，此时同一点出发特征线不交。然而，考

虑 Burgers 方程 f(u) = u2

2
，对严格单调减的初值，由于 dx

dt = u，u0(x) 上越靠左的点对应特征线斜率越

小，必然相交，交点处函数值不再唯一。由此，我们必须推广解的概念。

考虑 x ∈ R, t ∈ R+ 上具有紧支集 [非零点闭包有界] 的函数构成检验函数空间 H，双曲守恒律的弱解
u(x, t) 需满足

∀ϕ ∈ H,

∫∫
t≥0

(
uϕt + f(u)ϕx

)
+

∫
t=0

u0(x)ϕ(x, 0)dx = 0

简单起见，我们只考虑分片古典解，且任意时刻间断点个数有限。设一条连续可微的时空界面曲线 Γ : x =

x(t), t ≥ 0 将上半平面分为左右两段，解为

u(x, t) =

u1(x, t) x < x(t)

u2(x, t) x > x(t)

其中 u1, u2 均为古典解，则其必须满足 Rankine Hugoniot 跳跃条件 [RH 跳跃条件]：

∀t, (u+ − u−)s = f(u+ − u−), s(t) = x′(t), u±(t) = lim
x→x(t)±

u(x, t)

这里上标 ± 表示左极限与右极限。
* 此条件可由弱解定义导出，事实上对任何弱解与任何光滑曲线 Γ 成立，本质是局部守恒性质。

* 弱解常不唯一，需要筛选出唯一的物理解。

熵解

对双曲守恒律的某可如上分为 u1, u2 的弱解还满足 Oleinik 熵条件

∀t, f(u−)− f(v)

u− − v
≥ s ≥ f(u+)− f(v)

u+ − v
, ∀v ∈ [min(u−, u+),max(u−, u+)]

则其称为熵解。

标量双曲守恒律的熵解存在唯一，若 f 是凸可微的，Oleinik 熵条件可以简化为 Osher 熵条件

∀t, f ′(u−) ≥ s ≥ f ′(u+)

事实上也即熵解的特征线不会远离时空界面曲线。

下面给出一些几何直观，假设 (x∗, t
∗) 处为熵解间断点，则：

1. 若后续时刻的时空区域处处有特征线穿过，则 (x∗, t
∗) 将演化为间断界面 x = x(t)，满足之前的熵条

件。若熵条件处处成立严格不等号，两侧特征线交汇到间断界面，称为激波，移动速度 s = x′(t) 称

为激波速度。

2. 若上述情况下熵条件局部成立等号，则特征线与间断界面局部平行，此时退化为线性双曲型方程，间
断结构称为接触间断，类似之前线性常系数对流方程的间断初值引起的间断界面。
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3. 若后续时刻的某个扇形时空区域某处无特征线穿过，则间断点将消失，相应的熵解局部结构为稀疏
波，扇形区域内部存在自相似结构 u(x, t) = ũ

(
x−x∗
t−t∗

)
，将外侧的两状态连接。除去起始点外后续时刻

稀疏波局部连续，但边界的空间导数间断。

* 以 Burgers 方程 ut + (u2/2)x = 0 为例，假设初值为

u0(x) =

u− x < 0

x+ x > 0

当 u− = u+ 时熵解为 u(x, t) = u− 常值，属于古典解。当 u− > u+ 时，熵解为激波，记 s = u−+u+

2
有

u(x, t) =

u− x− st < 0

u+ x− st > 0

而当 u− < u+ 时熵解为稀疏波

u(x, t) =


u− x < u−t

x
t

x ∈ [u−t, u+t]

u+ x > u+t

[事实上激波解一定为弱解，但 u− < u+ 时不为熵解。]
由此，非线性双曲守恒律的数值格式应该做到：

1. 激波速度刻画与间断界面捕获准确；

2. 真解相对光滑区域，相容阶与计算效率较高；

3. 间断界面附近数值振荡得到控制；

4. 数值解收敛到熵解 [或至少是弱解]。

实现上述目标的格式称为高精度高分辨率格式，常用构造方法为激波装配技术 (先确定间断界面再分别计
算光滑解) 与激波捕捉技术 (直接采用统一数值操作过程模拟)，我们主要介绍后者。

* 基于激波捕捉技术的守恒型差分格式构造一般分为两步：假设真解足够光滑得到数值性质、存在间断结
构时讨论健壮性。

记 a = f ′，对 ut + a(u)ux = 0 的离散称为基于非守恒形式的构造：

在离散焦点进行简单系数冻结可得迎风格式

un+1
j =

un
j − νa(un

j )(u
n
j − un

j−1) a(un
j ) ≥ 0

un
j − νa(un

j )(u
n
j+1 − un

j ) a(un
j ) < 0

* 无条件具有 (2, 2) 阶局部截断误差，利用 CFL 或系数冻结可得模糊的稳定性条件

max
j,n

|a(un
j )|ν ≤ 1

利用算术平均虚化离散焦点可得 Lax 格式

un+1
j =

1

2
(un

j−1 + un
j+1)−

1

2
νa(un

j )(u
n
j+1 − un

j−1)

* 网比固定时有整体一阶局部截断误差，模糊的稳定性条件与迎风格式相同。根据离散最大模原理，上述
条件成立时两格式均最大模稳定。
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对时间 Taylor 展开后转换为空间导数可得 LW 格式，记 anj = a(un
j ), b

n
j = a(un

j )a
′(un

j )，则有

un+1
j = un

j − 1

2
νanj∆0xu

n
j +

1

2
(νanj )

2δ2xu
n
j +

1

4
ν2bnj (∆0xu

n
j )

2

* 无条件具有 (1, 1) 阶局部截断误差，模糊的稳定性条件同上。

* 非线性问题的差分格式可能存在非线性不稳定现象，如对 Burgers 方程的非守恒性质 ut + uux = 0 可定

义蛙跳格式为

un+1
j = un−1

j − νun
j (u

n+1
j − un−1

j )

考虑空间网格函数 rj 为 0, ε,−ε 循环，时间网格函数满足 cn+1 − cn−1 = νϵ(cn)2，则可验证 un
j = cnrj 精

确满足蛙跳格式。令 c0 = 1, c1 = α 可归纳得到 cn ≥ (1 + γ)[n/2]，即其指数趋于无穷。于是对任何网比，

蛙跳格式不稳定。

反之，若将 Burgers 方程写为 ut +
1
3
uux +

1
3
(u2)x = 0，则蛙跳格式为

un+1
j = un−1

j − ν

3
(un

j+1 + un
j + un

j−1)(u
n
j+1 − un

j−1)

可改善非线性因素的不稳定。

记 fn
j = f(un

j )，直接基于守恒形式也可构造：

迎风格式可写为

un+1
j =

un
j − ν(fn

j − fn
j−1) a(un

j ) ≥ 0

un
j − ν(fn

j+1 − fn
j ) a(un

j ) < 0

Lax 格式即
un+1
j =

1

2
(un

j−1 + un
j+1)−

1

2
ν(fn

j+1 − fn
j−1)

而利用积分插值的思路可构造 LW 格式，记 anj+1/2 = a(un
j+1/2) = a

(un
j +un

j+1

2

)
，则

un+1
j = un

j − ν

2
(fn

j+1 − fn
j−1) +

ν2

2

(
anj+1/2(f

n
j+1 − fn

j )− anj−1/2(f
n
j − fn

j−1)
)

* 三者相容性、局部截断误差、模糊的稳定性条件与基于非守恒形式的结果完全相同。
* 若 f(u) = au，无论是基于非守恒形式还是守恒形式的三种格式都能退化为线性常系数的对应情况。

健壮性分析

考虑 Burgers 方程，初值为 u− = 1, u+ = 0，对应真解为 s = 1
2
的激波，数值初值 u0

j 当 j ≤ 1 时为 1，否
则为 0。
基于守恒与非守恒的迎风格式数值解始终为初值，失效。[由于流动方向的改变，迎风格式丧失了整体结构
的统一性。]
* 基于非守恒形式构造的差分无法刻画激波的局部守恒，必然失效。
由此需要守恒型格式的概念，定义为可以表述为

un+1
j = un

j − ν
(
f̂n
j+1/2 − f̂n

j−1/2

)
的格式，f̂n

j+1/2 为数值通量，为 f̂(un
j−l+1, u

n
j−l+2, . . . , u

n
j+r)，l, r 为给定正整数，f̂ 为给定的数值通量函数。

由定义可知守恒格式满足局部守恒性质

q∑
j=p

un+1
j =

q∑
j=p

un
j − ν

(
f̂n
q+1/2 − f̂n

p−1/2

)
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* 数值通量函数一般要求对于每个边缘 Lipschitz 连续，且有相容性条件 f̂(p, p, . . . , p) = f(p)，前者用于

控制舍入误差，后者保证相容性。

基于守恒形式构造的 Lax 格式数值通量为

f̂n
j+1/2 =

1

2
(fn

j + fn
j+1)−

1

2ν
(un

j+1 − un
j )

而基于守恒形式的 LW 格式数值通量则为

f̂n
j+1/2 =

1

2
(fn

j + fn
j+1)−

ν

2
anj+1/2(f

n
j+1 − fn

j )

验证数值通量函数条件即知二者均为守恒型。

* 两格式的具有不同的性质，当 CFL 条件成立时，Lax 的数值通量对第一个变元不减，对第二个变元不
增，称为熵数值通量或单调数值通量，LW 格式则无此性质。
守恒格式的优点包括：数值误差 un

j − [u]nj 在空间方向的求和与时间无关，满足整体质量守恒；RH 跳跃
条件近似满足，间断界面可以被捕获；Lax-Wendroff 定理 [LW 定理]：守恒型差分格式相容时，数值解
若在网格尺度趋于 0 时几乎处处有界且收敛，则收敛结果必为弱解。

双曲守恒律组

设通量函数 f : Rm → Rm 的 Jacobi 阵处处可实相似对角化为 S(u)−1D(u)S(u)，则称

ut + f(u)x = 0

为双曲守恒律组。若特征值处处互不相同，则称为严格双曲守恒律组。

若真解连续可微，原方程可化为特征形式 S(u)ut + D(u)S(u)ux = 0。若向量函数 r 满足

rt = S(u)ut, rx = S(u)ux

则称为方程组的 Riemman 不变量，代入可得 rt + D(u)rx = 0。

* 由于 D 对角元与 u 相关，事实上并没有解耦。此外，黎曼不变量在 m = 2 时一定存在，但 m > 2 时未

必存在。

下面考虑 Riemman 不变量存在时的求解。若 tn 时刻 un 已知，可局部近似为 vt +D(un
j )vx = 0，于是迎

风离散的迭代过程为：

1. 计算 vn
j = S(un

j )un
j；

2. 局部离散近似方程得到 [D⊕ 与 D⊖ 定义同上章]

vn+1
j = vn

j − νD⊕(un
j )(vn

j − vn
j−1)− νD⊖(un

j )(vn
j+1 − vn

j )

3. 还原得到 un+1
j = S(un

j )
−1vn+1

j 。

由于计算效率很低，无需解耦的格式更受欢迎，如 Lax 格式与 LW 格式，为对应的基于守恒形式构造的

格式将 u, f 替换为向量，其中 LW 格式 anj+1/2 替换为
un
j +un

j+1

2
处的 Jacobi 矩阵。

计算 Jacobi矩阵仍需大量时间，因此对其优化得到两步 LW格式，如先后使用 Lax与蛙跳的 Richtmyer
格式

un+1/2
j+1/2 =

1

2
(un

j + un+1
j )− ν

2

(
f(un

j+1)− f(un
j )
)

un+1
j = un

j − ν
(
f(un+1/2

j+1/2 )− f(un+1/2
j−1/2 )

)
或先后使用蛙跳与 Lax 的 MacCormack 格式

ũn
j = un

j − ν
(
f(un

j+1)− f(un
j )
)

un+1
j =

1

2
(un

j + ũn
j )−

ν

2

(
f(ũn

j )− f(ũn
j−1)

)
二者均有整体二阶的局部截断误差。
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§8.2 有限体积法

对于发展型 PDE，有限体积格式对时空变量采取不同的离散方式，先将空间区域进行单元剖分，Ij =

(xj−1/2, xj+1/2)，记 ∆xj 为 Ij 长度，其最大值 ∆x 为剖分的参数。

将时间离散为有限个点，∆tn = tn+1 − tn 为局部时间步长，其最大值 ∆t 为时间步长。

有限体积法数值求解的目标定义为

[ū]nj = [ū]j(t
n) =

1

∆xj

∫ xj+1/2

xj−1/2

u(x, tn)dx

即真解在不同单元的均值。

利用 Green 公式对矩形时空区域积分可得，记 Fn
j+1/2 =

1
∆tn

∫ tn+1f(u(xj+1/2,t))dt
tn

，则有精确等式

[ū]n+1
j = [ū]nj − ∆tn

∆xj

(Fn
j+1/2 − Fn

j−1/2)

这里 F 为真实平均通量，若有数值通量函数 f̂([ū]nj−l−1, . . . , [ū]
n
j+r) 近似为 Fn

j+1/2，将其记为 f̂n
j+1/2 即有

递推

ūn+1
j = ūn

j − ∆tn

∆xj

(
f̂n
j+1/2 − f̂n

j−1/2

)
* 通常 f̂n

j+1/2 = f̂(ūn
j , ū

n
j+1) 只与两点有关，数值操作更加灵活，也可推广到高维。

* 有限体积方法可类似有限差分定义相容、稳定与收敛。

线性问题

考虑 f(u) = au，a 为给定常数，回到线性问题。为方便，假设离散网格均匀，时间步长与单元长度恒定

为 ∆t,∆x。

定义数值通量

f̂n
j+1/2 =

aūn
j a ≥ 0

aūn
j+1 a < 0

其只依赖上游单元，因此称为迎风数值通量，对应的迎风有限体积格式

ūn+1
j − ūn

j

∆t
+

a+ |a|
2∆x

(ūn
j − ūn

j−1) +
a− |a|
2∆x

(ūn
j+1 − ūn

j )

* 事实上迎风数值通量可视为中心型数值通量 a
2
(ūn

j + ūn
j+1) 加上数值黏性修正项 − |a|

2
(ūn

j+1 − ūn
j )，

|a|
2
称

为修正强度，括号内为界面位置的数值跳跃。

记修正强度为 2
ν
得到 Lax 数值通量，对应 Lax 有限体积格式

ūn
j+1 =

1

2
(ūn

j−1 + ūn
j+1)−

νa

2
(ūn

j+1 − ūn
j )

* 若函数足够光滑，单元均值与中心点值差距 O((∆x)2)，相容阶不超过 2 的有限差分与有限体积可转化，
反之亦然。

* 有限体积法的收敛性需要运用有限元方法的分析技术，尤其单元剖分非均匀时。
* 有限体积与积分插值的想法类似，但积分插值依靠周边点值进行数值积分；有限体积方法通过周边均值
进行数值积分。事实上迎风格式、Lax 格式等也可通过积分插值构造。
* 由此，有限体积与有限差分关联密切，如无特殊说明可省略均值符号 ū，仍记为 u，格式可作两种理解。

非线性问题

回到一般的非线性双曲守恒律。记 ūn
j+1/2 =

1
2
(ūn

j + ūn
j+1)，并记 An

j+1/2 = f ′(ūn
j+1/2), f

n
j = f(ūn

j )，则仍可

定义迎风数值通量

f̂n
j+1/2 =

fn
j An

j+1/2 ≥ 0

fn
j+1 An

j+1/2 < 0
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对应得到守恒型迎风格式 [省略均值符号]

un+1
j = un

j − ν

2

(
(1− sgnAn

j+1/2)∆xf
n
j + (1 + sgnAn

j−1/2)∆−xf
n
j

)
* 之前的简单迎风格式将此处的 An

j+1/2, A
n
j−1/2 都替换为 An

j，即上游方向判断位置有差异。

类似地，Lax 有限体积格式为

un+1
j =

1

2
(un

j−1 + un
j+1)−

ν

2
(fn

j+1 − fn
j−1)

* 注意到基于守恒形式构造的 Lax 格式已具有局部守恒性，其形式上 [即省略均值符号时] 与 Lax 有限体
积格式完全相同。

而 LW 有限体积格式形式上也与基于守恒形式构造的 LW 格式完全相同，只是将 anj+1/2 替换为 An
j+1/2，

而 anj+1/2 与 An
j+1/2 形式上亦相同。

Godunov 方法
* 公认的首个成功模拟非线性双曲守恒律的有限体积格式，已发展为主流数值方法，以下均省略均值符号。
EA 过程
若 un

j 已知，计算 un+1
j 可以分为两步：

1. 局部推进：在 xj+1/2 处构造局部 Riemman 问题，初值为

u(x, tn) =

un
j x < xj+1/2

un
j+1 x > xj+1/2

其真解可能是古典解、激波、接触间断或稀疏波等，当 un
j+1 ̸= un

j 时记 snj+1/2 =
fn
j+1−fn

j

un
j+1−fn

j
表示 (可能

存在的) 激波速度，若时间步长满足 maxj{|snj+1/2|, |f ′(un
j )|}ν ≤ 1

2
，相邻的局部 Riemann 解在 tn+1

前不会冲突，拼接成的函数记为 ũ(x, tn+1)。

2. 单元平均：定义
un+1
j =

1

∆x

∫ xj+1/2

xj−1/2

ũ(x, tn+1)dx

* 由于单元平均的逼近效果，局部截断误差为整体一阶。
* 以线性情况 f(u) = au 为例，解得局部

ũ(x, tn+1) =

un
j x < xj+1/2 + a∆t

un
j+1 x > xj+1/2 + a∆t

不妨设 a > 0，积分即有 [按上方推导，这里时间步长应满足 νa ≤ 1
2
，但事实上可以放宽到 νa ≤ 1]

un+1
j = un

j−1aν + (1− aν)un
j

这事实上就是线性双曲方程的迎风格式。此外，数值通量 aun
j 恰为局部 Riemman 解 ũ 在 xj+1/2 的通量

取值 f(ũ(xj+1/2, t
n+1))。

关于数值通量的结论事实上普遍成立，因为其实现过程等同于双曲守恒律在 Ij × (tn, tn+1) 的积分，即其

满足

un+1
j = un

j − ν
(
f̂n
j+1/2 − f̂n

j−1/2

)
, f̂n

j+1/2 =
1

∆t

∫ tn+1

tn
f(ũ(xj+1/2, t))dt

另一方面，根据 PDE 知识，ũ 可表示为 R
(x−xj+1/2

t−tn
;un

j , u
n
j+1

)
，这里 R 称为局部 Riemman 解算子，于

是 f(ũ(xj+1/2, t)) 在积分区域恒定，即有

f̂n
j+1/2 = f

(
R(0;un

j , u
n
j+1)

)
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于是，数值通量构造方式的核心工作为局部 Riemman 解的计算。对一般的非线性双曲守恒律，其往往难
以准确计算，可以将其局部近似为线性双曲型方程 ut +An

j+1/2ux = 0。这样得到的格式即为一般的守恒型

迎风格式。

* 更有效的局部线性化方式为定义系数为单元界面的 Roe 平均值

Aj+1/2 =


fn
j+1−fn

j

un
j+1−un

j
un
j+1 ̸= un

j

f ′(un
j ) un

j+1 = un
j

其满足离散版本 RH 跳跃条件
An

j+1/2(u
n
j+1 − un

j ) = fn
j+1 − fn

j

可以更准确刻画激波条件，这样得到的迎风格式称为 Roe 型迎风格式，真解光滑时与守恒型迎风格式差
异为二阶，但间断真解时效果更好。

REA 过程
REA 过程为局部推进前增加高阶重构 [Reconstruction] 操作，即局部将初值定义为 u(x, tn) = un

j +

σn
j

x−xj

∆x
, x ∈ Ij。这里 σn

j 称为广义斜率，可定义为 un
j+1 − un

j、un
j − un

j−1、
1
2
un
j+1 − un

j−1 等。

* 若广义斜率其恒为 0，则退化为 EA 过程。
* 考虑 σn

j = un
j+1 − un

j 的线性问题 f(u) = au，直接计算可得局部解为

ũ(x, tn+1) =

un
j + 1

2
(un

j+1 − un
j ) x < xj+1/2 + a∆t

un
j+1 − 1

2
(un

j+2 − un
j+1) x > xj+1/2 + a∆t

当 ν|a| ≤ 1 时相邻的解不存在冲突，计算单元均值可发现其即为线性双曲方程的 LW 格式。
* 类似地，对非线性情况，取 σn

j = un
j+1 − un

j 后线性近似可得到一般的守恒型 LW 格式，将 An
j+1/2 用

Roe 平均替代则得到 Roe 型 LW 格式。

§8.3 稳定性与收敛性

* 虽然守恒型格式可以某种程度上保证收敛到弱解，但高阶相容与数值振荡的矛盾仍存在，对 Burgers 方
程实验可发现 LW 格式有二阶局部截断误差，但间断界面附近数值振荡，网格加密也无法减弱振荡；迎风
格式只有一阶局部截断误差，但数值间断界面更平坦，没有数值振荡。因此，需要改善数值解在间断界面

的光滑度与陡峭度。

单调格式

由 PDE 理论可知，双曲守恒律若初值单调，则任何时刻熵解有相同单调性，若数值格式也满足此性质则
称为单调保持格式。此性质一般难以验证，因此我们关注一更强的性质：

双曲守恒律的熵解满足若初值 v0(x) ≥ u0(x) 处处成立，则此后一定都有 v(x, t) ≥ u(x, t)。若数值格式满

足此性质，即

vnj ≥ un
j , ∀j =⇒ vn+1

j ≥ un+1
j , ∀j

则称为单调格式，其等价定义为，对给定的臂长 l, r，格式

un+1
j = H(un

j−l, u
n
j−l+1, . . . , u

n
j+r)

对 H 的每个分量非减，可微时即偏导非负。

* 由等价定义可验证单调格式一定是单调保持格式，而对线性的情况，单调格式与单调保持格式等价。
* 验证可知守恒型 Lax 格式在 CFL 条件下为单调格式，而守恒型 LW 格式并非单调格式 [事实上可举反
例说明 LW 格式并非单调保持格式]。
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对单调格式，有结论其数值解一致有界，且收敛到熵解，但 Godunov 定理依然成立，即其至多一阶截断
误差。

* 构造 u± = ±1，对应的 Burgurs 方程的 Riemman 问题利用 Roe 型迎风格式可发现数值解保持不变，因
此只收敛到弱解而非熵解，Roe 型迎风格式并非单调格式。

TVD 格式
* 由于 Godunov 定理，高阶的单调保持格式不可能单调，也即会存在微弱的数值振荡。[且我们希望振荡
能随网格加密消失。]
我们用全变差描述某区间 Lebesgue 可测函数的振荡强度：

TV (v) = lim sup
ε→0

1

ε

∫
|v(x)− v(x− ε)|dx

* 若考虑弱导数，全变差也可以记为对 |v′(x)| 的积分。此外，其可以视为某种弱化定义的度量，作为数值
不稳定的衡量标准。

PDE 理论可以证明熵解满足时间增加时全变差不增，而数值全变差定义为

TV (w) =
∑
j

|wj+1 − wj |

若数值全变差随时间增加不增，则称为 TVD 格式 [Total Variation Diminishing]。
Harten 引理：设数值格式具有增量形式 [这里 C,D 可能与 u 相关]

un+1
j = un

j − Cj−1/2(u
n
j − un

j−1) +Dj+1/2(u
n
j+1 − un

j )

且满足 Cj+1/2 ≥ 0, Dj+1/2 ≥ 0, Cj+1/2 +Dj+1/2 ≤ 1 则直接利用三角不等式可得到其是 TVD 格式。
* 在 CFL 条件下，对 Roe 型迎风格式可取

Cj+1/2 =
ν

2
(1 + sgnAn

j+1/2)
∆xf

n
j

∆xun
j

, Dj+1/2 = −ν

2
(1− sgnAn

j+1/2)
∆xf

n
j

∆xun
j

可从 Harten 引理验证其 TVD 性。
* 单调格式是 TVD 格式，TVD 格式是单调保持格式，且对线性情况三者等价。
* 由于 Roe 型迎风格式是守恒型 TVD 格式，其可以避免数值振荡，但未必收敛到熵解，这是由于计算过
程中只会出现激波，完全忽略了稀疏波。区别这两种结构需要使用熵修正，如数值通量改为

f̂n
j+1/2 =

1

2
(1 + sgn f ′(un

j ))f
n
j +

1

2
(1− sgn f ′(un

j+1))f
n
j+1 +

1

2
(sgn f ′(un

j+1)− sgn f ′(un
j ))f(us)

这里 us 满足 f ′(us) = 0，称为声波点。在 f 凸可微时，熵修正的 Roe 型迎风格式是单调格式，保证数值
解收敛到熵解。

TVD 修正技术
* 我们希望能构造高阶的 TVD 格式，一般有数值通量修正与数值斜率修正两种技术实现。
数值通量修正技术：

* 原始思想为人工黏性方法，即数值解局部间断时局部增加数值黏性，压制可能产生的数值振荡。由于数
值黏性会影响相容阶，这相当于高阶格式到低阶格式的自动跳转。

考虑两个数值通量分别为 f̂H 与 f̂L 的守恒型差分格式，前者高阶后者低阶，定义数值通量

(f̂M )nj+1/2 = θnj+1/2(f̂H)nj+1/2 + (1− θnj+1/2)(f̂L)
n
j+1/2

这里 θnj+1/2 称为开关函数或通量限制器，常见定义为

θnj+1/2 = max(0,min(1, snj+1/2)), snj+1/2 =


un
j −un

j−1

un
j+1−un

j
An

j+1/2 ≥ 0

un
j+2−un

j+1

un
j+1−un

j
An

j+1/2 < 0
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* 利用 Harten 引理可证明高阶格式是 Roe 型 LW 格式，低阶格式是 Roe 型迎风格式时，由此数值通量
构造结果是二阶 TVD 格式。
数值斜率修正技术：

我们介绍源自 LW 格式 REA 过程的 MUSCL[Monotone Upwind Scheme for Conservation Law] 格式，
回顾 REA 过程第一步的定义 [省略均值符号]

u(x, tn) = un
j + σn

j

x− xj

∆x
, x ∈ Ij

LW 格式中广义斜率定义为 un
j+1 − un

j，而我们修正定义为

σn
j = minmod

(
un
j+1 − un

j , u
n
j − un

j−1,
1

2
(un

j+1 − un
j−1)

)
这里 minmod 表示后方三个数符号相同时取其中绝对值最小的数，否则为 0，称为斜率限制器。
* 利用 Harten 引理可证明 CFL 条件下 MUSCL 格式是 TVD 格式。
* 三个数符号不同时，相邻三个单元的均值有增有减，可能产生振荡，因此抹平广义斜率，退化为迎风格
式；三个数符号相同时，校正解使得斜率最小，压制整体数值振荡。然而，此限制器可能将光滑解的极值

判断为间断解，需要结合其他技术改善。

* 一维 TVD 格式至多有二阶局部截断误差，高维 TVD 格式至多一阶局部截断误差，需要提出更多格式
的限制。

九 发展型偏微分方程

本章是关于发展型偏微分方程 (含 ut 项的 PDE) 的最后一章，分为一般的对流扩散方程离散与一般的稳
定性分析技术两部分。

§9.1 对流扩散方程

多数情况下对流与扩散同时出现，此时方程可写为

ut + cux = auxx

简单起见考虑流动速度 c 与扩散速度 a ≥ 0 为常数。记对流网比 ν = ∆t
∆x
，扩散网比 µ = ∆t

(∆x)2
。

中心差商显格式

最基本的格式为
un+1
j − un

j

∆t
+

c(un
j+1 − un

j−1)

2∆x
=

aδ2xu
n
j

(∆x)2

其无条件具有 (2, 1) 阶局部截断误差。

代入 un
j = λneikj∆x 可以得到

λ(k) = 1− iνc sin(k∆x)− 4µa sin2 k∆x

2

直接计算可知 µa ≤ 1
2
时有

|λ(k)| ≤ 1 +
c2

4a
∆t

符合 von Neumman 条件，L2 模稳定。

然而，当 a ≪ |c| 的对流占优情况，误差可能会变得非常巨大，因此需要引入强稳定性：数值解的稳定性
表现同真解的适定性一致。
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对流扩散方程真解 L2 模不增，因此 L2 模强稳定性等价于 |λ(k)| ≤ 1，可得到对中心差商显格式即

(νc)2 ≤ 2µa ≤ 1

* 第一个式子要求 ∆t ≤ 2a
c2
，当 a ≪ |c| 时需要很小。

利用离散最大模原理，最大模强稳定性即等价于

ν|c| ≤ 2µa ≤ 1

* 第一个式子要求 ∆x ≤ 2a
|c|，当 a ≪ |c| 时亦需很小。

* 以下为方便设 c > 0，讨论如何解决 a ≪ |c| 时的离散问题。

数值黏性修正

直接采用一阶导数的偏心迎风离散，定义

un+1
j − un

j

∆t
+

c(un
j − un

j−1)

∆x
=

aδ2xu
n
j

(∆x)2

* 具有 (1, 1) 阶局部截断误差，验证得 L2 模强稳定性充要条件为 2µa+ νc ≤ 1。

也可类似 LW 格式离散，建立双曲部分的 LW 格式后加入扩散部分，得到修正中心差商显格式

un+1
j − un

j

∆t
+

c(un
j+1 − un

j−1)

2∆x
=

(
a+

c2

2
∆t

)
δ2xu

n
j

(∆x)2

* 具有 (2, 1) 阶局部截断误差，验证得 L2 模强稳定性充要条件为 2µa+ (νc)2 ≤ 1。

指数格式：从稳态方程 d+ cux = auxx 出发设计，我们希望差分方程 αuj−1 + βuj + γuj+1 在所有网格点

为 0，这里 α, β, γ 与 d 无关为待定系数，推导出它们的形式后再将 d 替换为 ut 并差分，得到

un+1
j − un

j

∆t
+

c(un
j+1 − un

j−1)

2∆x
= aσ

δ2xu
n
j

(∆x)2

这里拟合因子 σ 满足

σ = R cothR, R =
c∆x

2a

R 称为网格 Péclect 数。其具有 (2, 1) 阶局部截断误差，L2 模强稳定性条件为 σµa ≤ 1
2
。

Samapckii 格式：将指数格式中的一阶导数改为迎风差商离散，并对 σTaylor 展开简化，得到

un+1
j − un

j

∆t
+

c(un
j − un

j−1)

∆x
=

a

1 +R

δ2xu
n
j

(∆x)2

* 具有 (2, 1) 阶局部截断误差，回避了指数函数的计算。

隐式格式

考虑隐式时间离散，如中心全隐格式：

un+1
j − un

j

∆t
+

c(un+1
j+1 − un+1

j−1 )

2∆x
=

aδ2xu
n+1
j

(∆x)2

* 无条件具有 L2 模强稳定性，结合数值黏性修正可获得更好效果。

* 具有 L2 模强稳定性未必满足最大模稳定性，仍然可能发生数值振荡。

算子分裂
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类似二维热传导方程的 LOD 方法，先用 LW 格式离散前一半时间的纯对流问题 1
2
ut + uxx = 0，再用全

显格式离散后一半时间的纯扩散问题 1
2
ut = uxx，得到

u
n+1/2
j = un

j − 1

2
νc(un

j+1 − un
j−1) +

1

2
(νc)2δ2xu

n
j

un+1
j = u

n+1/2
j + µaδ2xu

n+1/2
j

* 其 L2 模强稳定性条件为 max(ν|c|, 2µa) ≤ 1。

特征差分

考虑 a = 0 时的特征线方向，定义时间全导数

D̄tu =
1√

1 + c2
ut +

c√
1 + c2

ux

则方程可以看作斜坐标系下纯扩散问题

√
1 + c2D̄tu = auxx

设 x̃j = xj − c∆t 落在网格点 xj,L 与 xj,R = xj,L +∆x 之间，利用线性插值离散 D̄tu 得到

un+1
j = ũn

j + µaδ2xu
n+1
j , ũn

j =

(
1− x̃j − xj,L

∆x

)
un
j,L +

x̃j − xj,L

∆x
un
j,R

* 无条件具有 L2 模稳定性，数值误差达到整体一阶，界定常数与沿特征线方向的变化率相关。

§9.2 修正方程与能量方法

修正方程方法

分为两步：

1. 从差分方程出发导出含有网格参数的修正方程

设网格函数可由光滑函数 w(x, t) 限制而成，逐点 Taylor 展开得到微分恒等式，反复利用得到偏微
分方程

wt =

m∑
l=0

αlD
l
xw

2. 利用修正方程的性质解释差分方程的数值表现

若修正方程不适定，差分格式不稳定，若适定则基本可以说明稳定。此外，修正方程的色散、耗散与

数值格式相近。

对一般的线性常系数偏微分方程 wt =
∑m

l=0 αlD
l
xw，Fourier 理论分析是高效的，空间导数中奇数阶

描述波动，一阶代表对流，更高阶代表色散；偶数阶描述扩散或反扩散，扩散时真解衰减，方程适定，

反扩散 [如负系数二阶导数或正系数四阶导数] 则不适定。

* 考虑对流方程 ut + ux = 0 的中心差商显格式

un
j+1 − un

j

∆t
+

un
j+1 − un

j−1

2∆x
= 0

Taylor 展开得到
wt + wx +

∆t

2
wtt +O((∆t)2 + (∆x)2) = 0

另一方面，对 x, t 分别求导后代换 t 的二阶导数有修正方程

wt + wx = −∆t

2
wxx
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扩散系数为负，因此不适定。

* 对迎风格式
un
j+1 − un

j

∆t
+

un
j − un

j−1

∆x
= 0

Taylor 展开得到
wt + wx +

∆t

2
wtt −

∆x

2
wxx +O((∆t)2 + (∆x)2) = 0

求导后进一步代换得到

wt + wx =
∆x−∆t

2
wtt

当 ν < 1 时适定，ν > 1 时不适定。

* 过程中 Taylor 展开需要技巧性与针对性，双曲型方程差分格式中低频简谐波更重要，且其光滑性好，因
此可用此类方法，抛物型数值不稳定则主要来源于高频，光滑性差，无法 Taylor 展开。
* 考虑热传导方程 ut = uxx 的全显格式

un
j+1 − un

j

∆t
=

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

(∆x)2

分裂为高低频成分 un
j = vnj + (−1)j+nϕn

j，两者均满足全显格式。代入高频成分成立的差分方程可得到修

正方程

ϕt =
2(2µ− 1)

∆t
ϕ

直接利用 ODE 知识可知 µ > 1
2
时解不稳定。

能量方法

对网格函数 u = {uj}Jj=0, v = {vj}Jj=0，可定义各种类型的离散内积与诱导范数：

⟨u, v⟩ =
J−1∑
j=1

ujvj∆x, ∥u∥2 = ⟨u, v⟩1/2

⟨u, v] =
J∑

j=1

ujvj∆x, ∥u]|2 = ⟨u, v]1/2

[u, v⟩ =
J−1∑
j=0

ujvj∆x, |[u∥2 = [u, v⟩1/2

[u, v] =
J∑

j=0

ujvj∆x, |[u]|2 = [u, v]
1/2

均可以看作 L2 范数的离散表示，平行于分部积分公式即可得到分部求和公式

⟨∆u, v⟩ = −⟨u,∆−v] + uJvJ − u1v0

从而有 Green 公式离散版本

⟨∆(a∆−u), v⟩ = −⟨a∆−u,∆−v] + aJ∆−uJvJ − a1∆−u1v0

⟨∆(a∆−u), v⟩ − ⟨∆(a∆−v), u⟩ = aJ(v∆−uJ − u∆−vJ)− a1(v∆u0 −∆v0)

常用不等式

ε-ab 不等式
|ab| ≤ εa2 +

1

4ε
b2, ε > 0

Cauchy 不等式
⟨u, v⟩2 ≤ ∥u∥2∥v∥2



九 发展型偏微分方程 51

离散范数控制关系 [右端为 Poincáre 不等式的离散描述]

1

2
|[∆u]|2 ≤ ∥u∥2 ≤

L

2
√
2∆x

|[∆u]|2

Gronwall 不等式：fn, n ≥ 0 与 gn, n ≥ 0 为非负序列，且 gn 单调增，若存在给定正数 C 使得

fn+1 ≤ C

n∑
m=0

fm∆t+ gn+1, ∀n ≥ 0

则 ∆t 充分小时有

fn ≤ eCn∆tgn

* 若 a(x, t) > 0 且 ax(x, t) 有界，考虑纯初值问题的迎风格式

un+1
j = νanj u

n
j−1 + (1− νanj )u

n
j

记 A = maxx,t a(x, t), B = maxx,t |ax(x, t)|，CFL 条件为 Aν ≤ 1，此时右端系数非负，两边平方后由

Jessen 不等式可得
(un+1

j )2 ≤ νanj (u
n
j−1)

2 + (1− νanj )(u
n
j )

2

由于 |anj − anj−1| ≤ B∆x，进一步放缩为

(un+1
j )2 ≤ νanj−1(u

n
j−1)

2 + (1− νanj )(u
n
j )

2 +B(un
j−1)

2∆t

所有网格点上求和化简得到

∥un+1∥2 ≤ (1 +B∆t)∥un∥2

满足 L2 模稳定性，当 T 为终止时刻时有 ∥un∥2 ≤ eBT ∥u0∥2。
能量方法也可用于数值边界条件的设置，以确保 L2 模稳定性。考虑对流方程初边值问题

ut + ux = 0, u(x, 0) = u0(x), u(0, t) = 1

计算得真解满足 ∫ 1

0

u2(x, t)dx ≤
∫ 1

0

u2(x, 0)dx

我们希望数值解也有相同性质。

考虑蛙跳格式

un+1
j = un−1

j − ν(un
j+1 − un

j−1), j = 1 : (J − 1)

入流条件 un
0 = 0，下面建立出流条件。

蛙跳格式两端同乘 un+1
j + un−1

j 后叠加，化简得到 [内积上的撇表示剔除出流边界点信息，合并到 Π 中]

∥un+1∥2 − ∥un−1∥2 = −ν
〈
un+1,∆0xu

n
〉′
+ ν

〈
un,∆0xu

n−1
〉′
+Π

Π = −∆t(un−1
J−1 + un+1

J−1)u
n
J

定义人工出流边界条件 un
J = 1

2
(un−1

J−1 + un−1
J+1) 使 Π ≤ 0，则记

Sn = ∥un+1∥2 + ∥un∥2 + ν
〈
un+1,∆0xu

n
j

〉′
有 Sn 不增，另一方面

Sn ≥ (1− ν)(∥un+1∥2 + ∥un∥2)

于是即有 ν < 1 时的 L2 模稳定性。

联立蛙跳格式求解可知人工出流边界条件等价于

un
J =

2

2 + ν
un−1
J−1 +

ν

2 + ν
un
J−2
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十 椭圆型方程

与之前发展型方程不同，本章介绍椭圆型方程的差分，考虑二维 Poisson 方程

−△u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω

这里 f 已知，Ω 是边界逐段光滑的二维有界区域。

* 此问题与二维扩散方程 ut = △u+ f(x, y) 密切相关，其解即为扩散方程稳态解。

§10.1 五点格式

回顾第五章对一般区域的分析，考虑 ∆x = ∆y = h 的离散网格，将离散网格分为内点 Ωh 与边界点 Γh 两

部分，并希望在网格内点上建立相应的差分方程。简便起见，我们记离散中心点为 c，上下左右分别为 n、
s、w、e。
直接利用二阶中心差商离散可得五点差分方程：

1

h2
(4uc − ue − un − us − uw) = fc

以其为主体的差分格式称为五点差分格式。

* 代入真解后两端的差距就是局部截断误差，这里误差即为 O(h2)，二阶相容。

*稳定性概念描述与定解条件的连续依赖关系，收敛性描述与真解的逼近程度，二者仍满足 Lax-Richtmyer
等价定理。

下面回顾边界条件的离散。若离散焦点 c 是紧邻 Dirichlet 边界的非规则内点，则可能需要构造非等臂长
差分方程，设

ce = s1h, cn = s2h, cw = s3h, cs = s4h

βe =
2

s1(s1 + s2)
, βs =

2

s2(s2 + s4)
, βw =

2

s3(s1 + s3)
, βn =

2

s4(s2 + s4)
, βc = βe + βs + βw + βn

则可构造
1

h2
(βcuc − βeue − βnun − βsus − βwuw) = fc

* 也可对 β 近似使得求解的方程组对称，与第五章相同，局部误差结论亦相同。

五点格式的差分事实上会形成一个大规模线性方程组，例如 Ω = (0, 1)× (0, 1) 下考虑 Dirichlet 问题，边
值恒为 0，记 h = 1

J
，构造分块三对角矩阵 [刚度矩阵]

Ah =
1

h2
tridiag(−Ih, 2Ih + Ch,−Ih), Ch = tridiag(−1, 2,−1)

这里 Ch, Ih 为 J − 1 阶方阵，Ah 为 (J − 1)2 阶方阵。

* 利用矩阵张量积的定义，也可写为 Ah = 1
h2 (Ch ⊗ Ih + Ih ⊗ Ch)。

考虑先行后列、从左到右、从上到下将 u 展平为向量 uh，fh 同理，称为荷载向量，则线性方程组可写为

Ahuh = fh

* 利用线性代数知识，Ah 的特征值为所有 λp + λq，p, q 分别从 1 取到 J − 1，其中 λi =
4
h2 sin2 shπ

2
。于

是刚度矩阵谱条件数为 cot2 πh
2
，为 O(h−2) 量级，意味着网格越小，计算规模越大，方程组也越病态，因

此五点格式主要难点在于方程组求解效率。

数值求解

* 这里不介绍纯代数的迭代方法，以利用微分方程数值离散求解的方法为重点。
交替方向法：由于 Poisson 方程的差分格式可以看作二维扩散方程的半离散格式的稳态解计算过程，二维
扩散方程的迭代即可看作迭代求解方法。为提升效率，可采取 ADI、LOD 等经济型格式。
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例如，基于 ut = uxx + uyy + f 的 PR 格式，上述方程组的迭代可以定义为

uk+1/2
h = uk

h − τk
(
L1uk+1/2

h + L2uk
h − fh

)
uk+1
h = uk

h − τk
(
L1uk+1/2

h + L2uk+1
h − fh

)
这里 L1 =

1
h2Ch ⊗ Ih,L2 =

1
h2 Ih ⊗ Ch，τk 称为虚拟时间步长，代表迭代步长。

* 注意到 L1 + L2 = Ah，迭代若收敛则能收敛到真解。实质上的迭代矩阵为

Tk = τ 2
k (Ih + τkL2)

−1L1(Ih + τkL1)
−1L2

若 τk 恒定为 τ，取最优值 1
2 sin(πh)，T 也恒定，且具有最小谱半径

(
1−tan(πh/2)
1+tan(πh/2)

)2
，收敛速度接近带有最佳

因子的超松弛迭代。

多重网格法：利用 Fourier 理论分析可发现高频简谐波迭代误差衰减快，而低频缓慢，由于细网格上的低
频简谐波可视为粗网格上的高频波，于是先粗后细的迭代可能有较好效果。考虑 ∆x = ∆y = 2h 的粗网格

与其加密后的 ∆x = ∆y = h 的细网格，二重网格的一步迭代为：

1. 以 uk
h 为起点，在细网格进行 m 次简单迭代 [如 Jacobi 或 GS 迭代]，得到 ūk

h；

2. 计算残量 rkh = fh − Ahūk
h；

3. 将残量限制在粗网格 rk2h = I2hh rkh，这里 I2hh 为限制算子，定义为加权平均 1
16


1 2 1

2 4 2

1 2 1

，也即每个
粗网格点用周围九个细网格点平均得到；

4. 粗网格上求解 A2hek2h = −rk2h；

5. 延拓到细网格 ēkh = Ih2hek2h，这里 Ih2h 为延拓算子，定义为加权 1
4


1 2 1

2 4 2

1 2 1

，也即每个粗网格点按
此权重分配到周围九个细网格点；

6. 校正 uk+1
h = ūk

h − ēkh。

* 要使精度达到要求，迭代步数与计算规模或空间步长 h 无关，计算复杂度为 O(J2 ln J)，几乎是最优的
线性方程组计算效率。

* 可以利用更粗的网格进行校正、回溯，由此从二重网格成为多重网格方法。
* 限制算子与延拓算子定义不唯一。
区域分解方法：基本思想为将大规模问题划分为小规模问题，这里仅介绍重叠型 Schwarz 方法。
分解 Ω = Ω1 ∪Ω2，且交集测度大于 0，假设 Ωκ 的内部边界 γκ = ∂Ωκ ∩ ω 都在网格线上，则迭代解计算

方式为：

基于整体网格 Ω̄h 在 Ω̄1 限制成的子网格，利用五点差分格式计算 Ω1 内的二维 Poisson 方程，边值条件为

u|γ1
= uk

h, u|∂Ω∩∂Ω1
= 0

这里 uk
h 为猜测初值或已知迭代解，第二条对应原本的 Dirichlet 零边值条件，将计算结果称为 ũk+1

h 。

基于整体网格 Ω̄h 在 Ω̄2 限制成的子网格，利用五点差分格式计算 Ω2 内的二维 Poisson 方程，边值条件为

u|γ1
= ũk+1

h , u|∂Ω∩∂Ω2
= 0

将计算结果称为 uk+1
h 。

* 若 ũk+1
h 与 uk+1

h 充分接近，迭代可以停止，可证明收敛性，且重叠面积越大收敛越快。

* 这里的计算流程称为异步并行，边界信息交换称为 Dirichlet-Dirichlet 方式，也可采用其他策略。
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§10.2 最大模估计

* 由于 L2 模稳定性与误差估计可通过能量方法或直接矩阵方法给出，这里主要分析最大模稳定性。为行

文简便，用单下标 l 标注离散点，对应数值解为 ul。

仍考虑内点集和边界点集，给定 Dirichlet 边界条件，记为函数 g。若 u 满足差分格式 [记 Dhuj = djjuj −∑
k∈O(j) djkuk，这里 O(j) 表示其空心邻域，所有 d 为给定正数]

Dhuj = fj , j ∈ Ωh

uj = gj , j ∈ Γh

若 djj ≥
∑

k∈O(j) djk 处处成立，则称 Dh 为椭圆型差分算子，对应椭圆型差分格式。下面默认其为椭圆型

差分算子。

* 不妨假设 Ω̄h = Ωh ∪ Γh 是连通的，即对任两网格点存在一个网格内点形成的路径连接，使得每点在前

一点的空间邻域内。

强最大值原理：若 Ω̄h 上的 u 不恒为常值，且 Dhuj ≤ 0 处处成立，则 u 不可能在 Ωh 上取到正的最大值。

* 由椭圆型差分格式的定义，一点处取到正的最大值可以得到其周围亦取到，从而由连通可得所有网格点
取到。

于是可以引入优函数：若 |fj | ≤ Fj , |gj | ≤ Gj 在定义域上成立，则称根据

DhUj = Fj , j ∈ Ωh

Uj = Gj , j ∈ Γh

解出的 Uj 为 uj 的优函数，作差并对原方程取相反数作差，利用强最大值原理可知 |uj | ≤ Uj 处处成立。

简单估计

假设差分方程均具有 1
h2 (βcuc − βeue − βnun − βsus − βwuw) = fc 形式，规则内点的五点差分等臂长，非

规则内点可能不等臂长。

椭圆型差分格式必然最大模稳定，即存在 C 使得

∥uh∥Ω̄h,∞ ≤ C
(
∥f∥Ωh,∞ + ∥g∥Γh,∞

)
证明：假设计算中心包含在某圆中，中心 (x∗, y∗)，半径 ρ，定义

U(x, y) = K
(
ρ2 − (x− x∗)

2 − (y − y∗)
2
)

计算得 DhUj = θK，其中规则内点 θ = 4，非规则内点 θ > 2，取 K = 1
2
maxΩh

|fj |，则可保证 U 是对应

区域 Dirichlet 零边值问题的解 u(1) 的优函数。

另一方面，考虑 f 恒为 0 时，设其解为 u(2)，考虑常值函数 Vj = maxΓh
|gj |，其是 u(2) 的优函数，因此

由 u = u(1) + u(2) 利用三角不等式可得

∥uh∥Ω̄h,∞ ≤ 1

2
ρ2∥f∥Ωh,∞ + ∥g∥Γh,∞

从而取 C 为较大的系数即得证。

* 由于数值误差 ej 只在内部出现，最大模误差即为 Dhej = τj 的 Dirichlet 零边值问题，对矩形边界，由
于五点差分格式有 τj = O((∆x)2)，利用最大模稳定即知 ∥e∥Ω̄h,∞ 亦为 O((∆x)2)。

精细估计

下面证明，对一般的区域，最大模误差仍能达到二阶。
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设规则内点集 Ω∗
h，非规则内点集 Ω∗∗

h ，进一步将 u(1) 分裂为 u∗ + u∗∗，其满足
Dhu

∗
j = fj , Dhu

∗∗
j = 0 j ∈ Ω∗

h

Dhu
∗
j = 0, Dhu

∗∗
j = fj j ∈ Ω∗∗

h

u∗
j = 0, u∗∗

j = 0 j ∈ Γ∗
h

与之前利用相同的优函数可知存在 C1 使得 ∥u∗∥Ω̄,∞ ≤ C1∥f∥Ω∗
h,∞，接下来要处理 u∗∗。仿照强最大值原

理的证明，可证明 u∗∗ 不是常值函数，则正最大值与负最小值均不会出现在 Ω∗
h 上。

注意到，由于非规则内点会涉及边界点，记

d̃jj = djj −
∑

k∈O(j),k/∈Γh

djk

则由于所有 d 大于 0，d̃jj 一定大于 0，根据差分格式设计方式可找到与 h 无关的 C2 使得 d̃jj ≥ C2

h2。

将 u∗∗ 在 Ω∗∗
h 的差分方程写为

d̃jjuj +
∑

k∈O(j),k/∈Γh

djk(uj − uk) = fj

若正最大值或负最小值在某个非规则内点取到，考虑相应位置的差分方程

∥u∗∗∥Ω∗∗,∞ ≤ 1

C2

h2∥f∥Ω∗∗,∞

于是更精细的最大模稳定结论为存在 C 使得

∥uh∥Ω̄h,∞ ≤ C
(
∥f∥Ω∗,∞ + h2∥f∥Ω∗∗,∞ + ∥g∥Γh,∞

)
于是，即使 Dirichlet 边界数值处理有 O(1) 误差，整体误差仍然能达到二阶。

* 类似地，适当时空约束下，二维扩散方程 Dirichlet 问题的偏隐格式也对任何区域具有最优的最大模误差
估计，例如对全隐格式误差为 O(h2 +∆t)。

* 若带有自然边界条件，需要利用能量方法与不同范数等价关系得到最大模误差估计。

§10.3 提升数值精度

Richardson 外推
在正方形区域，考虑辅助方程 −△w = [uxxxx] + [uyyyy] 的 Dirichlet 零边值问题，解记为 [w]。对数值解泰

勒展开可得到

ujk = [u]jk +
1

12
[w]jk +O(h4)

用多重网格思路，考虑粗网格 Ω̄2h 与加密得到的细网格 Ω̄h，得到数值解 u2h 与 uh，作粗网格上的外推

ũ2h =
4

3
uh − 1

3
u2h

则其为粗网格真解的四阶逼近。

* 对本质边界条件，外推较为有效，对自然边界条件则表现不够理想。

九点格式

设 uc 右上、左上、右下、左下分别为 une, unw, use, usw，记斜五点差分

Shuc =
1

2h2
(4uc − une − unw − use − usw)

而之前的正五点差分记作

Lhuc =
1

h2
(4uc − ue − un − us − uw)
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四阶九点格式定义为 (
2

3
Lh +

1

3
Sh

)
uc = fc −

1

12
Lhfc

六阶九点格式定义为 (
2

3
Lh +

1

3
Sh

)
uc = fc −

1

12
Lhfc −

h4

240
(δ4x + δ4y)fc +

h4

90
δ2xδ

2
yfc

* 可直接泰勒展开得到误差阶数。
对非正方形网格，四阶九点格式可定义为

−
(

δ2x
(∆x)2

+
δ2y

(∆y)2
+

(∆x)2 + (∆y)2

12(∆x)2(∆y)2
δ2xδ

2
y

)
uc =

(
1 +

δ2x + δ2y
12

)
fc

* 为确保其为椭圆型差分格式，须 ∆x
∆y

∈
[

1√
5
,
√
5
]
。

* 离散模板扩张可以提升相容阶，但导致系数矩阵更稠密，数值求解更困难。

Kreiss 差分格式
回顾第二章的导数离散方式，可得到二阶导数的四阶逼近

D2 =
1

h2

δ2

I+ δ2/12
+O(h4)

引进网格函数 u 逼近 [u]，p 逼近 [uxx]，q 逼近 [uyy]，利用上式离散空间导数可得到

1

12
pj+1,k +

5

6
pjk +

1

12
pj−1,k =

1

h2
δ2xujk

1

12
qj,k+1 +

5

6
qjk +

1

12
qj,k−1 =

1

h2
δ2yujk

再结合方程 −pjk − qjk = fjk，即可联立得到未知量为网格点数三倍的方程组。

其可迭代求解，un 到 un+1 的迭代方法为：

1. 利用空间导数的离散逐行分别求解得到 pn, qn，每行对应的方程组都三对角，乘除法次数同未知数正

比；

2. 利用 un+1
jk −un

jk

τn − pnjk − qnjk = fjk 迭代得到 un+1，τn 称为虚拟时间步长，un+1 与 un 差距足够小时可

停止迭代。

* 有限元方法对形状复杂且边界条件出现导数时的情况更为灵活，展现出数值优势。


