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第一周

第一次作业 线性方程组

1. 习题 1.1-1

解线性方程组：

(1)


x1 + 2x2 + 3x3 = 1

2x1 + 2x2 + 5x3 = 2

3x1 + 5x2 + x3 = 3

(2)



x2 + x3 + x4 = 1

x1 + x3 + x4 = 2

x1 + x2 + x4 = 3

x1 + x2 + x3 = 4

2. 习题 1.1-3

证明：

(1) 线性组合的传递性：若方程组 II 是方程组 I 的线性组合，方程组 III 是方程组 II 的线性组合，
则方程组 III 是方程组 I 的线性组合；

(2) 等价的传递性：若方程组 II 与方程组 I 等价，方程组 III 与方程组 II 等价，则方程组 III 与方
程组 I 等价。

3. 习题 1.2-1

用矩阵消元法解线性方程组：

(2)



x2 + x3 + x4 = 1

x1 + x3 + x4 = 2

x1 + x2 + x4 = 3

x1 + x2 + x3 = 4

(4)



2x1 + x2 − 5x3 + x4 = 8

x1 − 3x2 − 6x4 = 9

2x2 − x3 + 2x4 = −5

x1 + 4x2 − 7x3 + 6x4 = 0

4. 习题 1.2-3

已知 f(1) = 2, f(2) = 7, f(3) = 16, f(4) = 29，问 f 是否可能是二次函数？若可能，求出所有可能结

果；若不可能，说明理由。

5. 习题 1.2-4

在实数范围内解线性方程组 
x+ 3y + 2z = 4

2x+ 5y − 3z = −1

4x+ 11y + z = 7
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并说明解集在三维空间中的图像 Π。1

将每个方程右侧的常数项变为 0，重复上述过程，得到解集在三维空间中的图像 Π0。说明 Π 与 Π0

的关系 (例如，二者相差怎样的变换？)。

第二次作业 线性方程组通解、行列式

1. 习题 1.3-1

确定 a, b 取何值时下方线性方程组有解，并在有解时求出其通解：

3x1 + 2x2 + ax3 + x4 − 3x5 = 4

5x1 + 4x2 + 3x3 + 3x4 − x5 = 3

x1 + x2 + 3x3 + 2x4 + x5 = 1

x2 + 2x3 + 2x4 + 6x5 = −3

x3 + bx4 + x5 = 1

2. 习题 1.3-2

确定 λ 取何值时下方线性方程组有解，并在有解时求出其通解：
λx1 + x2 + x3 = 1

x1 + λx2 + x3 = λ

x1 + x2 + λx3 = λ2

3. 习题 1.3-3

(1) 求下方方程组 I 的通解： 
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 1

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 + 5x5 = 6

x1 − x3 − 2x4 − 3x5 = −4

(2) 将方程组 I 右侧常数项换为 0 得到方程组 II，求 II 的通解，并用向量写成 II 的几个特解线性
组合的形式。

(3) 方程组 I 的通解能否写成 I 的几个特解线性组合的形式？若能则写出，若不能则说明理由。

(4) 观察方程组 I、II 通解之间的关系，找到规律并证明你的规律 (仍可考虑二者相差怎样的变换)。

4. 习题 3.1-7

将 λ 作为变量，aij 作为常数，则行列式

f(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a11 −a12 · · · −a1n

−a21 λ− a22 · · · −a2n
...

...
. . .

...

−an1 −an2 · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
可看作 λ 的多项式。求其 n 次项与 n− 1 次项的系数。

1无关紧要的小知识：这个符号是希腊字母 π 的大写，也读作 pi。
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5. 习题 3.1-8

计算行列式 (不写的位置为 0)：

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12

a22

b11

b21 b22

b31 b32 b33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1n

a2,n−1 a2n

. .
. ...

...

an−1,2 · · · an−1,n−1 an−1,n

an1 an2 · · · an,n−1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6. 习题 3.2-1

计算行列式：

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

1 −1 1 −1

1 2 3 4

1 3 5 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a 1 1 1

1 1− a 1 1

1 1 1 + b 1

1 1 1 1− b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x y x+ y

y x+ y x

x+ y x y

∣∣∣∣∣∣∣∣
课堂小测2

1. a 为何值时下方线性方程组有唯一解？a 为何值时无解？
x1 + x2 + x3 = 3

x1 + 2x2 − ax3 = 9

2x1 − x2 + 3x3 = 6

2. 求三次多项式 f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d，使 y = f(x) 图像经过 (1, 2), (−1, 3), (3, 0), (0, 2)。

3. 证明：存在二次代数曲线 Ax2 +By2 + Cxy +Dx+ Ey + F = 0 经过平面上任意五个不同点。这样

的曲线一定唯一吗？

思考题3

1. 一条 n 次平面代数曲线

f(x, y) =
∑

i,j≥0,i+j≤n

aijx
iyj = 0

2课堂小测已在课堂提交，无需写在作业中，记录在此处是为方便复习，此后不特别说明。
3思考题不计分数，也不会带来任何加分，但欢迎同学们把思考写在作业本上，此后不特别说明。
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最多能通过多少个一般位置的点？也即，给定至多多少个点时能保证有有解？

2. 给定平面上 n + 1 个点 (xi, yi), i = 0, 1, . . . , n，是否存在 n 次多项式 f(x) 使得 y = f(x) 的图像经

过这些点？何时 f(x) 唯一？4

3. 两条次数分别为 m 与 n 的代数曲线最多有几个交点？5

第二周

第一次作业 行列式性质

1. 习题 3.1-1

在直角坐标系中，已知 A(a1, a2), B(b1, b2) 都位于第一象限，且 B 在 A 的逆时针方向。记 a⃗ 为向量

OA，b⃗ 为向量 OB，根据以下描述，利用几何图形的等面积变换计算 ∆ = det(⃗a, b⃗) = SOAPB，这里

P 使得 OAPB 构成平行四边形。

(1) 作 AC 垂直于 x 轴于点 C，取 Q 使得 OCQB 形成平行四边形。将 BQ 沿 x 轴负方向平移至

B 点落在 y 轴上，记作 B1，此时 Q 点为 Q1；将 PQ 沿 y 轴负方向平移至 Q 点落在 x 轴上，

记作 Q2，此时 P 点为 P2，证明下式并以此计算面积：

SOAPB = SOCQB − SCQPA = SOCQ1B1
− SCQ2P2A

(2) 作 AC 垂直于 x 轴于点 C，BD 垂直于 x 轴于点 D，证明下式并以此计算面积：

S△OAB = S△ODB + SDCAB − S△OCA

(3) 将 AP 沿着向量 PA 方向平移至 A 点落在 x 轴上，记作 A1，此时 P 点为 P1，证明下式并以

此计算面积：

SOAPB = SOA1P1B

利用上式证明：

det(⃗a, b⃗) = det(⃗a+ λ⃗b, b⃗)

2. 习题 3.1-5

写出以下行列式看作 x 多项式时 x4 与 x3 的系数：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x 1 2 3

x x 1 2

2 3 x 1

x 2 3 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3. 习题 3.1-6

n 阶行列式 ∆(x) 的每个元素 aij(x) 都是 x 的可导函数，则 ∆(x) 也可看作 x 的可导函数，证明：

∆′(x) =
n∑

i=1

∆i(x)

∆i(x) 表示将 ∆(x) 第 i 行的每个函数替换为其导数，其他函数不变所得到的行列式。

4前两个思考题的本质都是插值问题。
5详情请搜索代数几何中的贝祖定理 (其实就是数论里裴蜀定理那人)，这个问题事实上并不在线性代数的讨论范畴。
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4. 习题 3.2-1

计算行列式：

(4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 (a+ 1)2 (a+ 2)2 (a+ 3)2

b2 (b+ 1)2 (b+ 2)2 (b+ 3)2

c2 (c+ 1)2 (c+ 2)2 (c+ 3)2

d2 (d+ 1)2 (d+ 2)2 (d+ 3)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d

a a+ b a+ b+ c a+ b+ c+ d

a 2a+ b 3a+ 2b+ c 4a+ 3b+ 2c+ d

a 3a+ b 6a+ 3b+ c 10a+ 6b+ 3c+ d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5. 习题 3.2-3

证明：

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
b+ c c+ a a+ b

q + r r + p p+ q

y + z z + x x+ y

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c

p q r

x y z

∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a a2 − bc

1 b b2 − ac

1 c c2 − ab

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

6. 习题 3.2-5

若 n 阶方阵 A 满足 AT = −A，则称为 n 阶反对称方阵6。证明 n 为奇数时 n 阶反对称方阵的行列

式为 0。

第二次作业 Cramer 法则

1. 习题 3.1-2

(1) 求 τ(n (n− 1) · · · 2 1)，并讨论排列 (n (n− 1) · · · 2 1) 的奇偶性。

(2) 求 τ(678354921)、τ(87654321) 的奇偶性。

(3) 确定 i, j 使 (1245i6j97) 为奇、偶排列。

2. 习题 3.2-4

计算 n 阶行列式 D，满足其元素 dij , i, j = 1, . . . , n 为：

(1) dij = ai − bj；

(2) dij =



ai i = j

bj i = 1, j > 1

ci i > 1, j = 1

0 其他

；

(3) dij =

i i = j

3 i ̸= j
。

6也称为斜对称方阵。
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3. 习题 3.4-3

设 x1, . . . , xn 是 n 个不同的数，y1, . . . , yn 是任意 n 个数，证明存在唯一次数小于 n 的多项式

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1

满足 f(xi) = yi, ∀i = 1, . . . , n。7

思考题

排列 (n (n− 1) (n− 2) · · · 3 2 1) 至少经过多少次相邻两数的对换能够变成顺序排列？

我们称一个排序算法的最坏时间复杂度代表需要的比较、交换次数之和对任何排列的上界。上述结论说明

了什么？思考如何构造一个最坏时间复杂度量级为 n logn 的排序算法。

第三周

第一次作业 行列式计算

1. 习题 3.3-1

计算 n 阶行列式 D，满足其元素 dij , i, j = 1, . . . , n 为：

(2) dij =


x i = j

a j > i

−a i > j

；

(3) dij =



a+ b i = j

a j = i+ 1

b i = j − 1

0 其他

；

(4) dij =



x i = j < n

−1 i = j + 1

x+ a1 i = j = n

an+1−i j = n, i < n

。

2. 习题 3.3-2

证明偶数阶反对称方阵 A 的所有元素的代数余子式 Aij , i, j = 1, . . . , 2k 和为 0。

3. 习题 3.3-3

设 n 阶方阵 A 元素为 aij，对应代数余子式 Aij，n 阶方阵 B 元素 bij 满足 bij = aij + xj，求证

detB = detA+
n∑

j=1

xj

n∑
k=1

Akj

4. 习题 3.3-4

设 n 阶方阵 A 元素 aij = aj−1
i ，其中 a1, . . . , an 是正整数，求证 detA 是

∏n
k=1 k

n−k 的倍数。

7这就是第一周思考题之一。
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5. 习题 3.5-1

计算 n 阶行列式 D，满足其元素 dij , i, j = 1, . . . , n 为：

(1) dij =

j − i+ 1 j ≥ i

x j < i
；

(2) dij = 1 + xj
i。

6. 习题 3.5-2

设 n 阶方阵 A 元素 aij =

ai + aj i ̸= j

0 i = j
，且 n ≥ 2，a1a2 . . . an ̸= 0，求 detA。

7. 习题 3.5-3

设 n 阶方阵 A 为反对称方阵，其中 n 为偶数，且元素 aij 当 i < j 时为 1，计算 detA。

第二次作业 矩阵的运算

1. 习题 4.1-1

设

A =

(
1 0 1

0 2 3

)
, B =


2 −1 4

1 0 −2

0 3 1

 , C =


0 2

−1 0

3 1


计算 AB,B2, AC,CA,BTAT。

比较 AC,CA 是否相等、AB,BTAT 是否相等。

2. 习题 4.1-2

对以下 A,B，计算 AB,BA，并判断 AB,BA 是否相等：

(1) A =


−1 −2 −4

−1 −2 −4

1 2 4

 , B =


1 2 3

2 4 6

3 6 9



(2) A =


1 0 0

0 λ 0

0 0 0

 , B =


a b c

c a b

b c a


课堂小测

1. 计算 Hilbert 矩阵 H 的行列式，其元素满足 hij =
1

i+j−1
。

2. 计算 n 阶矩阵 D 的行列式，其元素满足

dij =

a2i i = j

aiaj + 1 i ̸= j

3. 证明 n 个变量，n 个方程的线性方程组有唯一解当且仅当系数行列式非零。
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第四周

第一次作业 矩阵的多项式

1. 习题 4.1-3

计算：

(3)
(

0 1

−1 −1

)2008

(6)
(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)n

(8)


λ 1

λ
. . .

. . . 1

λ



n

，其中矩阵为 n 行 n 列。

(11)


1 1 −1

2 2 −2

4 4 −4


2006

2. 习题 4.1-5

对以下 A，求满足 AB = BA 的全部方阵8B：

(2) A =


3

2

5



(3) A =


0 1 0

0 0 1

0 0 0


3. 习题 4.1-6

求证：与全体 n 阶方阵都可交换的 n 阶方阵必然是标量阵9。

4. 习题 4.1-9

将满足 AT = A 的方阵称为对称阵，若实方阵 A 对称，且 A2 = O，证明 A = O。

5. 习题 4.1-13

举出分别满足下列条件且四个元素均为整数的二阶方阵 A：

(1) A ̸= ±I，且 A2 = I；

(2) A2 = −I；

(3) A ̸= I，且 A3 = I。

6. 习题 4.5-5

计算行列式 D，满足其元素 dij 为：

8它们称为与 A 可交换的方阵。
9即单位阵 I 的某个倍数 λI
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(1) (ai−1 + bj−1)
n, i, j = 1, . . . , n+ 1

(2) sin(jθi), i, j = 1, . . . , n

第二次作业 矩阵的逆

1. 习题 4.3-1

求下列矩阵的逆矩阵：

(2)


1 5 3 0

4 6 2

9 1

1



(3)


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1


2. 习题 4.3-2

设 A 是方阵，Ak = O 对某个 k 成立，求证下列方阵可逆，并求其逆：

(1) I −A

(2) I +A

(3) I +A+ 1
2!
A2 + · · ·+ 1

(k−1)!
Ak−1

3. 习题 4.3-4(2)

解方程

X


1 −2 0

2 1 3

0 2 1

 =


1 −1 1

2 −3 1

3 −4 1


4. 习题 4.3-7

证明：

(1) 上三角阵可逆的充分必要条件是对角元全不为 0；

(2) 可逆上三角阵的逆仍然是上三角阵。

5. 习题 4.3-8

设 A∗ 表示 n 阶方阵 A 的伴随方阵，证明：

(1) (λA)∗ = λn−1A∗, ∀λ；

(2) (AB)∗ = B∗A∗, ∀A,B ∈ Rn×n；

(3) n > 2 时 (A∗)∗ = (detA)n−2A，n = 2 时 (A∗)∗ = A。
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课堂小测

1. 设 A 是对角元互不相等的对角阵，证明若 AB = BA，则 B 也是对角阵。

2. 存在正整数 k 使得 Ak = 0 的方阵称为幂零方阵，证明上三角阵 A 幂零当且仅当对角元全为 0。

3. 设 A 为实矩阵，证明 ATA 的主子式10都非负。

思考题

利用第一次作业的第一题的过程与结果，求 (按难度排序)：

exp


1 1 −1

2 2 −2

4 4 −4

 , exp


λ 1

λ
. . .

. . . 1

λ

 , exp
(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
, exp

(
0 1

−1 −1

)

这里 exp 即 e 的指数，矩阵指数通过级数定义，可参考上课讲义。

第五周

第一次作业 分块矩阵

1. 习题 4.2-2

设 A 为 n 阶方阵，证明存在非零 n 阶方阵 B 使 AB = O 当且仅当 detA = 0。

2. 习题 4.2-4

已知 n 阶方阵 A,B 满足 AB = BA，求 (
A B

0 A

)n

3. 习题 4.2-6

已知 n 阶方阵 A 满足 A3 = I，计算

(1)
(
O −I

A O

)2000

(2)
(

A/2 −
√
3A/2

√
3A/2 A/2

)2000

第二次作业 初等方阵

1. 习题 4.4-1

证明：只用初等行变换和将某两列对换，可以将任意矩阵 A 化为(
Ir B

O O

)

的形式，其中，r = rankA。
10即行列相同的的子式。
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2. 习题 4.4-4

(1) 设 P 是 n 阶初等方阵，A 是 n 阶方阵，证明

det(PA) = detP detA, det(AP ) = detAdetP

(2) 设

A = P1 · · ·Pt

(
Ir O

O O

)
Q1 · · ·Qs

其中 Pi, Qi 为初等方阵，证明

detA = det
(
Ir O

O O

)
t∏

i=1

detPi

s∏
j=1

detQj

(3) 当 A,B 为 n 阶方阵时，从上一问出发证明 det(AB) = detAdetB。

3. 习题 4.4-5

(1) 已知二阶方阵

A =

(
a b

c d

)
且 a ̸= 0，求二阶初等方阵 P,Q 使得

PAQ =

(
a 0

0 d1

)

(2) 设 A,B,C,D 为 n 阶方阵，且 A 可逆，求 2n 阶可逆方阵 P,Q 使

P

(
A B

C D

)
Q =

(
A O

O D1

)

4. 习题 4.5-1

设 A 为 n 阶可逆方阵，α 为 n 阶列向量，证明

det(A− ααT ) = (1− αTA−1α) detA

5. 习题 4.5-2

设 β = (b1, . . . , bn)
T，且 bi ̸= 0，设 A = diag(b1, . . . , bn)，求 det(A− ββT )。11

6. 习题 4.5-4

设 A ∈ Fn×m, B ∈ Fm×n，求证

λm det(λIn −AB) = λn det(λIm −BA)

11diag(b1, . . . , bn) 表示以 b1, . . . , bn 为对角元的对角阵，此后用此记号简化对角阵的写法。
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第六周

第一次作业 秩的定义

1. 习题 4.6-3

设 A ∈ Fm×n 且 rankA = r > 0，证明存在 B ∈ Fm×r, C ∈ Fr×n 满足 rankB = rankC = r 且

A = BC。12

2. 习题 4.6-4

已知方阵 A = (aij) 的秩为 1，λ = a11 + · · ·+ ann：

(1) 求证 A2 = λA；

(2) 求 det(I +A)；

(3) 当 I +A 可逆时求 (I +A)−1。

3. 习题 4.6-5

设 A,B 行数相同，(A,B) 是二者拼接成的矩阵，求证

rank(A,B) ≤ rankA+ rankB

4. 习题 4.6-6

设 n 阶方阵 A 满足 A2 = I，求证

rank(A− I) + rank(A+ I) = n

5. 习题 4.6-7

设 A∗ 为 n 阶方阵 A 的伴随方阵，求证：

(1) rankA∗ = n ⇔ rankA = n

(2) rankA∗ = 1 ⇔ rankA = n− 1

(3) rankA∗ = 0 ⇔ rankA < n− 1

第七周

第一次作业 秩的应用

1. 习题 4.7-2

设 n 阶方阵满足 A2 = A，求证 rankA = trA。

2. 习题 4.7-3

求证不存在数域上的 n 阶方阵 A、B 使得 AB −BA = I。

3. 习题 4.7-4

设 A,B 是同阶方阵，求证

rank(AB − I) ≤ rank(A− I) + rank(B − I)

12这称为满秩分解。
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4. 习题 4.7-5

设 A 是秩为 r 的 m× n 阶方阵：

(1) 从 A 中任意取出 s 行组成 s× n 矩阵 B，证明

rankB ≥ r + s−m

(2) 从 A 中指定 s 行、t 列，它们交叉位置的元素形成的 s× t 矩阵记为 D，证明

rankD ≥ r + s+ t−m− n

5. 习题 4.7-6

对 n 阶方阵 A,B，通过对等式

det
(

A O

−I B

)
= detAdetB

左侧进行初等行变换证明 det(AB) = detAdetB。

第二次作业 秩的更多性质

1. 习题 4.7-7

计算 n+ 1 阶行列式 D，其元素 dij 满足

dij =

si+j j ̸= n

xi j = n
, sk =

n∑
i=1

xk
i , i, j = 0, 1, . . . , n

2. 习题 4.7-8

若 A 为 n 阶方阵，证明：

(1) 若对某正整数 m 有 rankAm = rankAm+1，则 rankAm = rankAm+k 对一切正整数 k 成立；

(2) rankAn = rankAn+k 对一切正整数 k 成立。

3. 习题 4.7-9

设 A ∈ Fm×n，求证

rank(Im −AAT )− rank(In −ATA) = m− n

课堂小测

1. 设 A = diag(λ1In1
, λ2In2

, . . . , λsIns
)，其中 λi 互不相同，若 AB = BA，求证 B = diag(B1, . . . , Bs)，

其中 Bi 为 ni 阶方阵。

2. 若 A,B 为 n 阶方阵，证明

det
(
A B

B A

)
= det(A+B) det(A−B)

3. 若 A 为 n 阶复方阵且 A2 = O，证明存在可逆方阵 P 使得

A = P

(
Or×(n−r) Ir

On−r O(n−r)×r

)
P−1
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第八周

第一次作业 模相抵

1. 习题 7.5-1

利用初等变换将下列关于 λ 的多项式矩阵化为 Smith 标准形：

(2)


λ2 + 1 λ λ2

−2λ λ −2λ

2λ− 1 −λ 2λ


(3) diag(λ2 + λ, λ2 − 4λ, (λ− 4)2)

(5)


λ 2 2

λ 2

λ



(6) n 阶方阵 aij =


λ i = j

1 i < j

0 i > j

2. 习题 7.5-2

证明数域 F 上任何一 k × n 阶关于 λ 的多项式矩阵 A(λ) 可写为

A(λ) =
m∑
i=0

λiAi

其中 Ai ∈ Fk×n。

思考题13

1. 已知 n 阶方阵 A 满足 A2 = A，求使 λI −A 可逆的 λ，并在可逆时求出其逆。

2. 若 n 阶方阵 A 每行元素和为 1，证明其所有代数余子式 Aij 之和为 n detA。

3. 计算 n 阶方阵 A 的行列式 detA，A 的各元素为

aij =

x |i− j| = 2

0 |i− j| ̸= 2

4. 计算 n 阶方阵 A 的行列式 detA，A 的各元素为

aij =


1 i = j

x |i− j| = 2

0 otherwise.

5. 计算 n 阶方阵 A 的行列式 detA，A 的各元素为

aij =

x |i− j| = m

0 |i− j| ̸= m

13本次思考题均为期中考试的复习题。
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6. 已知 A ∈ Rn×m，求以下方阵可逆的充要条件 (用 rankA 表示)，并在可逆时求出其逆：(
In A

AT O

)

7. 已知 A ∈ Rn×m, B ∈ Rn×n，求出以下方阵可逆的充要条件：(
B A

AT O

)

8. 若 A ∈ Rm×n 列满秩，证明 A 可以通过初等行变换成为(
In

O(m−n)×n

)

9. 设 A ∈ Rm×n，若存在矩阵 B 使得 AB = Im，则称 B 为 A 的右逆。求 A 存在右逆的充要条件 (用
rankA 表示)，并求出此时所有的右逆。

10. 求所有二阶方阵 A 使得 eA = I2。

第九周

第一次作业 不变因子

1. 习题 7.6-1

求下列关于 λ 的多项式矩阵的行列式因子、不变因子和初等因子组，由此写出其 Smith 标准形：

(1) diag(λ2 + λ, λ2 − 4λ, (λ− 4)2)

(3)


λ 2 2

λ 2

λ



(4) n 阶方阵 aij =


λ i = j

1 i < j

0 i > j

2. 习题 7.6-2

求下列 n 阶方阵 A = (aij), i, j = 1, . . . , n 的特征方阵 λI − A 的行列式因子、不变因子和初等因子

组：

(1) aij =


1 j = i+ 1

1 i = n, j = 1

0 otherwise.

(2) aij =


1 i = j + 1

−ai−1 j = n

0 otherwise.
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第二次作业 线性空间

1. 习题 2.1-2

判定 R4 中下述向量是否线性无关：

(1) α1 = (2, 0,−1, 2), α2 = (0,−2, 1,−3), α3 = (3,−1, 2, 1), α4 = (−2, 4,−7, 5)

(2) α1 = (1,−1, 0, 0), α2 = (0, 1,−1, 0), α3 = (0, 0, 1,−1), α4 = (−1, 0, 0, 1)

2. 习题 2.1-3

判断以下三维空间中四点是否共面：

(1) A(1, 1, 1), B(1, 2, 3), C(1, 4, 9), D(1, 8, 27)

(1) A(1, 1, 1), B(1, 2, 3), C(2, 5, 8), D(3, 7, 15)

3. 习题 2.1-7

(1) 若 α1, . . . , αn 线性无关，α1 + α2, α2 + α3, . . . , αn + α1 是否一定线性无关？说明理由或举出反

例。

(2) 若 α1, . . . , αn 线性相关，α1 + α2, α2 + α3, . . . , αn + α1 是否一定线性相关？说明理由或举出反

例。

4. 习题 2.1-8

若复数域上向量 α1, . . . , αn 线性无关，λ 取何值时 α1 − λα2, α2 − λα3, . . . , αn − λα1 线性无关？

5. 习题 2.1-9

设 α1, . . . , αn 均为 n 维向量，且可线性表出标准基向量 e1, . . . , en，证明 α1, . . . , αn 线性无关。

期中考试

1. (1) 设矩阵

A =


1 2 1 0

0 1 0 1

0 0 1 2

0 0 0 1


求 A−1 与 An。

(2) 设矩阵

A =


0 1 1 1

−1 0 −1 1

−1 1 0 −1

−1 −1 1 0


求 A∗。

(3) 设矩阵

A =

(
1 2 3 4

4 3 2 1

)
求 det(ATA)。
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(4) 求三维空间中三个不同平面

aix+ biy + ciz = di, i = 1, 2, 3

相交于一条直线的充要条件 (写成 rank 的形式)。

2. 判断正误并给出理由：

(1) 存在 2024 阶实方阵 A 使得 A2 = −I。

(2) 设 A,B,C 为矩阵，从 AB = AC 可推出 B = C 当且仅当 A 列满秩。

(3) A 为 m× n 阶矩阵，Ax = 0 有非零解当且仅当 ATy 有非零解。

(4) 对任意矩阵 A 与 k ≤ rankA，A 存在 k 阶可逆子矩阵。

3. 求二阶复方阵 A 满足 AHA = AAH，这里上标 H 表示共轭转置。

4. 设 n 阶方阵 A 元素 aij 满足

aij =

1 i = j or j = n or i = j + 1

0 otherwise.

求 detA 与 (A− I)−1。

5. 设 A 为 n 阶复方阵，证明 A3 + I = O 当且仅当 rank(A+ I) + rank(A2 −A+ I) = n。

6. 设 A,B 为 n 阶实方阵，且 ABT = O，证明

rank
(
A

B

)
= rankA+ rankB

第十周

第一次作业 向量组的秩

1. 习题 2.2-1

求下列向量构成的向量组的一个极大线性无关组与秩：

(1) α1 = (6, 4, 1,−1, 2), α2 = (1, 0, 2, 3, 4), α3 = (1, 4,−9,−16, 22), α4 = (7, 1, 0,−1, 3)

(2) α1 = (1,−1, 2, 4), α2 = (0, 3, 1, 2), α3 = (3, 0, 7, 14), α4 = (1,−1, 2, 0), α5 = (2, 1, 5, 6)

2. 习题 2.2-3

求下列矩阵的秩，并求出行向量组合列向量组的一个极大线性无关组：

(1)


2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2



(2)


1 1 1 1 1

1 2 3 4 5

5 4 3 1 2


3. 习题 2.2-4

证明若 α1, . . . , αn 线性无关，α1, . . . , αn, β 线性相关，则 β 可由 α1, . . . , αn 线性表出。
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4. 习题 2.2-6

设向量组 α1, . . . , αn 的秩是 r，求证：

(1) 其中任何 r 个线性无关向量都是极大线性无关组；

(2) 设它们能被其中某 r 个向量 β1, . . . , βr 线性表出，则 β1, . . . , βr 线性无关。

5. 习题 2.2-7

证明：若向量组 I 可以由向量组 II 线性表出，则 I 的秩不超过 II 的秩。

第二次作业 向量组秩的性质

1. 习题 2.2-2

设

α1 = (0, 1, 2, 3), α2 = (1, 2, 3, 4), α3 = (3, 4, 5, 6), α4 = (4, 3, 2, 1), α5 = (6, 5, 4, 3)

(1) 证明 α1, α2 线性无关。

(2) 把 α1, α2 扩充成上方五个向量的极大线性无关组。

2. 习题 2.2-5

证明：若 β 可由 α1, . . . , αn 线性表出，则必可由 α1, . . . , αn 的极大线性无关组线性表出。

第十一周

第一次作业 子空间

1. 习题 2.3-1

以向量 α1 = (3, 1, 0), α2 = (6, 3, 2), α3 = (1, 3, 5) 为基，求 β = (2,−1, 2) 的坐标。

2. 习题 2.3-2

设向量 α1 = (1, 0, 1, 0), α2 = (0, 1, 0, 1)，将它们扩充成 R4 的一组基。

3. 习题 2.3-3

设向量

α1 = (1, 1, 1, 1), α2 = (0, 1,−1,−1), α3 = (0, 0, 1,−1), , α4 = (0, 0, 0, 1)

将标准正交基 e1, e2, e3, e4 用它们线性表出。

4. 习题 2.3-5

已知 F5 中向量

X1 = (1, 2, 3, 4, 5), X2 = (1,−1, 1,−1, 1), X3 = (1, 2, 4, 8, 16)

求一个以它们为基础解系得齐次线性方程组。

5. 习题 2.3-6

设 S, T 时两个向量组，求证 S 与 T 等价的充要条件是

rankS = rankT = rank(S ∪ T )
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课堂小测14

1. 判断以下三个向量是否线性相关：

α1 = (3, 1, 2,−4), α2 = (1, 0, 5, 2), α3 = (−1, 2, 0, 3)

2. 证明非零向量组 α1, . . . , αn ∈ Fm 线性相关当且仅当存在某个向量 αj 是 α1, . . . , αj−1 的线性组合。

3. 设 Pi = (xi, yi, zi), i = 1, 2, 3, 4 是三维空间中的四个点，求证它们共面当且仅当∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1 1

x2 y2 z2 1

x3 y3 z3 1

x4 y4 z4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

4. 已知方程
A1x+B1y + C1z +D1 = 0, A2x+B2y + C2z +D2 = 0

代表两不平行的平面，求证任何过它们交线的平面可以写成

λ(A1x+B1y + C1z +D1) + µ(A2x+B2y + C2z +D2) = 0

其中 λ, µ 不全为 0。

5. 写出以下向量组的全部极大线性无关组：

α1 = (4,−1, 3,−2), α2 = (8,−2, 6,−4), α3 = (3,−1, 4,−2), α4 = (6,−2, 8,−4)

6. 设 A ∈ Fm×n，且 rankA = r，在 A 中任取 s 行构成矩阵 B，求证

rankB ≥ r + s−m

7. 设 A ∈ Fm×n，且 rankA = r，证明 A 非零的 r 阶子式所在行构成 A 的行的极大线性无关组，对列

同理。

8. 设 n < m，证明：

rank(α1, . . . , αm)− rank(α1, . . . , αn) ≤ m− n

思考题

设 A ∈ Fm×n，且 rankA = r，证明 A 的行向量极大线性无关组与列向量极大线性无关组交叉出的 r 阶子

式可逆。举例说明 A 的 k 个线性无关的行与 k 个线性无关的列交叉出的 k 阶子式未必可逆。

第十二周

第一次作业 一般线性空间

1. 习题 2.5-1

在区间 (−R,R) 上全体实函数组成的空间中，1、cos2 t、cos(2t) 是否线性无关？并说明理由。
14根据群内通知，本次小测不允许补交。
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2. 习题 2.5-2

在全体实系数多项式组成的实数域上线性空间 R[x] 中，判断以下子集是否构成子空间（约定零多项
式的次数 deg 0 = −∞）：

(1) n ∈ N∗, {f ∈ R[x] | deg f < n}

(2) n ∈ N∗, {f ∈ R[x] | deg f > n}

(3) a ∈ R, {f ∈ R[x] | f(a) = 0}

(4) a ∈ R, {f ∈ R[x] | f(a) ̸= 0}

(5) {f ∈ R[x] | f(x) = f(−x)}

3. 习题 2.5-3

设整数 k ≥ 2，F 上线性空间 V 中向量 α1, . . . , αk 线性相关，证明存在不全为 0 的数 λ1, . . . , λk ∈ F，
使得对任何 αk+1 ∈ V，向量组

α1 + λ1αk+1, . . . , αk + λkαk+1

线性相关。

4. 习题 2.5-4

设向量组 S = {α1, . . . , αs} 线性无关，且可由向量组 T = {β1, . . . , βt} 线性表出，求证：

(1) T 与 S ∪ T 等价；

(2) 将 S 扩充为 S ∪ T 的极大线性无关组 T1 = {α1, . . . , α, βis+1
, . . . , βis+k

}，则 T1 与 T 等价，且

s+ k ≤ t；

(3) 可以用向量 α1, . . . , αs 替换向量 β1, . . . , βt 中某 s 个向量 βi1 , . . . , βis，使得替换后的向量组与

T 等价15。

5. 习题 2.5-5

设向量组 S, T 的秩分别为 s, t，求证向量组 S ∪ T 的秩不超过 s+ t。

6. 习题 2.5-7

证明所有次数不大于 n 的实系数多项式构成的 n+ 1 维实线性空间中，1, x− c, . . . , (x− c)n 构成

一组基，并求 f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n 在基下的坐标。

7. 习题 2.5-8

设 V 是 C 上的 n 维线性空间，一组基为 α1, . . . , αn，把它看作 R 上的线性空间 VR，定义加法与数

乘同 C 上时（数乘将实数看作复数计算乘法），求 VR 的维数与一组基。

第二次作业 同态与同构

1. 习题 2.6-1

设复数域上线性空间 V 中向量 α1, . . . , αn 线性无关，对复数 λ 的不同值，求向量组

{α1 + λα2, . . . , αn−1 + λαn, αn + λα1}

的秩。

15这称为 Steinitz 替换引理，事实上可以推广到无穷情况。
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2. 习题 2.6-2

将复数集合 C 看成实数域上线性空间 CR，求 CR 到 R2 之间的同构映射 σ，满足

σ(1 + i) = (1, 0), σ(1− i) = (0, 1)

3. 习题 2.6-3

设 V 是复数组成的无穷数列 {an} = {a1, a2, . . . , an, . . . } 的全体组成的集合，定义任意两个数列的
加法为逐项相加，任何数列与复数 λ 的乘法为每项乘 λ，其即成为 C 上的线性空间：

(1) 求证 V 中满足 an = an−1 + an−2 的全体数列组成 V 的子空间 W，求 W 的维数。

(2) 对任意 (a1, a2) ∈ C，定义 σ(a1, a2) = {a1, a2, . . . , an, . . . } ∈ W，求证 σ 是 C2 到 W 的同构。

(3) 求证 W 存在一组由等比数列组成的基（即每个基都是等比数列），记为 M。

(4) 设数列 Fn ∈ W 满足 F1 = F2 = 1，求其在 M 下的坐标，并以此给出 Fn 的通项公式。

4. 习题 2.6-4

设 R+ 是正实数集，对其中任意 a, b 定义 a⊕ b = ab，对任意 a ∈ R+ 与 λ ∈ R 定义 λ ◦ a = aλ。

(1) 求证 R+ 按照 ⊕ 定义加法，◦ 定义数乘后成为 R 上的线性空间。

(2) R 按照通常方式定义加法乘法也可看成 R 上的线性空间，求证它与 (1) 中的线性空间同构，并
给出全部同构映射。

第十三周

第一次作业 交空间与和空间

1. 习题 2.7-1

给定 F4 的子空间 W1，一组基为 α1 = (1, 1, 0, 0), α2 = (0, 1, 1, 0)；子空间 W2，一组基为 β1 =

(1, 2, 3, 4), β2 = (0, 1, 2, 2)，求 W1 +W2 与 W1 ∩W2 的维数与一组基。

2. 习题 2.7-3

设 W1 是 F 上线性方程组 x1+x2+ · · ·+xn = 0 解空间的一组基，W2 是 F 上线性方程组 x1 = x2 =

· · · = xn 的一组基，求证 Fn = W1 ⊕W2。

3. 习题 2.7-4

举出满足下面条件的例子：子空间 W1, . . . ,Wt 两两的交是 0，但它们的和 W1 + · · ·+Wt 不是直和。

4. 习题 2.7-5

考虑 F 上的全体多项式构成的线性空间 F[x]，求证：

(1) S = {f(x) ∈ F[x] | f(−x) = f(x)} 与 K = {f(x) ∈ F[x] | f(−x) = −f(x)} 都是其子空间；

(2) F[x] = S ⊕K。
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第十四周

第一次作业 补空间

1. 设 α1, α2, α3 线性无关，λ ∈ F，求向量组

α1 − λα2, α2 − λα3, α3 − λα1

的秩。

2. 设向量组 α1, . . . , αr 可以由 β1, . . . , βs 线性表出，并设系数

αi =
s∑

j=1

aijβj

将 aij 拼成矩阵 Ar×s，求证 rank{α1, . . . , αr} ≤ rankA。

3. 给定
α1 = (1, 1, 0, 0), α2 = (1, 0, 1,−1), α3 = (0, 0, 1, 1), V1 = ⟨α1, α2, α3⟩

β1 = (1, 0, 1, 0), β2 = (0, 2, 1, 1), β3 = (1, 2, 1, 2), V2 = ⟨β1, β2, β3⟩

求 V1 ∩ V2 与 V1 + V2 的一组基。

4. 在 F2×2 中，设

V1 =

{(
x −x

y z

)
| x, y, z ∈ F

}
求证 V1 为 F2×2 子空间，并求它的一个补空间。

第二次作业 线性映射

1. 习题 6.1-1

判断以下哪些变换或映射是线性的：

(1) F 上线性空间 V 的变换 A，满足 A(α) = λα+ β，其中 λ ∈ F, β ∈ V 给定。

(2) R3 上的变换 A，满足 A(x, y, z) = (x+ y + 1, y − z, 2z − 3)。

(3) F 上线性空间 Fn×n 的变换 A，满足 A(X) = 1
2
(X +XT )。

(4) C 上线性空间 Cn×m → Cm×n 的映射 A，满足 A(X) = XH。

(5) R 上线性空间 C 与 R 之间的映射 A，满足 A(z) = |z|。

(6) C 上线性空间 C 的变换 A，满足 A(z) = z̄。

(7) F 上线性空间 Fn×n → F 的映射 A，满足 A(X) = detX。

(8) F 上线性空间 Fn×n → F 的映射 A，满足 A(X) = trX。

(9) F 上线性空间 Fn×n 的变换 A，满足 A(X) = AXA，其中方阵 A 给定。

(10) F 上线性空间 Fn×n 的变换 A，满足 A(X) = XAX，其中方阵 A 给定。

2. 习题 6.1-3

由二阶可逆实方阵 A 在 R2 上定义线性变换 A，满足

A

(
x

y

)
= A

(
x

y

)
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(1) 设其将平行四边形 ABCD 变为平行四边形 A′B′C ′D′，求证变换前后面积之比

k =
SA′B′C′D′

SABCD

= | detA|

由此得出任何图形经过变换后面积变为 | detA| 倍。

(2) 设 A = diag(1, b/a)，变换前图形为圆 x2 + y2 = a2，求证变换后为椭圆 x2

a2 + y2

b2
= 1，并由第一

问计算其面积。

3. 习题 6.1-4

已知

α1 = (1,−1, 1), α2 = (1, 2, 4), α3 = (1,−2, 4), β1 = (1,−1), β2 = (1,−2), β3 = (1, 2)

(1) 是否存在线性映射 A : R3 → R2 使得 A(αi) = βi, i = 1, 2, 3？

(2) 是否存在线性映射 A : R2 → R3 使得 A(βi) = αi, i = 1, 2, 3？

4. 习题 6.1-7

记 α1 = (0, 0, 1), α2 = (0, 1, 1), α3 = (1, 1, 1)，设线性变换 A 满足

A(α1) = (2, 3, 5), A(α2) = (1, 0, 0), A(α3) = (0, 1,−1)

求 A 在 e1, e2, e3 与 α1, α2, α3 下的矩阵表示。

5. 习题 6.1-9

设 V = F2×2，A =

(
a b

c d

)
∈ V，取 V 的一组基 M = {E11, E12, E21, E22}。

(1) 定义线性变换 AR(X) = XA，求其在 M 下的矩阵表示。

(2) 定义线性变换 B(X) = AX −XA，求证其不可逆。

(3) 对二阶方阵 A,B，定义线性变换 AL(X) = AX,BR(X) = XB，求证 ALBR = BRAL。

6. 习题 6.1-11

设 Fn[x]是 F上低于 n次的多项式构成的线性空间，满足 A(f(x)) = f(x+1)的 A与满足 D(f(x)) =

f ′(x) 的 D 是 Fn[x] 上的线性变换，求证

A = I +
n−1∑
k=1

Dk

k!

课堂小测

1. 设 V = F2n，记

V1 = {α ∈ V | αi = αi+n, i = 1, . . . , n}, V2 = {α ∈ V | αi = −αi+n, i = 1, . . . , n}

求证 V1、V2 是 V 的子空间，且 V = V1 ⊕ V2，并求商空间 V1/V2 的维数。

2. 设 V1, V2, V3 是线性空间 V 的子空间，证明

V1 ∩ (V2 + V1 ∩ V3) = V1 ∩ V2 + V1 ∩ V3

并举出 V1 ∩ (V2 + ∩V3) ̸= V1 ∩ V2 + V1 ∩ V3 的例子。

3. 设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×p, C ∈ Fp×q，用空间方法证明

rank(AB) + rank(BC) ≤ rank(ABC) + rankB
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思考题16

以下题目中涉及的空间，如无特殊说明，均属于同一线性空间的子空间，若涉及维度则假设全空间有限维，

涉及商空间时默认右侧为左侧子空间：

1. 证明 (V1 +W ) ∩ V2 +W = (V1 +W ) ∩ (V2 +W )。

2. 证明或否定：dim(V1 + V2 + V3) 等于

dimV1 + dimV2 + dimV3 − dimV1 ∩ V2 − dimV2 ∩ V3 − dimV1 ∩ V3 + dimV1 ∩ V2 ∩ V3

3. 证明或否定：V1 是 U1 的某补空间，V2 是 U2 的某补空间，则 V1 ∩ V2 是 U1 + U2 的某补空间。

4. 证明或否定：V1 是 U1 的正交补空间，V2 是 U2 的正交补空间，则 V1 ∩V2 是 U1 +U2 的正交补空间。

5. U1, U2, . . . , Un 是维数相同的子空间，求证它们存在一个共同的补空间 W。

6. 对线性变换 A : V → V，若 V 为有限维，证明其单、满、可逆等价。若无穷维，举出反例。

7. 对线性映射 A : U → V，B : V → W，证明：

(1) KerA ⊂ KerBA，且若取等，则存在 C : W → V，使得 A = CBA。

(2) ImBA ⊂ ImB，且若取等，则存在 C : V → U，使得 B = BAC。

8. 证明第一同构定理：对某线性映射 A : U → V，U/KerA ∼= ImA。

9. 证明第二同构定理：(U +W )/W ∼= U/(U ∩W )。

10. 证明第三同构定理：U/V ∼= (U/W )/(V /W )。

11. 设 U 为 F 上线性空间，考虑 U → F 的线性映射构成的空间 U∗17：

(1) 定义 A,B ∈ U∗ 的加法 (A+ B)u = Au+ Bu、数乘 (λA)u = λ(Au)，验证其为线性空间。

(2) 设 U 为 n 维，一组基为 α1, . . . , αn，求 U∗ 的维数与一组基。

(3) 设 U 为 F[x]，即 F 上全体多项式构成的线性空间，探究 U∗ 的维数与可能的基。

(4) 设向量组 S ⊂ U，定义 Ann(S) 为 U∗ 中满足 S ⊂ KerA 的 A 构成的集合，验证其为 U∗ 的子

空间。

(5) 若 U 有限维，证明 dimAnn(S) = dimU − rankS，这里 rank 表示向量组的秩。

(6) 设 V1, V2 为 U 子空间，证明 Ann(V1 ∩ V2) = Ann(V1) +Ann(V2)。

(7) 设 V1, V2 为 U 子空间，证明 Ann(V1 + V2) = Ann(V1) ∩Ann(V2)。

(8) 前两问的结论将 V1、V2 换成任意子集还成立吗？（集合加法定义为任取 V1, V2 元素相加构成的

集合。）

(9) 若 U = V1 ⊕ V2，证明 U∗ = Ann(V1)⊕Ann(V2)。

16思考题可能涉及部分尚未学到的知识，已在习题课讲解。
17称为 U 的对偶空间。
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第十五周

第一次作业 像与核

1. 习题 6.3-1

设 V 的线性变换 A 在基 M = {α1, α2, α3} 下的矩阵是 A =


1 −3 2

−3 9 −6

2 −6 4

。
(1) 求 KerA 与 ImA；

(2) 将 KerA 的一组基扩充为 V 的一组基 M1，求 A 在 M1 下的矩阵。

2. 习题 6.3-2

设 Rn[x] 是次数 < n 的实系数多项式组成的线性空间，其上的变换 D(f) = f ′ 将每个多项式映射为

导数。

(1) 求 KerD、ImD 与它们的维数，并验证 dim KerD + dim ImD = n；

(2) Rn[x] = KerD ⊕ ImD 是否成立？为什么？

3. 习题 6.3-3

设 A : U → V 是有限维线性空间之间的线性映射，W 为 U 子空间，求证

dimA(W ) ≥ dimW − dimU + rankA

4. 习题 6.3-4

设 A 是有限维线性空间 V 的线性变换，求证

rankA− rankA2 = dim(KerA ∩ ImA)

5. 习题 6.3-5

已知 A 是有限维线性空间 V 的线性变换，满足 A2 = A，求证：

(1) V = ImA⊕ KerA；

(2) A 在任何一组基下的矩阵 A 满足 rankA = trA；

(3) 可以找一组适当的基将 V 中的向量表示为坐标，使得 A 在这组基下可看成坐标变换18

A(x1, . . . , xr, xr+1, . . . , xn) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0)

6. 习题 6.3-6

已知 A 是 n 维线性空间 V 的线性变换，设 r = rankA，求证以下命题都是 A2 = O 的充分必要条
件：

(1) ImA ⊂ KerA；

(2) A 在适当的基下矩阵表示为

(
Or X

O On−r

)
，且 n− r ≥ r；

(3) A 在适当的基下矩阵表示为

(
Or×(n−r) Ir

On−r O(n−r)×r

)
，且 n− r ≥ r。

18这事实上是投影变换。
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第二次作业 坐标变换

1. 习题 6.1-13

设 f 是 Fn×n → F 的满足 f(AB) = f(BA) 对任意 A,B 成立的线性函数，求证存在 c ∈ F 使得
f(A) = c tr(A)。

2. 习题 6.2-2

设 Cn[x] 是次数 < n 的 C 上多项式组成的线性空间，取其一组基 M = {1, x, . . . , xn−1}。记

ωk = cos 2kπ
n

+ i sin 2kπ

n
, k = 0, 1, . . . , n− 1

并记

fi =
∏

0≤j≤n−1,j ̸=i

(x− ωj)

(1) 求证 M1 = {f0, f1, . . . , fn−1} 也是 Fn 的一组基；

(2) 求 M 到 M1 的过渡矩阵。

3. 习题 6.2-3

设线性变换 A 在基 α1, α2, α3 下的矩阵 A =


1 2 3

3 1 2

2 3 1

，求 A 在下列基下的矩阵：

(1) {α3, α1, α2}；

(2) {α1 + α2 + α3, α1 + α2, α2 + α3}。

4. 习题 6.2-4

设 Rn[x] 是次数 < n 的实系数多项式组成的线性空间，且 V = {f(cosx) | f ∈ Rn[x]}，写出 V 的基

M1 = {1, cosx, . . . , cosn−1 x} 到 M2 = {1, cosx, . . . , cos(n− 1)x} 的过渡矩阵（写为组合数形式）。

5. 习题 6.3-7

设 V 是 F 上的 n 维线性空间，f, g 是 V → F 的两个线性函数，且 Ker f = Ker g，求证存在非零
常数 c ∈ F 使得 g = cf。

思考题

1. 证明或否定：A 是线性空间 V 的线性变换，满足 A2 = A，则 V = ImA⊕ KerA。

2. 证明或否定：V 是 F 上的线性空间，f, g 是 V → F 的两个线性函数，且 Ker f = Ker g，则存在非
零常数 c ∈ F 使得 g = cf。

第十六周

第一次作业 相似的概念

1. 习题 6.4-1(2)

判断下方两矩阵是否相似，并说明理由：

A =


1 2

1 3

1

1

 , B =


1 2

1

1 3

1


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2. 习题 6.4-4

设 R2 的线性变换 A 在基 α1 = (1, 0), α2 = (0,−1) 下的矩阵是

(
2 −1

5 −3

)
，线性变换 B 在基

β1 = (0, 1), β2 = (1, 1) 下的矩阵是

(
1 3

2 7

)
，求线性变换 A+ B,AB,BA 在基 β1, β2 下的矩阵表示。

3. 习题 6.4-8

若 A,B 相似、C,D 相似，证明 diag(A,C) 与 diag(B,D) 相似。

4. 习题 6.5-1

求下列矩阵的全部特征值与特征向量，若其可对角化，求可逆方阵 P 使得 P−1AP 为对角阵：

(1) A =


1

2

4



(3) A =


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1


第二次作业 特征子空间

1. 习题 6.5-2

已知矩阵 B 元素满足 bij = ak，k 为 1 到 n 中与 i− j + 1 模 n 同余的数：

(1) 将 B 写为 A =

(
0 In−1

1 0

)
的多项式。

(2) 证明 A 可以相似对角化，由此证明 B 可以相似对角化，并构造与其相似的对角阵 D。

(3) 利用 D 计算 B 的行列式。

2. 习题 6.5-5

证明若 n 阶方阵 A 的特征值为 λi, i = 1, . . . , n，则

n∑
i=1

λ2
i =

n∑
i,j=1

aijaji

3. 习题 6.6-3

设方阵 A 满足 A2 = A，证明 A 可对角化。

4. 习题 6.6-4

对给定 n 阶方阵 A，在 Fn×n 上定义线性变换 A(X) = AX −XA，若 A 可对角化，判断 A 是否可
对角化，说明理由。

思考题

1. 已知 A 是 U → V 的线性映射，W 是 KerA 的某补空间，求证限制映射 A|W→Im A 是同构。

2. 已知 A 是 U → V 的线性映射，B 是 V → U 的线性映射：
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(1) 若 ABA = A,BAB = B，则称 B 为 A 的广义逆映射，证明对任何 A 都存在这样的 B。

(2) 证明广义逆唯一当且仅当 A 可逆或 A = O。

(3) 若 B 是 A 的广义逆，证明 U = KerA⊕ ImB，V = KerB ⊕ ImA。此命题的逆命题成立吗？

(4) 证明 A|Im B→A(Im B) 与 B|Im A→B(Im A) 互为逆映射。

3. 已知 A,B 是 U → V 的线性映射，且 Im(A + B) = ImA⊕ ImB。证明存在 U 的子空间 U1, U2, U3

使得 A|U1→Im A,B|U2→Im B 可逆，且

U = U1 ⊕ U2 ⊕ U3, KerA = U2 ⊕ U3, KerB = U1 ⊕ U3

4. 已知 A 是 V 上的线性变换，求证：

(1) V = ImA+ KerA 等价于 A|Im A 是满射。

(2) V = ImA⊕ KerA 等价于 A|Im A 可逆。

5. 已知 A,B 是 V 上的线性变换，满足 A2 = A,B2 = B，求证：

ImA = ImB ⇔ AB = B,BA = A

KerA = KerB ⇔ AB = A,BA = B

6. 若 A3 = A，证明 A 与 diag(−I, I, O) 相似。

第十七周

第一次作业 最小多项式

1. 习题 6.7-1

设 A 相似于上三角阵 B =

(
B11 B12

O B22

)
，其中 B11、B22 为上三角方阵，且 B11 对角元均为 λ1，B22

对角元均为 λ2，λ1 ̸= λ2。若 A 满足 (A− λ1I)(A− λ2I) = O，求证：

(1) B11、B22 均为标量阵。

(2) 存在 P =

(
I S

O I

)
使得 P−1BP = diag(λ1I, λ2I)，由此得到 A 相似于对角阵。

(3) 推广以上过程证明若 A 最小多项式无重根，则 A 可相似对角化。

2. 习题 6.7-2

对下列复矩阵 A，求复矩阵 P 使 P−1AP 是上三角阵，并计算出 P−1AP，进一步得出 A 的最小多

项式：

(1) A =


2 2 1

−1 2 2

1 −1 −1



(2) A =


5 −2 −2

−2 1 0

−2 0 4


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3. 习题 6.7-5

求下方矩阵 A 的最小多项式，并计算 A−1：
0 0 0 1

1 0 0 2

0 1 0 3

0 0 1 4


4. 习题 6.7-7

证明 diag(A1, A2, . . . , Ak) 的最小多项式为 lcm(dA1
, . . . , dAk

)，其中每个 Ak 为方阵。

5. 习题 6.7-8

举出两个特征多项式、最小多项式都相等但不相似的方阵。

6. 习题 6.8-1

计算 n 阶行列式 D，满足其元素 dij , i, j = 1, . . . , n 为

aj−i+1 j ≥ i

caj−i+n+1 j < i
。

7. 习题 6.8-3

若 n > 1 阶复方阵 B 相似于 I −E11 −E22 +E12 +E21，则称其为反射。证明若 n > 1 阶复方阵 A

满足 A2 = I，则其可以分解为至多 n 个反射的乘积。

8. 习题 6.8-6

已知方阵 A 最小多项式 dA(λ) =
∏t

i=1(λ− λi)
mi，其中 λi 互不相同，求证 B =

(
A I

O A

)
的最小多

项式

dB(λ) =
t∏

i=1

(λ− λi)
mi+1

9. 习题 6.8-7

求复方阵 P 满足：

P−1


1 2 3 4

1 2 3

2 3

2

P =


1 2

1

2 3

2


思考题

本次思考题中提到的矩阵默认为复方阵。

1. 证明若 A = AH，则 A 的特征值全为实数；A = −AH，则 A 的特征值实部全为 0。

2. 对方阵 A = (aij)，证明对任何特征值 λ 存在 k 满足19

|λ− akk| ≤
∑
j ̸=k

|akj |

3. 证明若 rankA = 1，则 A 可相似对角化当且仅当 trA ̸= 0。

4. 已知 A 的特征多项式 φA(λ)，求 φAk(λ)。

19称为 Gershgorin 圆盘定理。
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5. 已知同阶方阵 A,B 满足 AB = O，求证 xnφA+B(x) = φA(x)φB(x)。

6. A,B 为同阶方阵，证明 φAB(λ) = φBA(λ)；若 rank(ABA) = rankA 或 rank(ABA) = rankB，证
明 AB 与 BA 相似。

7. 已知方阵 A 满足 aij 当 j < i− 1 时为 0，j = i− 1 时非零，求证 dA = φA。

8. 已知方阵 A 满足 dA = φA，对多项式 f，求证

rank f(A) = n− deg(gcd(f, dA))

9. 证明线性变换 P(X) = AX −XB 可逆当且仅当 A,B 没有公共特征值。

10. 证明线性变换 P(X) = X −AXB 可逆当且仅当不存在 λµ = 1，其中 λ, µ 分别为 A,B 特征值。

11. 若一族方阵 Ai, i ∈ I 两两可交换，证明它们存在公共特征向量 α，由此说明存在 P 使得 P−1AiP, i ∈ I

均为上三角阵。

12. 若 Fn×n 子空间 V 满足其中任意矩阵都不可逆，求 V 最大维数。

13. 若 Cn×n 子空间 V 满足其中除 O 外任意矩阵都可逆，求 V 最大维数。


