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摘要

随着模型的复杂、样本个数的增大，对所有样本进行迭代的梯度方法变得不可接受，因

此需要采用随机抽样构建成随机梯度法，并对其进行收敛性态的分析。在强凸函数中，其展

现了非常好的期望收敛性，而对一般函数亦有收敛性的结论。为了进一步降低随机梯度法的

噪声，可以采取动态采样、梯度聚合与迭代平均的手段，它们在理论上可以有效降低方差的

影响，实践中也使得损失曲线变得光滑。此外，为了改善其收敛性，可以考虑直接引入海森

阵估算的二阶方法，如无海森牛顿法等，或利用保持估算正定性的估算方案，如自然梯度法

等。对它们收敛性态的理论与实践分析表明，二阶方法的不稳定性相对高，但在最优值附近

收敛较快，因此，可以在自然梯度法降噪的基础上提出一个结合普通随机梯度的步长自适应

二阶方法，其在实践中表现出了良好的收敛性态。

关键词：随机梯度法；收敛性态；自然梯度法
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Abstract

As the model becomes more complex and the number of samples increases, the gradient method
of iterating over all the samples becomes unacceptable. So, using random sampling, it needs to be
constructed as a stochastic gradient method, with its convergence state be analyzed. It exhibits bet-
ter convergence state in strongly convex functions, and convergence is also concluded for general
functions. In order to further reduce the noise of the stochastic gradient method, dynamic sampling,
gradient aggregation and iterative averaging can be adopted, which can reduce the effect of variance
in theory and make the loss curve smooth in practice. In addition, in order to improve its conver-
gence, one can consider directly introducing second-order methods for Hessian matrix estimation,
such as the Hessian-free Newton method, or utilizing estimation schemes that maintain the positive
qualitative nature of the estimation, such as the natural gradient method. The theoretical and prac-
tical analyses of their convergence states show that the second-order methods have relatively high
instability but converge faster near the optimal value, so a step-size adaptive second-order method
incorporating ordinary stochastic gradient can be proposed on the basis of noise reduction by the
natural gradient method, which shows good convergence states in practice.

Key Words: stochastic gradient method; convergence state; natural gradient method
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第 1章 前言

随着科技的发展，我们正在面对越来越大的数据量与越来越复杂的机器学习模型。由于

机器学习问题最终往往转化为优化，即使是单个图像进行风格迁移这类的相对低复杂度问

题，也可能涉及到数十万维空间中的优化
[1]
，而对涉及训练的问题，还可能使用数万量级的

样本
[2]
。然而，传统的一阶或二阶下降算法每次迭代都需要对所有样本在整个空间进行梯度

的计算，单次迭代所消耗的算力过大，甚至往往是不可接受的，于是，我们必须寻求更好的

迭代策略。

一个直观的想法是，每次从样本中通过适当的抽样方法抓取一个相对较小的批次，并以

此进行迭代，这就引出了抽样进行梯度下降的随机梯度法。容易得到，简单随机抽样后梯度

的期望等于真实梯度，但由于误差的累计，这并不能直接带来良好的收敛性。

后文将证明，从数学上，在对迭代方差进行适当控制的情况下，目标函数满足一定条件

（如强凸性）时可以直接证明随机梯度法的期望收敛性，对条件更弱的情况也存在相应更弱

的收敛性结论。不过，普通的随机梯度法的方差较大，易受噪声影响，且收敛速度不及线性，

需要从克服噪声与加速收敛两个方向进行改进：

1. 直观来说，抽样更全面可以实现降噪，但也会带来开销的增大，这其中需要进行权衡。
此外，当步长较小时，还可以利用之前迭代中已计算过的结果来加入估计，这就衍生

出了梯度聚合、迭代平均等方法；

2. 为了加速收敛，引入二阶导信息是常用的手段，但直接计算仍然过于复杂，因此通常
考虑只计算部分的二阶信息估计全部，或直接以一阶信息估计二阶信息（拟牛顿法）。

其中，高斯-牛顿法巧妙地解决了拟牛顿法可能非正定的问题，在实际应用中效果较好。
值得注意的是，机器学习中常用的函数，如 ReLU，很可能是并不具有可微性的，这时
二阶条件的使用反而可能导致更多问题。

现实中，机器学习应用的随机梯度法往往结合了不同改进手段，也导致了对其的收敛性

与收敛速率分析变得更加复杂。为了确定不同改进对收敛性态的影响，我们既需要理论上的

分析，也需要在实践中进行测试。本文旨在对现有的基于随机梯度法的各类优化算法进行理

论分析与实际测试，以评价各方法的收敛性态，并在此基础上提出可能的综合与改进方案。

3
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第 2章 随机梯度法

第 1节 基本算法

§2.1.1 问题描述

机器学习中，在样本空间 X 到输出空间 Y 存在某个真实映射 y，而我们希望在给定的

函数空间H中学习一个最优的 hopt，也即给定真实世界中 X 上的概率分布 f，其应满足

hopt = argmin
h∈H

R[h], R[h] = Ef [Ih(x)=y(x)]

这里 argmin指使右端存在最小值的参数，而 Ih(x)=y(x)在 h(x) = y(x)时为 1，否则为 0。
由于真实的 y需要通过样本估算，假设所有样本为 xi, yi, i = 1, . . . , N，则可估算

R[h] ≈
N∑
i=1

Iyi=h(xi)

更准确来说，在 Y 连续的情况下，我们一般用损失函数 l(h(x), y)度量差距，而非直接

进行 0或 1的区分。此外，由于我们会对一些函数有偏好（例如更光滑的函数），一般需要
与正则化项结合进行度量，例如考虑优化目标为

F [h] = R[h] + λΩ[h], R[h] =
1

N

N∑
i=1

l(h(xi), yi)

这里 Ω[h]为正则化项，只与 h的形式有关，与样本无关。

下面我们假设 h可以被参数向量 w确定，从而写为 hw(x)。由此，记 F (w) = F [hw]，有

F (w) =
1

N

N∑
i=1

fw(ξi), ξi = (xi, yi), fw(x, y) = l(hw(x), y) + λΩ[hw]

一般假设 h对 w 有较好的光滑性，至少存在一阶或二阶导数，此时将上方的 f 也看作

w的函数较为方便，即记

fi(w) = fw(ξi)

至此，我们将对泛函的优化问题转化为了一个求函数最小值的问题。我们以 Logistic回
归为例，若取正则化为二范数正则化，考虑均方误差，则可以取

hw(x) =
1

1 + e−wT x(1)
, Ω[hw] = wTw, fi(w) =

(
yi −

1

1 + e−wT x
(1)
i

)2

+ λwTw

其中 x(1)表示 x最前增添一个为 1的分量得到的向量，对应拟合的截距。对所有样本求
和后平均，即能得到需要优化的函数 F (w)。

4
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§2.1.2 梯度方法

一般利用梯度方法求最小值的模型为，对目标函数 h(x)，每次在最速下降方向（负梯

度）方向取一个步长 α，进行迭代

xn+1 = xn − α∇xh(xn)

直到 ∇xh(xn)的模长充分小。

设第 k步步长为 αk，对 w进行第 k步梯度下降的公式应为

wk+1 = wk − αk∇F (wk) = wk −
αk

N

N∑
i=1

∇fi(wk)

这里 wk, wk+1为列向量，如无特殊说明，此后的∇表示对 w的梯度，并排成列向量的形式。

如前所述，当样本量很大时，对所有样本计算梯度并求和的开销极大，因此必须考虑抽

样。基础的迭代方式为：

算法 1 (基础迭代). 对每次抓取的样本 ξ1, . . . , ξn，先抽取一个下标 ik，再进行迭代

wk+1 = wk − αk∇fik(wk)

虽然这个想法非常简单，但其正确性并不显然。总的来说，由于等概率抽取后选择的方

向的期望是下降方向 ∇F (wk)，wk 期望于下降至 F 的极小点。后续我们会讨论利用降噪方

法与二阶信息改进随机梯度法，而本章则会关注对方法本身的分析。除了基础迭代以外，自

然也可以抽取多个下标，这也在我们分析的范畴内：

算法 2 (多样本迭代). 对每次抓取的样本 ξ1, . . . , ξn，抽取 nk个下标，记为 {k, 1}, . . . , {k, nk}，
再进行迭代

wk+1 = wk − αk
1

nk

nk∑
i=1

∇fk,i(wk)

或

wk+1 = wk − αk
1

nk

Hk

nk∑
i=1

∇fk,i(wk)

这里 Hk 为对称正定阵，可由牛顿法或拟牛顿法产生
[3]
。

方便起见，用 wk+1 = wk − αkg(wk, ξk)表示任何一种迭代步，对多样本迭代算法，ξk 是

一列样本。三种方法合称为（简单）随机梯度法，简称 SG方法。由于对方法合理性的要求，
我们必须先行证明收敛性。

5
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第 2节 收敛分析

§2.2.1 迭代下降性

为了证明 SG方法的收敛，由于涉及梯度，自然需要先保证目标函数 F 具有一定的光滑

性质，即：

定义 1 (Lipschitz连续、梯度 Lipschitz函数). 称一个映射 ϕ : D → Rn具有界为 L的 Lipschitz
连续性，若其满足

∥ϕ(w)− ϕ(w̄)∥ ≤ L∥w − w̄∥, ∀w, w̄ ∈ D

而若一个函数 F 在定义域上可微且其梯度 Lipschitz连续，则称其为界为 L的梯度 Lipschitz
函数。

如上要求后，有结论：

定理 1 (梯度 Lipschitz-SG迭代下降性). 在 F (w)有界为 L的梯度 Lipschitz连续性时，函数
值下降有结论（这里 Eξk 表示 ξk 随机抽取下的期望）

Eξk [F (wk+1)]− F (wk) ≤ −αk∇F (wk)
TEξk [g(wk, ξk)] +

α2
kL

2
Eξk

[
∥g(wk, ξk)∥2

]
+O(α3

k)

证明. 对 F (wk+1)在 wk 处作二阶泰勒展开后代入计算对比原式，发现只需证明

xT∇2F (w)x ≤ L∥x∥2

对任何 x,w成立。若否，假设对 w0, x0不成立，则考虑泰勒展开

∇F (w0 + αx0)−∇F (w0) = α∇2F (w0)x0 +O(α2)

当 α充分小时即有

αxT
0 (∇F (w0 + αx0)−∇F (w0)) = α2xT

0∇2F (w0)x0 +O(α3) > L∥αx0∥2

记 y = αx0，z = ∇F (w0+αx0)−∇F (w0)。由于 yT z > L∥y∥2，又由柯西不等式 yT z < ∥y∥∥z∥
即得 ∥z∥ > L∥y∥，与 Lipschitz条件矛盾。

直观来看，等概率随机时的任何一种迭代步，都有Eξk [g(wk, ξk)]为∇F (wk)或Hk∇F (wk)，

于是非驻点处只要 αk 充分小，就能保证函数值期望的下降。由此过程对任何一次迭代都成

立，Eξ1,...,ξk−1
[wk]一定是逐渐下降的，这就说明了收敛性。

若作出进一步的假设，还有更好的结论：

定理 2 (二阶矩条件-SG迭代下降性). 在 F (w)有界为 L的梯度 Lipschitz连续性时，进一步
要求（Varξk 表示方差）：

6
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• 存在 µG ≥ µ > 0，使得对一切 k有

∇F (wk)
TEξk [g(wk, ξk)] ≥ µ∥∇F (wk)∥2

Eξk [∥g(wk, ξk)∥] ≤ µG∥∇F (wk)∥

• 存在M ≥ 0与MV ≥ 0，使得对一切 k有

Var
ξk

[∥g(wk, ξk)∥] ≤ M +MV ∥∇F (wk)∥2

记MG = MV + µ2
G，则函数值下降有结论

Eξk [F (wk+1)]− F (wk) ≤ −
(
µαk −

α2
kL

2
MG

)
∥∇F (wk)∥2 +

α2
kL

2
M +O(α3

k)

证明. 根据方差定义计算知 Eξk

[
∥g(wk, ξk)∥2

]
≤ M + MG∥∇F (wk)∥2，从而直接由上一定理

代入不等式化简即可。

§2.2.2 强凸函数

根据以上两个关于下降性的定理，只要给函数补充适当的条件，就能得到收敛性的结论。

首先，我们假设迭代序列 {wk}始终在 F 有下界的某开集内，最优值存在，记为 F∗。

定义 2 (强凸函数). 对函数 F : Rn → R，若其可微，且存在 c > 0使得

∀x, y ∈ Rn, F (y) ≥ F (x) +∇F (x)T (y − x) +
c

2
∥y − x∥2

则称 F 是参数为 c的强凸函数。

值得注意的是，对比凸函数的一阶条件可知强凸函数一定是严格凸函数，从而其最优解

若存在则唯一。

定理 3 (强凸函数性质). 若函数 F 是参数为 c的强凸函数，且在 w∗取到最小值 F∗，则有

F (w)− F∗ ≤
1

2c
∥∇F (w)∥2

证明. 根据强凸函数的条件配方有

F (w)− F∗ ≤ −∇F (w)T (w∗ − w)− c

2
∥w∗ − w∥2 = −

∥∥∥∥ 1√
2c

∇F (w) +

√
c

2

∥∥∥∥2

+
1

2c
∥∇F (w)∥2

从而得证。

7
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定理 4 (强凸函数-固定步长 SG算法收敛性). 若 F 是参数为 c的强凸函数，且 SG迭代满足
二阶矩条件。假设步长 αk 恒定为 ᾱ，满足

0 < ᾱ ≤ min
{

µ

LMG

,
1

cµ

}
则迭代过程中（这里 E代表每一步都随机抽取下的期望，对 wk，由于只有这之前的影响，因

此为 Eξ1,...,ξk−1
）

E[F (wk)− F∗] ≤
ᾱLM

2cµ
+ (1− cµᾱ)k−1

(
F (w1)− F∗ −

ᾱLM

2cµ

)
证明. 根据二阶矩条件下的结论与定理 3即有（根据范围可得 µᾱ− ᾱ2L

2
MG > µᾱ

2
）

Eξk [F (wk+1)]− F (wk) ≤ −µᾱ

2
∥∇F (wk)∥2 +

ᾱ2L

2
M +O(ᾱ3)

≤ −cµᾱ(F (wk)− F∗) +
ᾱ2L

2
M +O(ᾱ3)

同加 F (wk)− F∗后取期望变形即

E[F (wk+1)− F∗] ≤ (1− cµᾱ)E[F (wk)− F∗] +
ᾱ2LM

2
+O(ᾱ3)

从而忽略高阶小量 O(ᾱ3)展开计算知

E[F (wk+1)− F∗] ≤ (1− cµᾱ)kE[F (w1)− F∗] +
ᾱ2LM

2

k−1∑
n=0

(1− cµᾱ)n

= (1− cµᾱ)kE[F (w1)− F∗] +
ᾱLM

2cµ
(1− (1− cµᾱ)k)

=
ᾱLM

2cµ
+ (1− cµᾱ)k

(
F (w1)− F∗ −

ᾱLM

2cµ

)
这就是结论的形式。

理论来说，取使 cµᾱ < 1的 ᾱ，最终误差即会趋于 ᾱLM
2cµ
。根据M 的定义，若 g(wk, ξk)

的方差能被 ∥∇F (wk)∥2 线性控制，即有M = 0，可以趋于最优解，否则，必须选取较小的

步长来保证结果在容差范围的收敛性。自然地，实践中的梯度下降方法会在接近最优点时减

少步长，此时会有结论：

定理 5 (强凸函数-变步长 SG算法收敛性). 若 F 是参数为 c的强凸函数，且 SG迭代满足二
阶矩条件。假设步长 αk =

β
γ+k
满足 β > 1

cµ
, γ > 0, α1 ≤ µ

LMG
，则迭代过程中

E[F (wk)− F∗] ≤
ν

γ + k
, ν = max

{
β2LM

2(βcµ− 1)
, (γ + 1)(F (w1)− F∗)

}

8
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证明. 利用归纳法，首项由于 ν ≥ (γ + 1)(F (w1)− F∗)知成立，递推中与上一定理相同忽略

O(α3
k)有

E[F (wk+1)− F∗] ≤ (1− µαkc)E[F (wk)− F∗] +
α2
kLM

2

继续计算得右侧为（第一个不等号利用 ν ≥ β2LM
2(βcµ−1)

放缩，参数范围限制了符号）

2(γ + k)ν − 2µβcν + β2LM

2(γ + k)2
≤ 2(k + γ)ν − 2ν

2(γ + k)2
=

γ + k − 1

(γ + k)2
ν <

ν

γ + k + 1

即得证。

§2.2.3 一般函数

虽然我们在强凸函数时得到了充分良好的收敛性，遗憾的是，一般的机器学习问题中，

遇到的函数往往是非凸的，极小值与驻点会对算法产生很大的影响。不过，依然可以从梯度

角度刻画出 SG算法的收敛性：

定理 6 (一般函数-固定步长 SG算法收敛性). 若 SG迭代满足二阶矩条件，且步长 αk 恒定为

ᾱ，满足 0 < ᾱ ≤ µ
LMG
，则迭代过程中

E

[ K∑
k=1

∥∇F (wk)∥2
]
≤ KᾱLM

µ
+

2(F (w1)− F∗)

µᾱ

从而

lim
K→∞

E

[
1

K

K∑
k=1

∥∇F (wk)∥2
]
≤ ᾱLM

µ

证明. 与强凸函数时相同忽略 O(ᾱ3)得到

Eξk [F (wk+1)]− F (wk) ≤ −µᾱ

2
∥∇F (wk)∥2 +

ᾱ2L

2
M

作期望后累加即有

F∗ − F (w1) ≤ E[F (wk+1)]− F (w1) ≤
µᾱ

2

K∑
k=1

∥∇F (wk)∥2 +
Kᾱ2L

2
M

移项变形得结论。

数列前 n项平均值的极限称为数列的 Cesaro平均，也即此收敛性是针对 Cesaro平均而
言。对变步长情况有结论：

定理 7 (一般函数-变步长 SG算法收敛性). 若 SG迭代满足二阶矩条件，且步长 αk > 0满足

∞∑
k=1

αk = ∞,
∞∑
k=1

α2
k < ∞

9
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则迭代过程中
∞∑
k=1

αkE
[
∥∇F (wk)∥2

]
< ∞

证明. 由已证的

Eξk [F (wk+1)]− F (wk) ≤ −
(
µαk −

α2
kL

2
MG

)
∥∇F (wk)∥2 +

α2
kL

2
M +O(α3

k)

忽略 O(α3
k)取梯度累加，减去确定收敛的

∑∞
k=1

α2
kL

2
M 得到下式收敛：

−µ

∞∑
k=1

αkE
[
∥∇F (wk)∥2

]
+

LMG

2

∞∑
k=1

α2
kE

[
∥∇F (wk)∥2

]
M

由于
∑∞

k=1 α
2
k < ∞，必然有 limk→∞ αk = 0，因此某项后 αk <

µ
LMG
，由有限项不影响收敛性

可不妨设 α1 <
µ

LMG
，这时级数成为负项级数，由收敛满足

−µ

∞∑
k=1

αkE
[
∥∇F (wk)∥2

]
+

LMG

2

∞∑
k=1

α2
kE

[
∥∇F (wk)∥2

]
M > −∞

而根据刚才的假设

−µ

2

∞∑
k=1

αkE
[
∥∇F (wk)∥2

]
> −µ

∞∑
k=1

αkE
[
∥∇F (wk)∥2

]
+
LMG

2

∞∑
k=1

α2
kE

[
∥∇F (wk)∥2

]
M > −∞

即证明了定理中的收敛性。

进一步地，我们可以得到：

定理 8 (下极限的估计). 满足上一定理条件时有（lim inf表示下极限，即所有有极限子列的极
限下限）

lim inf
k→∞

E
[
∥∇F (wk)∥2

]
= 0

证明. 记数列为 {an}。若否，由于数列恒正，其下极限 c > 0，则取 ϵ = c
2
，必然存在 N 使

得 n > N 时有 an > ϵ (否则能取出一个均 < ϵ的子列，其下极限 ≤ ϵ < c，矛盾)，而由于∑∞
k=1 αk = ∞，这意味着

∞∑
k=1

αkak ≥ ϵ

∞∑
k=1

αk −
N∑
k=1

αkak = ∞

矛盾。

此结论还有更多的推论，如：

定理 9 (一般函数-SG算法梯度收敛性). 在 SG算法与步长满足上述条件时，有

10
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• 记 XK 为 1 到 K 中随机抽取一个下标的随机变量，抽到 k 的概率正比于 αk，则

∥∇F (wXK
)∥在 K → ∞时依概率收敛于 0。

• 进一步假设 F 二阶可微且 ∥∇F (w)∥2作为 w的函数是梯度 Lipschitz连续的，则有

lim
k→∞

E
[
∥∇F (wk)∥2

]
= 0

证明. 对第一个结论，定理 7 即表示 K → ∞ 时 ∥∇F (wXK
)∥2

∑K
i=1 αi 的期望有界，而由∑K

i=1 αi无穷时无界，利用概率论知识可证明 ∥∇F (wXK
)∥2依概率收敛于 0，从而 ∥∇F (wXK

)∥
依概率收敛于 0。

对第二个结论，由定理 8知只需说明极限存在。与定理 1类似可得到下降性的证明，从
而其必然单调减，即得结论。

第 3节 实际测试

§2.3.1 线性回归

考虑带二范数正则化的线性回归，也即取

fi(w) = (yi − wTx
(1)
i )2 + λwTw

根据强凸函数的定义与凸函数的一阶定义可发现，若 G是参数为 c的强凸函数，H 是

凸函数，则H +λG是参数为 λc的强凸函数，因此，取G(w) = wTw,H(w) = (yi −wTx
(1)
i )2，

可算出 fi(w)是参数为 λ的强凸函数，类似组合即得到 F 是参数为 λ的强凸函数，于是能拥

有较好的理论收敛性。

直接计算可以得到

∇fi(w) = 2(wTx
(1)
i − yi)x

(1)
i + 2λw

由此，在 y = 1+ 2x1 + 3x2 − x3上随机添加高斯噪声，并尝试用随机梯度法求解，记得

到的系数 w0, w1, w2, w3与真实系数相比的损失为

L = (w0 − 1)2 + (w1 − 2)2 + (w2 − 3)2 + (w3 + 1)2

随机生成 100000个样本，每次抽取一个进行迭代，分别取步长为 αk = 1
999+k

的逐渐衰

减步长与 αk = 0.0001的恒定步长，令正则化系数为 0，初始 w各分量均为 0，每次迭代中，
先均匀抽取下标 i，再计算

wk+1 = wk − αk∇fi(wk)

进行 30000次迭代得到的损失如图 1。总体来说，步长下降时的收敛效果好于恒定步长时，
恒定步长后期出现的振荡更加明显，符合理论分析中的期望收敛性。

11
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图 1: 单个抽样迭代

图 2: 噪声增强

增大噪声强度为 10倍后的结果如图 2，由于纵轴代表 lnL，当噪声增强时，可以明显
发现两种迭代方法由于对单个样本的依赖，都会变得更加难以收敛，这与理论分析的结果一

12
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致，也即抽样方差的增强会引起结果的不稳定。

根据机器学习时的经验，正则化项有助于对抗样本中的噪声，因此，下面将研究正则化

项的作用。尝试在噪声增强后添加正则化项 λ = 0.00001后，可以得到图 3。

图 3: 加入正则化

增大正则化系数为 0.0001、0.01、1的结果是图 4。

图 4: 正则化系数影响

从中可以看出，正则化增大时的确让迭代变得更加光滑，但也同时降低了收敛的效果，

需要根据实际噪声的强度选取合适的系数。

13
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§2.3.2 岭回归

岭回归与线性回归的差异在于，其正则化利用一范数进行，从而可以保证稀疏性。取

G(w) = ∥w∥1时，假设绝对值在 0点处导数为 0（这实质上是取了最小范数子梯度），可以得
到

∇fi(w) = 2(wTx
(1)
i − yi)x

(1)
i + λsign(w)

岭回归可以更容易得到稀疏解，从而剔除无效特征。为发挥其特性，考虑

x⃗ = (x1, . . . , x5), y = 2 + x1 − x3 + 3x4

生成 10000个样本并对应添加随机误差，取正则化系数为 0.01，可以得到图 5的效果。

图 5: 岭回归

图例中 2开头的两条曲线代表二范数正则化的结果，1开头则代表岭回归的结果，固定
步长与递减步长对应的步长与上一部分中相同。从中可以看出，存在无效特征时，岭回归的

效果优于二范数正则化——即使它会导致函数不再具有真正的一阶可微性。

图 5中，随机梯度法是每次取多个平均实现的，取的个数（即批次的大小）为 3。增大
批次大小为 10、20、30得到的效果如图 6。由此可知，当步长取定时，批次大小并不会过多
影响收敛速度，但会显著影响振荡的程度。随着批次的逐渐增大，迭代过程越能保证单调的

下降性，尤其是在步长逐渐衰减时，增大批次可以得到近乎光滑下降的曲线。

下面，我们观察步长增大时批次大小对收敛的影响，图 7与图 8是初始步长提升为原本
的 3倍与 10倍后在批次大小 10、20、30时的收敛结果。

14
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图 6: 批次大小影响

图 7: 三倍步长效果

图 8: 十倍步长效果

可以看出，当批次大小增大时，可以适当增大步长以提升收敛速率。不过，具体何种批

次大小与步长下可以达到计算最少次梯度时收敛，还需要根据实际情况进行调整。

§2.3.3 Logisitic回归

最后，我们考虑用 Logisitic回归进行线性二分类问题的拟合。设真实标签为

y =

1 aTx(1) > 0

0 aTx(1) < 0
, a = (7, 2,−1, 0, 1, 3,−2)T

由于测量误差，训练集中的 100000个样本中有 5%标签被翻转。而测试集中有 2000个样本，
标签均为真实结果，以测试集中的误分类率作为损失。

15
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采用 Logisitic回归进行判别，学习系数w ∈ R7，若 2.1.1中的 hw(x) > 0.5，也即wTx
(1)
i >

0，则认为标签是 1，否则认为标签是 0。二范数正则化下，记 z = wTx
(1)
i ，可知

fi(w) =

(
yi −

1

1 + e−z

)2

+ λwTw, ∇fi(w) = 2

(
1

1 + e−z
− yi

)
e−z

(1 + e−z)2
x
(1)
i + 2λw

此函数并非凸函数，理论来说未必具有良好的收敛性。取正则化系数 0.001，批次大小
为 5，逐渐衰减步长为 αk =

1
99+k
，恒定步长 αk = 0.001，进行 2000次迭代可以得到图 9。

图 9: Logisitic回归迭代

从此图中也可以看出随机梯度法的优越性：即使样本空间很大，只要其分布均匀，抽取

其中一小部分就能得到收敛。实际测试中，批次大小为 10时此例子的收敛次数大约为 150
次，远低于一次完整迭代的样本量。

不过，一个显著的问题是，即使在噪音率并不高的情况下，迭代中也仍有很明显的振荡，

导致难以判断收敛情况。若将噪声率调高为 20%，这一振荡的问题会变得极为明显，如图
10。振荡严重时，我们几乎无法判断迭代是否已经收敛，因此也无法给出合适的结束条件。
步长衰减可以让振荡同时衰减，但我们仍然无法保证收敛结果的稳定。

另一个有趣的结果是，若将批次取得充分大，例如取为 100，则固定步长的迭代反而会
比步长衰减结果更好——即使它更加不稳定，如图 11。从理论上分析，后一种情况的出现是
由于在大批次下，更大的步长是可以被允许的，而步长衰减时设定的初始步长相对更小，导

致收敛变得极为缓慢。这也启示我们，在固定步长下进行一定次数的迭代，至收敛相对充分

后再换用衰减步长是一个较好的选择。
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图 10: 高噪声率下的迭代

图 11: 高噪声率下的大批次迭代

总的来说，步长越大，收敛的速度相对越快，但噪声的影响也就越明显。接下来两章的

策略即是从减弱噪声与加快收敛两方面进行改进的。
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第 3章 噪声控制

之前的分析中，我们证明了原始的随机梯度法在各种情况下的下降与收敛性质，也进行

了一些实际测试。可以发现，由于随机抽取样本进行的估算可能比起真实的梯度有很大误差

（也即估算的噪声），我们必须通过各种手段减小噪声以获取更好的结果。增添噪声处理的随

机梯度法一般称为批次梯度法，接下来主要考察三种常用的手段：

• 动态采样法，即通过视情况逐步增加迭代过程中抽取的样本个数 nk 来实现降噪
[4]
；

• 梯度聚合法，即存储之前迭代中的梯度估计值，并在每次迭代中更新其中一部分，接
着将搜索方向定义为这些估计值的加权平均值，从而提高搜索方向的质量；

• 迭代平均法，即维护一个优化过程中迭代的平均值以减小噪声。

第 1节 动态采样

§3.1.1 理论分析

回顾之前得到的

Eξk [F (wk+1)]− F (wk) ≤ −αk∇F (wk)
TEξk [g(wk, ξk)] +

α2
kL

2
Eξk

[
∥g(wk, ξk)∥2

]
+O(α3

k)

如果 Eξk

[
∥g(wk, ξk)∥2

]
可以快速下降，噪声就并不会影响收敛。事实上，可以证明只要

方差 Varξk [g(wk, ξk)]减小足够快，就能有良好的收敛性态：

定理 10 (强凸函数-方差衰减收敛性). 在 F (w)有界为 L的梯度 Lipschitz连续性与参数为 c

的强凸性时，进一步要求：

• 存在 µG ≥ µ > 0，使得对一切 k有

∇F (wk)
TEξk [g(wk, ξk)] ≥ µ∥∇F (wk)∥2

Eξk [∥g(wk, ξk)∥] ≤ µG∥∇F (wk)∥

• 存在M ≥ 0与 ζ ∈ (0, 1)，使得对一切 k有

Var
ξk

[∥g(wk, ξk)∥] ≤ Mζk−1

步长 αk 恒定为 ᾱ，满足

0 < ᾱ ≤ min
{

µ

Lµ2
G

,
1

cµ

}
则迭代过程中 k充分大时有

E[F (wk)− F∗] ≤ ωρk−1, ω = max
{
ᾱLM

cµ
, F (w1)− F∗

}
, ρ = max

{
1− cµᾱ

2
, ζ

}
18
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证明. 由于 Eξk

[
∥g(wk, ξk)∥2

]
≤ Mζk−1 + µ2

G∥∇F (wk)∥2，代入可以类似之前得到

Eξk [F (wk+1)]− F (wk) ≤ −
(
µᾱ− ᾱ2L

2
µ2
G

)
∥∇F (wk)∥2 +

ᾱ2L

2
Mζk−1 +O(ᾱ3)

再根据 ᾱ < µ
Lµ2

G
放缩并省略 O(ᾱ3)有

Eξk [F (wk+1)]− F (wk) ≤ −µᾱ

2
∥∇F (wk)∥2 +

ᾱ2L

2
Mζk−1

再根据强凸函数性质得

Eξk [F (wk+1)]− F (wk) ≤ −cµᾱ(F (wk)− F∗) +
ᾱ2L

2
Mζk−1

同加并取期望有

E[F (wk+1)− F∗] ≤ (1− cµᾱ)E[F (wk)− F∗] +
ᾱ2L

2
Mζk−1

利用归纳法，第一项满足要求，若 E[F (wk)− F∗] ≤ ωρk−1，则

E[F (wk+1)− F∗] ≤ (1− cµᾱ)ωρk−1 +
ᾱ2L

2
Mζk−1

由于 ζ ≤ ρ, ᾱLM
cµ

≤ ω,，即有

E[F (wk+1)− F∗] ≤ (1− cµᾱ)ωρk−1 +
cµᾱω

2
Mρk−1 =

(
1− cµᾱ

2

)
ωρk−1 ≤ ωρk

在实践中，根据这些量通常的范围，步长 ᾱ的取值一般是符合要求的。为了说明这个定

理与动态采样的关系，我们先考虑如下的问题：

定理 11 (随机采样方差性质). 已知 n个数 x1, . . . , xn，记随机变量Xk为从它们之中等概率随

机抽取 k个不同的数的均值，则

Var(Xk) =
n− k

k(n− 1)
Var(x)

证明. 由于同平移不影响问题结论，可不妨设这些数均值为 0，则抽取 xi1 , . . . , xik 的概率为
1
Ck

n
，误差为

∑k
t=1 xit

k
。于是方差为

1

Ck
n

∑
i1,...,ik

(
xi1 + · · ·+ xik

k

)2

由于乘积中只含有二次项与交叉项，分析可得其为

1

k2Ck
n

(
Ck−1

n−1

∑
i

x2
i + 2Ck−2

n−2

∑
i<j

xixj

)
=

1

nk

(∑
i

x2
i +

2(k − 1)

n− 1

∑
i<j

xixj

)

19
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假定
∑

i xi = 0后，平方得
∑

i x
2
i + 2

∑
i<j xixj = 0，消去交叉项有其为

n− k

k(n− 1)

∑
i x

2
i

n
=

n− k

k(n− 1)
Var(x)

此方差恒小于 Var(x)
k
，且在 n远大于 k时逼近 Var(x)

k
。这说明，只要我们每次取的样本个

数指数增长，就能使方差指数下降。在这种最简单的思路下可以得到算法：

算法 3 (动态采样法-迭代). 初始给定 τ > 1，对每次抓取的样本 ξ1, . . . , ξn，抽取 nk = ⌈τ k⌉个
下标，记为 {k, 1}, . . . , {k, nk}，再进行迭代

wk+1 = wk − αk
1

nk

nk∑
i=1

∇fk,i(wk)

根据上方分析，它完全符合方差衰减的条件，因此在 F 是强凸函数时能以指数速度逼

近。值得注意的是，由于采样大小增长的要求，每次迭代的运算时间也在以指数形式增长。

为了证明此时仍然能起到加快收敛的效果，我们再给出一个结论：

定理 12 (动态采样法-收敛速率). 假设动态采样的随机梯度法满足 F 的强凸性与二阶矩性质，

且 1 < τ ≤
(
1− cµᾱ

2

)−1
，则存在 C,D使得对任何 ϵ，达到

E[F (wk)− F∗] ≤ ϵ

的误差需要的梯度计算次数不超过 C 1
ϵ
+D次。

证明. 根据动态采样法的定义，更新至 wk+1需要的运算次数至多为 (最后一项由向上取整产
生)

τ + τ 2 + · · ·+ τ k + k =
τ k+1 − τ

τ − 1
+ k

另一方面，注意到这里的 τ 与收敛性定理中 1
ζ
一致，根据范围要求可知 ρ = ζ = 1

τ
，于是有

E[F (wk)− F∗] ≤
ω

τ k−1

考虑 ϵ比 ω
τk−1 略小，则必须计算 wk+1 才能保证，代入消去 k可得达到 ϵ需要的计算次数至

多为
ω
ϵ
τ 2 − τ

τ − 1
+ logτ

ω

ϵ
+ 1 =

τ 2ω

τ − 1

1

ϵ
+ logτ ω − 1

τ − 1
+

ln 1
ϵ

ln τ
由 x > 0时 lnx < x可取 C = τ2ω

τ−1
+ 1

ln τ , D = logτ ω − 1
τ−1
。

也即，事实上其可以保证与时间反比的收敛速率。根据 C 的表达式，可以得到理论上使

得 C 取到下界的 τ，但实际中的批次扩大倍数一般通过实验得到。
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§3.1.2 实际测试

仍然采用 Logisitic回归的例子，并且考虑较大的步长使得振荡明显，批次大小恒为 1时
如图 12所示，固定步长几乎无法收敛。对接下来的两种降噪手段，初始情况仍利用此参数
选取作为对比。

图 12: 无降噪迭代

采用动态采样的思路后，取初始批次大小为 1，扩大倍数分别为 1.001、1.002、1.004，可
以得到结果为图 13。

图 13: 动态采样法

从中确实可以看出，动态采样有效减少了结果中的振荡，使得收敛性更加易于判别，也

能达到随时间更快的收敛速率。扩大倍数为 1.004的动态采样法在 2000次迭代后，几乎可以
完全精确地判断分类边界，而估算可知这仅相当于整体进行了 10次左右的迭代。
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第 2节 梯度聚合

§3.2.1 理论分析

比起每次抓取新的更多样本，梯度聚合法选择利用已经计算出的估计值。其中一个完整

的例子是随机方差衰减梯度 [stochastic variance reduced gradient, SVRG]算法 [5]
。

算法 4 (SVRG算法). 算法流程为：

1. 给定初始 w1，步长 α > 0与正整数m，令 k = 1。

2. 计算 ∇F (wk)，并记 w̃1 = wk。

3. 重复执行m次 (记当前次数为 j)：从 1到 n中抽取一个下标 ij，并更新

w̃j+1 = w̃j − α
(
∇fij(w̃j)− (∇fij(wk)−∇F (wk))

)
4. 选择一种方式计算 wk+1：

• wk+1 = w̃m+1

• wk+1 =
1
m

∑m
j=1 w̃j+1

• 从 1到m中抽取一个 j，记 wk+1 = w̃j+1

5. 判定是否终止，若否则 k = k + 1，回到第二步。

证明. 我们先证明 g̃j = ∇fij(w̃j)− (∇fij(wk)−∇F (wk))构成 ∇F (w̃j)的无偏估计。

Eij [g̃j] = Eij [∇fij(w̃j)]− Eij [∇fij(wk)] +∇F (wk)

于是 Eij [g̃j] = ∇F (w̃j)−∇F (wk) +∇F (wk)，得证。

另一方面，由于第二项的稳定作用，在 w̃j 与 wk距离不远时，∇fij(w̃j)−∇fij(wk)不会

太大，可以说明 Varij [g̃j]比 Varij [∇fij(w̃j)]更小，于是如此构造的 g̃j 有更好的性质。

这个算法中，我们每次先计算完整的梯度，再以其作为估计对 wk 进行多次更新，并集

成结果。相较计算完整梯度后直接更新，它能在同样的更新范围中达到更精细的更新。其收

敛速率有结论：

定理 13 (SVRG-收敛速率). 在 SVRG算法中，若 F 是参数为 c的强凸函数与界为 L的梯度

Lipschitz函数，设步长 α与内循环迭代次数m满足

ρ =
1

1− 2αL

(
1

mcα
+ 2Lα

)
< 1

则对后两种方式更新的 wk+1有 E[F (wk+1)− F (w∗)] ≤ ρE[F (wk)− F (w∗)]，即 {wk}满足线
性收敛速率。
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值得注意的是，SVRG一次外循环需要计算 2m+n个梯度，因此外循环计算开销和直接

进行梯度下降同量级。若能把核心部分 ∇F (w)的计算简化，我们就能获得更高的效率。在

计算机中，一个常用的想法是用空间换时间，即通过储存已经计算的结果来加快后续结果的

计算速度。此处这样的方法称为随机平均梯度 [Stochastic Average Gradient, SAG]算法，而更
有效的是其加速版本，SAGA算法 [6]

：

算法 5 (SAGA算法). 算法流程为：

1. 给定初始 w1，计算向量 g̃i = ∇fi(w1), i = 1, . . . , n。

2. 步长 α > 0，令 k = 1。

3. 从 1到 n中抽取一个下标 j，计算

gk = ∇fj(wk)− g̃j +
1

n

n∑
i=1

g̃i

4. 更新 g̃j = gk, wk+1 = wk − αgk。

5. 判定是否终止，若否则 k = k + 1，回到第二步。

算法中，g̃j 记录的是 fj 最近计算的一次梯度，并以此作为真实梯度的估计。由于定义，

与上个算法相同可知 gk 是无偏估计，并一定程度减小了方差。对其收敛速率则有结论：

定理 14 (SAGA-收敛速率). 在 SAGA算法中，若 F 是参数为 c的强凸函数与界为 L的梯度

Lipschitz函数，设步长 α = 1
2(cn+L)

，则有

E[∥wk − w∗∥2] ≤
(
1− c

2(cn+ L)

)k(
∥w1 − w∗∥2 + n(F (w1)− F (w∗))

cn+ L

)
事实上，SAGA算法也可以采取其他的初始化策略，如先用普通随机梯度法进行一些迭

代等。虽然此算法在高维时有很大的空间开销，在一些特殊问题时仍可以简化，如当 fi(w) =

f̂(αT
i w) 时，有 ∇fi(w) = f̂ ′(αT

i w)αi，由此只要存储了每个 αi，只需要额外保存一个标量

f̂ ′(αT
i w)即可，这在一些回归模型中常会出现。

虽然上述梯度聚合方法在达到指定误差时的收敛比普通 SG算法快，但它们事实上并不
明显优于 SG 算法。类似之前对计算时间的分析，对参数为 c 的强凸函数与界为 L 的梯度

Lipschitz函数 F，记 κ = L
c
，当 n维时欲达到 ϵ误差，直接 SG算法的梯度计算次数正比于

κ2

ϵ
，而 SAGA与 SVRG则正比于 −(n+ κ) ln ϵ。随着 n的增大，梯度聚合方法的计算次数会

变得更多。

23



中国科学技术大学本科毕业论文

§3.2.2 实际测试

在 10000、100000、1000000个样本的训练集用 SAGA算法进行 Losigitic回归，得到的
结果如图 14。

样本集越大，梯度聚合法需要的初始计算次数就越多，但迭代中的效果也会越好，这符

合理论的推导结果。事实上，此现象在步长逐渐衰减时尤为明显。

图 14: 改变样本集大小

值得一提的是，由于 SAGA算法本质是一种单个抽样的算法，其步长应该相对取小才能
使结果的振荡减弱。以 100000大小的训练集为例，步长从大到小的效果如图 15。

图 15: 改变步长大小

对固定步长而言，步长越小可以使振荡越小，收敛性质也会更好，但速度会有一定程度

放慢。对衰减步长，性质是类似的，只要保证衰减速率一定，初始步长可以取得较大。在此

例子中，相比预处理的时间（100000次梯度计算），实际的迭代时间相对短，因此可取更小
步长以保证良好的收敛性。

第 3节 迭代平均

§3.3.1 理论分析

迭代平均缘于一个简单的想法：由于普通 SG方法在每次迭代中抽取一些，若能将这些
抽取的结果平均，亦能减少噪声：
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算法 6 (迭代平均法-迭代). 给定步长 αk > 0，每次迭代中，先计算 wk+1 = wk − αkg(wk, ξk)，

再令最终更新为

w̃k+1 =
1

k + 1

k+1∑
j=1

wj

其计算过程与普通 SG算法完全相同，只是没有选择最新计算出的点，而是选择了所有
计算出点的平均。对它的收敛速率有结论：

定理 15 (迭代平均-收敛速率). 对符合衰减速率 O
(
k−a

)
, a ∈ (0.5, 1)的步长 αk，普通 SG算法

迭代平均后的收敛速率满足

E[∥wk − w∗∥2] = O
(
k−a

)
, E[∥w̃k − w∗∥2] = O

(
k−a

)
证明. E[∥wk −w∗∥2]的估算与之前衰减步长 SG算法收敛性完全相同，而后者的估算只需利
用柯西不等式 (

a1 + a2 + · · ·+ an
n

)2

≤ a21 + · · ·+ a2n
n

代入 ai = ∥wi − w∗∥即可知右侧可以被左侧的 Cesaro平均控制，而当原数列为 O
(
k−a

)
时，

根据数学分析知识可计算得 Cesaro平均与原数列的收敛速率相同，从而得证。

由此即可知迭代平均法改善了收敛效果。

§3.3.2 实际测试

分别考虑批次大小为 1、3，以迭代平均法进行 10000次迭代得到图 16。

图 16: 迭代平均法

无论是从理论推导还是实际测试中，迭代平均法对光滑性的改善都是十分明显的。并且，

虽然表面上它会将迭代计算的成本从迭代次数的一次量级提升到二次量级，但实际上通过

w̃k+1 =
kw̃k + wk+1

k + 1

完全可以在一次量级解决。
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第 4章 二阶手段

另一种对 SG算法的改进方式为利用上 F 的二阶信息。就像梯度类方法利用二阶信息后

成为牛顿类方法，利用二阶信息的随机算法称为随机牛顿法。由于牛顿类方法往往在最优解

附近有二阶收敛速率，随机牛顿法一般有更好的收敛效果。

我们主要考虑五种随机牛顿方法，其中，无海森牛顿法与自然梯度法需要批次有一定规

模时才有效，而剩下的对角缩放、拟牛顿与高斯-牛顿方法则无需此限制。

第 1节 拟牛顿法

§4.1.1 无海森牛顿法

考虑一般牛顿法的迭代过程：

wk+1 = wk + αksk, ∇2F (wk)sk = −∇F (wk)

事实上，我们并不需要精确求解这个方程，只需要进行一些近似求解（如利用共轭梯度法），

只要保证解的接近性，即可满足超线性的收敛速度。在共轭梯度法近似求解的过程中，不需

要显式计算出海森阵，只会出现它与向量的乘积，因此称为无海森牛顿法。

另一方面，由于此方法不要求精确求解，对 ∇F 与 ∇2F 都可以抽取一些 f 并平均估算

(一般估算∇2F 取的样本个数更少)。当然，取样过多会引起计算速度降低，取样过少则导致
估算并不准确，这其中需要一些经验性的选择。

算法 7 (采样无海森牛顿算法). 算法流程为：

1. 给定初始 w1，ρ ∈ (0, 1), η ∈ (0, 1), γ > 1，正整数m，令 k = 1。

2. 从 1到 n中抽取一族下标 Sk，并从 Sk中抽取一部分 S
(H)
k 。计算 (这里 #代表元素个数)

gk = ∇fSk
(wk) =

1

#Sk

∑
i∈Sk

∇f(wk, ξi)

Hk = ∇2f
S
(H)
k

(wk) =
1

#S(H)
k

∑
i∈Sk

∇2f(wk, ξi)

3. 用共轭梯度法求解Hks = gk，直到达到迭代次数上限m或误差满足 ∥Hks+gk∥ ≤ ρ∥gk∥。

4. 令 αk = 1，若

fSk
(wk + αksk) ≤ fSk

(wk) + ηαkg
T
k sk

则放大 αk = γαk，取使其能成立的最大可能 αk = γpk 作为更新步长。

5. 更新 wk+1 = wk + αksk，判定是否终止，若否则 k = k + 1，回到第二步。

26



中国科学技术大学本科毕业论文

当噪声较大时，#S(H)
k 必须取得较大才能避免海森阵导致迭代出现问题，因此 #Sk 较大

时才可能采用此方法。此外，虽然对精确计算∇F 与∇2F 的无海森牛顿法可以证明收敛，加

入采样后并没有办法保证超线性的收敛速率。

更多时候，问题是非凸的，这样的搜索很容易出现问题，因此需要在上方第四步调整为：

用共轭梯度法求解 Hks = gk，直到达到迭代次数上限 m或误差满足 ∥Hks + gk∥ ≤ ρ∥gk∥或
sk是负曲率方向，即 sTkHksk < 0。当然，比起处理不正定的海森阵，我们更希望能维持一个

正定或半正定的估计。

§4.1.2 随机拟牛顿法

为克服上述阻碍，我们考虑无约束优化中直接估计海森阵的拟牛顿法，其更新形式满足

wk+1 = wk − αkHk∇F (wk)

其中 Hk 为对 ∇2F (wk)
−1的估算。

其中常用的 BFGS方法，利用对 Hk 的动态更新，在仅使用一阶信息时通过估计二阶信

息在局部达到了超线性收敛速率。然而，由于 Hk 不具有稀疏性 (即使真实的海森阵是稀疏
的)，大规模计算中其存储开销非常大，我们需要考虑有限记忆策略，例如不需要显式计算出
Hk 的 L-BFGS方法 [7]

。具体来说，我们记录集合 P，其中储存着若干对 s与 y，并每次根据

其中的 s与 y计算出 Hkg：

算法 8 (L-BFGS迭代). 给定包含 m对 (s0, y0), . . . , (sm−1, ym−1)的集合 P，则根据 BFGS迭
代产生的矩阵为

H0 = I

Hk+1 =

(
I − yks

T
k

sTk yk

)T

Hk

(
I − yks

T
k

sTk yk

)
+

sks
T
k

sTk yk

由于每个 I − yks
T
k

sTk yk
或

sks
T
k

sTk yk
与向量的乘积均可只通过向量运算得到，展开 Hmg可得到不含矩

阵运算的计算方式。

即使这样，引入随机后利用采样估算的梯度 g(wk, ξk)进行的更新

wk+1 = wk − αkHkg(wk, ξk)

也会遇到诸多问题：

1. 理论局限性：引入随机后，此方法无法达到线性收敛速率，与一般的 SG算法并无量级
上的区别。不过，由于常数上的改进，随机采样下的拟牛顿法仍然存在意义。可以证

明，当 Hk → ∇2F (w∗)−1时，其常数较一般随机梯度法更好。
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2. 较长的单次迭代时间：设m为 L-BFGS方法的记忆周期 (通常为 5)，d为计算 g(wk, ξk)

所需的操作次数，则Hkg(wk, ξk)的计算需要 4md次计算，也即直接计算 g(wk, ξk)的 20
倍左右。为解决此问题，一般估计 g(wk, ξk)需要采用相对较小的批次，如设定为 256。

3. 估计海森阵的训练过程：估算 Hk 需要用到 g(wk, ξk)与 g(wk+1, ξk+1)之间的差，但二

者都是估计而成，可能造成很大的误差。

4. 误差的累计：与普通拟牛顿法一样每步都对Hk进行更新可能没有必要，或反而引起误

差累积导致估计更加不准确。

对后两个问题有不同的解决方法，例如采取更好的对 yk 的估计方式。

算法 9 (随机拟牛顿法-估计 yk). 已知 wk+1与 wk 时，有 sk = wk+1 − wk，进一步假设已选出

Sk并估计了梯度 g(wk, ξk) = ∇fSk
(wk)，可由如下方法估计对应的 yk = ∇F (wk+1)−∇F (wk)：

1. 令 yk = ∇fSk
(wk+1)−∇fSk

(wk)；

2. 从 Sk 中抽取一部分 S
(H)
k ，令 yk = ∇2f

S
(H)
k

(wk)sk。

前者通过相同采样的方式避免了过大的误差，后者则根据 y = Hs的要求计算 yk，将梯

度计算与海森阵更新解耦 [decouple]。综合估计 yk 的方法，我们可以得到完整的随机拟牛顿

法：

算法 10 (随机拟牛顿法). 算法流程为：

1. 给定初始 w1，正整数m，恒正的步长序列 αk。令 P 为空集，k = 1。

2. 抽取 Sk，并计算

gk = ∇fSk
(wk)

wk+1 = wk − αkHkgk

这里 Hkgk 由 P 中的 (s, y)通过 L-BFGS方法得出。

3. 判定是否需要更新 Hk，若是则继续，否则令 k = k + 1，回到第二步。

4. 任选一种方式估计 yk，并将 (sk, yk)添加到 P 中，若 P 中数量超过m，丢弃其中下标

最小的 (si, yi)。

5. 令 k = k + 1，回到第二步。
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§4.1.3 实际测试

由于测试 LBFGS的特点需要的规模较大，我们采用 Pytorch自带的 LBFGS求解器与基
于一阶信息的 Adam进行对比。考虑风格迁移问题 [1]

，采用论文中算法在 VGG网络的各层
级进行迭代优化时，假设原图片与目标图片为图 17，下面考虑不同优化器的效果。
采用 Adam优化器进行风格迁移在 0、100、200、300、400、500次迭代的效果如图 18，

而损失函数（根据论文，损失分为内容与风格两部分，其和为总损失）如图 19。

图 17: 原图片与目标图片

图 18: 一阶迭代方法

可以看出，一阶优化器的整体效果是较为光滑的，损失在迭代中逐渐收敛后几乎保持不

变。采用 LBFGS优化器后，迭代效果与损失函数如图 20、图 21。由于随机方法的引入，其
速度事实上要快于 Adam优化器，但这也导致它更加不光滑。此外，作为拟牛顿法，其有时
需要进行重新启动才能保证较好的收敛，如 400次迭代左右的尖峰。

不过，对比两种方法也能发现，实际应用中 LBFGS的收敛速度是高于梯度方法的，这
也展示了二阶方法在收敛性上的优势。在优化目标具有较好光滑性时，引入二阶信息可以起

到大幅加速收敛的效果。
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图 19: 一阶迭代损失函数

图 20: LBFGS迭代方法

图 21: LBFGS迭代损失函数

第 2节 半正定性的保持

虽然随机拟牛顿法避免了对海森阵的复杂计算与存储，仍然存在更新过程中未必正定导

致迭代误差很大的问题。本节的主题即为解决此问题。
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§4.2.1 高斯-牛顿法

高斯-牛顿方法从估算的角度作出了改进，其在真实的海森阵非正定时也能保证估计过
程的半正定性。

回到基础定义，对 ξ = (ξx, ξy)与参数 w产生的预测函数 hw，考虑最小二乘误差

fw(ξ) = l(hw(ξx), ξy) =
1

2
∥hw(ξx)− ξy∥2

在给定 ξ时记 hw 对 w的 Jacobi阵为 Jhξ
(w)，则有

hw(ξx) = hwk
(ξx) + Jhξ

(wk)(w − wk) +O(∥w − wk∥2)

于是计算可得 fw(ξ)忽略二阶项近似为

1

2
∥hwk

(ξx)− ξy∥2 +
(
hwk

(ξx)− ξy
)TJhξ

(wk)(w − wk) +
1

2
(w − wk)

TJhξ
(wk)

TJhξ
(wk)(w − wk)

若将其看作对 f 的展开，海森阵即为 Jhξ
(wk)

TJhξ
(wk)。由此思想，我们可以作近似：

定义 3 (高斯-牛顿阵). 对一族下标 S
(H)
k ，其对最小二乘误差产生的高斯-牛顿阵为

G
S
(H)
k

(wk) =
1

#S(H)
k

∑
i∈S(H)

k

Jhξi
(wk)

TJhξi
(wk)

对一般的凸误差函数 l(y1, y2)，高斯-牛顿阵则为

G
S
(H)
k

(wk) =
1

#S(H)
k

∑
i∈S(H)

k

Jhξi
(wk)

T∇2
hl(h, ·)Jhξi

(wk)

定理 16 (正定性). 对任何凸误差函数，高斯-牛顿阵半正定，且对 λ > 0有 λI +G
S
(H)
k

(wk)正

定。

证明. 由凸函数二阶条件可知 ∇2
hl(h, ·)半正定，从而根据定义可知 G

S
(H)
k

(wk)半正定，进一

步得到 λI +G
S
(H)
k

(wk)正定。

由此，一般增加 λI 后得到正定的矩阵作为海森阵的近似，从而进行迭代。此方法的计

算成本取决于预测函数的维度。事实上，在机器学习中，计算随机梯度向量 ∇fξ(w)通常不

需要明确计算 Jacobi矩阵的所有行，此外，也可以有其他低成本解决高斯-牛顿迭代问题的
方案。

§4.2.2 对角缩放法

为了进一步降低每次迭代运算次数，可以采用对角缩放法。在高斯-牛顿法中，我们虽然
能够近似海森阵，却仍然需要近似其逆才能计算出迭代更新的方向。而对角缩放法的思路则

是迭代更新高斯-牛顿阵，并直接将其逆近似为对角元对应取逆的对角阵，具体来说为：
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算法 11 (对角缩放法-迭代). 若每一步取出样本 ξk，对应梯度为 g(wk, ξk)，当前高斯-牛顿阵
对角元构成的向量为 Gk，则迭代过程先计算 wk+1(下标 i表示第 i个分量，对所有分量如此

计算)：
wk+1,i = wk,i −

α

Gk,i + µ
g(wk, ξk)i

再更新 Gk (下标 ii即第 i个对角元)：

Gk+1,i = (1− λ)Gk,i + λ
(
Jξk+1

(wk+1)
TJξk+1

(wk+1)
)
ii

这里 µ为给定正数，避免对角元太小，α为步长因子，λ ∈ (0, 1)为更新权重。

此算法中，对于高斯-牛顿阵利用权重衰减的方法进行近似，且只保存与更新其对角元，
并完全用对角元近似 Hgk。比起二阶方法，它其实更接近对 gk 进行一定幅度调整的一阶方

法。

除了这样直接通过 Jacobi阵计算对角元与其倒数外，也可以采用近似计算的方案。例如，
在拟牛顿法中，可以考虑由当前的 sk, yk 迭代更新 Hk 的对角元 Hk,i：

Hk+1,i = (1− λ)Hk,i + λProj
(
sk,i
yk,i

)
这里 Proj代表向某个正区间 [a, b]投影，即将小于 a的置为 a，大于 b的置为 b，其余不变。

然而，由于 Hk 无法控制，直接运用这样的方法是噪声较大且难以纠正的，于是需要寻求更

好的办法。

其中一个想法是，迭代更新海森阵 Gk 而非其倒数 Hk，再直接计算倒数，更新方式为

Gk+1,i = Gk,i + Proj
(
yk,i
sk,i

)
注意对角缩放法的迭代步骤可发现，Proj的投影保证了实际更新的步长是以 O

(
1
k

)
下降的。

§4.2.3 自然梯度法

我们最后考察的优化方法是自然梯度法
[8]
，其想法为在空间H中（而非参数空间下）进

行梯度下降迭代，因此得名。

假设参数空间中所有的函数都是密度函数，即
∫
hw(x)dx = 1且 hw(x) ≥ 0，由此可以定

义 Ehw 等，并假设其充分正则 (由归一化条件可知此式为 0)：

∀t > 0,

∫
∂t

∂wt
hw(x)dx =

∂t

∂wt

∫
hw(x)dx

这里 ∂t

∂wt 指的是对任一种对不同分量求总计 t阶导数的方式。

我们先定义 KL散度：
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定义 4 (KL散度). 对两个非零的密度函数 h1, h2，可定义 h2对 h1的KL散度 [Kullback-Leibler
divergence]为

DKL(h1∥h2) = Eh1

[
ln

h1(x)

h2(x)

]
值得注意的是，DKL(h1∥h2)未必与 DKL(h2∥h1)相同，因此这并非对称的定义。。

定理 17 (KL散度的性质). DKL(h1∥h2) ≥ 0，且其取到 0当且仅当 h1与 h2几乎处处相等。

证明. 由于 − lnx是严格凸函数，对和为 1的正数 λ1, . . . , λn与正数 x1, . . . , xn，由琴生不等

式有 ∑
i

−λi lnxi ≥ − ln
(∑

i

λixi

)
且等号成立当且仅当 xi均相等。

将其连续化即得，对满足
∫
f(x)dx = 1的正函数 f(x)与正函数 g(x)，有∫

−f(x) ln g(x)dx ≥ − ln
∫

f(x)g(x)dx

且等号成立当且仅当 g(x)几乎处处恒定。

于是有

DKL(h1∥h2) =

∫
− ln

h2(x)

h1(x)
h1(x)dx ≥ − ln

∫
h2(x)h1(x)

h1(x)
dx = − ln 1 = 0

由于 h1, h2均为归一化的正函数，
h1

h2
几乎处处恒定可得只能恒定为 1，从而得证。

将 hw+δw(x)对 δw展开到二阶，可计算得

DKL(hw∥hw+δw) = −δwTEhw

[
∇w lnhw(x)

]
− 1

2
δwTEhw

[
∇2

w lnhw(x)
]
δw +O(∥δw∥3)

定理 18 (期望估算). （省略期望下标 hw）

E
[
∇w lnhw(x)

]
= 0, −E

[
∇2

w lnhw(x)
]
= E

[
∇w lnhw(x)∇w lnhw(x)

T
]

证明. 根据充分正则性，写成期望形式，对 t = 1, 2可知

E

[
1

hw(x)
∇whw(x)

]
= 0, E

[
1

hw(x)
∇2

whw(x)

]
= 0

由第一个式子内部可直接写成 ∇w lnhw(x)可知 E
[
∇w lnhw(x)

]
= 0，而进一步计算可知

E
[
∇2

w lnhw(x)
]
= E

[ 1

hw(x)
∇2

w − 1

h2
w(x)

∇whw(x)∇whw(x)
T
]

由求和中第一项为 0即得证。
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从而，记 G(w) = E
[
∇w lnhw(x)∇w lnhw(x)

T
]
，即有

DKL(hw∥hw+δw) =
1

2
δwTG(w)δw +O(∥δw∥3)

下面研究其如何应用于迭代。

我们考虑每次限制变化范围的优化

wk+1 = argmin
w

{
F (w) | DKL(hwk

∥hw) ≤ η2k

}
根据推导，此约束可近似成 1

2
(w − wk)

TG(wk)(w − wk) ≤ η2k。将硬约束化为软约束，可

看作优化目标增加项 1
2αk

(w − wk)
TG(wk)(w − wk)，αk 越大则步长越大，再将 F (w)近似为

F (wk) +∇F (wk)
T (w − wk)，最终变为

wk+1 = argmin
w

{
∇F (wk)

T (w − wk) +
1

2αk

(w − wk)
TG(wk)(w − wk)

}
求解可得到：

算法 12 (自然梯度法-迭代). 每次迭代中，给定步长 αk > 0，抽取一族下标 Sk，估算 G(wk)

为 (ξi,x代表样本 ξi中的 x)

G̃(wk) =
1

#Sk

∑
i∈Sk

∇w lnhwk
(ξi,x)∇w lnhwk

(ξi,x)
T

并更新

wk+1 = wk − αkG(wk)
−1∇F (wk)

与高斯-牛顿法类似可证 G̃(wk)半正定，于是使用中可添加 λI 以保证正定性。

§4.2.4 实际测试

不妨考虑 y为一维的情况，假设预测函数为二次函数

hw1,w2,w3(x) = (wT
1 x)

2 − (wT
2 x)

2 + wT
3 x

容易验证此函数对应损失函数非凸，真实海森阵在大部分情况下非正定。

直接计算可知

∇w1h(x) = 2(wT
1 x)x, ∇w2h(x) = −2(wT

2 x)x, ∇w3h(x) = x

高斯-牛顿法中，将∇wh(x)∇wh(x)
T 在采样中平均以得到对G的估算，而自然梯度法将

∇w lnh(x)∇w lnh(x)T =
1

h2(x)
∇wh(x)∇wh(x)

T

34



中国科学技术大学本科毕业论文

作为对 G的估算。添加 λI 后计算其逆，结合采样估算梯度

∇wfi(w) = 2(h(xi)− yi)∇wh(xi)

即可得到迭代。这里的 λ事实上包含了某些正则化的功能，因此无需再特别进行正则化。

令

a1 = (1.1, 2.1, 0.3,−0.5, 0, 0, 1)T

a2 = (2, 0.1, 1.3, 0.2,−1, 0,−1)T

a3 = (1,−2, 1,−1.1, 0, 3, 0)T

生成函数为

y = (aT1 x+ ϵ1)
2 − (aT2 x+ ϵ2)

2 + aT3 x+ ϵ3

其中 ϵ1,2,3为独立的随机误差。

这个例子中，由于结果的形式，∇wfi(w)的前 14个分量只要 wT
1 x = 0, wT

2 x = 0即会为

0，因此这个例子中十分容易落入局部最优点，一阶方法无法对前 14个分量进行有效更新。
以全 1进行初始化（全 0进行初始化的影响将在之后讨论），估算梯度的批次大小为 50，

估算海森阵的批次大小为 30，正则化系数 λ = 0.1，高斯-牛顿法步长取为 0.001，自然梯度法
步长取为 0.00001，进行 10000次迭代后可结果如图 22，纵轴为均方误差的对数。可以看出，
步长相对高的高斯牛顿法虽然在刚开始迭代时下降较快，但收敛结果上不如自然梯度法，这

也暗示着自然梯度法是对海森阵更好的估计。

图 22: 基础结果
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将正则化系数取为 0.001、0.05、1的效果如图 23。可以看出，自然梯度法受正则化的影
响十分剧烈，若正则化系数太低会因为矩阵接近奇异而趋于发散，太高则会降低收敛速度。

相比之下，高斯-牛顿法的矩阵更稳定，因此需要正则化部分的影响偏小。

图 23: 正则化影响

尝试将步长进行衰减，可以得到图 24。总体来说，步长衰减对牛顿迭代的效果差别不
大，这是由于海森阵的估计与梯度的作用已经提供了较决定性的步长因子。因此，一般无需

再额外进行步长的衰减。

图 24: 步长衰减结果

第 5章 批次牛顿法

以上两章中，我们讨论了对随机梯度法进行降噪以及引入二阶信息形成随机牛顿法。本

章中，我们将二者结合，尝试给出一个通用性更好的方案。此时的理论分析会变得十分困难，
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但我们仍可以通过实践测定方法的合理性。

第 1节 牛顿法的降噪

由于对海森阵的估计亦存在噪声，对随机牛顿法仍然可以采用之前的降噪策略。除了梯

度聚合法需要依赖梯度本身，动态采样与迭代平均都可以直接实现。

§5.1.1 动态采样

设初始估算梯度的批次大小为 50，估算海森阵的批次大小为 30，每次乘 1.001进行扩大
采样，上限为 300、180，迭代 3000次的结果如图 25。

图 25: 二阶动态采样

对比两条曲线可以发现，对输入更加敏感的自然梯度法在动态采样下显著降低了振荡程

度，而更加稳定的高斯-牛顿法振荡程度的降低并不明显。尝试使用更小的批次，如估算梯度
40、估算海森阵 30，或估算梯度 30、估算海森阵 20进行迭代，可以发现结果如图 26。自
然梯度法的迭代效果几乎不受影响，但高斯-牛顿法在样本较少时很容易收敛到了并不是真
正最小点的驻点。

不过，由于需要用若干个秩为 1矩阵的和估算真正的海森阵，考虑到可逆性的要求，估
算海森阵的样本个数不能更小，这也导致动态采样法对收敛效果的改进有限——由于初始批

次大小必须充分大，动态采样自始至终都保持在同一个量级上，逐渐增大的批次大小导致的

计算开销增大更值得注意。
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图 26: 降低批次大小

§5.1.2 迭代平均

与一阶方法时完全类似进行迭代平均的效果如图 27。虽然收敛速度有所降低，但无论
是对高斯-牛顿法还是自然梯度法，其都非常显著地增加了结果的光滑程度。

图 27: 二阶迭代平均

将步长与迭代次数都翻倍，可以得到较充分收敛的结果，如图 28。
高斯-牛顿法很快达到了最低点，随即开始过拟合，而进一步迭代测试可发现自然梯度

法在误差对数接近 −8时方才开始过拟合，展现出了很好的逼近性质，整体对比如图 29。
综合上述讨论，自然梯度法结合迭代平均是计算开销和收敛效果都相对较好的方案。此
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图 28: 充分迭代平均的随机牛顿法

图 29: 有无迭代平均的两种二阶方法对比

后无特殊说明时，所有方法都采用了迭代平均策略。
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第 2节 迭代稳定性

除了噪声的处理，二阶方法另一个需要考虑的问题是，在存在局部极小值，或未必有二

阶信息时，迭代能否稳定进行。

§5.2.1 非凸迭代

首先，对于之前的例子，我们还需要考虑不同位置出发的迭代。若初始为全 0的位置，
hi(w) = 0，自然梯度法根本无法进行迭代。因此，必须在 hi(w)充分小时利用高斯-牛顿法
估算梯度，由此得到的全 0出发的结果如图 30。

图 30: 奇异点出发的二阶迭代

事实上，由于前 14个分量的所有梯度均为 0，迭代过程中它们亦保持恒 0，不会发生变
化，从而导致无法正常收敛，于是损失居高不下。机器学习中，解决此问题的常用方案是随

机初始化策略。由于落在驻点附近的概率相对很小，只要采取随机初始化，即可避免出现无

法迭代的情况。不过，随机初始化的效果并不稳定，也可能落入其他的驻点，如图 31。
另一个常用的策略是迭代过程中添加随机的扰动——某种意义上，随机初始化即是在迭

代开头添加了随机扰动。例如，从全 0出发，每 1000次迭代添加一个方差恒定的正态分布。
几次测试的效果如图 32，可以发现，这时虽然避免了完全落入前 14个分量为 0的点，

但是否能改善收敛仍然是随机的，因此，若不能找到好的起始点，二阶方法在非凸情况的稳

定性可能较差。
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图 31: 几次随机初始化的结果

图 32: 随机扰动后的二阶方法

§5.2.2 非二阶情况

此外，原函数不存在有意义二阶导的情况也可能影响二阶方法的效果。考虑之前例子中

令

hw1,w2,w3(x) = (wT
1 x)

2 − |wT
2 x|+ wT

3 x

y同理更改，由此仍然可以利用高斯-牛顿法与自然梯度法计算，从全 1出发，迭代结果为图
33，可以看到，自然梯度法落入了驻点，而高斯-牛顿法较好地进行了迭代。
随机初始化，多次测试后可以得到图 34。总的来说，二阶方法的不稳定性较高，尤其容

易受初始点与函数形式的影响。不过，无论是高斯-牛顿法还是自然梯度法，由于实质上都只
使用了一阶信息，对函数二阶光滑性的要求并不算高，即使对不具有良好光滑性的函数，也

能在合适的初值下得到相对好的收敛结果。

然而，即使如此，二阶方法的迭代稳定性问题仍然难以解决。理论计算可知，牛顿法在

离全局最优点充分近时是具有二阶收敛速率的，但它并不能保证在远处能快速接近最优点。

反之，梯度方法可以快速接近最优点，但附近的收敛速度较慢。为了克服二阶方法的迭代稳

定性问题，我们需要从此思路出发将一阶、二阶方法进行结合。
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图 33: 含绝对值的二阶迭代

图 34: 随机初始化的含梯度二阶迭代

第 3节 复合方法

§5.3.1 近端牛顿法

回到二阶光滑、全 1初始化的例子，进行充分迭代后，对比高斯-牛顿法、自然梯度法与
普通的随机梯度法，可得到图 35。

此结果符合之前的理论分析，也即远处一阶方法收敛性更好，而近处二阶方法收敛性更

好。采用更新幅度作为表征，若直接梯度法的更新幅度相对较小则选用对应的步长更小、也

更精细的自然梯度法，即可以得到综合的结果。考虑一个方差较大的随机初始化（从而导致

初始可能距离很远）的例子，充分迭代后的实际效果如图 36，可以看出，两种方法结合后
明显改善了收敛的速率。（这里自然梯度法收敛较慢是出于精细调整的目的降低了步长。）
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图 35: 一阶、二阶方法对比

图 36: 综合方法

不过，初始距离很远的情况下，迭代过程中也更容易被更远处的局部最优点捕获，导致

难以充分逼近，这时仍然需要结合前一部分的随机扰动策略以保证迭代的持续进行。
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§5.3.2 自适应二阶方法

最后，结合上述讨论，我们给出一个具有自适应特性的二阶方法，以保证收敛速率与收

敛的准确性。

算法 13 (自适应二阶方法). 算法流程为：

1. 给定初始 w1，某初始较低的步长 αb，记 α0 = αn
0 = αb，估算梯度与估算二阶项的批次

大小m、n，令 k = 1。

2. 从样本中抽取m个构成 Sk，并计算

gk =
1

#Sk

∑
i∈SK

∇fi(wk)

3. 从 Sk 中抽取 n个构成 Tk，并计算

Gk =
1

#Tk

∑
i∈Tk

∇w lnhwk
(ξi,x)∇w lnhwk

(ξi,x)
T

这里右侧的求和中，若某项的 hwk
(ξi,x)过小，可替换为 ∇whwk

(ξi,x)∇whwk
(ξi,x)

T 以避

免奇异。

4. 计算牛顿方向 gnk = G−1
k gk。

5. 记 wk+1(α) = wk − αgk，从 α = αk−1出发进行迭代。考虑 Sk 上误差∑
i∈Sk

(hwk+1(α)(ξi,x)− ξi,y)
2

若其比原来有下降则将 αk−1翻倍，持续翻倍直到误差不再下降，取出使误差最小的步

长。否则，持续减半，直到误差比原来下降。将最终步长记为 αk。

6. 对 gnk 进行类似操作，从 αn
k−1找到最大下降步长 αn

k。

7. 对比 wk − αkgk 与 wn
k − αn

kg
n
k，取 Sk 上误差更小为 wk+1。

8. 实际使用的 w̃k+1 =
1

k+1

∑k+1
i=1 wi，k = k + 1，回到第二步。

通过自适应的步长更新，自然梯度法与普通随机梯度的更新结合，理论来说可以得到很

好的收敛效果。实际测试也符合这一结论，以全 1进行初始化，迭代结果如图 37，而高误
差初始化的结果如图 38。

可以发现，其收敛性质要远好于一般固定的步长的梯度或自然梯度迭代，在 3000次迭
代就达成了较好的收敛——而不进行自适应步长时，若步长取得太高，一般的随机方法则会

非常容易发散。三种算法执行 100000次迭代的时间分别为 251秒、175秒、148秒，而自适
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图 37: 全 1初始化结果

图 38: 高误差初始化结果

应算法在 100000次迭代中有 22920次选取了自然梯度的方向，也即直接梯度法事实上是占
据主要迭代的。
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此方法可以很大程度克服落入局部最优的情况，这并不是通过显式增加干扰实现的，而

是通过相对激进的步长迭代策略——直接以 2的幂进行迭代，有很大概率跨过局部最优点。
是误差较大的初始化出发的迭代结果，效果更加明显。

此外，从结果来说，自适应方法单次迭代的比较过程并不会消耗过多时间，其他测试也

证明了时间消耗至多为简单自然梯度方法的两倍。事实上，由于取出的批次并不太大，指数

量级改变的步长也不可能持续过多次，计算海森阵与其逆才是消耗时间相对最多的部分。

第 6章 总结与讨论

第 1节 总结

由于机器学习中一般面对着大量的样本与复杂的模型，随机梯度法成为了常用的优化方

案。我们对其进行了相关的理论分析，证明了各种情况的收敛性，并得到了在各种实际情况

下的表现。总体来说，随机梯度法可以以较低的迭代代价得到相对良好的结果，但由于随机

性，收敛性和收敛速度都无法保证。

接下来，我们尝试了使用动态采样、梯度聚合与迭代平均的方法进行降噪，分析了各个

降噪方案的结果。相比之下，迭代平均是成本低且效果良好的降噪方案。

下一章中，我们尝试引入二阶信息以加速收敛。考虑到实际函数未必具有良好的凸性，

最终采用的方案是以一阶信息结合正则化给出一个正定的对二阶信息的估计，也即高斯-牛
顿法与自然梯度法。实验表明，自然梯度法的总体效果相对较好。

最后，我们结合降噪方案与二阶方法，给出了步长自适应的一种二阶方法。其在保持迭

代较稳定的基础上，可以有效达成高收敛速率，且计算代价可控，不容易被局部最优捕获。

从此方法出发，也可以推广得到一类综合一阶、二阶信息的自适应迭代模式。

第 2节 讨论

§6.2.1 存在问题

虽然此方法已经能达到相对较好的结果，仍然有一些问题需要解决：

1. 理论收敛性问题。虽然直接梯度与自然梯度都可以得到期望收敛的结果，但结合自适
应步长后，无法简单得到其理论上的收敛性，需要更进一步的分析在各个函数上的情

况。

2. 计算代价问题。对一阶与二阶迭代方向逐次对比步长并计算损失是一个代价较高的方
案，尤其是模型增大时。如果能有更好的方法确定选择的方向或步长，可以减少损失

计算上的复杂度。
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3. 收敛速率问题。根据损失对数的下降情况，会在某个位置达到收敛极限，而这是由抽
样方差与步长引起的，如果能更好进行调整，或结合动态采样，可以达成更精细的收

敛。

§6.2.2 优化方向

基于这些问题与方法的特性，可以给出一些可能的优化方向：

1. 进一步的理论分析。由于自适应步长中实际保证了在批次中损失的下降性，结合期望
仍然可以得到此迭代的收敛性，并且一定能够在步长充分小时收敛至极小点。不过，这

样的简单分析并不能实际体现自适应后的收敛速率，需要更精细的工具。

2. 计算代价的优化。如上一部分中所述，我们可以试着寻找选择的方向或步长的更好方
法，以降低大量比较导致的计算代价。

3. 更多一阶二阶方法的探索。我们此处采用了简单随机梯度作为一阶方法，自然梯度法
（以及奇异时的高斯-牛顿法）作为二阶方法，并加以结合。可以考虑采用更丰富的一、
二阶方法以达成更好的收敛性，例如以 LBFGS为基础构建二阶方法，维护拟牛顿阵。

4. 降噪过程的优化。从第一步开始进行迭代平均未必是好的选择，尤其是开始时误差较
大，可以考虑在收敛到一定程度后再开始迭代平均。同样，这时开始进行动态采样也

可能增加效率。

5. 步长控制的优化。直接以翻倍和减半作为步长控制虽然确实有跨过局部最优的功能，但
是面对不少情况可能导致不精确，可以试着结合上下界或其他倍率等要素一起进行控

制。

6. 引入估算自适应。如同梯度聚合的思路，事实上可以考虑聚合部分之前迭代的采样结
果以得到对真实的梯度、海森阵更好的方向，这可能可以在计算代价相对低的情况下

得到更好的收敛性。

§6.2.3 应用展望

虽然此处的自适应二阶方法只是一个简单的例子，但其代表的一类结合一阶、二阶迭代

的自适应方法可以在随时间的收敛性与收敛速率方面展现出优势。进一步引入优化后，其的

确可以用于解决部分机器学习中的优化问题。

不过，当参数数量极多时，估算海森阵与其逆需要的存储与计算成本几乎是不可接受的，

因此仍然需要寻找更简单的计算策略，例如将 LBFGS作为二阶方法达成时间换空间的效果。
最后，类似有限差分法中通过数值黏度进行一阶与二阶的加权，此方法也可以通过加权

而非选择获得更好的迭代方向，并最终应用在模型的学习中。
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