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1 说明

这份提纲主要参考了宗学长编写的讲义。下面的知识梳理仅基于助教的理解, 简单
罗列较为重要的知识点, 未罗列的部分不代表考试不涉及, 更多内容请同学们参照课本，
复习顺序建议为: 课本定理、例题、老师上课补充内容 > 作业题 > 往年考试题 > 其
它，不要盲目刷难题，考试最后一题的 6 分和第一题的 6 分都是 6 分!

2 不定积分

2.1 不定积分的定义及计算方法

2.1.1 定义

积分要加 C

2.1.2 常见计算方法

1. 换元
2. 分部积分
两种方法推导的过程和应用条件尽量掌握, 做题时应首先考虑这两种方法。

2.1.3 特殊函数积分

• 有理函数的积分，利用待定系数法对有理函数进行因式分解

• 三角函数积分

• 三角函数变换公式：

– 倍角公式：sin(2x) = 2 sin(x) cos(x)，cos(2x) = cos2(x)− sin2(x)

– 半角公式：tan
(
x
2

)
= sin(x)

1+cos(x)

– 万能公式：sin2(x)+ cos2(x) = 1，1+ tan2(x) = sec2(x)，1+ cot2(x) = csc2(x)

• 写成容易积分的两部分线性和，如
∫

cosx
asinx+bcosx dx令cosx = A(asinx + bcosx) +

B(asinx+ bcosx)
′

积分方法千千万，很难完全总结出什么规律，所以建议同学再去把作业或者课本上
的积分题过一遍。
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3 单变量函数积分学

3.1 Riemann 积分定义

∫ b

a

f(x) dx := lim
λ→0

n∑

i=1

f(ξi)∆xi,

其中 λ = ∥T∥ = max1≤i≤n ∆xi 是分割 T : a = x0 < x1 < · · · < xn = b 的宽度，对
于每个 ξi ∈ [xi−1, xi]（i = 1, 2, . . . , n）。

一些极限题可以转换为积分定义计算!!!
例如：limn→∞

1
n4

∏2n
i=1(n

2 + i2)
1
n (取对数考虑)

3.2 可积性

1. 可积必有界

2. 连续必可积，闭区间 [a, b] 上的连续函数必定可积

3. 几乎处处连续等价于可积。闭区间 [a, b] 上的有界且至多有有限个间断点的函数可
积

4. 单调必可积分，闭区间 [a, b] 上的单调函数必定可积

这一部分需要掌握从定义去证明可积，考试可能作为大题出现

3.3 可积函数性质

1. 线性性

2. 可加性（积分区间可加）

3. 保序性

4. 三角不等式：
|
∫ b

a

f(x) dx| ≤
∫ b

a

|f(x)| dx.

5. 柯西-施瓦兹不等式：
∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣ ≤

√∫ b

a

|f(x)|2 dx

√∫ b

a

|g(x)|2 dx
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3.4 常见定理

牛顿莱布尼兹公式：

1. ∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

微积分中值定理：

1. 若 f(x) ∈ C[a, b], g(x) ∈ R[a, b] 且不变号，则存在 ξ ∈ (a, b)，使得
∫ b

a

f(x) dx = f(ξ)(b− a),

∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x) dx.

2. 第二积分中值定理:设 f(x)在 [a, b]上可积，g(x)在 [a, b]上单调，则存在 ξ ∈ [a, b]，
使得 ∫ b

a

f(x)g(x) dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x) dx.+ g(b)

∫ b

ξ

f(x) dx.

常用结论：

(a) 设 f(x) 在 [a, b] 上可积，g(x) 在 [a, b] 上单减且非负，则存在 ξ ∈ [a, b]，使得
∫ b

a

f(x)g(x) dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x) dx.

(b) 设 f(x) 在 [a, b] 上可积，g(x) 在 [a, b] 上单增且非负，则存在 ξ ∈ [a, b]，使得
∫ b

a

f(x)g(x) dx = g(b)

∫ b

ξ

f(x) dx.

变上限积分：

1. 若 f ∈ R[a, b], 则 φ ∈ C[a, b];

2. 若 f(x) 在 x0 处连续，则 φ(x) 在 x0 处可微，且 φ′(x0) = f(x0);

3. f(x) 的任意原函数表示为 F (x) = φ(x) + C =
∫ x

a f(t) dt+ C，其中 C ∈ R。

4. 变上限 (下限) 积分的求导需要掌握

5
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3.5 积分的应用

1. 平面曲线的弧长:
2. 平面图形的面积:
3. 旋转体的体积:
4. 旋转体的侧面积:
5. 在物理中的应用
以上积分公式的 3 种表示形式:

1. 直角坐标: y = f(x)

2. 极坐标: r = r(θ)

3. 参数方程:

⎧
⎨

⎩
x = x(t)

y = y(t)

(这部分同学们最好记住原理和公式)
扩展内容：古德金定理 (伍胜健 2)7.7 节、周民强数学分析习题演练第二册例 1.8.5

3.6 反常积分

1. 无穷积分: ∫ +∞

a

f(x) dx = lim
b→+∞

∫ b

a

f(x) dx

= lim
b→+∞

(F (b)− F (a))

= F (+∞)− F (a).

2. 瑕积分: ∫ b

a

f(x) dx = F (b− 0)− F (a).

计算反常积分的两种方法:

1. 直接法：换元/分部积分 + Newton-Leibniz 公式。

2. 间接法：先证明收敛性，再通过解方程计算其值。

有关判断反常积分收敛性的方法还有很多，想详细了解可以见数分 A 教材第 16
章

4 常微分方程

考试必考，主要注重如何解一阶、二阶微分方程，如何将问题化为微分方程的形式，
这部分公式一定要背。

6
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4.1 解的结构:
1. 线性方程的叠加原理

2. 非齐次线性方程解的结构
非齐次方程通解 y = 齐次方程通解 yh + 非齐次方程特解 yp.

4.2 一阶微分方程:
1. 变量分离法

2. 常数变易法

3. 一阶线性方程
先通过变量分离法求齐次方程通解 yh，再利用常数变易法求非齐次方程特解 yp，
两者叠加为非齐次方程通解 y = yh + yp.

4.3 二阶线性微分方程:
1. 基本解组 & 线性无关：线性相关 ⇔ W (x) = 0.

2. Wronski 行列式

W [y1, y2](x) =

∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣ .

3. Liouville 公式
W (x) = W (x0)e

−
∫ x
x0

p(t) dt.

4. Liouville 定理: 函数二阶齐次线性微分方程 y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 在区间 (a, b)

上的两个解，y1(x) 和 y2(x)，则 y1(x) 和 y2(x) 在区间 (a, b) 上线性相关的充分必
要条件是 W (x) ≡ 0, x ∈ (a, b) 或写作：y1(x) 和 y2(x) 在区间 (a, b) 上线性无关的
充分必要条件是 W (x) ̸= 0, ∀x ∈ (a, b).

5. 二阶齐次线性方程的 Liouville 公式: 设函数 y1(x) 是齐次线性方程 y′′ + p(x)y′ +

q(x)y = 0 的一个非零解，则函数 y2(x) = y1(x)
∫

1
y21(x)

e−
∫
p(x) dx dx 是方程的另一

个与 y1(x) 线性无关的非零解.

6. 二阶非齐次线性方程的特解 (常数变易法): 设 y1(x) 和 y2(x) 是二阶齐次线性
微分方程 y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 的两个线性无关解，则非齐次线性微分方程
有形如 yp(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) 的特解，其中 C1(x) = −

∫ y2(x)f(x)
W (x) dx,

C2(x) =
∫ y1(x)f(x)

W (x) dx，这里 W (x) 是 y1(x) 和 y2(x) 的 Wronski 行列式。

7. 特解: yp(x) =
∫ x

x0

y2(x)y1(t)−y1(x)y2(t)
W (t) f(t) dt dx.

7
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说明: 上述公式建议熟记. 但要注意，若能直接看出非齐次方程一个显然的特解，可
以大大降低计算量.

4.4 特征方程 & 特征根:
特征方程法解微分方程：做变换 y = eλx 带入方程中，求解 λ

4.5 可转化/可降阶的微分方程:
以下形式的方程可通过变量代换降阶或转化为易于求解的微分方程.

1. 不显含未知函数的二阶方程:

F (x, y′(x), y′′(x)) = 0.

作变量代换 p = y′(x)，则方程化为一阶微分方程

F (x, p(x), p′(x)) = 0.

2. 不显含自变量的二阶方程:
F (y, y′, y′′) = 0.

作变量代换 p = y′(x)，则有

d2y

dx2
=

dp

dx
=

dp

dy

dy

dx
= p

dp

dy
.

3. Euler 方程
x2y′′ + pxy′ + qy = f(x),

其中 p, q ∈ R 是常数. 变形得

y′′ +
p

x
y′ +

q

x2
y =

f(x)

x2
.

作变量代换 x = ±et，得

d2y

dt2
+ (p− 1)

dy

dt
+ qy = f(±et).

5 无穷级数

5.1 数项级数

5.1.1 定义:

1. 部分和数列

8
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2. 正项级数

3. 级数的收敛 & 发散

4. 绝对收敛 & 条件收敛

5.1.2 性质:

1. 线性性: 若级数
∑∞

k=1 ak,
∑∞

k=1 bk 都收敛，则级数
∑∞

k=1(αak + βbk) 也收敛，且

∞∑

k=1

(αak + βbk) = α
∞∑

k=1

ak + β
∞∑

k=1

bk, ∀α, β ∈ R.

说明: 这是极限的四则运算法则的直接推论.

2. 结合律: 设
∑∞

n=1 an 是一收敛级数. 若把级数的项任意结合而不改变其先后的次
序, 得新级数

(a1 + . . .+ ak1) + (ak1+1 + . . .+ ak2) + . . .+ (akn−1+1 + . . .+ akn) + . . . (1)

其中kj ∈ N∗, k1 < k2 < . . . (j = 1, 2, . . .),

则新级数也收敛, 且与原级数有相同的和. 说明: 这是“收敛数列的任意子列均收
敛, 且与原数列具有相同极限”的直接推论.

至此, 应当注意到级数的许多性质与数列及数列极限中的许多性质存在对应关系,
而部分和数列 {Sn} 即为联系二者的桥梁, 下面许多用于判别敛散性的方法也与数
列中有所对应, 值得留意.

若级数 (1) 在同一括号中的项都有相同的符号, 则级数
∑∞

n=1 an 收敛的充分必要
条件是级数 (1) 收敛, 且两者有相同的和. 提示: 证明充分性时, 运用两边夹法则.

3. 收敛的必要条件: 若级数
∑∞

n=1 an 收敛, 则 limn→∞ an = 0. 注意: 对于反常积分
∫ +∞
a f(x) dx 收敛, 不一定有 limx→+∞ f(x) = 0. 一个常见的反例是数分 A 教材 16
章例 4:

∫∞
0

xdx
1+x6sin2x

4. 有限项的改变: 在级数
∑∞

n=1 an 中改变有限项（添加/删除/改变）, 不影响级数的
敛散性, 所以在利用判别法的时候，我们可以甩掉前面 N 项再去判断收敛/发散。

5.1.3 级数敛散性的判别法:

Cauchy 收敛准则:
∑∞

n=1 an 收敛 ⇔ 部分和数列收敛的 Cauchy 收敛准则.
正项级数的判别法:
注意: 以下所有判别法都只适用于正项级数!

1. 部分和数列有界: 这是“单调有界必收敛”的直接推论.
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2. Cauchy 积分判别法: 若 f(x) 在 [1,+∞) 上非负且单调递减, 则级数
∑∞

n=1 f(n)

与积分
∫ +∞
1 f(x) dx 同敛散.

3. 比较判别法: 设有两个正项级数
∑∞

n=1 an 和
∑∞

n=1 bn. 若对于所有 n > N , 有
an ≤ bn, 则:

(1) 若
∑∞

n=1 bn 收敛, 则
∑∞

n=1 an 也收敛;

(2) 若
∑∞

n=1 an 发散, 则
∑∞

n=1 bn 也发散.

说明: 应当注意到, 比较判别法的本质是两边夹法则. 事实上, 许多判别法（如
Cauchy 积分判别法等）的思想都是建立在两边夹法则的基础上.

极限情况: 设
∑∞

n=1 an 和
∑∞

n=1 bn 是两个正项级数. 若 limn→∞
an
bn

= l, 则:

(1) 若 0 < l < +∞, 则
∑∞

n=1 an 和
∑∞

n=1 bn 同敛散;

(2) 若 l = 0, 则当
∑∞

n=1 bn 收敛时,
∑∞

n=1 an 也收敛;

(3) 若 l = +∞, 则当
∑∞

n=1 bn 发散时,
∑∞

n=1 an 也发散.

4. Cauchy 开方判别法 (根值判别法): 设
∑∞

n=1 an 是一个正项级数.

(1) 如果存在正数 q < 1, 使得对充分大的 n, 有 n
√
an ≤ q < 1, 那么级数

∑∞
n=1 an

收敛;

(2) 如果对无穷多个 n, 有 n
√
an ≥ 1, 那么级数

∑∞
n=1 an 发散.

注意: (1) 中正数 q < 1 的存在性是十分必要的, 这保证了 {an} 无法趋近于 1. 例
如, 若去掉 q 的限制, 只要求 n

√
an < 1, 我们有如下的反例: an = 1 − 1

n > 0, 则
n
√
an =

(
1− 1

n

) 1
n < 1, 但显然

∑∞
n=1(1− 1

n) 发散.

极限形式: 设
∑∞

n=1 an 是一个正项级数, 且 limn→∞ n
√
an = q, 则:

(1) 若 q < 1, 则
∑∞

n=1 an 收敛;

(2) 若 q > 1, 则
∑∞

n=1 an 发散;

(3) 若 q = 1, 无法判断.

5. 商比判别法: 设 {an}, {bn} 是两个正数列. 若对于所有 n > N , 有

an+1

an
≤ bn+1

bn
,

则:

(1) 当
∑∞

n=1 bn 收敛时,
∑∞

n=1 an 也收敛;

(2) 当
∑∞

n=1 an 发散时,
∑∞

n=1 bn 也发散.

10ni%
t→
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特别地, 取 bn = qn, 立即得到如下的 D’Alembert 判别法.

6. D’Alembert 判别法: 设 an > 0 (n = 1, 2, . . .).

(1) 若存在正数 q < 1, 使得当 n ≥ n0 时, 有
an+1

an
≤ q < 1,

则级数
∑∞

n=1 an 收敛;

(2) 若对于 n > N , 有
an+1

an
≥ 1,

则级数
∑∞

n=1 an 发散.

极限形式: 设 an > 0 (n = 1, 2, . . .), 且

lim
n→∞

an+1

an
= q,

(1) 若 q < 1, 则
∑∞

n=1 an 收敛;

(2) 若 q > 1, 则
∑∞

n=1 an 发散;

(3) 若 q = 1, 则无法判断.

说明: 可以证明, Cauchy 判别法比 D’Alembert 判别法的适用范围更广

7. Raabe 判别法: 设
∑∞

n=1 an 是一个正项级数.

(1) 若存在 r > 1, 使得对于所有 n > N , 有

n

(
an
an+1

− 1

)
≥ r,

则级数
∑∞

n=1 an 收敛.

(2) 若对于所有 n > N , 有
n

(
an
an+1

− 1

)
≤ 1,

则级数
∑∞

n=1 an 发散.

提示: 将
∑∞

n=1 an 与 p-级数
∑∞

n=1
1
np 作比较.

极限形式: 设
∑∞

n=1 an 是一个正项级数.

lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= l,

或
an
an+1

= 1 +
l

n
+ o

(
1

n

)
(n → ∞).

11
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(1) 若 l > 1, 则
∑∞

n=1 an 收敛;

(2) 若 l < 1, 则
∑∞

n=1 an 发散;

(3) 若 l = 1, 则无法判断.

8. Cauchy 凝聚判别法: 设 {an} 是单调递减的正数数列, 则正项级数
∑∞

n=1 an 收敛
的充分必要条件是凝聚项级数

∞∑

n=0

2na2n = a1 + 2a2 + 4a4 + . . .+ 2na2n + . . .

收敛. 证明见习题课讲义

此判别法的意义在于, 将许多不容易判断的级数转化为几何级数的形式, 从而能够
运用等比数列求和公式直接求和后判断敛散性. 如, p-级数:

∑∞
n=1

1
np .

注意: 以下标 * 的判别法在考试中不能直接使用, 在此罗列主要是想展示其思想.

9. * Gauss 判别法: 设正项级数
∑∞

n=1 an 满足:
an
an+1

= 1 +
1

n
+ β

lnn
n

+ o

(
1

n lnn

)
(n → ∞).

(1) 若 β > 1, 则
∑∞

n=1 an 收敛;

(2) 若 β < 1, 则
∑∞

n=1 an 发散.

10. * Sapagof 判别法: 设正数数列 {an} 单调递减, 则 limn→∞ an = 0 的充分必要条
件是正项级数

∑∞
n=1

(
1− an+1

an

)
发散.

提示: 设 limn→∞ an = a, 对 a > 0 和 a = 0 的情况分类讨论.

说明: 本判别法有以下等价形式:

(1) 设 {an} 为单调递增的正数数列, 则该数列与级数
∑∞

n=1

(
1− an

an+1

)
同敛散;

(2) 设正项级数
∑∞

n=1 an 的部分和数列为 {Sn}, 则
∑∞

n=1 an 与
∑∞

n=1

(
1− an

an+1

)

同敛散.

不难发现，作简单的换元后，(2) 中 {Sn} 占据的地位等价于 (1) 中的 {an}，而
{an} 的地位等价于 (1) 中的级数通项.

这些判别法，记住名字是次要的，更重要的是记住判别法的内容。

5.1.4 一般级数的判别法

1. Abel 分布求和公式
n∑

k=1

akbk = Anbn +
n−1∑

k=1

Ak(bk − bk+1)

在这里，{an} 和 {bn} 是两个实数列，Ak 是 a1 + a2 + . . .+ ak 的部分和。

12
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2. Dirichlet 判别法

设 {ak}, {bk} 是两个数列, Sk =
∑k

l=1 al, 满足以下两个条件:

(a) {bk} 单调趋于 0;

(b) {Sk} 有界.

则级数
∑∞

k=1 akbk 收敛.

3. Abel 判别法

设 {ak}, {bk} 满足以下两个条件:

(a) {bk} 单调有界;

(b)
∑∞

n=1 an 收敛.

则级数
∑∞

k=1 akbk 收敛.

除了这些常见判别法，同学们也应学会转换问题，如课本例 7.1.13, 利用 |cosn| ≥
cos2n 去证明级数 cos2n

n 条件收敛 (再次强调课本例题的重要性)

5.2 函数项级数

5.2.1 定义

• 1 和函数

• 2 (逐点) 收敛

• 3 一致收敛

讨论逐点收敛时，仍然是对单个数列而言的，因为对某个选定的 x，{fn(x)} 就是
一个关于 n的数列；讨论一致收敛时，才是在讨论一个关于函数的性质,一致本质
上是指对所有 x 一致。

同样，我们也有“一致收敛必逐点收敛”等结论，而与连续性问题中 Cantor 定理
（有限闭区间上的连续函数必一致连续）相对应的是 Dini 定理 (详情见数分 A 教
材定理 15.3.4)，其指出，在添上单调性的条件后，我们仍有“逐点收敛则一致收
敛”的结论。

• 4 有界 & 一致有界

13
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5.2.2 性质

• 1 一致收敛的充分必要条件（定理 7.28）βn

• 2 一致收敛的 Cauchy 收敛准则（定理 7.29）

• 3 一致收敛的必要条件（Cauchy 收敛准则的推论）

函数项级数
∑n=1

∞ un(x) 在区间 I 上一致收敛的必要条件是

lim
n→∞

sup
x∈I

|un(x) + un+1(x) + . . .+ un+p(x)| = 0, ∀p ∈ N,

特别地，级数的通项构成的函数列 {un(x)}在 I上一致趋于零，即 limn→∞ supx∈I |un(x)| =
0。

推论：函数项级数
∑n=1

∞ un(x) 的通项 un(x) 在 [a, b] 上连续，则函数项级数在区间
(a, b) 上一致收敛的必要条件是其在 a、b 两点处均收敛。

5.2.3 一致收敛的判别法

1. Weierstrass 判别法: 若存在收敛的正项级数
∑n=1

∞ an, 使得在区间 I 上有不等式
|un(x)| ≤ an (对 n = 1, 2, . . .)，则级数

∑n=1
∞ un(x) 在区间 I 上一致收敛。

2. Dirichlet 判别法: 若级数
∑n=1

∞ an(x)bn(x) 在区间 I 上满足：

(a) {bn(x)} 对每个固定的 x ∈ I 都是单调的，且在区间 I 上一致收敛于 0；

(b) 级数
∑n=1

∞ an(x) 的部分和在 I 上一致有界，即

sup
x∈I

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

ak(x)

∣∣∣∣∣ ≤ M, x ∈ I, n = 1, 2, . . . .

则级数
∑n=1

∞ an(x)bn(x) 在 I 上一致收敛。

3. Abel 判别法: 若级数
∑n=1

∞ an(x)bn(x) 在区间 I 上满足：

(a) {bn(x)} 对每个固定的 x ∈ I 都是单调的，且在 I 上一致有界，即 |bn(x)| ≤
M, x ∈ I, n = 1, 2, . . .；

(b) 级数
∑n=1

∞ an(x) 在 I 上一致收敛。

则级数
∑n=1

∞ an(x)bn(x) 在 I 上一致收敛。

易错点：要会证明级数不一致收敛 (从定义、βn、端点处等等)，考试的时候可能遇
到判断是否一致收敛的问题，同学们不可盲目的认为一定是一致收敛。

14
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5.2.4 一致收敛级数性质

极限是否可交换：1. 连续性 2. 可积性 3. 可微性
重要反例例 7.2.2∼ 例 7.2.4

5.2.5 幂级数 & Taylor 展开式

1. 定义

(a) 幂级数
∞∑

n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ akx
k + . . . .

2. 收敛半径的计算

数分 B 中公式:

R =
1

L
=

1

limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣
或

1

limn→∞
n
√
|an|

.

数分 A 中公式:
R =

1

limn→∞ sup n
√
|an|

易错点：an是xn前系数，使用公式时应找准 an,如
∑∞

k=0 2
kx2k,此时 n = 2k时, an =

2k;n = 2k+1时, an = 0,所以不可直接使用数分 B中公式，但数分 A中公式仍可。

3. 性质

(a) Abel 定理: 若幂级数在 x = x0( ̸= 0) 处收敛，则其在 |x| < |x0| 上绝对收敛；
反之，若幂级数在 x = x1 处发散，则其必在 |x| > |x1| 上发散。

(b) 连续性

(c) 可微性 (任意阶可微)

(d) 可积性

4. Taylor 展开式

(a) Taylor 级数

(b) Maclaurin 级数: 熟记常用函数的 Maclaurin 级数。

级数的应用 (了解即可):

5. 微分方程的幂级数解

待定系数法

15
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6. Stirling 公式 (这个公式有时对极限题有妙用，尽量记一下)

n! =
√
2nπ

(n
e

)n

eθn/12n, θn ∈ (0, 1).

n! ∼
√
2nπ

(n
e

)n

当 n → ∞

6 写在最后

如果复习时间充裕，那么建议先把课本、例题和老师上课补充内容过一遍再进行复
习; 如果复习时间十分紧张 (比如摸鱼摸过头了 doge), 那么建议直接去看作业题。这个
提纲只是作为一个引导，另外期中前的部分并未写在提纲里，但期末肯定避不开期中前
的知识，期中前的易错点也应重视。

最后祝大家都能取得一个满意的成绩，过个好年！
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