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第七章 最小二乘自适应滤波

(Least-Squares   Adaptive 

Filters)
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7.3 最小二乘自适应滤波器矢量空
间分析
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一 最小二乘滤波器的矢量空间分析
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二 投影矩阵和正交投影矩阵

1

0, 1 0, 1 0, 1 0, 1( ) ( ) , ( )T

N N N Nn n n
−

− − − −=y X X X X y

( ) ( ) ( )n n n n= +y y e

输入信号空间{X0,N-1(n)}（数据子空间）的投影矩阵：

1

0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1( ) ( ) , T

N N N N Nn n
−

− − − − −=P X X X X

0, 1( ) ( ) ( )Nn n n−=y P y

0 -1 0, 1

0, 1 0 -1

( ) [ ( )] ( ) ( ) ( )

( ) [ ( )]

N

N

n n n n n n

n n

⊥

−

⊥

−

= − =

= −

e I P y P y

P I P

，N

，N 输入信号空间{X0,N-1(n)}（数
据子空间）的正交投影矩阵

U，{U}， ,U U

⊥P P

1 1
, , ,T T

U U

− −⊥= = −P U U U U P I U U U U

n n



MMVCLAB
2020/12/11 10
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三 时间更新
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•时间更新公式
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7.4 最小二乘格形（LSL）自适应

算法

一 前向预测和后向预测误差滤波
的矢量空间分析
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正向预测误差:
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反向（后向）预测误差:
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二 预测误差滤波器的格形结构
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N N N Ne n e n k e n+ += − − , , ,U U U U

⊥ ⊥ ⊥ ⊥= =P x P y P x y x P y

( )n=y x

( )n=z π

1,U={ ( )}N nX

1, 1{ ( )}N n+X
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0, 1( ) ( ), ( )b N

N Ne n n z n⊥ −

−= π P x

( 1)

1 0,( ) ( ), ( )b N

N Ne n n z n⊥ − +

+ = π P x
0,{ ( )}N nX

0, 1

(1) 0 0 0

(2) (1)

( )

( 1) ( 2) ( )

( ) ( 1) ( 1)

N

x

x x

n

x n x n x n N

x n x n x n N

−

 
 
 
 =
 

− − − 
 − − + 

X

0,

(1) 0 0 0 0

(2) (1)

( )

( 1) ( 2) ( 2) ( 1)

( ) ( 1) ( 1) ( )

N

x

x x

n

x n x n x n N x n N

x n x n x n N x n N

 
 
 
 =
 

− − − + − + 
 − − + − 

X

0, 1,[ ( )] [ ( ), ( )] [ , ]N Nn n n= =X x X v U

Uv
( 1) ( )Nz n− +=y x ( )n=z π
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1

, , , ,Uv U U U U U

−
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥= −z P y z P y z P v P v P v P v y，

0, ( )Uv N n⊥ ⊥=P P

1, ( )U N n⊥ ⊥=P P

1, ( ) ( ) ( )f

U N Nn n n⊥ ⊥= =P v P x e

, ( ), ( ) ( )f f f

U U N N Nn n n⊥ ⊥ = =P v P v e e

( 1)

1,, ( ), ( ) ( 1)N b

U N Nn z n e n⊥ ⊥ − += = −z P y π P x

( 1)

0, 1, ( ), ( ) ( )N b

Uv N Nn z n e n⊥ ⊥ − +

+= =z P y π P x

( 1)

1

1
( ) ( 1) ( ), ( ) ( ), ( )

( )

b b f f N

N N N Nf

N

e n e n n n n z n
n

− +

+ = − − π e e x

( )f

Ne n
1

1( ), ( ) ( )f b

N N Nn z n n−

+e e1
1

( )

( )

f N
N f

N

n
k

n
+

+


=

1 1( ) ( 1) ( )b b f f

N N N Ne n e n k e n+ += − − , , ,U U U U

⊥ ⊥ ⊥ ⊥= =P x P y P x y x P y

1,U={ ( )}N nX

0,{ ( )}N nX

( 1) ( )Nz n− +=y x

( )n=z π

( )n=v x
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0 0( ) ( ) ( )f be n e n x n= =

1 1( ) ( 1) ( )b b f f

N N N Ne n e n k e n+ += − −

1 1( ) ( ) ( 1)f f b b

N N N Ne n e n k e n+ += − −

1 ( )fk n−

1−z 1−z 1−z

……..

In 1 ( )fe n

1 ( )be n

1−z

Out
2 ( )fe n

2 ( )be n ( )b

Ne n

( )f

Ne n

1 ( )bk n−

2 ( )fk n−

2 ( )bk n−

( )f

Nk n−

( )b

Nk n−

1
1

( )
( )

( 1)

b N
N b

N

n
k n

n
+

+


=

−

1
1

( )
( )

( )

f N
N f

N

n
k n

n
+

+


=

1

1( ), ( ) ( )f b

N N Nn z n n−

+e e

( ), ( ) ( )f f f

N N Nn n n=e e

1 1( ), ( ) ( 1)b b b

N N Nz n z n n− − = −e e

( 1)

1, 1 1,( ) [ ( ) ( )] [ , ]N

N Nn n z n− +

+ = =X X x U v

0, 1,[ ( )] [ ( ), ( )] [ , ]N Nn n n= =X x X v U
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三 LSL( Least Square Lattice)自适应算
法
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1 ( )fk n−

1−z 1−z 1−z

……..

In 1 ( )fe n

1 ( )be n

1−z

Out
2 ( )fe n

2 ( )be n ( )b

Ne n

( )f

Ne n

1 ( )bk n−

2 ( )fk n−

2 ( )bk n−

( )f

Nk n−

( )b

Nk n−

问题的提出:

LS准则下的预测误差滤波器的自适应计算?

0 0( ) ( )

( )

f be n e n

x n

=

=

1
1

( )
( )

( 1)

b N
N b

N

n
k n

n
+

+


=

−

1
1

( )
( )

( )

f N
N f

N

n
k n

n
+

+


=

1

1( ), ( ) ( )f b

N N Nn z n n−

+e e

( ), ( ) ( )f f f

N N Nn n n=e e

1 1( ), ( ) ( 1)b b b

N N Nz n z n n− − = −e e
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需解决的问题:以下量的递推计算(阶次叠代)

格形结构

1 1( 1) ( )N Nn n+ + − 

1( ) ( )N Nn n  +

1 1( ) ( ); ( ) ( )f f b b

N N N Nn n n n   + + 

1 1( ) ( ); ( ) ( )f f b b

N N N Ne n e n e n e n+ + 

1
1

( )
( )

( 1)

b N
N b

N

n
k n

n
+

+


=

−

1
1

( )
( )

( )

f N
N f

N

n
k n

n
+

+


=

0, 1( ) ( ), ( ) ( )N Nn n n n ⊥

−= π P π
?
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基本方法:

1)N维数据子空间(矩阵)和N+1维数据子空间(

矩阵)之间的关系

2)有关量的阶次迭代关系看作是N维数据子空
间和N+1维数据子空间的投影之间的关系

3)运用投影的有关性质,如
1

, , , ,Uv U U U U U

−
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥= −z P y z P y z P v P v P v P v y，

( 1)

1, 1 1,( ) [ ( ) ( )] [ , ]N

N Nn n z n− +

+ = =X X x U v

U v ( )n= =y x z

1, 1, 1,( ) ( ), ( ) ( ), ( )f

N N N Nn n n n n ⊥ ⊥ ⊥= =P x P x x P x
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1 1( ) ( ); ( ) ( )f f b b

N N N Nn n n n   + +  ( ) ( ), ( )b b b

N N Nn n n = e e

( ) ( ), ( )f f f

N N Nn n n = e e

1, 1, 1,( ) ( ), ( ) ( ), ( )f

N N N Nn n n n n ⊥ ⊥ ⊥= =P x P x x P x

0, 1 0, 1 0, 1( ) ( ), ( ) ( ), ( )b N N N N

N N N Nn z n z n z n z n ⊥ − ⊥ − − ⊥ −

− − −= =P x P x x P x

1 1, 1( ) ( ), ( )f

N Nn n n ⊥

+ += x P x

( 1) ( 1)

1 0,( ) ( ), ( )b N N

N Nn z n z n − + ⊥ − +

+ = x P x

1, 1{ ( )}N n+X

0,{ ( )}N nX

( 1)

1, 1 1,( ) [ ( ) ( )] [ , ]N

N Nn n z n− +

+ = =X X x U v

U v ( )n= =y x z

0, 1,[ ( )] [ ( ), ( )] [ , ]N Nn n n= =X x X v U

Uv
( 1) ( )Nz n− += =y x z
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1

, , , ,Uv U U U U U

−
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥= −z P y z P y z P v P v P v P v y，

2

1
1

( )
( ) ( )

( 1)

f f N
N N b

N

n
n n

n
 


+

+


= −

−

2

1
1

( )
( ) ( 1)

( )

b b N
N N f

N

n
n n

n
 


+

+


= − −

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )f f b

N N N Nn n k n n + + += − 

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )b b f

N N N Nn n k n n + + += − 

1
1

( )
( )

( 1)

b N
N b

N

n
k n

n
+

+


=

−

1
1

( )
( )

( )

f N
N f

N

n
k n

n
+

+


=
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1 1( 1) ( )N Nn n+ + − 

1

1( ), ( ) ( )b f

N N Nz n n n−

+e e

1 1

( ) ( 1)
( ) ( 1)

( 1)

f b

N N
N N

N

e n e n
n n

n
+ +

−
 =  − +

−

0, 1( ) ( ), ( ) ( )N Nn n n n ⊥

−= π P π 角参量

1,( ) ( )f

N Nn n⊥=e P x

推导过程参见P88－90

1 ( 1)

1,( ) ( ) ( )b N

N Nz n n z n− ⊥ − +=e P x

, , ,U U U U

⊥ ⊥ ⊥ ⊥= =P x P y P x y x P y
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1( ) ( )N Nn n  +

0, 1( ) ( ), ( ) ( )N Nn n n n ⊥

−= π P π

0, 1( ) ( ), ( ) ( )N Nn n n n ⊥

−= π P π

2

1

[ ( )]
( ) ( )

( )

b

N
N N b

N

e n
n n

n
 


+ = −
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算法总结：

1）初始化，N=1,2,,…P

2） n时刻初始化(零阶预测）（n=1,2,3,…)

0 0

2

0 0 0

0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( 1) ( )

( ) 1

f b

b f f

e n e n x n

n n n x n

n

  



= =

= = − +

=

(0) 0, (0) 0, (0) 1, (0) (0)b b f

N N N N Ne    =  = = = =

For n=1,2,3,…   Repeat 2) and 3):
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3）n时刻的阶次迭代（N=0,1,2,,…P-1)

1 1

( ) ( 1)
( ) ( 1)

( 1)

f b

N N
N N

N

e n e n
n n

n
+ +

−
 =  − +

−
1

1

( )
( )

( 1)

b N
N b

N

n
k n

n
+

+


=

−

1 1( ) ( ) ( 1)f f b b

N N N Ne n e n k e n+ += − −

1
1

( )
( )

( )

f N
N f

N

n
k n

n
+

+


=

1 1( ) ( 1) ( )b b f f

N N N Ne n e n k e n+ += − −

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )f f b

N N N Nn n k n n + + += − 

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )b b f

N N N Nn n k n n + + += − 
2

1

[ ( 1)]
( 1) ( 1)

( 1)

b

N
N N b

N

e n
n n

n
 


+

−
− = − −

−
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7.5 快速横向滤波（FTF）
自适应算法
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一 问题

1

0, 1 0, 1 0, 1 0, 1( ) ( ) , ( )T

N N N Nn n n
−

− − − −=y X X X X y

输入信号空间{X0,N-1(n)}（数据子空间）的投影矩阵：
1

0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1( ) ( ) , T

N N N N Nn n
−

− − − − −=P X X X X

0, 1( ) ( ) ( )Nn n n−=y P y

0, 1

0, 1 0 -1

( ) ( ) ( )

( ) [ ( )]

N

N

n n n n

n n

⊥

−

⊥

−

=

= −

e P y

P I P ，N 输入信号空间{X0,N-1(n)}（数
据子空间）的正交投影矩阵

U，{U}， ,U U

⊥P P

1

0, 1 0, 1 0, 1( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )T T

N N Nn n n n n−

− − −=H X X X y

1

0, 1 0, 1 0, 1 0, 1( ) [ ( ) ( )] ( )T T

N N N Nn n n n−

− − − −=K X X X

0, 1( ) ( ) ( )Nn n n−=H K y
?

0, 1( 1) ( 1) ( 1) ( )Nn n n n−− = − − H K y H

横向滤波算子

0, 1( ) ( ) ( )Nn n n−=y X H
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二 FTF涉及到的4个横向滤波器

1）最小二乘横向滤波器

0, 1( ) ( ) ( )Nn n n−=H K y
1

0, 1 0, 1 0, 1 0, 1( ) [ ( ) ( )] ( )T T

N N N Nn n n n−

− − − −=K X X X

0, 1 0, 1( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( )N Nn n n n n n− −− = − −  =H K y H K y

0, 1 0, 1( 1) ( )N Nn n− −− K K

( 1) ( )n n− y y

输入信号空间{X0,N-1(n)}

或数据矩阵X0,N-1(n)横向
滤波算子

H(n)是数据矩阵X0,N-1(n)

的横向滤波算子对y(n)作
用的结果

0, 1( ) ( )

( )

Nn n

n

−H X

y

是数据矩阵

对 的最小二乘估计器

0, 1( ) ( ) ( )Nn n n−=y X H
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2）前向预测误差滤波器

1,( ) ( ) ( )Nn n n=A K x

1

1, 1, 1, 1,( ) [ ( ) ( )] ( )T T

N N N Nn n n n−=K X X X

1, 1,( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( )N Nn n n n n n− = − −  =A K x A K x

1, 1,( 1) ( )N Nn n− K K

1 2( ) [ ( ), ( ),..., ( )]T

N N N NNn a n a n a n=A

1

1, 1, 1,( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )T T

N N Nn n n n n−=A X X X x

输入信号空间{X1,N(n)}或
数据矩阵X1,N(n)横向滤波
算子

1,( ) ( )

( )

Nn n

n

A X

x

是数据矩阵

对 的最小二乘估计器

1,( ) ( ) ( )f N Nn n n=x X A



MMVCLAB
2020/12/11 41

3）后向预测误差滤波器

0, 1( ) ( ) ( )N

Nn n z n−

−=B K x

1

0, 1 0, 1 0, 1 0, 1( ) [ ( ) ( )] ( )T T

N N N Nn n n n−

− − − −=K X X X

0, 1 0, 1( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( )N N

N Nn n z n n n z n− −

− −− = − −  =B K x B K x

0, 1 0, 1( 1) ( )N Nn n− −− K K

, 1 ,1( ) [ ( ), ( 1),..., ( )]T

N NN N N Nn b n b n b n−= −B

1

0, 1 0, 1 0, 1( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )T T N

N N Nn n n n z n− −

− − −=B X X X x

输入信号空间{X0,N-1(n)}

或数据矩阵X0,N-1(n)横向
滤波算子

0, 1( ) ( )

( )

Nn n

n

−B X

x-N

是数据矩阵

对z 的最小二乘估计器

0, 1( ) ( ) ( )b N Nn N n n−− =x X B
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4）增益滤波器

0, 1( ) ( ) ( )N Nn n n−=G K π

1

0, 1 0, 1 0, 1 0, 1( ) [ ( ) ( )] ( )T T

N N N Nn n n n−

− − − −=K X X X

0, 1 0, 1( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( )N N N Nn n n n n n− −− = − −  =G K π G K π

0, 1 0, 1( 1) ( )N Nn n− −− K K

0, 1( ) ( )

( )

N Nn n

n

−G X

π

是数据矩阵

对 的最小二乘估计器

输入信号空间{X0,N-1(n)}

或数据矩阵X0,N-1(n)横向
滤波算子
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三 横向滤波算子的时间更新

利用横向滤波算子的性质（P.97~98），得横向滤波算子的时
间更新:

0, 1

(0, 1)

( 1)
1) ( )

( 1) 1

N N

N T

n
n

n


−

−

 −
=  

− 

K 0
K

C

1,

(1, )

( 1)
2) ( )

( 1) 1

N N

N T

n
n

n


 −
=  

− 

K 0
K

B

0, 1 0, 1( 1) ( )N Nn n− −− K K

1, 1,( 1) ( )N Nn n− K K
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四 FTF自适应算法中的时间更新关系

1）最小二乘横向滤波器权矢量的时间更新

利用横向滤波算子的性质及横向滤波算子的时间更新关系：

( )
( ) ( 1) ( )

( )
N

N

e n n
n n n

n
= − +H H G

0, 1 0, 1

0, 1

( 1) ( 1) ( ) ( )

( ), ( ) ( )
( )

( )

N N

N

N

N

n n n n

n n n
n

n

− −

⊥

−

− − = −K y K y

π P y
G
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2）增益滤波器权矢量的时间更新

利用横向滤波算子的性质及横向滤波算子的时间更新关系：

0,

1,1,

1 ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

T f

n

N f
NN

e n n
n n n

n nn n

   
= +   

−  

0
K π π

K xK

0, 1( ) ( ) ( )N Nn n n−=G K π

1

( )
( )

( )

N

N

n
n

k n
+

 
 
 

k
G

1

1,

0, 1

( ) ( ) ... ( )
( 1)

T

NN

N

N

n z n z n
n

− −

−

 
 = =    − 

0
X x x

X

0, 1 1,( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( )N N Nn n n n n−− = − − =G K π K π

1

0 1( ) ( )
( )

( 1) ( )( ) ( )

f

N

N f

N N

n e n n
n

n nk n n
+

    
= = +     − −     

k
G

G A

( )N nA

( ) ( ) ( ) ( )N N Nn n k n n= +G k B

1

1, 1, 1, 1,( ) [ ( ) ( )] ( )T T

N N N Nn n n n−=K X X X
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3）前向预测误差滤波器参量的时间更新

利用横向滤波算子的性质及横向滤波算子的时间更新关系：

( )
( ) ( 1) ( 1)

( 1)

f

N N N

N

e n n
n n n

n
= − + −

−
A A G

( ) ( 1) ( 1)f f

Ne n n n e n n= − −

( 1) ( ) ( 1) ( 1)f T

N Ne n n x n n n− = − − −x A

( ) ( 1) ( ) ( 1)f f f fn n e n n e n n = − + −
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4）后向预测误差滤波器参量的时间更新

利用横向滤波算子的性质及横向滤波算子的时间更新关系：

( )
( ) ( 1) ( )

( )

b

N N N

N

e n n
n n n

n
= − +B B G

( ) ( ) ( 1)b b

Ne n n n e n n= −

( 1) ( ) ( ) ( 1)b T

N Ne n n x n N n n− = − − −x B

( ) ( 1) ( ) ( 1)b b b bn n e n n e n n = − + −



MMVCLAB
2020/12/11 48

5）角参量的时间更新

利用横向滤波算子的性质及横向滤波算子的时间更新关系：

1

( )
( ) ( )

( 1)

b

N N b

n
n n

n


 


+=

−

1

1    ( ) [1 ( ) ( 1)] ( )b

N Nor n k n e n n n −

+= − −

1

( )
( ) ( 1)

( 1)

f

N N f

n
n n

n


 


+ = −

−
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五 FTF自适应算法流程

( )
( ) ( 1) ( )

( )
N

N

e n n
n n n

n
= − +H H G

( ) ( ) ( 1)Ne n n n e n n= −

( ) ( 1) ( 1) ( )Nn n e n n n= − + −H H G

( ) ( ) ( ) ( )N N Nn n k n n= +G k B
( )

( ) ( 1) ( )
( )

b

N N N

N

e n n
n n n

n
= − +B B G

( )
( ) [ ( ) ( ) ( 1)]

( ) ( ) ( )

N
N N N b

N

n
n n k n n

n k n e n n




= + −

−
G k B

1

( )
( ) [ ( ) ( ) ( 1)]

( )

N
N N N

N

n
n n k n n

n



 +

= + −G k B

( ) ( ) ( 1)b b

Ne n n n e n n= −
1

1 ( ) [1 ( ) ( 1)] ( )b

N Nn k n e n n n −

+= − −
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( )
( ) ( 1) ( )

( )

b

N N N

N

e n n
n n n

n
= − +B B G

1

( )
( ) [ ( ) ( ) ( 1)]

( )

N
N N N

N

n
n n k n n

n



 +

= + −G k B

( ) ( 1) ( 1) ( )b

N N Nn n e n n n= − + −B B G

( )
( ) ( 1) ( 1)

( 1)

f

N N N

N

e n n
n n n

n
= − + −

−
A A G

( ) ( 1) ( 1)f f

Ne n n n e n n= − −

( ) ( 1) ( 1) ( 1)f

N N Nn n e n n n= − + − −A A G
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FTF自适应算法流程：
1 初始化

(0) , (0) , (0) , (0) 0, (0) 1.0N N N N N= = = = =A 0 B 0 H 0 G

(0) (0) ,0 1f b   = =  

2 按时间叠代计算（n=1,2,…)

(1)前向预测误差滤波器参量的时间更新

( 1) ( ) ( 1) ( 1)f T

N Ne n n x n n n− = − − −x A

( ) ( 1) ( 1)f f

Ne n n n e n n= − −

( ) ( 1) ( ) ( 1)f f f fn n e n n e n n = − + −

( ) ( 1) ( 1) ( 1)f

N N Nn n e n n n= − + − −A A G
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(2) N+1阶角参量的时间更新和阶次更新

1

( 1)
( ) ( 1)

( )

f

N Nf

n
n n

n


 


+

−
= −

(3)N+1阶增益滤波器权矢量的时间更新和阶次更新

1

0 1( ) ( )
( )

( 1) ( )( ) ( )

f

N

N f

N N

n e n n
n

n nk n n
+

    
= = +     − −     

k
G

G A

（4）后向预测误差滤波器参量， N阶角参量， N阶
增益滤波器权矢量的时间更新

( 1) ( ) ( ) ( 1)b T

N Ne n n x n N n n− = − − −x B
1

1 ( ) [1 ( ) ( 1)] ( )b

N Nn k n e n n n −

+= − −

( ) ( ) ( 1)b b

Ne n n n e n n= −
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( ) ( 1) ( ) ( 1)b b b bn n e n n e n n = − + −

1

( )
( ) [ ( ) ( ) ( 1)]

( )

N
N N N

N

n
n n k n n

n



 +

= + −G k B

( ) ( 1) ( 1) ( )b

N N Nn n e n n n= − + −B B G

（5）最小二乘横向滤波器权矢量的时间更新

( 1) ( ) ( ) ( 1)T

N Ne n n y n n n− = − −x H

( ) ( 1) ( 1) ( )Nn n e n n n= − + −H H G
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六 FTF自适应算法的特点

• FTF比LMS算法收敛速度快
•运算量：8N ；


