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第五章 现代谱估计
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5.10 白噪声中正弦波频率的估计
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一 问题的提出：

 估计淹没在噪声中的正弦波的频率与幅度，是信号
处理中最有实际应用价值的技术之一。

 估计淹没在噪声中的正弦波的频率，也是评价谱估
计方法性能的经常采用的谱估计问题。
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二 问题的定义：
已知长度为N的离散随机时间序列模型为：

其中：

Ai、i是待估计的未知常数。

i是[0, 2)内均匀分布的独立随机变量。

v(n)是均值为0，方差为2的高斯白噪声。

试根据这N个随机采样样本估计Ai、i，i=1, 2 ... M。
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三 白噪声中正弦波序列的性质：

1）一阶与二阶统计性质（时间平均和集合平均）：

结论：
白噪声中的正弦波序列为平稳的、遍历的随机过程。

白噪声中的正弦波序列的频率与其功率谱密度函数中谱峰
的位置相对应。
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2）白噪声中正弦波序列与ARMA模型的关系：

以只有一个复正弦波序列的情况为例：
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    2.  e ARMA




特殊性：

极点 在单位圆上，系统不稳定，不适合用 模型法求解

可以证明：具有M个复正弦波的序列也可以用类似的
ARMA(M, M) 模型来表示。
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四 问题的解法：

 一般谱估计的方法；

 根据问题特性寻找新的方法。
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（一）一般谱估计的方法：

1）周期图方法

 简便。

 两个正弦波频率相互很接近时无法分辨。

2）AR模型法：

 分辨率高。

 对噪声和正弦波的相位敏感，容易引起谱峰移动。

 采用修正协方差法估计AR模型参数对噪声和正弦
波相位相对来说敏感性较低，能提供相对稳定的高
分辨率的估计结果。
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3）修正协方差AR谱估计法：

（1）基本思路：

 利用AR模型法的性质，特别是AR模型法与线性预
测谱估计等效。

 AR模型的参数与线性预测滤波器的参数相同：
E(z) = A(z)×X(z)。

 对于平稳的随机时间序列，用时间平均代替集合平

均，即：AR模型参数的提取化为以下优化问题：
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（2）估计准则：

与Burg法相同。
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（3）求解方法：

与Burg法不同之处在于直接对AR参数求解，即：

pi

0 ,     i 1, 2  p
a


 





MMVCLAB
2020/12/42020/12/4 MMVCLAB12

（4）求解结果：

其中：
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（5）估计性能：

 当信噪比很高时，得到的频率估计是无偏估计且方
差接近于Cramer - Rao极限。

 当信噪比很低时，估计性能却很差，出现偏倚同时
有大的方差。

（6）信噪比低时的改进方法：

 适当增加AR模型的阶数。
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（二）根据问题特性寻找新的方法：

I)最大似然法

噪声是高斯白噪声。

II)特征分解频率估计法

通过研究自相关矩阵中正弦波信号和白噪声相互关
系的性质提出的。
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(I)符号定义和表示：
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（2）基本思想：
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（3）考虑x(n)中只有一个复正弦信号的情况：

目标函数：
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（a）求解方法：

0
) ,(A

0
A

) ,(A

1

1c1

c1

1c1











L

L



MMVCLAB
2020/12/42020/12/4 MMVCLAB19

（b）求解结果：

（c）结论：

在白噪声中含有单个复正弦信号，其频率的最
大似然估计，可根据数据的周期图的最大值所在
的频率位置求出来。
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(4)考虑x(n)中有M个复正弦信号的情况：

目标函数：
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(a)求解方法：
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(b)求解结果：

(c)结论：

当白噪声中有多个复正弦信号时，最大似然估计
是非线性方程的最大化求解。最大似然估计容易
陷入局部极值点，难以得到好的估计结果。

如果各正弦波的频率能用周期图进行分辨，那么
最大似然估计结果将对应于周期图诸最大值所在
的频率。
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II) 特征分解频率估计法：

(1)问题的提出：

 在低信噪比情况下，AR谱估计结果不理想，为了
提高谱估计结果的精度，要降低噪声的影响。

 通过研究信号和噪声的特性及其关系，可能找到估
计白噪声中正弦波频率的其他思路。
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(2)符号定义和表示：
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(3)基本思路：

自相关矩阵是功率谱密度估计中很重要的一个量，
几乎所有AR谱估计的方法都要用到自相关矩阵。
因此通过研究自相关矩阵中正弦波信号和白噪声的
相互关系来达到以上目的。
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(4)自相关矩阵的性质（理论上）：

性质1：Rx= Rs +Rv，且Rs的秩为M， Rv的秩为N。

证明：
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性质2： Rx和 Rs有相同的前M个主特征向量。

证明：
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性质3：主特征向量{u1, u2 ... uM}张成的子空间和{e1, 

e2 ... eM}张成的子空间相同。

证明：

{e1, e2 ... eM}构成Rs列空间的基。

{u1, u2 ... uM}也构成Rs列空间的基。
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性质4：定义{u1, u2 ... uM}为信号子空间， {uM+1, 

uM+2 ... uN}为噪声子空间，则ei, i=1, 2 ... M与噪声
子空间正交。

证明：
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性质5：

证明：

T*

ii

N

1Mi

2T*

ii

M

1i

2

si

N21

*T

x

)(

]   ,[   

uuuu

uuuUUU






 其中：,R

2

xi si

2

xi

xi si i

xi i

,    i 1, 2  M

,    i M 1, M 2  N

=  ,           i 1, 2  M

 ,           i M 1,  N

  

 

  

   

 

  

u u u

u u

*T        UUUU  RR



MMVCLAB
2020/12/42020/12/4 MMVCLAB31

(5)信号子空间频率估计：

基本原理：

利用性质5忽略噪声子空间的影响，而只保留信
号子空间中特征向量的信息，这样就能有效地提
高信噪比，然后用AR模型法中的Yule - Walker

方程组估计AR模型的参数，进而用估计出的功
率谱密度求正弦波的频率，就能较好地保证估计
精度。
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(a) 实现方法：

 用随机采样样本估计p×p阶自相关矩阵Rx；

 求Rx的前M个主特征值i和主特征向量ui，并用
下式代替Rx：

 用Yule - Walker方程组估计AR(p)模型的参数：
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(b)结果：

最靠近单位圆的M个零点所对应的角度即为正弦
波频率的估计结果。

(c) 分析：

不管模型阶数p增加到多少，都只用M个特征值
和特征向量来估计模型参数。这样就既能增加模
型的阶，而又不易产生虚假谱峰（因为提高了信
噪比）。

M
1 1 *T

x x x i i

i 1 i

1
ˆ  ,       p



 



  A R r R u u

x x
ˆ ˆ

pR  A r





M

1i

T*

iiix uuR̂

*T        UUUU  RR
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(6) 噪声子空间频率估计：

(a) 基本原理：

i k  ,   k M  e u

*

i k, 0 ,   k M   e u

i i ij j2 j(N-1) T

i [1  e   e     e ] ,    

                           i 1, 2  M

  




e

构成信号子空间
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(b)Pisarenko谐波分解（PHD）方法：

 问题：考虑N=M+1的特殊情况，即采样样本长度比
正弦波的数目多1。

 原理：

Rx= Rs +Rv，且Rs的秩为M， Rv的秩为M+1。

将估计出的(M+1)×(M+1)阶自相关矩阵Rx对角
化后由前M个主特征向量{u1, u2 ... uM}构成信号
子空间，而最后一个特征向量{uM+1}构成噪声子
空间，即有：

< uM+1, ei
*>=0,     i=1, 2 ... M
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 实现：

 结果：

将uM+1看成一个时间序列，其z变换位于单位圆
上零点的角度就是正弦波的频率。

i

N-1
-jn

M 1

n 0

u (n 1)e 0,        i 1, 2  M






  



MMVCLAB
2020/12/42020/12/4 MMVCLAB37

 注意事项：

自相关矩阵元素的估计值必须是自相关函数的有
偏估计才能保持理论上的自相关函数应该满足的
性质(如正定性)。

当正弦波的数目小于M时， uM+1的z变换也会在
单位圆上产生M个零点。

1

0

1
( ) ( ) ( ),0

N k

n

R k x n x n k k p
N

 



   
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(b) 多信号分类（MUSIC）算法：

 问题：采样样本长度为N，复正弦波的数目为M，
估计正弦波的频率。

 原理：

Rx= Rs +Rv，且Rs的秩为M， Rv的秩为N。

将估计出的N×N阶自相关矩阵Rx对角化后由前
M个主特征向量{u1, u2 ... uM}构成信号子空间，
而后N-M个特征向量{uM+1, uM+2 ... uN}构成噪声
子空间，即有：

< uj, ei
*>=0,     i=1, 2 ... M,   j>M
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 实现：

计算PMUSIC和的关系，并画出曲线，以PMUSIC

的最大的M个峰所对应的频率作为正弦波的频率
估计。







N

1Mi

2

i

T*
MUSIC

1
)(    

ue

PMax

j j2 j(N-1) T[1  e   e     e ]  e

< uj, ei
*>=0,     i=1, 2 ... M,   j>M
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五 总结：

 白噪声中复正弦波频率的估计可看作是一个谱估计问题，
可用一般的谱估计方法求解，实验表明基于修正的协方
差算法的AR谱估计方法的效果较好。

 利用高斯白噪声概率密度函数可知的特点可以用最大似
然方法求白噪声中复正弦波的频率，结果表明其性能与
周期图方法相当。

 通过分析理论上的白噪声中复正弦波信号的自相关函数
矩阵，一方面可以利用信号子空间提高复正弦波信号的
信噪比，使得运用一般谱估计方法也能得到好的精度；
另一方面运用信号与噪声子空间正交的特点导出了两种
噪声子空间频率估计算法。


