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第 1章 课程介绍

《回归分析》，是一门研究线性模型的学科，同学们高中时学到的“最小二乘法”“回归直线”等概念便是这
门课的核心。这门课用到的工具是概率统计方法与线性代数，并没有真正数学意义上的“分析”。我们通过建立
线性模型来说明变量之间的线性相关关系。
线性模型，也是当下最热门的发展方向“机器学习”里最简单的一个模型，但却有许许多多有趣的东西可以

讲。
可以说，如果你去学习《机器学习》，那么会学到各种各样的模型：决策树、支持向量机、神经网络、聚类、

集成⋯⋯它们有的带参数、有的不带；有的带响应变量，也就是

yi = kxi + b+ εi

里面的响应变量 yi，我们称之为“有监督学习”，线性模型便是其中最简单的一种，当然还有相对应的“无监督
学习”，我们只知道各个样本的特征信息，并不知道它的类别信息。但几乎所有的“机器学习”课程为了介绍得
更多、更全面，对于每一个具体的模型、或者叫方法，都是浅尝辄止，在介绍完基本的模型以及算法以后，相关
理论一带而过。这也是因为当下对于机器学习的实验研究发展速度过快，统计理论无法紧随其后充分解释的结
果。

但如果你学《回归分析》，整个一学期都是在研究最简单的“线性模型”——在一定假设条件下，没有什么
理论本质上的困难。我们从统计的角度充分去探索线性模型的有趣之处，并且从各个角度来解释我们得到的结
果，学下来以后会有整体思路十分清晰、想得到的问题都能被解决的愉快感觉。当然，这里会为你打下坚实的
理论基础，也算是对统计与机器学习理论的初窥。

课程内容的简单介绍：
因果论断：启发学这门课的原因，关联和因果的关系是什么？我们用什么样的方法可以得到怎样的结论？
在学完这门回归课以后，用线性模型可以做到什么？
相关性分析：随机变量的相关性，两个随机向量整体的相关性（用一个数来表示两个随机向量的相关性、
而不是直觉上想到的协方差、相关系数矩阵），控制变量以后的相关性即偏相关。这部分学起来似乎和回
归毫无关联，计算也略微繁琐，但后面发现这其实就是回归模型的起源，一脉相承。
线性模型的多视角阐述，本课程的重头戏，从最简单能直观感受到的一元简单线性模型到多元的最小二乘
方法，你几乎不可能单从任何一本书甚至几本书上学到如此完整的线性模型理论。
方差分析：判断不同效应的影响是否相同的一套假设检验理论，可以直接写成线性模型 F检验的形式。
回归诊断：如何说明回归是否有效？
预测：很快带过，这部分其实是机器学习的重头戏。
当然，对大部分同学来说这门课还是相当容易的，如果你愿意上课认真学习的话。而且杨老师的做的课件

可以说是科大统计课的标杆，内容丰富充实，既有与课程相关的全部理论推导，又有许多老师自己的理解加上
一些前沿问题的介绍。所以我甚至觉得我没有太多可以写的东西，希望这个讲义在“预修内容”以后不会烂尾。
当然，如果我后面什么也没有再补充了，那也是对老师的极大肯定。



第 2章 预修内容

我是在 2022年秋季学期选修的这门课，回归分析是我统计的入门课之一，也就是说，我并未在之前学过有
关统计的内容。
如果是管理学院统计系的同学，概率论与数理统计都已经相当熟悉，那么这部分内容基本可以直接跳过，或

者简单看一下回归分析里用得较多的一部分线性代数。当然，根据往年惯例，老师会将课上用到的同学们可能
会不熟悉的线性代数内容重新讲解一遍，所以完全不必担心基础问题。
对于数学学院概率统计或者计算方向的同学，直接在大三上学期与数理统计同时选修这门课还是有一定的

压力，并且学校甚至将这两门课安排成了时间冲突。如果不提前自学一些相应内容，或者在学期内的学习过程
中没有比较好的“缺什么补什么”的自主学习能力，可能在上这门课时会面临比较大的压力，所以往年可能只
有少部分同学顶着一些压力选管院的这门《回归分析》。但问题在于，数院概统同学在大三的秋季学期可以选择
的课程太少了，不应该错过这门好课。所以为了降低这门课的门槛，让更多的同学敢选，并且学好这门课，我会
较为详细的介绍需要掌握的预修知识。不过由于时间和精力有限，有些内容也只能做到点到为止，我会尽量提
供全面的参考资料，也欢迎在学习过程中产生困惑的同学多与助教交流。
其他课程其实也类似。你可能知道选修任何统计课都要数理统计和 R语言作基础，但你不知道的都是你只

需要会一点点就足够了。

2.1 概率论
概率论是同学们都学过的内容，这门课用到的也基本只是各种各样的概率分布形式，并不过多涉及概率论

里比较深刻的定理。如果一定要说一些，那么你只要记住大数定律和独立同分布情况下的中心极限定理，应该
就够了。有时间的话我会参照往年课程内容补充一些具体的例子。

2.2 数理统计
数理统计里的基本概念是学这门课之前必须要了解的。你需要了解统计学家如何思考问题，如何做推断，如

何有理由地说服别人相信你的想法，或者有理有据地否定你认为错误的论断。但正如前面所说，了解最简单的
一部分就足够了。

2.2.1 抽样分布、预备知识

了解数理统计的若干基本概念：总体、个体、样本、样本容量、抽样。统计中经常会将样本视作与独立同分
布的随机变量 X1, . . . , Xn,与总体 X 也同分布。这样的样本称为简单随机样本。
样本分布族可能为参数空间：

F = {f(x, λ) : λ > 0}.

其中 λ为参数，它的每一个可能的值对应于一个具体分布。
注样本具有两重性。既可以看作抽样时得到的具体的数，也可以看作随机变量。

定义 2.1 (统计量)

♣由样本算出来的量称为统计量。或者说，统计量是样本的函数。

注统计量只与样本有关，不能与未知参数有关。



2.2 数理统计

例题 2.1设 X1, . . . , Xn 是从某总体 X 中抽取的样本，则称

X̄ =
1

n
=

n∑
i=1

Xi

为样本均值。称

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

为样本方差。它反映了总体方差的信息。这里除以 n − 1是为了得到总体方差 V ar(X)的无偏估计，即 ES2 =

V ar(X).

定理 2.1 (正态变量样本均值和样本方差的分布)

♡

设 X1, . . . , Xn ∼ N(a, σ2),样本均值和方差定义如上，则有

X̄ ∼ N(a, σ2/n)

(n− 1)S2/σ2 ∼ χ2
n−1

关于方差的卡方分布证明方法不少，应该在概率论里讲过，希望同学熟悉所有有关正态分布的命题。

定义 2.2 (三大分布)

♣

设 X1, . . . , Xni.i.d. ∼ N(0, 1),则称 ξ =
n∑
i=1

X2
i 是自由度为 n的 χ2 变量，记为 ξ ∼ χ2

n.

设随机变量 X ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2
n且 X 和 Y 独立，则称 T = X√

Y/n
是自由度为 n的 t变量，其分布称为

自由度为 n的 t分布，记为 T ∼ tn.
设 X ∼ χ2

m, Y ∼ χ2
n 且 X 和 Y 独立，则称 F = X/m

Y/n 为自由度为 m和 n的 F 变量，其分布称为自由度
是m和 n的 F 分布，记为 F ∼ Fm,n.

关于三大分布，你只需要记住它们的定义（独立性是必要的）和密度曲线的形状，不需要记住它们的密度函
数的具体形式。我们会在后续课程中常常构造符合这样分布的统计量来做推断。

2.2.2 点估计

点估计是利用样本产生的统计量来估计总体分布中的参数，例如我们可以用 X̄ 来作为 EX 的点估计，并且
由于 EX̄ = EX ,这样的估计被称作是无偏的。这种利用样本的矩来产生点估计的方法，称作矩估计。
另外一种常见的估计是极大似然估计。极大似然估计可以常常被证明出许多好的性质，操作起来也只是将

问题转化成了一个函数的优化（求极值）问题。因此在统计等领域应用颇多。我想较为详细地介绍它的定义。
设有一参数分布族 F = {f(x, θ), θ ∈ Θ},其中 Θ为参数空间。令 X = (X1, . . . , Xn)为从 F 中抽取的简单

随机样本，f(x, θ) = f(x1, . . . , xn, θ)为样本 X 的概率（密度）函数。

定义 2.3 (似然函数)

♣

设 f(x, θ) = f(x1, . . . , xn, θ)为样本X 的概率（密度）函数。当 x固定时，可以看成 θ的函数，称为似然
函数。

注对似然函数取对数得到的函数称为对数似然函数。它和似然函数增减性相同，且求对数可以将乘积转化为求
和更容易研究，因此实际操作中经常选择极大化对数似然函数。

定义 2.4 (极大似然估计)
令 X = (X1, . . . , Xn)为从 F 中抽取的简单随机样本（独立同分布），称

θ̂ = argmax
θ

f(x, θ)

3



2.2 数理统计

♣为极大似然估计。

注由于分布族已知，得到的 θ̂仅仅是样本 X = (X1, . . . , Xn)的函数，是一个统计量。
注直观地看，我们选取 θ 使得当前事件（即样本 X = (X1, . . . , Xn)被产生出来）的概率最大。这一点不难理
解，例如我们抽取 100个样本发现均接近 0，我们更倾向于认为样本的均值接近于 0，而不是 1000，因为当样本
均值为 1000时产生这样的样本的可能性太小了。就是这样直观的想法，可以为我们提供如此优良的极大似然估
计。在数理统计课上你会被迫做许多练习，但我认为知道最简单的定义并理解背后的想法就足够了。

2.2.3 区间估计

区间估计通常伴随假设检验产生。这里你也只需要了解最简单的定义。现在你拥有的，依然是假设出来的
参数分布族 F = {f(x, θ), θ ∈ Θ}，并且你收集了 n个简单随机样本，想要对参数 θ的取值作出估计。你构造了
一个统计量 ĝ1(X)并且认为它大概率比 θ小，另一个统计量 ĝ2(X)并且认为它大概率比 θ大，因此你有充分把
握认为 θ会落在 ĝ1(X)和 ĝ2(X)里。

定义 2.5 (置信区间)

♣

如果你可以证明，P(ĝ1(X) ≤ θ ≤ ĝ2(X)) ≥ 1− α,那么区间 [ĝ1(X), ĝ2(X)]称为参数 θ的置信度（置信
水平）为 1− α的置信区间。

注你很难说明一个“点估计”究竟有多么精确，但是可以通过点估计来构造置信区间，它给了你更多理由。
注如果你只有充分把握得到置信区间的一个界，那么你得到的叫做“置信上限”或者“置信下限”。也十分有用。
这里，如果你有精力的话，可以去熟悉一些数理统计书上关于置信区间的例子，重点是正态等。至少，回归

分析不会要求你掌握构造各种各样的置信区间的办法，你只需要看得懂，然后尝试着去理解。

2.2.4 参数假设检验

假设检验是数理统计学最精彩的内容，在这里你也会初次感受到统计并不是数学，更不是数数、按计算器
的学科。统计是一门艺术，有人的因素在里面。
初学假设检验的时候我是十分震撼的，因此在写这一部分的时候诚惶诚恐，担心没办法把这部分当初带给

我的感受充分地表达出来。
这一节我主要讲参数假设检验，非参数假设检验的一些具体方法我将在下一节里面作简要介绍。
设有一参数分布族 F = {f(x, θ) : θ ∈ Θ},其中 Θ为参数空间。令 X = (X1, . . . , Xn)为从 F 中抽取的简单

随机样本。
这句话我写过很多遍了，可以看出研究每个问题的时候，你拥有的都是一些样本，以及对于问题的了解（对

参数空间的假设、先验知识等）。
在参数假设检验问题中，感兴趣的是 θ 是否属于参数空间的某个非空真子集 Θ0. 则命题 H0 : θ ∈ Θ0 称为

零假设或原假设。命题 θ ∈ Θ1 称为对立假设或备择假设。
注在统计中，我们一定要选取公认的、不容易被否定的命题作为原假设，实验者新提出的、想要说明的结论作
为备择假设，这是规定。实验者的目的是推翻原假设，但是他必须有极大的把握（例如 95%以上）才能做出“否
定原假设”的结论，否则，如果他只能说明他有 70%的概率认为原假设不对，也不能做出“否定原假设”的结
论，而只能“勉强接受原假设”。当然，具体的数值还与置信度 α有关。
注原假设和对立假设的地位是绝对不对等的！在假设检验问题中我们最终做出的判断是“接受”或者“拒绝”原
假设，事实上对立假设完全可以不写（视为原假设空间的补集），不管它具体为什么形式，我们做统计推断时只
关心原假设的形式。

假设检验问题可以表示为
H0 : θ ∈ Θ0 ←→ H1 : θ ∈ Θ1.
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2.2 数理统计

下面看一个例子：
例题 2.2设 X = (X1, . . . , Xn)为从正态总体 N(a, σ2)中抽取的随机样本，其中 σ2 已知。考虑检验问题

H0 : a = ao ↔ H1 : a ̸= a0,

此处 a0 为给定的常数。即我们想通过收集到的样本，做出接受或者否定“a = a0”这一命题的判断。
这种检验的直观做法是，先求 a的一个估计量，可以知道 X̄ =

n∑
i=1

Xi是 a的一个优良估计。若 |X̄ − a0|较

大，就倾向于否定H0. 具体地说，要确定一个数 A,当 |X̄ − a0| > A时就否定H0,当 |X̄ − a0| ≤ A时就接受H0.
称

D = {X = (X1, . . . , Xn) : |X̄ − a0| > A}

为否定域，或拒绝域。当样本落入否定域的时候，我们就否定原假设。
为了说明我们做出的判断的有效性，我们需要从概率的角度出发，给自己的判断找理由。
比方说，假如我们可以证明，在原假设成立的条件下，D = {X = (X1, . . . , Xn) : |X̄ − a0| > A}这一事件

发生的概率小于 0.05（或者是更一般的 α）,我们就做出“否定原假设”的判断。
注这里的 α称作置信水平，它的选取也需要考虑诸多因素。
注这里我们需要相信一件事：小概率事件不会发生。以此，如果我们发现了在原假设成立的情况下，所收集到
的样本代表的是一个小概率事件（或者是小概率事件的子集），那我们要倾向于认为我们的“原假设”是错误的，
即做出“否定原假设”的结论。这时我们做出这个“否定”，“犯错误”的概率至多是 0.05，即我们有 95%的把
握认为我们的判断是正确的。（似乎是高中时学的语言）

统计推断以样本为依据，任何统计推断都不会保证绝对的正确性，而是以一定的概率去保证推断的可靠性，
为人们提供更多的想法和选择。在假设检验问题中可能会犯两种错误：

1. 原假设 H0 为真，被否定。
2. 原假设 H0 为假，被接受。

我们希望犯两类错误的概率越小越好，但这一点很难做到，二者通常不可兼得。因为如果我们否定更多的样本，
那么第一类错误就会增加，第二类错误减少，反之也可以做出相似的推论。因此，这里涉及到一个“控制犯第一
类错误概率的原则”，也叫 Neyman-Pearson原则。

公理 2.1 (Neyman-Pearson原则)

♡

控制犯第一类错误的概率，即在保证犯第一类错误不超过指定数值 α ∈ (0, 1)（通常很小），寻找犯第二类
错误尽可能小的检验。

注这里的要求和我们最初对原假设的选取相容，即选取那些不易被否定的公认的事实。假设检验时需要做到“保
护原假设”，如果我们没有充分的理由说明它是错的，那么就要接受原假设。只有把握充分大的时候（犯错误概
率小于检验水平 α），才能推翻它。
注举一个例子直观理解为何如此选择。在实际问题中，犯第一类错误和第二类错误的代价通常不相同。例如我
们要说明某个新药的有效性，原假设为“新药不如旧药，要坚持使用旧药”，备择假设为“抛弃旧药，选择新药”。
做检验的通常是新药的研发者。而“旧药”能投入使用一定是经过更多时间和客观事实检验过的，我们将“旧药
更有效”放入“不易被否定的原假设”。而如果新药的研发者想说服病人使用新药，就必须拥有更充分的把握,毕
竟，认为“新药和旧药差不多”并不是说服人们做出改变的理由。这里犯第一类错误（否定旧药更有效）的代价
可能是因为新药不好带来生命危险，但是犯第二类错误的代价仅仅是没有使用到“有可能更有效的新药”。从这
个例子也可以看出，“保护原假设”和“控制犯第一类错误的概率”是我们做推断必须要坚守的原则。可以再回
看一下 Neyman-Pearson原则。
如果你想在《数理统计》课取得不错的考试成绩，那参数假设检验里面的各种具体例子的计算（重点是正

态）就一定要熟练，但我认为理解想法以后，具体的细节其实没那么重要，读一遍就足够了。
求解假设检验问题的一般步骤：

1. 提出原假设 H0 和备择假设；
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2.3 R语言编程

2. 确定检验统计量和否定域的形式，A待定；
3. 选取适当水平 α,利用检验统计量的分布确定临界值 A；
4. 由手中的样本算出检验统计量的具体值，与否定域比较，做出接受或者拒绝原假设 H0 的结论。
下面简单谈一谈假设检验与置信区间的关系。两者其实通常是一回事。
如果我们得到一个置信度为 α的假设检验，例如否定域为 D = {|X̄ − θ| > A},那么我们相当于知道

P(|X̄ − θ| > A) < α,相对应的也就能得到参数 θ的置信区间 [X̄ −A, X̄ +A],它的置信水平为 1−α. 相应地，也
可以由置信区间直接导出一个对应的假设检验。

这部分的最后，介绍一个概念，叫做 p-值 (p-value). 我们手上依旧有一些简单随机样本X = (X1, . . . , Xn).

定义 2.6 (p值)

♣
在原假设成立的情况下，p = P(样本X = (X1, . . . , Xn)出现的概率)称作 p值。

这也是假设检验中相当重要的概念。在上面讲的一般的选取拒绝域的假设检验问题时，我们会写一些推导，
然后用查表的办法确定最终的拒绝域，但这已经是很古老的办法了。现在的 p值通常由计算机计算得到，相当
方便，同时因为对于具体的分布我们可能也没办法手算这样的概率。如果我们算出来的 p值小于预先给定的水
平 α,那么就可以作出“否定原假设”的判断。

2.2.5 一些非参数假设检验方法

回归分析中会接触到的似乎只有 χ2 检验，用来检验列联表的独立性和齐一性。用到的便是 Pearson卡方统
计量。

例如，统计量

X2 =
n(ad− bc)2

n1n0m1m0

在原假设 H0(没有差别)的条件下近似服从 χ2
1 分布。

具体的细节可以参考韦来生《数理统计》6.5节。这部分我也不是很熟悉，也只是在一些案例分析使用，并
不在回归的主线里，我就不详细写了。了解这些构造出来的卡方统计量以及何时否定就可以了。

在编写这章内容时，我也重新浏览了杨老师去年的《回归分析》讲义，认为以上已经包含了所有用得到的数
理统计知识。当然，具体的一些细节只看这几页总结可能还是不够的，需要同学们参考不同的资料细细品味。

2.3 R语言编程
如果想系统性地学学 R语言，可以参考北大李东风老师的讲义：网页链接
系统性学习可以自己看完 1-19（看不明白的直接跳过），挑感兴趣的代码复制到自己的 RStudio上跑一下。

其他的用到了再查就好，条件允许的话我认为当下热门 chatGPT更好用，你总可以用它找到你想要的的东西。
但这门课不会要求你太多。我认为回归的实验最主要的意义在于让同学自己动手去体验一下跑数据的过程，

并借此对线性模型理论和相关方法产生更深刻的理解，并不是纯粹地锻炼你的敲代码能力，毕竟这门课不叫《统
计软件》。所以杨老师的实验讲义绝大部分是对实验知识的讲解，再加上几个对例题稍作改变而产生的练习题。
认真完成的话会收获很多，但压力不大。

2.4 线性代数
我只提几个同学们在线性代数学习过程中可能没有特别注意的话题。具体细节课上应该都会讲到，并且在

老师的课件上可以看到完整的证明与推导过程，所以理论上来讲你可以之前没学过线性代数。
事实上，我所提到的这些基本只是作为工具出现在这里，向量空间与线性变换才是线性代数最核心的内容。
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2.4 线性代数

2.4.1 方阵的谱分解

这里说的其实是线性代数中实对阵矩阵的正交相似对角化，矩阵的特征根也被称作“谱”。

定理 2.2 (谱分解)

♡

任一 n× n对称阵 A可以表示为
A = OΛOT ,

其中 Λ = diag(λ1, . . . , λn), O = (v1, . . . , vn)是正交矩阵，OOT = OTO = In,其中 λi 是 A的特征根，vi
是对应的模长为 1的特征向量。

这个定理很简单。如果说线性代数是机器学习的理论基础，那这个“谱分解”定理应该是其中最闪耀的部
分，其余的都是陪衬。

2.4.2 矩阵的奇异值分解

定理 2.3 (奇异值分解)

♡

任一秩为 r的 n×m矩阵 A可表示为

An×m = Un×rDr×rV
T
r×m,

其中 UTU = V TV = Ir, D = diag(
√
λ1, . . . ,

√
λr) 的对角元称为奇异值，其中 λ1 ≥ . . . ≥ λr > 0 为

ATA 或 AAT 的 r 个正特征根，U = (u1, . . . , ur) 的第 i 列 ui 为 AAT 的对应于特征根 λi 的特征向量，
V = (v1, . . . , vr)的第 i列 vi 为 ATA的对应于特征根 λi 的特征向量。

奇异值分解是谱分解的推广，它针对的是“任一矩阵”，在实对称半正定矩阵的情况下就是谱分解。我读过
的最全面的关于奇异值分解的理论，是在李航老师的《统计学习方法》，里面介绍了各种形式的奇异值分解及其
证明。另外，我读过的最丰富的关于奇异值分解的应用，其实是在杨老师的《多元分析》的课件上，后半学期的
统计模型，本质上都是在做奇异值分解。《回归分析》课应该应用不多。

2.4.3 广义逆

定义“广义逆”的主要动机是在求解某些优化问题时，我们因为矩阵不可逆而得不到问题的显式解。但在具
体的一些问题里，我们可以证明，在需要求逆的地方我们使用任意一个“广义逆”，都能达到想要的效果。其在
线性模型里最主要的应用便是写出最小二乘的显式解。

定义 2.7 (广义逆)

♣任何 An×m,若 Xm×n 满足 AXA = A, X 称为 A的广义逆，记为 A−.

广义逆的存在性总是有的，并且我们可以说明广义逆可以表达出线性方程的解。

定理 2.4

♡若方程 Ax = b有解，b ̸= 0,则任何一个解都具有形式：x = A−b.

广义逆不一定唯一，但如果我们再加些限制，便能得到存在唯一的Moore-Penrose广义逆。由M-P广义逆表
示的线性方程的解，是线性方程长度最小的解。

2.4.4 欧式空间中的正交投影

我们将对称幂等阵称为投影矩阵，它的特征根为 1或 0. 如果我们想将一个向量投影到矩阵 X 的列空间上，
那相应的投影阵为 PX = X(XTX)−XT . 由此便能得到最小二乘的解法。
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第 3章 似然方法及其理论

本章来自文档链接。一般来讲了解前两部分内容（KL距离、极大似然估计）加上最后的复合原假设对应的
检验就够了。中间的渐进理论基本严格，但也不够严格。

似然方法是统计学中应用最广泛的方法，似然准则是统计学的最高准则之一。总体所有未知的信息都包含
在似然函数中，参数的统计推断应该基于似然函数,这就是所谓的似然准则 (likelihood principle)。

R.A.Fisher于 1920’s提出了极大似然方法，参数的极大似然估计使得似然函数达到极大，具有相合、渐近正
态、渐近有效（最优）和不变性。除了估计参数，似然也可以用来进行假设检验、置信区间等其它统计推断，这
些似然推断方法同样具有最优性。我们主要介绍经典的似然理论，即极大似然估计的性质，基于似然的检验方
法包括似然比检验（LRT）、Rao’s score检验，Wald检验的零分布。
注 似然方法的重要性不仅仅局限于经典的似然理论及其应用，多似然方法有众多拓展和应用，包括条件似然
(conditional likelihood，消除冗余参数)、部分似然 (partial likelihood, Cox半参数模型)、剖面似然（profile likeli-
hood）、拟似然方法 (quasi-likelihood,只假设矩函数形式而不假设具体分布)、估计方程和广义估计方程方法 (EE：
EstimatingEquation，GEE)、经验似然或非参数似然等等。

3.0 Kullack-Leibler距离
Kullack-Leibler距离度量了两个概率密度的差异，在似然理论中有重要应用，特别地，模型选择的 AIC准则

的构建基于该度量。

引理 3.1

♡

假设 f, g是两个概率密度，Kullback-Leibler（KL）距离或散度 (divergence)定义为

D(g|f) = Ef

(
log

(
f

g

))
=

∫
f(x) log

(
g(x)

f(x)

)
,

其中 Ef 表示对 f 求期望。则
D(g|f) ≥ 0或 Ef log f ≥ Ef log g.

证明：因为 − log(x)是凸函数，所以

Ef

(
− log

(
g

f

))
≥ − log(Ef (

g

f
)) = − log(

∫
g

f
f) = − log(

∫
g) = − log(1) = 0.

■

3.1 极大似然估计
本节给出一些基本定义，并从直观上讨论为什么 MLE具有优良性质。为了简便，我们仅考虑样本是 iid并

存在概率密度的情形。独立但不同分布的情形类似。假设

X1, ..., Xn iid ∼ f(x|θ), θ ∈ Θ ⊂ Rk, f 是关于某个测度的密度函数.

X1, ..., Xn 的联合分布
∏n
i=1 f(xi|θ)作为未知参数 θ的函数称为似然函数：

L(θ) =

n∏
i=1

f(xi|θ).

http://home.ustc.edu.cn/~matchbox/likelihood.pdf


3.1 极大似然估计

对数似然函数

l(θ) = log(L(θ)) =

n∑
i=1

log[f(xi|θ)]

将似然函数中的乘积变成加法，易于计算和优化，更为重要的是对数似然函数是随机变量的独立和，可直接应
用大数律或中心极限定理,比如由大数律

l(θ)/n→ E(log f(X|θ)) =
∫

log f(x|θ)× f(x|θ)dx, n→∞,

而右端的极限与 KL距离有关。极大似然估计 θ̂使得似然函数或等价地对数似然达到最大

θ̂ = argmax l(θ).

为什么极大似然估计是未知参数的良好估计？假设 θ是真参数,任取 θ∗ ̸= θ（即样本来自于总体 f(x|θ)而不
是 f(x|θ∗)),则由大数定律和引理 1

l(θ)− l(θ∗)
n

=

∑n
i=1 log(f(xi|θ)/f(xi|θ∗)

n
→a.s. Eθ log

(
f(x|θ)
f(x|θ∗)

)
=

∫
f(x|θ) log

(
f(x|θ)
f(x|θ∗)

)
dx > 0,

其中 Eθ 表示按照分布 f(x|θ)求期望。上述事实说明当 n → ∞时，几乎必然有 l(θ) > l(θ∗)，即真参数使得似
然函数最大，而按照定义似然估计使得似然函数最大，所以似然估计应该等于或接近真参数。即使样本量有限，
使得似然函数达到极大的点即MLE应该在真参数 θ附近，即 θ̂ → θ（依概率或 a.s.），这就是所谓的相合性。

对数似然函数关于参数的一阶导数、二阶导数 (Hessian矩阵)是似然理论中最重要的量。一阶导数称为计分
(score)函数，负的二阶导数称为（观测）Fisher信息阵。

定义 3.1

♣

(计分函数和信息阵)
对数似然函数的一阶导数称为计分函数 (score):

U(θ) = l̇ =
∂l(θ)

∂θ
=
f ′(x|θ)
f(x|θ)

,

观测信息阵 (observed Fisher information):

I(θ) = −l̈ = − ∂
2l(θ)

∂θ∂θ⊤
,

Fisher信息阵：观测信息阵的期望

i(θ) = E(I(θ)) = E

[
− ∂

2l(θ)

∂θ∂θ⊤

]
.

若 X1, X2, ..., Xn iid,则 i(θ) = nE
[
−∂

2 log(f(x|θ)
∂θ∂θ⊤

]
∆
= ni1(θ), i1(θ)代表单个样本的信息。

定理 3.1

♡

正则条件下，
EU(θ) = 0, var(U(θ)) = EUU⊤ = i(θ),

即

E

(
∂l(θ)

∂θ

)
= 0, E

(
∂l(θ)

∂θ

)(
∂l(θ)

∂θ

)⊤

= −E ∂2l(θ)

∂θ∂θ⊤
,

其中的 E 是对 X1, ..., Xn iid ∼ f(x|θ)求期望。

为了求解MLE使得对数似然函数 l(θ)达到极大，通常求解如下似然方程

U(θ) = ∂l/∂θ = 0.
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3.2 极大似然估计的渐近性质

该方程未必有唯一解。

Remark1：
i(θ) = var(U)说明 Fisher信息阵是正定的，由大数定律，

1

n
I(θ) =

1

n

n∑
i=1

∂2 log(f(xi|θ)
∂θ∂θ⊤

→ E

(
∂2 log(f(x1|θ)

∂θ∂θ⊤

)
= i1(θ) = i(θ)/n > 0,

因此当 n→∞，几乎必然 I(θ) > 0.即对数似然函数的二阶导数负定，因此似然方程几乎必然有唯一解。

Remark2：
第一个性质 Eθ(U(θ)) = 0说明 U(θ)在平均意义下在真参数 θ处为 0，或者可认为 U(θ) ≈ 0,这保证了似然

方程 U(θ̂) = 0的解 θ̂ ≈ θ。

Remark3：
由 Taylor展开

0 = U(θ̂) ≈ U(θ)− I(θ)(θ̂ − θ) ≈ U(θ)− i(θ)(θ̂ − θ)

知
θ̂ − θ ≈ i(θ)−1U(θ),

因为 U = U(θ)是独立随机变量之和，定理 1求出了 U 的均值和方差，则由中心极限定理

var(U)−1/2 (U − E(U)) = i(θ)−1/2U(θ) = i
−1/2
1 (θ)U(θ)/

√
n

d→ N(0, Ik).

即
U(θ)/

√
n

d→ N(0, i1(θ)).

由上述两式可得 θ̂服从渐近正态分布
√
n(θ̂ − θ) =

√
ni(θ)−1U(θ) = i−1

1 U(θ)/
√
n

d→ N(0, i1(θ)
−1).

以上各个 Remark从直观上大概说明了MLE应该具有的优良性。下面将我们上述直观（稍微）严格化。

3.2 极大似然估计的渐近性质

正则条件 (Regularity Conditions)
i. f 的支撑不依赖于 θ.
ii. f 是可识别的（若 f(x|θ1) = f(x|θ2)对任何 x都成立，则必有 θ1 = θ2），Θ ⊂ Rk 是开集.
iii.

∣∣∣∂3 log(f(x|θ))
∂θ3

∣∣∣ ≤M(x)，EθM(x) <∞.

将 U(θ)在真参数 θ处 Taylor展开并利用 I(θ)/n→ i(θ),

0 = U(θ̂) = U(θ) +−I(θ)(θ̂ − θ) + op(n
− 1

2 ) = U(θ)− ni1(θ)(θ̂ − θ) + op(n
− 1

2 )

所以我们可将MLE表示为（为了简单，省略小 o项)

θ̂ − θ = [ni1(θ)]
−1U(θ). (3.1)

or
√
n(θ̂ − θ) = i−1

1 (θ)
U(θ)√
n
. (3.2)

下面将多次使用该表示。
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3.2 极大似然估计的渐近性质

定理 3.2

♡

(相合性 consistency)正则条件下，MLE θ̂是参数 θ的相合估计，即

θ̂
Pr.→ θ.

Proof. 由大数定律，U(θ)/n =
∑n
i=1

∂ log f(xi|θ)
∂θ → E(∂ log f(x1|θ)

∂θ ) = 0,所以 θ̂ = θ+ i−1(θ)Un +op(1)→ 0 a.s.

定理 3.3

♡

(渐近正态 Asymptotic normality)正则条件下,
U(θ)√
n
→d N(0, i1(θ)), (3.3)

√
n(θ̂ − θ)→d N(0, i1(θ)

−1). (3.4)

Proof. 注意到 score函数 U(θ)是独立随机变量的和，E(U(θ)) = 0, var(U(θ)) = i(θ) = ni1(θ),由中心极限
定理

var(U)−1/2[U(θ)− EU(θ)] = (ni1(θ))
−1/2U(θ)

d→ N(0, Ik),

即
U(θ)/

√
n

d→ N(0, i1(θ)).

由（2）
√
n(θ̂ − θ) = i−1

1 (θ)
U(θ)√
n

d→ N(0, i1(θ)
−1).

■

极大似然估计是渐近最优的，即在极限情况下，在所有 θ 的无偏或渐近无偏估计中，极大似然估计的方差
最小。

定理 3.4

♡

(渐近最优 Asymptotic efficiency,Hajek)若 θ̃是任一 θ的无偏估计,则它可以分解为

θ̃ = θ̂ + Z

其中 Z 与 θ̂不相关，这表明
var(θ̃) = var(θ̂) + var(Z) ≥ var(θ̂).

Proof. dim(θ) = k，对任何无偏检验 θ̃, θ = Eθ θ̃ =
∫
θ̃L(θ),两边同时对 θ求导，得 (注意似然函数 L是联合

概率密度)
Ik =

∫
θ̃L′ =

∫
θ̃L′/L× L = Eθ̃L′/L = E(θ̃U(θ))⊤,

其中 L′/L = (logL)′ = U(θ),所以

E(θ̃ − θ̂)U⊤ = Ik − E(θ̂U⊤)U = Ik − E(i−1UU⊤) = Ik − Ik = 0,

所以 Z = θ̃ − θ̂与 ⊥ θ̂不相关，
⇒ θ̃ = θ̂ + Z, where Z ⊥ θ̂.

下述定理可用于构造假设检验和置信区间

定理 3.5
正则条件下，下述三个量渐近等价且都收敛到卡方分布

2(l(θ̂)− l(θ)) ≈ (θ̂ − θ)⊤[ni1(θ)](θ̂ − θ) ≈ U(θ)⊤[ni1(θ)]
−1U(θ)→d χ

2
k, k = dim(θ) (3.5)
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3.3 基于似然的检验：简单原假设情形

♡
因为 I(θ)/n→ i1(θ),由 Slusky引理，上式中 i(θ) = ni1(θ)换成 I(θ)仍然成立。

Proof. 二阶 Taylor展开,

l(θ̂)− l(θ) = U(θ)⊤I(θ̂− θ)− 1

2
(θ̂− θ)⊤I(θ)(θ̂− θ)+ op(1) = U(θ)⊤(θ̂− θ)− 1

2

√
n(θ̂− θ)⊤i1(θ)

√
n(θ̂− θ)+ op(1)

由 (3.1), U(θ) = ni1(θ)(θ̂ − θ),上述 Taylor展开中以 ni1(θ)(θ̂ − θ)替代 U(θ)，得

l(θ̂)− l(θ) = 1

2
(θ̂ − θ)⊤[ni(θ)](θ̂ − θ) + op(1)

Talyor展开中以 [ni1(θ)]
−1U(θ)替代 θ̂ − θ，得

l(θ̂)− l(θ) = 1

2
U(θ)⊤[n1i(θ)]

−1U(θ)

由定理 3知近似地有 U(θ) ∼ N(0, ni1(θ))，
√
n(θ̂ − θ) ∼ N(0, (ni1(θ))

−1)，从而上述各个量都依分布收敛
到 χ2

k。 ■

3.3 基于似然的检验：简单原假设情形
考虑简单原假设 H0 : θ = θ0。基于定理 5的结论，可构造基于似然的三种常见检验。

▶ 似然比检验 (LRT)
LRT = −2 log(λ) = 2[l(θ̂)− l(θ0)] ∼H0

χ2
k,

其中似然比 λ = L(θ0)/L(θ̂)。
▶ Wald检验

W = (θ̂ − θ0)⊤I(θ0)(θ̂ − θ0) ∼H0 χ
2
k.

▶ Score检验
S = U(θ0)

⊤I(θ0)
−1U(θ0) ∼H0

χ2
k.

当上述检验统计量大于 χ2
k(α)时，在水平 α下拒绝H0。三个统计量渐近等价。W,S中的 I(θ0)

可换成 ni1(θ0)(后者需要更多的计算，需要计算期望，因而不太常用,事实上其功效略差于前者)。

Remark4：
三个检验渐近等价，一般具有相近的功效，但它们在具体应用中还是有差异的。LRT计算最简单，无需计

算对数似然的导数；Wald检验最直观，它直接对比 θ̂和 θ0的差异；Score检验考察 U(θ0)(的模)是否接近 0，若
接近 0，那么 θ̂ ≈ θ0 (因为 U(θ̂) = 0).，从而不能拒绝原假设。

3.4 基于似然的检验：复合原假设情形

复合假设是更常见的情形。假设参数空间 Θ ⊂ Rk,dim(Θ) = k。我们希望检验复合原假设

H0 : θ ∈ Θ0 ⊂ Θ, dim(Θ0) = m < k.

假设存在二次可导的函数 g使得 Θ0 = g(Rm)，则在正则条件下，当原假设成立时

−2

[
log

(
L(θ̂0)

L(θ̂)

)]
→d χ

2
k−m as n→∞,

其中
θ̂0 = arg max

θ∈Θ0

l(θ); θ̂ = argmax
θ∈Θ

l(θ).
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3.4 基于似然的检验：复合原假设情形

通过重新参数化，上述复合假设问题可转化为如下情形（实践中最常见的情形）,即参数 θ可划分为两部分：

θk×1 = (ψ(k−m)×1, λm×1)
⊤

其中我们感兴趣的或者需要检验的是参数 ψ，而 λ称为冗余参数（nuisance parameter)。原假设为

H0 : ψ = ψ0 (ψ0 已知)

原假设成立时的参数空间为
Θ0 = {(ψ0, λ) : λ ∈ Rm}, dim(Θ0) = m.

对数似然函数

l(θ) = l(ψ, λ) =

n∑
i=1

log f(xi; θ)

记MLE θ̂ = (ψ̂, λ̂)⊤,原假设成立时 ψ的MLE为 ψ̂0,记 θ̂0 = (ψ0, λ̂0)
⊤. 划分计分函数

U(θ) =
∂l

∂θ
=

(
∂l
∂ψ
∂l
∂λ

)
∆
=

(
Uψ

Uλ

)
划分观测信息阵如下

I = − ∂2l

∂θ∂θ⊤
=

(
Iψψ Iψλ

Iλψ Iλλ

)

记其逆矩阵

I−1 =

(
Iψψ Iψλ

Iλψ Iλλ

)
,

其中 Iψψ = Iψψ•λ = Iψψ − IψλI−1
λλ Iλψ。类似于简单假设情形，我们定义似然比检验（LRT）, score检验 S, Wald

检验W 如下。

复合假设的似然检验
▶ 似然比检验

LRT = 2[l(θ̂)− l(θ̂0)]

▶ Score检验
S = Uψ(θ̂0)

⊤I−1
ψψ(θ̂0)Iψ(θ̂0) (θ̂0 :原假设下的MLE)

▶ Wald检验

W = (ψ̂ − ψ0)
⊤Iψψ(θ̂)−1(ψ̂ − ψ0) (θ̂ :无假设下的MLE)

三个检验在渐近等价，原假设成立时它们的极限分布都是 χ2
k−m(定理 6)。

Remark5：
Remark4仍适用于这里。另外，许多著名的检验统计量都是复合情形下的 Score检验（比如列联表的 Pearson

卡方法检验）。

例 1. 假设 I 个多项分布总体
xi = (xi1, ..., xiJ)

⊤ ∼Multinomial(ni;pi),

其中pi = (pi1, ..., piJ)
⊤, pi1+...+piJ = 1, pij > 0, i = 1, ..., J ,将所有计数组成 I×J列联表X = (xij , 1 ≤ i ≤ I, 1 ≤ j ≤ J)。

齐一性假设
H0 : p1 = ... = pI .

则 H0 的 score检验为列联表的 Pearson卡方检验。
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3.4 基于似然的检验：复合原假设情形

定理 3.6

♡
LRT, S,W 渐近等价，原假设 H0 : ψ = ψ0 成立时它们的分布收敛到 χ2

k−m, n→∞。

Appendix: Sketch proof of Theorem 6

We only prove LRT. Let θ̂0 = (ψ0, λ̂0), where λ̂0 is the MLE under the null, i.e, we have
∂l(θ)

∂λ
|ψ=ψ0,λ=λ̂0

= 0

The global MLE is denoted by θ̂ = (ψ̂, λ̂), then by Taylor expansion, the log-likelihood ratio is (omitting high-order terms)

l(θ̂0)− l(θ̂) =
∂l(θ)

∂θ
|θ=θ̂ +

1

2
(θ̂0 − θ̂)⊤

[
∂2l(θ)

∂θ∂θ⊤
|θ=θ̂

]
(θ̂0 − θ̂)

≈ −n
2
(θ̂0 − θ̂)⊤

[
i(θ̂)

]
(θ̂0 − θ̂) (3.6)

where we have subsituted ∂2l(θ)
∂θ∂θ⊤

|θ=θ̂ by its expectation at true parameter θ0 = (ψ0, λ).
Next, we expand U(θ̂0) around θ̂.

U(θ̂0) =

(
∂l(θ)
∂ψ |(ψ0,λ̂0)
∂l(θ)
∂λ |(ψ0,λ̂0)

)
=

(
∂l(θ)
∂ψ |(ψ0,λ̂0)

0

)

=
∂U

∂θ
(θ̂0 − θ̂) = −ni(θa)(θ̂0 − θ̂) = −n

(
iψψ iψλ

iλψ iλλ

)(
ψ0 − ψ̂
λ̂0 − λ̂

)

= −n

(
iψψ(ψ0 − ψ̂) + iψλ(λ̂0 − λ̂)
iλψ(ψ0 − ψ̂) + iλλ(λ̂0 − λ̂)

)
So from the second component in the above equation we have

λ̂0 − λ̂ = −i−1
λλ iλψ(ψ0 − ψ̂)

Then,

θ̂0 − θ̂ =

(
ψ0 − ψ̂
λ̂0 − λ̂

)
=

(
ψ0 − ψ̂

−i−1
λλ iλψ(ψ0 − ψ̂)

)
=

(
I

−i−1
λλ iλψ

)(
ψ0 − ψ̂

)
(3.7)

Then from (6) and (7), we have

l(θ̂0)− l(θ̂) ≈ −
n

2
(ψ0 − ψ̂)⊤(I,−iψλi−1

λλ )

(
iψψ iψλ

iλψ iλλ

)(
I

−i−1
λλ iλψ

)(
ψ0 − ψ̂

)
= −n

2
(ψ0 − ψ̂)⊤iψψ•λ(θ0)(ψ0 − ψ̂), (3.8)

where iψψ•λ = iψψ − iψλi−1
λλ iλλ. Since under the null hypothesis, true parameter is θ0 = (ψ0, λ)

⊤,
√
n(θ̂ − θ0) →d

N(0, i−1(θ0)), then marginally
√
n(ψ̂ − ψ0)→ N(0, i−1

ψψ•λ(θ0)),

combining with (8), we have

−2
{
l(θ̂0)− l(θ̂)

}
=
[√

n(ψ̂ − ψ0)
]
[iψψ·λ(θ0)]

[√
n(ψ̂ − ψ0)

]
→ χ2

k−m

where k −m is the length of ψ.

Reference：
Cox and Hinkley (1974) Theoretical Statistics. CRC.
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第 4章 作业解答

4.1 HW 1
作业 1链接
作业 1解答

http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/2023/hw/hw1.pdf
http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/2023/hw/hw1answer.pdf


4.2 HW 2

4.2 HW 2
作业 2链接

� 练习 4.1随机向量 x = (x1, . . . , xn)
⊤,假设随机变量 x1, . . . , xn iid ∼ N(0, 1),我们称随机向量 x服从 n元标准正

态分布,记作 x ∼ Nn (0, In)。假设 A是 n× n正交矩阵,证明 y = Ax ∼ Nn (0, In).
证明 设 A = (aij)n×n
∵ A是正交阵 ∴

∑n
j=1 a

2
ij = 1 ∀i,

∑n
j=1 akjaij = 0 ∀k ̸= l

∵ Y =


y1
...
yn

 = Ax yi =
∑n
j=1 aijxj . 而 x1, · · ·xn

iid∼ N(0, 1)

∴ yi ∼ N(0, 1)

又对 ∀k ̸= l Cov (yk, yl) =
∑n
j=1 akjalj = 0,即 yk 与 yl 独立

∴ Y = Ax ∼ Nn (0, In)

� 练习 4.2设 a,b ∈ Rn为常数向量,假设 ∥a∥ = ∥b∥ = 1,且 a⊤b = 0。假设 n× 1随机向量 x ∼ Nn (0, In),试证明
√
n− 2× a⊤x√

∥x∥2 − (a⊤x)
2 − (b⊤x)

2
∼ tn−2.

证明 构造 n×n的正交矩阵A =


a⊤

b⊤

∗

,令 y = Ax =


a⊤x

b⊤x

∗

 =


y1
...
yn

由题 1可知, y1, · · · yn
iid∼ N(0, 1)

即 y ∼ Nn (0, In)
∵ ∥y∥2 = y⊤y = x⊤A⊤Ax = x⊤Inx = x⊤x = ∥x∥2

∴ ∥x∥2 −
(
a⊤x

)2 − (b⊤x)2 = ∥y∥2 − y21 − y22 =

n∑
i=3

y2i ∼ χ2
n−2

∴
√
n− 2

a⊤x√
∥x∥2 − (a⊤x)

2 − (b⊤x)
2
=

y1√∑n
i=3 y

2
i /(n− 2)

∼ tn−2

� 练习 4.3假设两组样本:
y1, y2, . . . , yn0 iid ∼ N

(
µ0, σ

2
)
,

yn0+1, yn0+2, . . . , yn0+n1 iid ∼ N
(
µ1, σ

2
)
.

零假设 H0 : µ1 = µ0 的两样本 t-检验统计量为

t1 =
ȳ1 − ȳ0√(
1
n0

+ 1
n1

)
s2
,

其中 ȳ0 = 1
n0

∑n0

i=1 yi, ȳ1 = 1
n1

∑n0+n1

i=n0+1 yi, s
2 = 1

n0+n1−2

(∑n0

i=1 (yi − ȳ0)
2
+
∑n0+n1

i=n0+1 (yi − ȳ1)
2
)
。另外一方

面, 我们记 xi = 0, 1 ≤ i ≤ n0 为第一组的标号, xi = 1, n0 + 1 ≤ i ≤ n0 + n1 为第二组的标号。记 r 为
(xi, yi) , i = 1, . . . , n = n0 + n1 的样本相关系数, x, y的相关性检验统计量

t2 =
√
n− 2

r√
1− r2

,

试验证 t1 = t2 。
证明
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r =
Sxy√
SxxSyy

, x̄ =
n1

n0 + n1
, ȳ =

n0ȳ0 + n1ȳ1
n0 + n1

Sxx =

n∑
i=1

(xi − x̄)2 = n0

(
n1

n0 + n1

)2

+ n1

(
n0

n0 + n1

)2

=
n1n0
n1 + n0

Sxy =

n∑
i=1

(xi − x̄) (yi − ȳ)

= n0

(
− n1
n0 + n1

)
(ȳ0 − ȳ) + n1

(
n0

n0 + n1

)
(ȳ1 − ȳ)

=
n0n

2
1 (ȳ1 − ȳ0)

(n0 + n1)
2 +

n20n1 (ȳ1 − ȳ0)
(n0 + n1)

2

=
n0n1 (ȳ1 − ȳ0)

n0 + n1

Syy =

n∑
i=1

(yi − ȳ) =
n∑
i=1

y2i − nȳ2 =

(
n∑
i=1

y2i − n0ȳ20 − n1ȳ21

)
+
(
n0ȳ

2
0 + n1ȳ

2
1 − nȳ2

)
= (n0 + n1 − 2) s2 +

n0n1
n0 + n1

(ȳ0 − ȳ1)2

r =
Sxy√
SxxSyy

=

√
n0n1
n0 + n1

ȳ1 − ȳ0√
Syy

, 1− r2 = 1− n0n1
n0 + n1

(ȳ1 − ȳ0)2

Syy
=

(n0 + n1 − 2) s2

Syy

∴ r√
1− r2

=

√
n0n1
n0 + n1

ȳ1 − ȳ0√
(n0 + n1 − 2)s2

=
ȳ1 − ȳ0√(
1
n0

+ 1
n1

)
s2
· 1√

n− 2

∴
√
n− 2 · r√

1− r2
= t1

� 练习 4.4假设有二元数据 (xi, yi) , i = 1, . . . , niid,其中 xi, yi 各分别仅取 0,1值,其样本相关系数记为 r。另一方
面,这种二元属性 (离散)数据常常以列联表的形式表示: 其中 a为 xi = yi = 1的样本个数 (即 a =

∑
xiyi, c =∑

(1− xi) yi等等), n1 = a+ b, n0 = c+ d,m1 = a+ c,m0 = b+ d。该列联表的独立性检验的 Pearson卡方统计
量为

X2 =
n(ad− bc)2

n0n1m0m1
.

试验证等于 X2 = nr2 。
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证明

r2 =
S2
xy

SxxSyy

Sxy =

n∑
i=1

(xi − x̄) (yi − ȳ) =
n∑
i=1

xiyi − nx̄ȳ = a− n1m1

n

Sxx =

n∑
i=1

(xi − x̄)2 =

n∑
i=1

x2i − nx̄2 = n1 −
n21
n

Syy = m1 −
m2

1

n

∴ r2 =

(
a− n1m1

n

)2(
n1 − n2

1

n

)(
m1 − m2

1

n

) =
(na− n1m1)

2

n0n1m1m0

=
(ad− bc)2

n0n1m0m1

∴ X2 = nr2
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4.3 HW 3

4.3.1 习题
作业 3链接
记号: 对于任何随机变量或向量 a, b, c,我们记 Σab = cov(a, b),Σab•c = Σab − ΣacΣ

−1
cc Σcb

� 练习 4.1假设 n× 1随机向量 x = (x1, ..., xn)
⊤ ∼ (µ,Σ)，即 E(x) = µ, cov(x) = Σ，设 a,b ∈ Rn为任意两个常

数向量
1. 求随机变量 a⊤x的均值和方差;
2. 求 (x1 + ...+ xn)/n的均值和方差；
3. 求 a⊤x和 b⊤x的协方差和相关系数 ρ(a⊤x,b⊤x)。
4. 求 E||x||2.

解
1. EaTx = aTµ, V ar(aTx) = cov(aTx,aTx) = aTΣa.
2. E(x1+...+xn

n ) = µ, var(x1+...+xn

n ) = aTΣa, where a = 1
n1.

3. cov(aTx, bTx) = aTΣb, ρ(aTx, bTx) = cov(aT x,bT x)√
V ar(aTx)V ar(bTx)

= aTΣb√
aTΣabTΣb

.

4. E∥x∥2 = Σni=1Ex
2
i = Σni=1(V ar(xi) + (Exi)

2) = trΣ+ ∥µ∥2.
� 练习 4.2假设 y,x, z为三个随机向量，记它们的方差-协方差矩阵为

Σ = var


x

y

z

 =


Σxx Σxy Σxz

Σyx Σyy Σyz

Σzx Σzy Σzz


令 x,y关于 y的去相关化分别为

x⊥ = x− ΣxzΣ
−1
zz z, y

⊥ = y − ΣyzΣ
−1
zz z

验证

var


x⊥

y⊥

z

 =


Σxx•z Σxy•z 0

Σyx•z Σyy•z 0

0 0 Σzz


证明 只要用 Σxy•z 的定义验证

var(x⊥) = Σxx•z

var(y⊥) = Σyy•z

cov(x⊥Ty⊥) = Σxy•z.

由去相关化定义，
cov(x⊥Tz) = 0,

整合成矩阵形式可知原命题成立。
� 练习 4.3假设 y是随机变量, x是 p×1随机向量,对任何常数向量 a ∈ Rp，证明 a⊤x和 y的相关系数 ρ(a⊤x, y) =

a⊤Σxy√
a⊤Σxxa

√
Σyy

,且 |ρ(a⊤x, y)| ≤
√

ΣyxΣ
−1
xxΣxy

Σyy .

注希望同学们通过本题，熟悉矩阵形式的 Cauchy-Schwarz不等式，并熟练运用配凑的技术。即下面证明的第三
个等号和不等式。
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证明

ρ(aTx, y) =
cov(aTx, y)√

V ar(aTx)V ar(y)

=
aTΣxy√

aTΣxxaΣyy

=
(Σ

1/2
xx a)T (Σ

−1/2
xx Σxy)√

aTΣxxaΣyy

C−S
≤

√
aTΣxxa

√
ΣxyΣ

−1
xxΣyx√

aTΣxxaΣyy

=

√
ΣyxΣ

−1
xxΣxy

Σyy
.

� 练习 4.4假设 x, y, z是三个随机变量,其 Pearson相关系数矩阵为 3× 3半正定矩阵

R =


1 ρxy ρxz

ρyx 1 ρyz

ρzx ρzy 1

 .

1. 证明
1− ρ2xy − ρ2xz − ρ2zy + 2ρxyρyzρzx ≥ 0.

2. 假设 ρxy = ρxz = ρyz = ρ,说明必定 ρ ≥ −1/2。
解

1. 等价于原矩阵行列式大于等于 0.
2. 直接求解上问所得方程。

� 练习 4.5 假设 n × 1 随机向量 x = (x1, ..., xn)
⊤ 的诸分量之间的 Pearson 相关系数都是 ρ, 试证明 1 ≥ ρ ≥

−1/(n− 1)。并求偏相关系数 ρx1x2•x3···xn。
解

1. 首先，随机变量之间相关系数是一个归一化的量，与他们的方差无关，所以不妨假设所有分量的方差都是
1，否则对每个随机变量除以它的标准差进行研究。由此可以得到协方差矩阵 Σ等于相关系数矩阵：

Rn =



1 ρ ρ · · · ρ

ρ 1 ρ · · · ρ

ρ ρ 1 · · · ρ
...

...
...

. . .
...

ρ ρ ρ · · · 1


.

注意到 R的对角元为 1,非对角元均为 ρ,因此可以写成

R = (1− ρ)In + ρ11T .

利用Matrix determinant lemma,或者用一些初等的线性代数技巧，可以求得

det(R) = (1 + ρ1T (1− ρ)−1In1) det
(
(1− ρ)In

)
=

(
1 +

nρ

1− ρ

)
(1− ρ)n.

再利用 R半正定，行列式非负，易得 − 1
n−1 ≤ ρ ≤ 1.

以上两种求行列式的方法都不容易，还可以从半正定本身的定义出发，由

1TR1 ≥ 0,where 1 = (1, 1, 1, · · · , 1)T

直接推出 − 1
n−1 ≤ ρ ≤ 1这个结果。
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2. 首先给出求形如 Rn 的矩阵的逆的简便方法，即直接利用 Sherman–Morrison formula,可得

R−1
n = ((1− ρ)In + ρ11T )−1

=
1

1− ρ
In −

1

(1− ρ)2
ρ11T

1 + ρ/(1− ρ)1T1

=
1

(1− ρ)
(
1 + (n− 1)ρ

)


1 + (n− 2)ρ −ρ · · · −ρ
−ρ 1 + (n− 2)ρ · · · −ρ
...

...
. . .

...
−ρ −ρ · · · 1 + (n− 2)ρ


关于求偏相关系数，由于课上只给出了 ρx1,x2•x3

的显示表达式，没有给更多元，不建议使用递推的方法，
而要将多元的情况看作向量形式，如直接将 v = (x3, · · · , xn)看成向量，用矩阵方法求向量版本的偏相关
系数即可。令 u = (x1, x2),则 x = (u,v).
此时，

Σuu•v = Σuu − ΣuvΣ
−1
vvΣvu

=

(
1 ρ

ρ 1

)
−

(
ρ · · · ρ

ρ · · · ρ

)
R−1
n−2


ρ ρ
...

...
ρ ρ

 =

(
V ar(x⊥1 ) cov(x⊥1 , x

⊥
2 )

cov(x⊥2 , x
⊥
1 ) V ar(x⊥2 )

)
.

再利用偏相关系数的定义即可得到结果

ρx1x2•x3···xn
=

cov(x⊥1 , x
⊥
2 )√

V ar(x⊥1 )V ar(x
⊥
2 )

=
ρ

1 + (n− 2)ρ
.

最后，在已知 R−1 的情况下，一种利用课上结论更简单的方法是，利用课件 week04 P14命题 2直接得到

ρ12•v = −ωij/
√
ω11ω22 =

ρ

1 + (n− 2)ρ
,

其中, Ω = (ωij) = R−1.

4.3.2 补充内容

命题 4.1 (Matrix determinant lemma)

♠

Suppose A is an invertible square matrix and u, v are column vectors. Then the matrix determinant lemma states
that

det
(
A+ uvT) = (1 + vTA−1u

)
det (A) .

命题 4.2 (Sherman–Morrison formula)

♠

Suppose A ∈ Rn×n is an invertible square matrix and u, v ∈ Rn are column vectors. Then A+ uvT is invertible
iff 1 + vTA−1u ̸= 0. In this case,

(
A+ uvT

)−1
= A−1 − A−1uvTA−1

1 + vTA−1u
.

Here, uvT is the outer product of two vectors u and v.

以上两个公式更大的意义在于设计高效的算法。例如当计算样本的 d × d维协方差矩阵 Σn = Σni=1xix
T
i 的

行列式或逆矩阵时，直接计算的复杂度相当高，但可以将原矩阵写为 Σn = Σn−1 + xnx
T
n ,这样在第 n步便可以

直接利用 n− 1步的结果，再进行简单的矩阵乘法，而不必直接处理一个 d× d维高阶矩阵。
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4.4 HW 4
作业 4链接

� 练习 4.1假设单因子模型 {
x = z + ϵ1

y = z + ϵ2

其中随机变量 z, ϵ1, ϵ2 独立, var(z) = σ2, var (ϵi) = τ2i , i = 1, 2.
1. 求三元随机向量 (x, y, z)⊤ 的方差-协方差矩阵。
2. 求 x, y关于 z的去相关化 x⊥, y⊥ 。
3. 求偏相关系数 ρxy•z 。

解
1.

var(x) = var(z) + var (ε1) = σ2 + τ21

cov(x, y) = cov (z + ε1, z + ε2) = σ2

cov(x, z) = cov (z + ε1, z) = σ2

故 (x, y, z)的协方差阵为


σ2 + τ21 σ2 σ2

σ2 σ2 + τ22 σ2

σ2 σ2 σ2


2.

x⊥ = x− σ2

σ2
z = ε1

y⊥ = y − σ2

σ2
z = ε2

3.

ρxy·z =
cov

(
x⊥, y⊥

)√
Var (x⊥)Var (y⊥)

= 0

� 练习 4.2
假设三元随机向量 (x, y, z)⊤ 的相关系数矩阵如下

Σ =


1 ρxy ρxz

ρyx 1 ρyz

ρzx ρzy 1


1. 求 y与 (x, z)的决定系数。
2. 求控制 z后, x, y的偏决定系数。

解
1. (

ρyx ρyz

)( 1 ρxz

ρzx 1

)−1(
ρxy

ρzy

)
.

=
(
ρyx ρyz

) 1

1− ρ2xz

(
1 −ρxz
−ρxz 1

)(
ρxy

ρzy

)

=
1

1− ρ2xz
(ρxy − ρyzρxz − ρxyρxz + ρyz)

(
ρxy

ρzy

)

=
1

1− ρ2xz

(
ρ2xy − 2ρxyρyzρzx + ρ2yz

)
.
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2. 可以直接按照偏决定系数的定义计算。当然，两个随机变量（一维）的偏决定系数就是偏相关系数的平方，
而偏相关系数 ρxy•z 的表达式已知。故

ϕxy•z = ρ2xy•z =
(ρxy − ρxzρyz)2

(1− ρ2xz)(1− ρ2yz)
.

� 练习 4.3假设 n× 1随机向量 x = (x1, . . . , xn)
⊤ 的各分量方差都是 1 ,每两个分量的协方差（即相关系数）都是

ρ > 0,求 x1 与 (x2, . . . , xn)
⊤ 的决定系数。

解 x = (x1, . . . , xn)的协方差阵形如

R =


1 ρ · · · ρ

ρ 1 · · · ρ
...

...
. . .

...
ρ ρ · · · 1


令 u = (x2, x3, . . . , xn)

T ,则 x1 关于 u的决定系数可以写为：

ϕ1 =
Σx1uΣ

−1
uuΣux1

Σx1x1

=
ρ2(n− 1)

(n− 2)ρ+ 1
,

便是我们要的答案。这里我们可以像上次作业一样计算逆矩阵

Σ−1
uu =

1

((n− 2)ρ+ 1)(1− ρ)


(n− 3)ρ+ 1 −ρ · · · −ρ

−ρ (n− 3)ρ+ 1 · · · −ρ
...

...
. . .

...
−ρ −ρ · · · (n− 3)ρ+ 1

 .

另外，有同学在作业中提供了不用求逆的巧妙方法，可以直接猜出以下式子的值:
1 ρ · · · ρ

ρ 1 · · · ρ
...

...
. . .

...
ρ ρ · · · 1


−1

(n−1×n−1)


1

1
...
1

 .

假设 
1 ρ · · · ρ

ρ 1 · · · ρ
...

...
. . .

...
ρ ρ · · · 1


−1

1

1
...
1

 =


x2

x3
...
xn

 ,

同乘协方差矩阵，得 
1

1
...
1

 =


1 ρ · · · ρ

ρ 1 · · · ρ
...

...
. . .

...
ρ ρ · · · 1




x2

x3
...
xn

 ,

由对称性，容易看出解为 
x2

x3
...
xn

 =


1

(n−2)ρ+1
1

(n−2)ρ+1

...
1

(n−2)ρ+1

 .
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因此容易计算形如

(
1 1 · · · 1

)


1 ρ · · · ρ

ρ 1 · · · ρ
...

...
. . .

...
ρ ρ · · · 1


−1

1

1
...
1


的值，代入原式即可得到答案。
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4.5 HW 5
作业 5链接

� 练习 4.1若 xm×1,yn×1 为任意两个随机向量, E(y | x)称为回归函数,记 ϵ = y − E(y | x).
(a)证明 ϵ与 x不相关 (因此, y可分解为两个不相关的部分: y = E(y | x) + ϵ ).
(b)利用 (a)的结果证明 minf :Rm→Rn E∥y − f(x)∥2 = E∥y − E(y | x)∥2 （提示: 首先证明 f̂(x) = E(y | x)

极小化给定 x条件下的条件期望 E
(
∥y − f(x)∥2 | x

))
.

(c)利用 (a)的结果证明方差矩阵分解公式: var(y) = var[E(y | x)] + E[var(y | x)] (提示: 只需证明 var(ϵ) =

E[var(y | x)] ).
(d)假设 x,y, z是三个随机向量,证明

cov(x,y) = cov[E(x | z), E(y | z)] + E[cov(x,y | z)].

证明
(a)

Cov(ε, x)

=Cov(y − E(y | x), x)

=E
(
(y − E(y | x))x⊤

)
− E(y − E(y | x))Ex⊤

=E
(
(y − E(y | x))x⊤

)
=0 (根据条件期望定义)

(b)
E
(
∥y − f(x)∥2 | x

)
=E

(
∥y − E(y | x) + E(y | x)− f(x)∥2 | x

)

记ε = y − E(y | x)

由于ε与x不相关

⇒Cov(ε,E(y | x)− f(x)) = 0

⇒E
(
ε(E(y | x)− f(x))⊤

)
= 0

E
(
∥y − f(x)∥2 | x

)
=E

(
∥ε∥2 | x

)
+ E

(
∥E(y | x)− f(x)∥2 | x

)
=E

(
∥ε∥2 | x

)
+ ∥E(y | x)− f(x)∥2

⩾E
(
∥ε∥2 | x

)

E∥y − f(x)∥2

=E
(
E
(
∥y − f(x)∥2 | x

))
⩾E

(
E
(
∥ε∥2 | x

))
=E∥ε∥2

当且仅当f(x) = E(y | x)
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(c)
Var(ε)

=E
(
εε⊤

)
− (Eε)(Eε)⊤

=E
(
E
(
εε⊤ | x

))
= E((y − E|y|x))(y − E(y | x))⊤ | x

)
=E

(
E
(
yy⊤ + E(y | x)E(y | x)⊤ − 2yE(y | x)⊤ | x

))
=E

(
E
(
yy⊤ | x

)
+ E(y | x)E(y | x)⊤ − 2E(y | x)E(y | x)⊤

)
= E

(
E
(
yy⊤ | x

)
− E(y | x)E(y | x

)⊤)
=E(Var(y | x))

(d)
Cov(E(x | z), E(y | z))

=E
(
E(x | z)E(y | z)⊤

)
− ExEy⊤

E(Cov(x, y | z))

=E
(
E(xy⊤ | z)− E(x | z)E(y | z)⊤

)
=Exy⊤ − E

(
E(x | z)E(y | z)⊤

)

Cov(E(x | z), E(y(z)) + E(Cov(x, y | z))

=Exy⊤ − ExEy⊤

=Cov(x, y)

� 练习 4.2假设 y 是一元响应变量, x是 q 元随机向量, z是 (p − q) × 1随机向量,都是可观测变量。我们感兴趣的
问题是研究 y与 x的关系,而 z是干扰因素 (既与 y有关也与 x有关),需要加以控制。假设如下线性模型

y = a+ b⊤x+ c⊤z+ ϵ, ϵ ∼
(
0, σ2

)
, ϵ ⊥ x, z(1)

问题是,该模型是否正确地实现了目标“在控制 z的条件下,研究 y与 x的关系”? 为了考察模型 (1)中加项
c⊤z的作用,以及考察系数 b的含义,我们令

y⊥ = y − ΣyzΣ
−1
zz z, x⊥ = x− ΣxzΣ

−1
zz z,

则可以证明模型 (1)蕴含了

y⊥ = a+ b⊤x⊥ + ϵ, ϵ ∼
(
0, σ2

)
, ϵ ⊥ x⊥.(2)

这说明模型 (1)中线性项 c⊤z确实起到了控制（或消除）z影响的作用。进一步,可以证明

b = Σ−1
xx•zΣxy•z, (3)

特别地,当 q = 1时, b ∝ ρxy•z 。结果 (4)说明了模型 (2)中 x的系数 b确实代表了偏相关系数,干扰因素的
影响通过在模型 (1)添加 c⊤z得到了消除。

另一方面,假设模型确实是正确模型,但假如我们没有意识到 z是一个潜在的干扰因素,并假设模型

y = α+ β⊤x+ δ, δ ∼
(
0, τ2

)
, δ ⊥ x(4)

也就是说,我们将模型 (1)中的 c⊤z一项归入了误差项:

δ = ϵ+ c⊤z− E
(
c⊤z

)
其中最后一项 −E

(
c⊤z

)
是为了保证 E(δ) = 0,而 α = a+ E

(
c⊤z

)
, β = b。显然 δ与 x不独立,那么基于
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错误模型 (4),由课件命题 2
b = β = Σ−1

xxΣxy, (5)

与 (3)相比,这个表达没有控制 z,因而是错误的表达。本题的任务是,假设模型 (1)是正确模型,证明 (2)和
(3)。
证明

(2)
y⊥ = y − ΣyzΣ

−1
zz z

= a+ b⊤x+ c⊤z + ε− ΣyzΣ
−1
zz z

= a+ b⊤
(
x⊥ +ΣxzΣ

−1
zz z

)
+ c⊤z + ε− ΣyzΣ

−1
zz z

= a+ b⊤x⊥ + ε+ c′⊤z

由于y⊥x⊥, ε与z不相关

⇒c′ = 0, ε ⊥ x⊥

⇒y⊥ = a+ b⊤x⊥ + ε

(3)
ε = y⊥ − a− b⊤x⊥与x⊥ 不相关

Cov
(
ε, x⊥

)
= 0

Σyx·z − b⊤Σxx·z = 0

b = Σ−1
xx·zΣxy·z
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4.6 HW 6
作业 6链接

注在做回归分析作业，考虑随机性时可以忽略样本自变量 x带来的随机性，计算期望、方差时均可以看作是固
定 x以后的条件期望、条件方差。这会让许多概念变得更清楚。
注事实上，在很多时候，x的随机性也可以考虑到模型中。这时我们通常的做法是先固定 x求出条件分布、条
件期望等等，再考虑 x的随机性对于结果的影响。例如讲义 week 06 P20的几个结论，在不考虑 x带来的随机性，
即都看作对 x取条件的版本，那证明都是比较容易的。其实从这里也可以更进一步推出，当 x具有随机性时对
应的结论。（思考）

� 练习 4.1简单随机样本 y1, . . . , yn iid ∼
(
µ, σ2

)
是最简单 (不含自变量)的线性模型,这是因为该模型可写为:

yi = µ+ ϵi, i = 1, . . . , n, ϵi, i = 1, . . . , n iid ∼
(
0, σ2

)
其中 µ是未知参数。使得误差平方和

∑n
i=1 (yi − µ)

2 最小的 µ称为最小二乘估计,记为 µ̂。求 µ̂及其方差。
yi 的拟合值 ŷi 和残差 ei 应如何定义?
注建议回顾一下拟合值和残差的定义。拟合值是根据模型和数据可以给出的数值，而扰动项 εi 是无法观测的。
能利用的数据只有 yi, i = 1, . . . , n.

解误差平方和对 µ求导等于 0,解得 µ̂ = ȳ = 1
n

∑n
i=1 yi. var(ȳ) = σ2/n.

拟合值为 µ̂ = ȳ,残差为 yi − ȳ.
� 练习 4.2假设随机样本数据 (xi, yi) , i = 1, . . . , n满足下述过原点的线性回归模型 (无截距项)

yi = bxi + ϵi, E (ϵi) = 0, var (ϵi) = σ2,且xi 与ϵi 独立, i = 1, . . . , n.

通过极小化误差平方和
∑n
i=1 (yi − bxi)

2,求未知参数 b的 LS估计 b̂,并求其方差。
解同上题。误差平方和对 b等于 0,解得 b̂ =

∑n
i=1 xiyi/

∑n
i=1 x

2
i .var(b̂) = σ2/

∑n
i=1 x

2
i .

� 练习 4.3证明给定 x = (x1, . . . , xn)
⊤ 条件下

var(â) = σ2/n+ x̄2σ2/sxx, var(b̂) = σ2/sxx, cov(â, b̂) = −x̄σ2/sxx

何时 â, b̂不相关?
证明

var(b̂) = var

(∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑n

i=1(xi − x̄)2

)
= var

(∑n
i=1(xi − x̄)yi∑n
i=1(xi − x̄)2

)
=

∑n
i=1(xi − x̄)2var(yi)

s2xx

= σ2/sxx,

var(â) = var(ȳ − b̂x̄)

= var

(
1

n

n∑
i=1

yi − b̂x̄

)

= var

(
1

n

n∑
i=1

yi −
∑n
i=1(xi − x̄)yi∑n
i=1(xi − x̄)2

x̄

)

= var

(
n∑
i=1

(
1

n
− x̄(xi − x̄)

sxx

)
yi

)

=

n∑
i=1

(
1

n
− x̄(xi − x̄)

sxx

)2

var(yi)

=
σ2

n
+
σ2x̄2

sxx
,
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cov(â, b̂) = cov(ȳ − b̂x̄, b̂)

= cov

(
ȳ,

∑n
i=1(xi − x̄)yi∑n
i=1(xi − x̄)2

)
− x̄var(b̂)

= cov

(
1

n

n∑
i=1

yi,

∑n
i=1(xi − x̄)yi∑n
i=1(xi − x̄)2

)
− x̄var(b̂)

=

n∑
i=1

1

n

(xi − x̄)
sxx

var(yi)− x̄var(b̂)

= 0− x̄σ2

sxx
= − x̄σ

2

sxx
.

â, b̂不相关当且仅当 cov(â, b̂) = 0,即 x̄ = 0或 σ = 0.
� 练习 4.4假设 xi = 0或 1, i = 1, . . . , n,记m =

∑
xi为 1的个数。当m等于或近似等于 n/2时,称为是均衡设计

(balanced design),否则是不均衡的 (unbalanced)。基于 b的 LS估计的方差,讨论均衡设计的优越性。
解 var(b̂) = σ2/sxx. 均衡设计使 LS估计参数 b̂的方差达到最小。

� 练习 4.5 定义最小二乘得到的残差 ei = yi − ŷi = yi − â − b̂xi, 残差平方和定义为 RSS =
∑n
i=1 e

2
i 。证明

ei = (ϵi − ϵ̄)− (xi − x̄) sxϵ/sxx,并利用该表达证明

RSS = syy − s2xy/sxx = sϵϵ − s2xϵ/sxx.

证明 证明参考课件 week 06 P16等.
� 练习 4.6定义点 (xi, yi)与 (x̄, ȳ)决定的直线的斜率为 ki =

yi−ȳ
xi−x̄ ,当 xi = x̄时定义 ki = 0, i = 1, . . . , n。则 b的

最小二乘估计 b̂ = sxy/sxx 可表示成所有斜率 ki, i = 1, . . . , n的加权和

b̂ =
1

sxx

∑
(xi − x̄) (yi − ȳ) =

1

sxx

∑
(xi − x̄)2

(
yi − ȳ
xi − x̄

)
=
∑

w0iki

其中权重w0i = (xi − x̄)2 /sxx,
∑
w0i = 1。对任何序列w1, . . . , wn (只依赖于 x1, . . . , xn) , wi ≥ 0,

∑
wi = 1,

定义 b的一个估计

b̃ =
∑

wiki =
∑

wi

(
yi − ȳ
xi − x̄

)
.

(a)证明 E(̃b) = b.
(b)求 var(̃b | x).
(c)证明 var(̃b | x) ≥ σ2/sxx = var(b̂ | x).

证明
(a)

E(b̃) = E(E(b̃ | x))

= E

(
n∑
i=1

wi
xi − x̄

E (yi − ȳ | x)

)

= E

(
n∑
i=1

wi
xi − x̄

(b (xi − x̄))

)

= bE

(
n∑
i=1

wi

)
= b

(b)注意到
n∑
i=1

ai
(
bi − b̄

)
=

n∑
i=1

(ai − ā) bi
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Var(b̃ | x) = Var

(
n∑
i=1

wi
xi − x̄

(yi − ȳ) | x

)

= Var

(
n∑
i=1

ci (yi − ȳ) | x

)
记ci =

wi
xi − x̄

= Var

(
n∑
i=1

(ci − c̄) yi | x

)

=

n∑
i=1

(ci − c̄)2 σ2

=

(
n∑
i=1

c2i − nc̄2
)
σ2

=

 n∑
i=1

w2
i

(xi − x̄)2
− 1

n

(
n∑
i=1

wi
xi − x̄

)2
σ2

(c)

Var(b̃ | x) =
n∑
i=1

(ci − c̄)2 σ2

由 Cauchy - Schwarz不等式
n∑
i=1

(ci − c̄)2
n∑
i=1

(xi − x̄)2 ⩾
(

n∑
i=1

(ci − c̄) (xi − x̄)

)2

n∑
i=1

(ci − c̄)2
n∑
i=1

(xi − x̄)2 =
Var(b̃ | x)sxx

σ2

n∑
i=1

(ci − c̄) (xi − x̄) =
n∑
i=1

ci (xi − x̄)

=

n∑
i=1

ωi

= 1

Var(b̃ | x) ⩾ σ2

sxx

注本题问题多出在方差的计算上，公式

Var(X1 + · · ·+Xn) = Var(X1) + · · ·+Var(Xn)

只能用于独立的随机变量。而形如 yi − ȳ (i = 1, . . . , n)的随机变量列并不是相互独立的，应该拆成独立的部分
计算。
注另外，本题实质上是简单形式的 Gauss-Markov定理。该定理可以表述为：若 b̃ = Σni=1wiyi, ({wi}ni=1 只与 x

有关)是 b的无偏估计，首先我们知道通过选取适当的 w b̃可以取为最小二乘估计 b̂，并且最小二乘估计 b̂是对
应不同 w的无偏估计 b̃中，方差最小的一个。
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4.7 HW 7
作业 7链接
下列各题都基于简单线性回归模型：假设独立样本 (xi, yi) , i = 1, . . . , n满足下述模型

yi = a+ bxi + ϵi, ϵi ∼
(
0, σ2

)
,且xi 与ϵi 独立, i = 1, . . . , n.

未知参数 a, b, σ2 的 LS估计分别记为 â, b̂, σ̂2. 记 x = (x1, . . . , xn)
⊤ .

� 练习 4.1对于简单线性模型,证明 rŷy = |rxy| (前者为拟合值与响应变量的相关系数)。
证明 由

ŷi − ŷ =
(
â+ b̂xi

)
− (â+ b̂x̄) = b̂ (xi − x̄) ,

得

rŷy =

∑n
i=1

(
ŷi − ŷ

)
(yi − ȳ)√∑n

i=1

(
ŷi − ŷ

)2√∑n
i=1 (yi − ȳ)

2

=
b̂
∑n
i=1 (xi − x̄) (yi − ȳ)√

b̂2
∑n
i=1 (xi − x̄)

2
√∑n

i=1 (yi − ȳ)
2

= Sgn(b̂) ·
∑n
i=1 (xi − x̄) (yi − ȳ)√∑n

i=1 (xi − x̄)
2
√∑n

i=1 (yi − ȳ)
2

= Sgn (rxy) · rxy = |rxy| .

� 练习 4.2定义最小二乘得到的残差 ei = yi − ŷi = yi − â− b̂xi,证明

E (ei) = 0, var (ei | x) =

(
1− 1

n
− (xi − x̄)2

sxx

)
σ2.

由此证明 σ̂2 是 σ2 的无偏估计。
证明 由 HW6第三题：

var(â) = σ2/n+ x̄2σ2/sxx, var(b̂) = σ2/sxx, cov(â, b̂) = −x̄σ2/sxx.

cov(yi, b̂) = cov

(
yi,

∑n
i=1(xi − x̄)yi

sxx

)
= (xi − x̄)/sxxvar(yi)

= (xi − x̄)/sxxσ2.

cov(yi, â) = cov(yi, ȳ − b̂x̄)

= cov(yi, ȳ)− x̄cov(yi, b̂)

=
1

n
σ2 − x̄(xi − x̄)/sxxσ2.
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于是

var(ei) = var(yi − â− b̂xi)

= cov(yi − â− b̂xi, yi − â− b̂xi)

= var(yi) + var(â) + x2i var(b̂)− 2cov(yi, â)− 2xicov(yi, b̂) + 2xicov(â, b̂)

= σ2 + σ2/n+ x̄2σ2/sxx + x2i /sxxσ
2 − 2

1

n
σ2 + 2x̄(xi − x̄)/sxxσ2 − 2xi(xi − x̄)/sxxσ2 − 2xix̄σ

2/sxx

=

(
1− 1

n
− (xi − x̄)2

sxx

)
σ2.

σ̂2 =
1

n− 2

n∑
i=1

e2i ,

故

Eσ̂2 =
1

n− 2
E

n∑
i=1

e2i =
1

n− 2

n∑
i=1

var(ei) = σ2.

� 练习 4.3证明第六讲命题 5。
证明 命题和证明参见 week 06 P20-21.

� 练习 4.4对任一给定的 x0 ∈ R,均值函数或回归函数m (x0) = E (y | x = x0) = a+ bx0 的 LS估计为

m̂ (x0) = â+ b̂x0

其中 â, b̂是 a, b的 LS估计。
(a)证明 E (m̂ (x0)) = m (x0) , var (m̂ (x0) | x) = σ2

n + (x0−x̄)2σ2

sxx
.

(b)假设误差 ϵ1, . . . , ϵn iid ∼ N
(
0, σ2

)
,证明 m̂ (x0)与 σ̂2 独立,且

m̂ (x0)−m (x0)

σ̂
√

1
n + (x0−x̄)2

sxx

∼ tn−2

证明

E(m̂(x0)) = Eâ+ Eb̂x0 = a+ bx0 = m(x0)

var(m̂(x0)) = var(â+ b̂x0) = var(â) + var(b̂)x20 + 2x0cov(â, b̂) = σ2(1/n+ (x0 − x̄)2/sxx).

接下来的证明类似上题,只是在记号上稍作改变。
给定 x0 和 x，由于 σ̂2 与 â和 b̂独立（我们可以从上一题中学到这一点），我们有

m̂ (x0) = â+ b̂x0 = g(â, b̂) (4.1)

与 σ̂2 无关。此外，请注意

m̂ (x0)−m (x0) =

n∑
i=1

(
(xi − x̄) (x0 − x̄)

sxx
+

1

n

)
εi. (4.2)

这给出

m̂ (x0)−m (x0)

σ
√

1
n + (x0−x̄)2

sxx

=

∑n
i=1

(
(xi−x̄)(x0−x̄)

sxx
+ 1

n

)
εi√∑n

i=1

(
(xi−x̄)(x0−x̄)

sxx
+ 1

n

)2
σ2

∼ N (0, 1). (4.3)

因此，
m̂ (x0)−m (x0)

σ̂
√

1
n + (x0−x̄)2

sxx

=
m̂ (x0)−m (x0)

σ
√

1
n + (x0−x̄)2

sxx

/

√
(n− 2)σ̂2

(n− 2)σ2
∼ tn−2. (4.4)

� 练习 4.5
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简单线性模型的斜率估计 b̂ = sxy/sxx =
∑

(xi − x̄) yi/sxx =
∑
c0iyi 是 y1, . . . , yn 的线性组合,其中 c0i =

(xi − x̄) /sxx 。假设 b̃ =
∑
ciyi 是 b的任一线性无偏估计,其中 c1, . . . , cn 只与 x = (x1, . . . , xn)

⊤ 有关,与 y′i ’s
无关。

(a)由 b̃的无偏性,证明 c1, . . . , cn 满足约束
∑
ci = 0,

∑
cixi = 1。

(b) (Gauss-Markov定理的特殊情况)证明 var(̃b | x) ≥ σ2/sxx = var(b̂ | x).
证明 (a)由于对于任意 b ∈ R都成立

b = Eb̃ =
n∑
i=1

ciEyi =
n∑
i=1

ci (a+ bxi) = a+ b

n∑
i=1

cixi

我们有

n∑
i=1

ci = 0,

n∑
i=1

cixi = 1

(b)注意到

b̃− b =
n∑
i=1

ci (yi − a− bxi) =
n∑
i=1

ciεi

由此得到

Var(b̃ | x) = σ2
n∑
i=1

c2i

应用 Cauchy-Schwarz不等式，我们有(
n∑
i=1

c2i

)(
n∑
i=1

(xi − x̄)2
)
≥

(
n∑
i=1

ci (xi − x̄)

)2

=

(
n∑
i=1

cixi

)2

= 1

因此

Var(b̃ | x) ≥ σ2

sxx
= Var(b̂ | x)

以下两题不是编程题，要求不借助 R语言，只利用题目中的数据来算出其他的量。
� 练习 4.6 2000年联合国的关于 193个国家或地区的人口统计数据, 包括每个国家 (或地区)的女性人均生育数目

(Fertility)和人均国民生产总值 (PPgdp,单位: 千美元)。部分数据如下。
Fertility PPgdp

Afghanistan 6.80 98
Albania 2.28 1317
Algeria 2.80 1784
Angola 7.20 739
Argentina 2.44 7163
Armenia 1.15 687
Australia 1.70 18788
—.
(完整数据集参见 R package alr4中的 UN1)
考虑线性模型

Fertility = a+ b× PPgdp+ϵ, ϵ ∼
(
0, σ2

)
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下面是 R软件的部分输出结果:
(a)填写 (1)-(4)处的数字。
(b)计算 Fertility和 PPgdp的样本方差和样本相关系数。
(c)已知所有 193个国家或地区的 PPgdp的平均值为 6408美元,求全世界（即 193个国家或地区)的 Fertility

的平均值。
(d)试解释 PPgdp的回归系数估计值 -0.085的含义。

解
1⃝std.error = Estimate

t−value = 0.133,
2⃝t− value = Estimate

std.error = −7.083,
3⃝自由度 = n− p = 191,
4⃝t =

√
n− 2 r

1−r2 ⇒ R2 = t2/(n−2)
1+t2/(n−2) =

7.0832/191
1+7.0832/191 = 0.208.

由于

se(b̂) =

√
σ̂2

sxx
, b̂ =

sxy
sxx

, r =
sxy√
sxxsyy

,

我们有

sxx =
σ̂2

se(b̂)2
= 16171.36, sxy = b̂sxx = −1374.566,

syy =
s2xy

sxx · r2
= 561.6152, r = −

√
r2 = −0.456

由此得到

Sx =
1

n− 1
sxx = 84.226, Sy =

1

n− 1
syy = 2.925, rxy = r = −0.456

由于 ȳ = â+ b̂x̄，我们有

Fertility = â+ b̂ Education = 3.188

若一个国家比另一个国家的 PPgdp高 1000美元，则前者比后者的女性人均剩余数目大约低 -0.085个.
注关联而非因果！这是观察数据的回归结果。

� 练习 4.7
老忠实 (或老实)喷泉 (Old faithful geyser)是美国黄石公园的一个间歇式热喷泉。除了每天零点到清晨 6点

之间, 1980年 10月份的所有喷水持续时间 (Duration,单位: 秒)以及到下一次喷发的间隔时间 (Interval,单位: 分
钟)被记录了下来,共有 270条记录 (数据集 alr4: oldfaith),例如前 5条记录如下:
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Duration Interval
216 79
108 54
200 74
137 62
272 85
· · ·

其中第一次喷水持续 216秒,其后经过 79分钟再次喷水并持续了 108秒,等等。Duration (y)和 Interval ( x )
的平均值分别是 209.9秒和 71.1分钟, (Duration,Interval)的样本协方差矩阵为

S =

(
Syy Syx

Sxy Sxx

)
=

1

n− 1

(
syy syx

sxy sxx

)
=

(
4677.5 827.3

827.3 182.2

)

注意区分其中的记号,其中小写 sab =
∑

(ai − ā)
(
bi − b̄

)
,大写 Sab = sab/(n− 1)为样本协方差或方差。假

设如下线性模型

Duration = a+ b× Interval + ϵ, ϵ ∼
(
0, σ2

)
,

(a) (原题有误)试求 LS估计 â, b̂。如果等待了很久，你预期下次喷水时间较长还是较短?
(b)求 LS估计 σ̂2 及其标准差,以及 H0 : b = 0的 t检验统计量;
(c)求回归方程的决定系数 R2;
(d) (原题有误)如果某人已经等待了一小时，他预测下次喷水不少于多长时间?

解
(a)由于 b̂ =

sxy

sxx
且 â = ȳ − b̂x̄，我们有 b̂ = 4.541和 â = −112.938。如果这个模型工作良好，那么在等待了

很久的情况下，下一次喷水时间较长。(因为 b̂ > 0).
(b)由于 σ̂2 = 1

n−2RSS = 1
n−2

(
syy −

s2xy

sxx

)
= 924.90。此外，我们知道 H0 : b = 0的 t统计量是

t =
b̂

se(b̂)
=

√
sxxb̂

σ̂
= 33.061

(c)有

R2 =
t2

t2 + (n− 2)
= 0.803

(d)从线性模型中我们可以得知

Duration = â+ b̂× Interval = 159.522（秒）
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4.8 HW 8
作业 8链接

� 练习 4.1设 A是一个 n×m实数矩阵, x ∈ Rm,证明 Ax = 0⇔ A⊤Ax = 0.
证明

(⇒ )显然
(⇐ )

A⊤Ax = 0

x⊤A⊤Ax = 0

(Ax)⊤(Ax) = 0

Ax = 0

� 练习 4.2若 A⊤
1 A1BA

⊤
2 A2 = 0,则 A1BA

⊤
2 = 0,其中 A1, A2, B 都是矩阵。

证明
由于 Ax = 0⇔ A⊤Ax = 0

A⊤
1 A1BA

⊤
2 A2 = 0

⇒A1BA
⊤
2 A2 = 0

⇒A1BA
⊤
2 = 0

� 练习 4.3假设 An×m有奇异值分解 A = UDV ⊤,其中 U, V,D分别是 n× r,m× r, r × r矩阵 (r = rank(A)),满足
U⊤U = V ⊤V = Ir, D = diag

(√
λ1, . . . ,

√
λr
)

(可逆),证明 C(U) = C(A), C(V ) = C
(
A⊤)。

证明
( C(U) ⊇ C(A) )显然
( C(U) ⊆ C(A) )

∀x, Ux = UDV ⊤V D−1x

= A
(
V D−1x

)
∈ C(A)

� 练习 4.4假设 A是一个实数矩阵, PA = A
(
A⊤A

)−
A⊤ 为对应的投影阵,证明 C (PA) = C(A)。

证明
( C(PA) ⊆ C(A) )显然
( C(PA) ⊇ C(A) )

∀x, Ax = PAAx ∈ C (PA)

� 练习 4.5假设矩阵 An×m = Bn×rCr×m,假设 C 是行满秩的,证明 C(A) = C(B), PA = PB 。
证明

( C(A) ⊆ C(B) )显然
( C(A) ⊇ C(B) )由于 C 行满秩, ∀x ∈ Rr×1,存在 y ∈ Rm×1 满足 x = Cy

Bx = BCy = Ay ∈ C(A)

� 练习 4.6按列划分 An×m = (A1, A2),假设 A⊤
1 A2 = 0,证明 PA = PA1

+ PA2
。
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证明
PA = A

(
A⊤A

)−
A⊤

=
(
A1 A2

)(( A⊤
1

A⊤
2

)(
A1 A2

))−(
A⊤

1

A⊤
2

)

=
(
A1 A2

)( A⊤
1 A1 0

0 A⊤
2 A2

)−(
A⊤

1

A⊤
2

)

=
(
A1 A2

)( (
A⊤

1 A1

)−
0

0
(
A⊤

2 A2

)−
)(

A⊤
1

A1

)
= A1

(
A⊤

1 A1

)−
A⊤

1 +A2

(
A⊤

2 A2

)−
A⊤

2

= PA1 + PA2

� 练习 4.7按列划分 An×m = (A1, A2),令 A⊥
2 = A2 − PA1A2,证明 PA = PA1 + PA2 .

证明

(A⊥
2 )

⊤A1 = (A2 − PA1
A2)

⊤A1

= (A⊤
2 −A⊤

2 PA1)A1

= A⊤
2 A1 −A⊤

2 PA1A1

= 0

Ã =
(
A1 A⊥

2

)
=
(
A1 A2

)( I −
(
A⊤

1 A1

)
A⊤

1 A2

0 1

)
(
I −

(
A⊤

1 A1

)−
A⊤

1 A2

0 I

)
行满秩

由 5.可知 PA = PÃ = PA1 + PA⊥
2

� 练习 4.8 (选做)通常,逆矩阵的定义如下
“对于一个 n阶实方阵 A,若方阵 B 使得 AB = BA = In,则称 B 是 A的逆矩阵.”
事实上,该定义中的两个条件有一个是多余的。试证明如下事实:
“若 A是一个 n× n实方阵,若方阵 B 使得 AB = In,则必有 BA = In ”。

证明

由于 rank(AB) ⩽ rank(B)

rank(B) = n

∀x, ∃y 使x = By

BAx = BABy = By = x

所以BA = I

� 练习 4.9本练习题利用特征根证明矩阵不等式。首先介绍一些记号或定义:
(1) A ≥ 0 ( A是半正定矩阵); A > 0 ( A是正定矩阵); A ≥ B ⇔ A−B ≥ 0;A > B ⇔ A−B > 0。
(2)定义平方根矩阵: 若 An×n ≥ 0的谱分解为 A = OΛO⊤,其中对角阵 Λ = diag (λ1, . . . , λn)的对角元为 A

的特征根, O是正交矩阵,则半正定矩阵的 (唯一)平方根定义为 A1/2 = O∆O⊤,其中∆ = diag
(√
λ1, . . . ,

√
λn
)
。

定义 A−1/2 =
(
A1/2

)−1
。证明如下事实:

(a)以 λ(A)表示 A的任一特征根,则 A ≤ In ⇔ λ(A) ≤ 1,且 A ≥ In ⇔ λ(A) ≥ 1.
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(b)若 0 < A ≤ In,则 A−1 ≥ In.
(c)若 A ≥ B > 0,则对任何 k × n矩阵 C 有 CAC⊤ ≥ CAC⊤ ≥ 0,特别地, B−1/2AB−1/2 ≥ In.
(d)若 A ≥ B > 0,则 B−1 ≥ A−1 > 0。
(e) (挑战)若 A ≥ B > 0,则 A1/2 ≥ B1/2 > 0。举例说明 A ≥ B ≥ 0未必蕴含 A2 ≥ B2 。

证明
(a)由谱分解 A = OΛO⊤,Λ = diag (λ1, . . . , λn)

A ⩽ I

⇔I −A ⩾ 0

⇔O


1− λ1

. . .
1− λn

O⊤ ⩾ 0

⇔1− λi ⩾ 0 i = 1, . . . n

⇔λ(A) ⩽ 1

同理 A ⩾ I ⇔ λ(A) ⩾ 1.
(b) 0 < A ⩽ I

I −A = O


1− λ1

. . .
1− λn

O⊤ ⩾ 0

由于 λi ⩾ 1和 λi > 0则 1
λi

⩾ 1

A−1 − I = O


1
λ1
− 1

. . .
1
λn
− 1

O⊤ ⩾ 0

(c) A ⩾ B > 0

A−B = O


λ1

. . .
λn

O⊤ ⩾ 0

CAC⊤ − CBC⊤ = C(A−B)C⊤

= CO


λ1

. . .
λn

O⊤C⊤ ⩾ 0

令B = I, C = B− 1
2

则B− 1
2AB− 1

2 ⩾ I

(d) 由 (c)
B− 1

2AB− 1
2 ⩾ I

λ
(
B− 1

2AB− 1
2

)
⩾ 1

⇒0 < λ
(
B

1
2A−1B

1
2

)
⩽ 1

⇒0 < B
1
2A−1B

1
2 ⩽ I

再由 (c)
CB

1
2A−1B

1
2C⊤ ⩽ CC⊤
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取 C = B− 1
2 则 A−1 ⩽ B−1

(e)
A ⩾ B ,由 (c) B− 1

2AB− 1
2 ⩾ I

∀x,满足∥x∥ = 1

x⊤B− 1
2AB− 1

2x =
∥∥∥A 1

2B− 1
2x
∥∥∥2 ⩾ ∥x∥2 = 1

⇒
∥∥∥A 1

2B− 1
2x
∥∥∥ ⩾ 1

⇒ A
1
2B− 1

2的特征值大于 1

由于
(
A

1
2B− 1

4

)
B− 1

4与B− 1
4

(
A

1
2B− 1

4

)
有相同特征值

⇒ B− 1
4A

1
2B− 1

4的特征值大于 1

⇒ B− 1
4A

1
2B− 1

4 ⩾ I

由 (c)⇒ A
1
2 ⩾ B

1
4B

1
4 = B

1
2

反例:

A =

(
2 1

1 1

)
B =

(
1 1

1 1

)

A−B =

(
1 0

0 0

)
≥ 0

A2 −B2 =

(
3 1

1 0

)

det(A2 −B2) = −1
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4.9 HW 9
作业 9链接

� 练习 4.1假设 y1, . . . , yniid ∼
(
µ, σ2

)
, µ, σ2是未知参数。记样本均值和样本方差分别为 ȳ和 s2。令y = (y1, . . . , yn)

⊤
, ϵ =

(ϵ1, . . . , ϵn)
⊤
,1 = (1, . . . , 1)⊤,则上述模型可表示为矩阵向量形式

y = 1µ+ ϵ, ϵ ∼
(
0, σ2In

)
.

求 y在 C(1)上的投影 ŷ及 µ的 LS估计,以及 σ2 的 LS估计. (提示: P1y = 1µ̂ )
解利用投影矩阵:

ŷ = P1(y) = 1
(
1
T
1
)−

1
Ty = 1ȳ.

已知 P1y = 1µ̂,因此 µ的 LS 估计为 ȳ。方差的 LS 估计为:

σ̂2 =
RSS

n− p
=

∑n
i=1(y − ȳ)2

n− 1
= s2.

� 练习 4.2假设随机样本数据 (xi, yi) , i = 1, . . . , n满足简单线性回归模型

yi = a+ bxi + ϵi, ϵi, i = 1, . . . , iid ∼ N
(
0, σ2

)
,且xi 与ϵi 独立, i = 1, . . . , n.

将模型写成矩阵-向量的形式

y = Xβ + ϵ = 1a+ xb+ ϵ

其中设计阵 X = (1,x),x = (x1, . . . , xn)
⊤
, β = (a, b)⊤.

(a)记 x̄ = (x1 + . . .+ xn) /n = x⊤
1/n. 证明 C(X)的投影矩阵

PX =
11

⊤

n
+

(x− 1x̄)(x− 1x̄)⊤

∥x− 1x̄∥2
.

(提示: 先将 x和 1正交化).
(b)求 y在 C(X)上的投影 ŷ = PXy。投影表达式决定了参数 a, b的 LS估计: 若 ŷ = 1ξ + xη,则 1,x的系

数即是 LS估计 â = ξ, b̂ = η,试由 ŷ的表达式求出 â, b̂.
解

1. 先将 x正交化:

x⊥ = x− P1x = x− 1x̄

已知 Px = P1 + Px⊥ ,因此:

Px = P1 + Px⊥ =
11T

n
+

(x− 1x̄)(x− 1x̄)T

∥x− 1x̄∥2

2.
ŷ = Px(y) =

(
11T

n
+

(x− 1x̄)(x− 1x̄)T

∥x− 1x̄∥2

)
y

= 1

(
1
T y

n
− x̄ (x− 1x̄)

T y

∥x− 1x̄∥2

)
+ x

(x− 1x̄)T y
∥x− 1x̄∥2

若 ŷ = 1ξ + xη,则:
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â = ξ =
1
T y

n
− x̄ (x− 1x̄)

T y

∥x− 1x̄∥2
= ȳ − x̄η

b̂ = η =
(x− 1x̄)T y
∥x− 1x̄∥2

=
Syy
Sxx

� 练习 4.3假设线性模型 yi = β0 + x⊤
i b+ ϵi, i = 1, 2, . . . , n,其矩阵-向量形式为

yn×1 = Xn×pβp×1 + ϵ = 1β0 + Zb+ ϵ,

其中 β =
(
β0,b

⊤)⊤ , X = (1, Z), Z = (x1, . . . ,xn)
⊤ 为所有自变量按行排成的 n× (p− 1)矩阵。

(a)假设 Z⊤
1 = 0 (即 Z 的各个列向量都与 1正交,每列之和为 0 ),试利用 LS估计公式 β̂ =

(
X⊤X

)−
X⊤y

证明 b的 LS估计

b̂ =
(
Z⊤Z

)−
Z⊤y

(b)试利用投影 PXy = P1y + PZy = 1β̂0 + Zb̂,说明 b̂ =
(
Z⊤Z

)−
Z⊤y.

(c)当 Z⊤
1 ̸= 0时,记 Z 的中心化矩阵 Zc = Z − P1Z = Z − 1

⊤x⊤,其中 x = Z⊤
1/n = (x1+ . . .+ xn) /n

为自变量的样本均值。试利用 LS估计的表达 β̂ =
(
β̂0, b̂

⊤
)⊤

=
(
X⊤X

)−1
X⊤y和分块矩阵求逆公式（第 4讲

命题 1, P12）证明

b̂ =
(
Z⊤
c Zc

)−1
Z⊤
c y

(d)将 Z = Zc + 1x⊤ 代入模型 (1)

y = 1β0 +
(
Zc + 1x⊤)b+ ϵ = 1β∗

0 + Zcb+ ϵ

其中 β∗
0 = β0 + x⊤b,注意 Z⊤

c 1 = 0,因此投影 ŷ = PXy = P1,Zc
y = P1y + PZc

y,根据该表达说明 b的最
小二乘估计为 b̂ =

(
Z⊤
c Zc

)−1
Z⊤
c y.

(e)记

Sxx =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x) (xi − x)
⊤
, Sxy =

1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x) yi

分别为样本方差和样本协方差矩阵,验证 (c)或 (d)中的 LS估计 b̂ = S−1
xxSxy .

证明
1. 将 β̂ =

(
XTX

)−
XT y展开,

(
β̂0

b̂

)
=

(
1
T
1 1

TZ

ZT1 ZTZ

)−(
1
T

ZT

)
y

且我们知道 ZT1 = 0,上式化简为:

(
β̂0

b̂

)
=

(
1
T
1 0

0 ZTZ

)−(
1
T

ZT

)
y =

(
1
T y
n(

ZTZ
)−
ZT y

)

即得 b̂的 LS 估计。
2. 已知 ZT1 = 0,所以

Px = P1 + PZ =
11T

n
+ Z

(
ZTZ

)−
ZT

因此:
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PXy = P1 + PZ(y) = 1ȳ + Z
(
ZTZ

)−
ZT y = 1β̂0 + Zb̂

于是 Z
((
ZTZ

)−
ZT y − b̂

)
= 0,由于样本彼此应不同,矩阵列满秩,故: b̂ =

(
ZTZ

)−
ZT y.

3. (
β̂0

b̂

)
=

(
1
T
1 1

TZ

ZT1 ZTZ

)−1(
1
T

ZT

)
y

=

(
∗ ∗

−
(
ZTZ − nx̄x̄T

)−1
x̄
(
ZTZ − nx̄x̄T

)−1

)(
1
T

ZT

)
y

=

(
∗(

ZTZ − nx̄x̄T
)−1 (

ZT − x̄1T
)
y

)

同时有:

(
ZTc Zc

)−1
ZTc =

(
ZTZ − nx̄x̄T

)−1 (
ZT − x̄1T

)
因此: b̂ =

(
ZTc Zc

)−1
ZTc y.

4. 利用中心化,我们得到 ZTc 1 = 0. 与第 2问相同,即得:

b̂ =
(
ZTc Zc

)−1
ZTc y

5. 事实上, ZTc Zc =
∑

(xi − x̄) (xi − x̄)T = (n− 1)Sxx, Z
T
c y = (n− 1)Sxy .故: b̂ =

(
ZTc Zc

)−1
ZTc y = S−1

xx Sxy .
注分块矩阵求逆公式，参见Week04第 12页。

� 练习 4.4下面叙述的是简单回归模型中求解工具变量最小二乘估计的方法步骤:
假设随机变量 x, y 满足总体模型 y = a + bx + ϵ, ϵ ∼

(
0, σ2

)
,但其中 x与 ϵ不独立 (内生)。假设存在一个随

机变量 z,它与 ϵ独立 (外生),特别地, cov(ϵ, z) = 0,即

0 = cov(ϵ, z) = cov(y − a− bx, z) = Σyz − bΣxz ⇒ b = Σyz/Σxz

假设样本数据为 (yi, xi, zi) , i = 1, . . . , n,为了估计 b我们应用矩估计方法,在上述表达中代入样本协方差

Syz =

n∑
i=1

(zi − z̄) (yi − ȳ) /(n− 1), Sxz =

n∑
i=1

(zi − z̄) (xi − x̄) /(n− 1)

即得 b的估计

b̃ = Syz/Sxz =

∑n
i=1 (zi − z̄) (yi − ȳ)∑n
i=1 (zi − z̄) (xi − x̄)

该估计称为工具变量最小二乘估计。可以证明该估计是 b的渐近无偏估计 (此处略去)。
从 b或 b̃的表达式来看，上述讨论中对于 z遗漏了什么条件?

解还需要 z与 x相关。因为当 Σxz = 0时，b无解。
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4.10 HW 10
作业 10链接

� 练习 4.1对于一般线性模型 y = Xβ + ϵ, ϵ ∼
(
0, σ2In

)
,我们知道 (In − PX)X = 0,其中 PX = X

(
X⊤X

)−
X⊤

是投影阵,所以
RSS = y⊤ (In − PX)y = ϵ⊤ (In − PX) ϵ,

即 RSS 不依赖于 β 。基于上述观点重新证明第 6 讲引理 1(2) : 对于简单线性模型, 残差平方和 RSS =

sϵϵ − s2ϵx/sxx 。
解
简单线性模型

yi = a+ bxi + εi, i = 1, 2, · · · , n

其矩阵-向量形式为 y = Xβ + ε,其中

X =
(

1 x
)
=


1 x1
...

...
1 xn

 ,β =

(
a

b

)

设
X̃ =

(
1 1√

sxx
(x− 1x̄)

)
则 C(X) = C(X̃)

PX = PX̃ = X̃(X̃T X̃)−1X̃T =

(
1

n
+

(xi − x̄) (xj − x̄)
sxx

)
n×n

所以
RSS = εT (In − PX) ε

= εT ε− εTPXε

=

n∑
i=1

ε2i −
n∑

i,j=1

εiεj

(
1

n
+

(xi − x̄) (xj − x̄)
sxx

)

=

n∑
i=1

ε2i −
n∑

i,j=1

εiεj
n
− 1

sxx

n∑
i,j=1

εiεj (xi − x̄) (xj − x̄)

=

n∑
i=1

ε2i −
1

n

(
n∑
i=1

εi

)2

− 1

sxx

(
n∑
i=1

εi (xi − x̄)

)2

= sεε −
s2εx
sxx

注注意 sεε 是中心化的形式！
� 练习 4.2假设数据 (yi, xi, zi) , i = 1, . . . , n满足线性模型

yi = a+ bxi + czi + ϵi, ϵi ∼
(
0, σ2

)
, ϵi 与xi, zi 独立

或等价地
(
x = (x1, . . . , xn)

⊤
, z = (z1, . . . , zn)

⊤
)

y = 1a+ xb+ zc+ ϵ, ϵ ∼
(
0, σ2In

)
, ϵ⊥(x, z).

(a)记 ĉ0 = Sxz/Szz, Sxz = 1
n−1

∑
(xi − x̄) (zi − z̄) , Szz = 1

n−1

∑
(zi − z̄)2,试用第 11讲命题 4证明 1的投

影方法 (即先将三个向量 1,x, z正交化,再投影)而不是直接应用命题 4的结论,证明 b的 LS估计

b̂ =

∑
[(xi − x̄− (zi − z̄) ĉ0] yi∑[
(xi − x̄− (zi − z̄) ĉ0]2

.

（注: 该表达式表明,为了求解 b的 LS估计,我们可以分两步回归: (1) lm(x ∼ z) : xi = a0 + c0zi + δi,求得回归系
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数 ĉ0 = sxz/szz 以及 â0 = x̄− z̄ĉ0,得到残差 x⊥i = xi − x̄− (zi − z̄) ĉ0. (2) y ∼ x⊥ : yi = α+ βx⊥i + error,由此得
到的斜率 LS估计 β̂ 就是 b̂ )

(b)证明

R2 =
r2yx + r2yz − 2ryxryzrxz

1− r2xz
,

其中 rxz 为两个自变量之间的样本相关系数。
证明 记

sxy =
∑

(xi − x̄) (yi − ȳ)

对 X =
(

1 x z
)
正交化得到:

于是
ŷ = PXy = PX̃y = 1â+ xb̂+ zĉ

关注 x的系数,可得

b̂ =

xT − x̄1T
sxx

−
sxz

sxx

[
zT − 1z̄ − sxz

sxx
(x− 1x̄)T

]
szz − s2zx/sxx

y

=
sxy
sxx
−
sxz

(
szy − sxz

sxx
sxy

)
szzsxx − s2xz

=
sxysxxszz − sxys2xz − sxzszysxx + sxys

2
xz

sxx (szzsxx − s2xz)

=
sxyszz − sxzszy
szzsxx − s2xz

=
sxy − szy
sxx − sxz ĉ0

=

∑
[xi − x̄− (zi − z̄) ĉ0] yi∑
[xi − x̄− (zi − z̄) ĉ0]2

同时, x和 z地位对等，交换位置即有

ĉ =
szysxx − sxzsxy
szzsxx − s2xz

考虑 R2 = var(ŷ)/ var(y) = (n− 1) var(ŷ)/syy ,

var(ŷ) = var(xb̂+ zĉ)

= var(x)b̂2 + var(z)ĉ2 + 2b̂ĉ cov(x, z)

=
1

n− 1

(
sxxb̂

2 + szz ĉ
2 + 2sxz b̂ĉ

)
=

1

n− 1

sxx (sxyszz − sxzszy)2 + szz (szysxx − sxzsxy)2 + 2sxz (szysxx − sxzsxy) (sxyszz − sxzszy)
(szzsxx − s2xz)

2

=
1

n− 1

s2xyszz + s2yzsxx − 2sxysyzsxz

szzsxx − s2xz

R2 =
s2xyszz + s2yzsxx − 2sxysyzsxz

(szzsxx − s2xz) syy
注意到

r2xy =
s2xy

sxxsyy

于是

R2 =
r2yx + r2yz − 2ryxryzrxz

1− r2xz
� 练习 4.3假设线性模型 y = X1β1+X2β2+ ϵ,其中X1为 n× (p− q)矩阵,X2为 n× q矩阵, β2为 q× 1参数向量。
记 X⊥

2 = X2 − PX1X2 。假设W 是任何 n × q 矩阵使得W⊤X1 = 0,W⊤X2 可逆,证明 β̃2 =
(
W⊤X2

)−1
W⊤y

是 β2 的无偏估计,并证明 var
(
β̃2 | X

)
≥ σ2

(
X⊥

2 X
⊥
2

)−1,当W = X⊥
2 时等号成立。
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证明
E
(
β̃2 | X

)
=
(
WTX2

)−1
WT (X1β1 +X2β2)

=
(
WTX2

)−1
WTX2β2 = β2

因此: E
(
β̃2

)
= E

(
E
(
β̃2 | X

))
= β2.

记 C =
(
WTX2

)−1
WT ,则 CX2 = CX⊥

2 = I ,根据投影阵 P ⩽ I , WTX2 =WTX⊥
2

var
(
β̃2 | X

)
= σ2CCT(

X⊥
2

T
X⊥

2

)−1

= CX⊥
2

(
X⊥

2

T
X⊥

2

)−1

X⊥
2

T
CT

= CPX⊥
2
CT ⩽ CCT

⇒ var
(
β̃2 | X

)
⩾ σ2

(
X⊥

2

T
X⊥

2

)−1

� 练习 4.4 假设 A 为任一 n × p 列满秩矩阵, 其各列为 A = (a1, . . . , ap), 我们知道 A⊤A 的 (i, j) 元为 a⊤i aj 。
记 a⊥i = ai − PA(−i)

ai, 其中 A(−i) 为 A 删除第 i 列后剩余的列组成的矩阵。证明
(
A⊤A

)−1 的 (i, j) 元等于
a⊥⊤
i a⊥

j

∥a⊥
i ∥2∥a⊥

j ∥2
. 提示: 假设线性模型 y = Aβ + ϵ, ϵ ∼

(
0, σ2In

)
, β = (β1, . . . , βp)

⊤,注意这里 A的第一列未必是 1,

但 LS估计仍具有形式 β̂ =
(
A⊤A

)−1
A⊤y,方差矩阵为 var(β̂ | A) = σ2

(
A⊤A

)−1,其 (i, j)元为 β̂i, β̂j 的协方差,
因此只需计算 cov

(
β̂i, β̂j | A

)
(利用 11讲命题 4给出 β̂i, β̂j 的表达).

解
线性模型可以写为: y = a1β1 + · · ·+ apβp + ϵ. 由前已知 βi 的 LS 估计为 β̂i =

(
a⊥Ti a⊥i

)−1
a⊥Ti y,于是:

Cov
(
β̂i, β̂j | A

)
=
(
a⊥i

T
a⊥i

)−1

a⊥i
T
Var(y | A)a⊥j

(
a⊥j

T
a⊥j

)−1

= σ2
a⊥i

T
a⊥j∥∥a⊥i ∥∥2 ∥∥a⊥j ∥∥2

所以
(
ATA

)−1 的 (i, j)元为 a⊥i
T
a⊥j

∥a⊥i ∥2∥a⊥j ∥2
.
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4.11 HW 11
作业 11链接
本次作业，很多同学用的方法相当复杂，没有选出简单的公式。涉及 F检验的内容，对于具体的模型，核

心是把全模型和零模型的简单形式写出来，计算 ŷ与 ŷ0,再考虑问题，具体做法参见解答。一味地套原始公式会
面对复杂的矩阵，难以处理！

� 练习 4.1假设 n个个体被随机分配服用某种药物,按照剂量从小到达分成 K 个组,假设服用第 k种剂量的个体数
为 nk,响应的均值为 µk,具体如下:

y1, . . . , yn1 iid ∼ N
(
µ1, σ

2
)
; yn1+1, . . . , yn1+n2 iid ∼ N

(
µ2, σ

2
)
等等

以线性模型表示如下:

y = Xβ + ϵ, ϵ ∼ Nn
(
0, σ2In

)
,β = (µ1, µ2, . . . , µK)

⊤
,

设计阵为

Xn×K =


1n1 0n1 · · · 0n1

0n2
1n2

· · · 0n2

...
... · · ·

...
0nK

0nK
· · · 1nK


其中 1ni

代表长度为 ni的分量全是 1的向量, 0ni
代表长度为 ni的分量全是 0的向量, n = n1+. . .+nK ,K ≥

2. 求 H0 : µk = kµ1(k = 1, 2, . . . ,K)的 F 检验统计量.
解由题知,线性模型表示如下:

y = Xβ + ϵ, ϵ ∼ Nn
(
0, σ2In

)
, β = (µ1, · · · , µK)

T

设计阵记为 Xn×K = (g1, · · · , gk),其中 gk 为列向量。
在 H0 假设下，模型为 y = (g1 + 2g2 + · · ·+ kgk)µ1 + ϵ = Zµ1 + ϵ。因此

µ̂1 =

∑m
i=1 iniyi∑m
i=1 i

2ni

于是

ŷ0 = (µ̂1, · · · , kµ̂1)
T

ŷ = Pg1y + · · ·+ PgKy = (y1, · · · , y1, · · · , yk, · · · , yk)T

将上式代入 F 检验的一般形式: F = n−p
q ×

∥ŷ−ŷ0∥2

∥y−ŷ∥2 。即得:

FK−1,n−K =
n−K
K − 1

×
∑K
i=1 (yi − iµ̂1)

2∑K
k=1

∑nk

i=1 (yki − ȳk)
2

� 练习 4.2为了估计两个物品的重量 α, β,用天平称量三次,三次测量分别测的是 α, α− β （天平一边放一个物品),
α + β (两个物品都放天平的同一边),得到的测量值分别为 y1, y2, y3 。假设天平的测量误差服从 N

(
0, σ2

)
(与被

测物品的真实重量无关)。
(a)写出回归模型,并求出 α, β, σ2 的估计。
(b)求 H0 : α = β 的 F 检验统计量。

解

46

http://staff.ustc.edu.cn/~ynyang/2023/hw/hw11.pdf


4.11 HW 11

1. 由题知,线性模型如下:

y =


y1

y2

y3

 =


1 0

1 −1
1 1


(
α

β

)
+ ϵ = Aη + ϵ

由前已知的最小二乘估计，可知：

η̂ =

(
α̂

β̂

)
=
(
ATA

)−1
AT y =

(
1
3 0
1
2 0

)(
1 1 1

0 −1 1

)
y1

y2

y3

 =

(
1
3 (y1 + y2 + y3)

1
2 (y3 − y2)

)

同理 σ̂2 = RSS
n−p =

∑3
i=1∥yi−ŷi∥

2

3−2 。其中:

y − ŷ =


y1

y2

y3

−
(

1 1 1

0 −1 1

)(
1
3 (y1 + y2 + y3)

1
2 (y3 − y2)

)
=


2
3y1 −

1
3y2 −

1
3y3

− 1
3y1 +

1
6y2 +

1
6y3

− 1
3y1 +

1
6y2 +

1
6y3


化简即得: σ̂2 = 1

6 (2y1 − y2 − y3)
2 。

2. 求 H0 : α = β 的 F 检验统计量: 由前已知, ŷ = (α̂, α̂− β̂, α̂+ β̂)T ,即

ŷ =


1
3 (y1 + y2 + y3)
1
3y1 +

5
6y2 −

1
6y3

1
3y1 −

1
6y2 +

5
6y3


在零假设下，模型为： 

y1

y2

y2

 =


1

0

2

α+ ϵ

求得 α在 V0 下的 LS 估计:

α̂0 =
y1 + 2y3

5

于是:

ŷ0 =

(
y1 + 2y3

5
, 0,

2y1 + 4y3
5

)T
代入 F 检验的一般形式:

F1,1 =
n− p
q
× ∥ŷ − ŷ0∥

2

∥y − ŷ∥2
=
∥ŷ − ŷ0∥2

σ̂2
=

(2y1 + 5y2 − y3)2

5 (2y1 − y2 − y3)2

其中 ŷ − ŷ0 =
(

1
15 ,

1
6 ,−

1
30

)T {2y1 + 5y2 − y3}
� 练习 4.3为了比较处理 1 (对照、安慰剂)和处理 2 (药物)是否有差异,我们将研究对象进行配对匹配使得他们尽
量相似,其中一个（随机决定）接受处理 1 ,另一个接受处理 2 ,他们组成一个区组（这里称为配对)。假设有两个
配对,第 j 对研究对象的响应为 (y1j , y2j) , j = 1, 2其中下标中的 1,2分别代表处理 1和 2。数据列表如下:
假设正态模型: yij ∼ N

(
µij , σ

2
)
, i, j = 1, 2,其中 y11, y21, y12, y22 独立,假设处理的效果在两个区组中相同:

µ21 − µ11 = µ22 − µ12,记之为 δ。
(a)验证 H0 : δ = 0的 F检验 F = t2pair ,其中 tpair (成对 t检验统计量)如下
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tpair =
y21 + y22 − y11 − y12
|y11 + y22 − y12 − y21|

H0∼ t1

(评注: t1 分布也称作 Cauchy分布)
(b)假设 r.v. x关于 0对称，P (x = 0) = 0, P (sgn(x) = ±1) = 1/2, 其中 sgn(x)代表 x的符号。证明 x =

sgn(x)|x|中 sgn(x)与 |x|独立。假设 σ是符号随机变量, P (σ = ±1) = 1/2),且 σ与 x独立，证明 x
d
= σ|x| d= σx,

其中 d
=表示同分布。
(c)假设 x1, x2 iid ∼ N(0, 1),证明 x1

x2
与 x1

|x2| 分布相同 (都服从 t1 分布)。这说明 (1)式中 tpair 统计量也可取
为

tpair =
y21 + y22 − y11 − y12
y11 + y22 − y12 − y21

(d)假如列表中的数据不是配对数据而是随机样本,即接受处理 1的 y11, y12 iid ∼ N
(
µ1, σ

2
)
,接受处理 2的

y21, y22 iid ∼ N
(
µ2, σ

2 ),数据表示如下 (注意中间没有坚线, y11 和 y12 地位是对称的,即每一行内的数据没有次
序):

此时 H0 : µ1 = µ2 的检验为两样本 t检验,验证

ttwo−sample =
y21 + y22 − y11 − y12√

(y11 − y12)2 + (y21 − y22)2
H0∼ t2

比较 tpair 和 ttwo-sample 的差别,并讨论为什么有这种差别。
证明

1. 成对比较的假设检验: 令 z1 = y21 − y11, z2 = y22 − y12. 因此:

tpair =
z̄

sz/
√
n
=

y22 + y21 − y11 − y12/2√∑2
i=1 (y2i − y1i − (y2 − y1))2 /2

=
y22 + y21 − y11 − y12
|y11 + y22 − y21 − y12|

∼ t1

2. 先证明 sgn(x)与 |x|独立,已知 x是对称的随机变量:

P (x = a | |x| = a) = P (x = −a | |x| = a) =
1

2
, ∀a

因此:

P (sgn(x) = 1 | |x| = t) = P (x = t | |x| = t) =
1

2
= P (Sgn(x) = 1)

Sgn(x)与 |x|独立。
可知 Sgn(x)与 σ独立同分布,于是由 x = Sgn(x)|x|可知, x d

= σ|x|。同样的, Sgn(x)σ d
= σ,相互独立，均

与 x独立。所以 x
d
= σ|x| = σ Sgn(x)x

d
= σx

3. 我们反复使用上问结论，注意到 x1, x2 独立同分布且为对称随机变量:
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x1
x2

d
=

Sgn (x1) |x1|
Sgn (x2) |x2|

d
=
σ |x1|
|x2|

d
=

x1
|x2|

4. 由于没有分组,样本地位对称,此为方差相同的两样本 t检验:
检验统计量为:

Tw =
Ȳ − X̄
Sw

√
mn

m+ n
∼ tn+m−2

即

ttwo−sample =
y21 + y22 − y11 − y12√

2 (y11 − y1)2 + 2 (y12 − y1)2 + 2 (y21 − y2)2 + 2 (y22 − y2)2

化简即得：

ttwo−sample =
y21 + y22 − y11 − y12√

(y11 − y12)2 + (y21 − y22)2
∼ t2

成对比较与两样本 t检验的区别在于假设的样本情形不同: 在后者中,我们假设来自两个正态总体的样本相
互独立,但现实情形中,有可能两个正态的样本是来自于同一个总体上的重复观察,于是我们引进了成对比
较检验,通过作差消除其他方面的影响,转而研究引起变化的量,譬如药效等。

� 练习 4.4 (参见第 11讲例 3 )假设 5个中心标准化的随机变量 Y,W,U,X, V 的协方差矩阵 (即相关系数矩阵)如下
Y

Son’s occ
W

Son’s 1st job
U

Son’s ed
X

Dad’s occ
V

Dad’s ed
Ȳ Son’s occ 1.000 .541 .596 .405 .322
W Son’s 1st job .541 1.000 .538 .417 .332
U Son’s ed .596 .538 1.000 .438 .453
X Dad’s occ .405 .417 .438 1.000 .516
V Dad’s ed .322 .332 .453 .516 1.000
假设线性模型（因为所有变量已经中心化，故无截距）

U = β1X + β2V + ϵ, ϵ ∼ N
(
0, σ2

)
(a)试求 β1, β2, σ的 LS估计。
(b)求该模型的决定系数 R2,回归方程的显著性检验统计量 F 及其 p值 (n = 20000).
(c)求 H0 : β1 = 0的 t检验统计量及其 p值。

注注意中心化模型的自由度参数！
解

1. 已知线性模型为: U = β1X + β2V + ϵ, ϵ ∼ N
(
0, σ2

)
.

对应的相关系数矩阵为:

S =


1 0.438 0.453

0.438 1 0.516

0.453 0.516 1

 =

(
SUU SUZ

SZU SZZ

)

由前已知的 LS 估计：
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(
β̂1

β̂2

)
= S−1

ZZSZU =

(
1 0.516

0.516 1

)−1(
0.438

0.453

)
=

(
0.279

0.310

)
σ̂2 = SUU − SUZS−1

ZZSZU = 0.737, σ̂ = 0.858

2. 代入回归方程的绝对系数公式有:

R2 =
SUZS

−1
ZZSZU
SUU

= 1− σ̂2 = 0.263

显著性检验统计量为:(注意这里一个自由度为约束个数 q = 2,另一个为 n− p = 20000− 2 = 19998,中心化
模型没有截距项，自变量个数和参数个数都是 p = 2).

F =
n− p
q
× R2

1−R2
∼ Fq,n−p

代入数值得

F = 3549.78

p值计算为：

p = P (F2,19998 > 3549.78)

3. 在 H0 : β1 = 0下的 t检验统计量为:

t =
β̂1

σ̂/ ∥X⊥∥
=
√
n− p rp√

1− r2p
∼ tn−p

其中 rp 为 U 与 X 的偏相关系数,计算为:

rp =
rUX − ruvrvx√
1− r2uv

√
1− r2vx

=
0.438− 0.453× 0.516√
1− 0.4532

√
1− 0.5162

= 0.267

p值为 p = P (t19998 > 39.18)

注线性模型的 F检验中，约束 Aq×pβp×1 = c0。p是模型参数的个数，在中心化模型里是自变量的个数，在一般
模型里是自变量个数 +1 (多了一个截距参数)。这里 q是约束的个数，是 A的行数，A的每一行给出一个约束方
程。由于每一个约束相当于少了一个参数，所以 q 也可以表示零假设下的模型与原模型的参数个数之差。只有
模型和课件上的完全相同才可以直接代公式。n是样本量。

检验统计量

F =
∥ŷ − ŷ0∥2 /q

∥y − ŷ∥2/(n− p)

可以理解为分子分母均除以各自的自由度：q是 ŷ与 ŷ0对应的模型参数个数之差，n− p是 y与 ŷ对应的模型参
数个数之差。
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4.12 HW 12
作业 12链接

� 练习 4.1假设 (yi,xi) , i = 1, . . . , n满足线性模型

yi = β0 + x⊤
i b+ ϵi, ϵi ∼

(
0, σ2

)
, i = 1, . . . , n.

若对某个 1 ≤ k ≤ n, yk = ȳ =
∑n
i=1 yi/n,xk = x̄ =

∑n
i=1 xi/n,证明删除 (yk,xk)不影响最小二乘法。

证明 线性模型可写为 y = Xβ + ε , β̂ 为 β 的 LS估计
设 β̃ 为删除 (xk, yk)后β 的 LS估计,根据 ppt week13 P29命题 2

β̃ = β̂ −
(
X⊤X

)−1
xkek

1− hii
其中ek = yk − x⊤

k β

= ȳ − x̄⊤β

=
1

n

(
1⊤y − 1⊤X

(
X⊤X

)−1
X⊤y

)
=

1

n
1⊤ (I−PX)y

由于 1 ∈ C(X)，则 1⊤ (I−PX) = 0，所以 β̃ = β̂

� 练习 4.2假设 y1, . . . ,yn iid∼ N
(
θ, σ2Ip

)
,其中 θ为 p×1未知参数向量,假设 σ2已知。令 θ̃ = λȳ,其中 0 ≤ λ ≤ 1

是常数。
(a)求 θ̃的均方误差m(λ) = E∥θ̃ − θ∥2.
(b)求 λopt = argminλm(λ)（即求使得m(λ)达到最小的 λ ).
(c) λopt 中含有未知 ∥θ∥2,以其无偏估计代入 (注意 ∥ȳ∥2 不是 ∥θ∥2 的无偏估计),得到的 θ̃ = λ̂optȳ是否等于

或接近 James-Stein估计?
解

(a)因为
(i) Var(θ̃) = λ2 Var(ȳ) = λ2σ2Ip/n,
(ii) bias = Eθ̃ − θ = λθ − θ
所以

m(λ) = E∥θ̃ − θ∥2 = tr(Var(θ̃)) + ∥bias∥2 = λ2σ2p/n+ (λ− 1)2∥θ∥2

(b)

λopt = argmin
λ

m(λ) =
θ⊤θ

pσ2

n + θ⊤θ

(c)
E∥ȳ∥2 = Eȳ⊤ȳ

=
npσ2 + n2θ⊤θ

n2

=
pσ2

n
+ θ⊤θ

∥ȳ∥2 − pσ2

n
为θ⊤θ的无偏估计

θ̃ = λ̂opt ȳ =
∥ȳ∥2 − pσ2

n

∥ȳ∥2
ȳ

=

(
1− pσ2

n∥ȳ∥2

)
ȳ
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James - Stein估计θ̂J−S =

(
1− (p− 2)σ2

n∥ȳ∥2

)
ȳ

� 练习 4.3假设模型
yn×1 = Xn×pβp×1 + ϵn×1, ϵ ∼

(
0, σ2In

)
,

其中 X 的第一列为向量 1. 回归系数的最小二乘估计记为 β̂ =
(
X⊤X

)−1
X⊤y。假设有“新”数据 x0, y0

满足模型 y0 = x⊤
0 β + ϵ0, ϵ0 ∼

(
0, σ2

)
,其中 x0 已知,需要预测 y0 。预测统计量取为 ŷ0 = x⊤

0 β̂证明如下结论

(a) ŷ0 的预测误差为 pe (ŷ0) = E (ŷ0 − y0)2 = σ2
[
1 + x⊤

0

(
X⊤X

)−1
x0

]
.

(b)当 x0 = xi(X 的第 i行 ), pe (ŷ0) = (1 + hii)σ
2 记作= e (xi),其中 hii 为 H = X

(
X⊤X

)−1
X⊤ 的 (i, i)元;

(c)当 x0 = x̄, ŷ0 = ȳ = 1⊤y/n,且 pe (ŷ0) = (1 + 1/n)σ2 记作= e(x̄),说明 e(x̄) ≤ e (xi) , i = 1, . . . , n.
(d)当 x0 = X⊤a (这里 a ∈ Rn) , pe (ŷ0) ≤ σ2

(
1 + ∥a∥2

)
.

证明
(a)

pe (ŷ0) = E (ŷ0 − y0)2

= E
(
x⊤
0 β̂ − x⊤

0 β − ε0
)2

= E
(
x⊤
0 β̂ − x⊤

0 β
)2

+ Eε20

= Var
(
x⊤
0 β̂
)
+ σ2

= x⊤
0 Var(β̂)x0 + σ2

= x⊤
0 Var

((
X⊤X

)−1
X⊤y

)
x0 + σ2

=
(
1 + x⊤

0

(
X⊤X

)−1
x0

)
σ2

(b)当 x0 = xi 时,
xi
(
X⊤X

)−1
xi = hii

⇒pe (ŷ0) = (1 + hii)σ
2

(c)当 x0 = x̄时

x̄⊤ (X⊤X
)−1

x̄ =
1

n2
1⊤X

(
X⊤X

)−1
X⊤1

=
1

n2
1⊤PX1

=
1

n2
1⊤1

=
1

n

pe (ŷ0) =

(
1 +

1

n

)
σ2

根据 ppt weck 13命题 1可知hii ≥
1

n

所以 e(x̄) ⩽ e (xi)

(d)当 x0 = X⊤a时
pe (ŷ0) =

(
a⊤PXa+ 1

)
σ2

=
(
∥PXa∥2 + 1

)
σ2

⩽
(
∥a∥2 + 1

)
σ2

� 练习 4.4 条件同上一题, 对任何给定的 x0 ∈ Rp, 我们需要预测对应的 y0, 但 y0 的预测取为 ỹ0 = x⊤
0 β̃, 其中

β̃ = β̂λ, 0 ≤ λ ≤ 1。
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(a)证明 ỹ0 的预测误差为

pe (ỹ0) = E (ỹ0 − y0)2 = (1− λ)2
(
x⊤
0 β
)2

+ λ2σ2x⊤
0

(
X⊤X

)−1
x0 + σ2.

(b)证明如果 ∥Xβ∥2 ≤ 1+λ
1−λσ

2,则 pe (ỹ0) ≤ pe (ŷ0),其中 ŷ0 = x⊤
0 β̂为基于 LS估计的预测。

证明
(a)

ỹ0 = x⊤
0 β̃ = λx⊤

0 β̂

p (ỹ0) = E (ỹ0 − y0)2

= E
(
λx⊤

0 β̂ − x⊤
0 β − ε0

)2
= E

(
λx⊤

0 β̂ − λx⊤
0 β + (λ− 1)x⊤

0 β − ε0
)2

= Var
(
λx⊤

0 β̂
)
+ (1− λ)2

(
x⊤
0 β
)2

+ Eε20

= λ2x⊤
0 Var(β̂)x0 + (1− λ)2

(
x⊤
0 β
)2

+ σ2

= λ2x⊤
0

(
X⊤X

)−1
x0σ

2 + (1− λ)2
(
x⊤
0 β
)2

+ σ2

(b)
pe (ỹ0) = (1− λ)2

(
x⊤
0 β
)2

+ λ2x⊤
0

(
X⊤X

)−1
x0σ

2 + σ2

pe (ŷ0) = x⊤
0

(
X⊤X

)−1
x0σ

2 + σ2

pe (ŷ0)− pe (ỹ0) =
(
1− λ2

)
x⊤
0

(
X⊤X

)−1
x0σ

2 − (1− λ)2
(
x⊤
0 β
)2
.

由于β⊤X⊤Xβ ⩽ 1 + λ

1− λ
σ2和 ppt week15 p5引理 1

ββ⊤ ⩽ 1 + λ

1− λ
σ2
(
X⊤X

)−1

x⊤
0 ββ

⊤x0 ⩽ 1 + λ

1− λ
x⊤
0

(
X⊤X

)−1
x0σ

2

所以pe (ŷ0) ⩾ pe (ỹ0)

� 练习 4.5假设模型 yn×1 = Xn×pβp×1 + ϵn×1, ϵ ∼
(
0, σ2In

)
中 X,y都已经中心化 (因此模型中没有截距项),对设

计阵 X 进行奇异值分解:
Xn×p = Un×pDp×pV

⊤
p×p,

其中 U⊤U = Ip, V
⊤V = Ip, D = diag

(√
λ1, . . . ,

√
λp
)
,这里 λ1 ≥ . . . ≥ λp > 0是 X⊤X 的特征根。所以

Xβ = UDV ⊤β = Uγ,其中 γ = DV ⊤β 。由此,我们改写原模型为

y = Uγ + ϵ, ϵ ∼
(
0, σ2In

)
,

此模型称为主成分回归模型。记 U 的各列为 U = (u1,u2, . . . ,up)。
(a)证明主成分回归模型中回归系数 γ 的最小二乘估计为 γ̂ = U⊤y,由此求出原模型中的 β 的 LS估计。
(b)主成分回归模型中,响应变量的基于最小二乘估计 γ̂ 的拟合值向量为 ŷ = Uγ̂ =

∑p
j=1 uj

(
u⊤
j y
)
,求其均

方误差m(ŷ) = E∥ŷ − Uγ∥2.
(c)设下标集合 Aq = {i1, . . . , iq} ⊂ {1, 2, . . . , p}, 1 ≤ q ≤ p− 1,令

ỹ(Aq) =
∑
j∈Aq

uj
(
u⊤
j y
)
.

求其均方误差m
(
ỹ(Aq)

)
= E

∥∥ỹ(Aq) − Uγ
∥∥2 。假设 ∥γ∥2 ≤ σ2,证明

m
(
ỹ(Aq)

)
≤ m(ŷ).

(d)写出 Cq 准则的具体表达,给出最优子集搜索算法。
解
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(a)
γ̂ =

(
U⊤U

)−1
U⊤y

= U⊤y

= DV ⊤β

Xβ = Uγ̂

= UU⊤y

X
(
X⊤X

)−1
X⊤ = UDV ⊤ (V DU⊤UDV ⊤)−1

V DU⊤

= UU⊤

⇒ Xβ = X
(
X⊤X

)−1
X⊤y

β̂ =
(
X⊤X

)−1
X⊤y

(b)
m(ŷ) = E∥ŷ − Uγ∥2

= E
∥∥UU⊤y − Uγ

∥∥2
= E

∥∥UU⊤(y − Uγ)
∥∥2

= E
∥∥UU⊤ε

∥∥2
= E

(
ε⊤UU⊤ε

)
= tr

(
UU⊤)σ2

= tr(U⊤U)σ2

= pσ2
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(c)
ỹ(Aq) =

∑
j∈Aq

uj
(
u⊤j y

)

m
(
ỹ(Aq)

)
= E

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Aq

uj
(
u⊤j y

)
−

p∑
i=1

ujγi

∥∥∥∥∥∥
2

= E

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Aq

uj γ̂j −
p∑
i=1

uiγi

∥∥∥∥∥∥
2

= E

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Aq

uj (γ̂j − γj)−
∑
i/∈Aq

uiγi

∥∥∥∥∥∥
2

= E

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈Aq

uj (γ̂j − γj)

∥∥∥∥∥∥
2

+ E

∥∥∥∥∥∥
∑
i/∈Aq

uiγi

∥∥∥∥∥∥
2

= E

∑
j∈Aq

uj (γ̂j − γj)

⊤∑
j∈Aq

uj (γ̂j − γj)

+
∑
i/∈Aq

γ2i

=
∑
j∈Aq

E ∥γ̂j − γj∥2 +
∑
i/∈Aq

γ2i

=
∑
j∈Aq

Eε⊤uju
⊤
j ε+

∑
i/∈Aq

γ2i

⩽ qσ2 + ∥γ∥2

⩽ (q + 1)σ2 ⩽ pσ2 = m(ŷ)

(d)
Cq =

RSSq
σ̂2

− n+ 2q

其中σ̂2 =
RSSp
x− p

RSSq =
∥∥∥y − ỹ(Aq)

∥∥∥2
= ∥y∥2 −

∑
j∈Aq

(
u⊤j y

)2
RSSp = ∥y − ŷ∥2

= ∥y∥2 −
p∑
j=1

(
u⊤j y

)2

Cq =
∥y∥2 −

∑
j∈Aq

(
u⊤j y

)2
∥y∥2 −

∑p
j=1

(
u⊤j y

)2 (n− p)− n+ 2q

1.计算 u⊤j y, j = 1, . . . , p,并排序 u⊤i1y ⩽ · · · ⩽ u⊤ipy

2.q∗ = argmin
q

=
∥y∥2−

∑
j∈Aq

(u⊤
j y)

2

σ̂2 (n− p)− n+ 2q

3.Aq∗ = {i1, . . . , iq∗}
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第 5章 复习

本章内容直接来源于助教曾经的课程整理，这是思维导图的链接。而后者直接来源于杨老师的课件。
注我们旨在梳理课程内容，建立一个完整的知识框架，可用于查漏补缺，但不代表考试重点，如有错误疏漏请
指正。

5.1 因果推断

因果：其他变量给定下的本质关系，判断因果（找干扰因素、是否因果颠倒、前提：条件均同）。
关联：不考虑其他因素得到的表面关系，与关联对立的概念是独立。
研究设计：自变量取值是否由外界干预。随机化控制试验（因果推断所必须）、观察研究。

5.2 相关性

5.2.1 相关系数和偏相关系数
相关系数：定义。区分总体相关系数 ρ和样本相关系数 r.
偏相关系数：三元（具体形式可写出, 建议记忆）、多元（矩阵表示，代表去相关化的向量的相关系数）。

Σab•c = Σab − ΣacΣ
−1
cc Σcb.

5.2.2 相关性检验
精确检验：正态假设下相关系数的分布,熟悉检验统计量是 t分布的证明。

t =
√
n− 2

r√
1− r2

∼ tn−2. (5.1)

大样本检验
z =
√
n× r. (5.2)

置换检验:为什么可以得到 p值？
和两样本 t检验与 Pearson卡方检验的关系（熟悉课件对应内容、作业题的证明）
正态假设下，检验 r和 t相同。
二项假设下，检验 r和卡方形式类似。

5.2.3 辛普森悖论
总体指标与单项指标之间的差异情况不一致，蛮有趣。

5.2.4 随机向量
随机向量的方差、协方差矩阵的定义。
公式

E(x⊤Cx) = µ⊤Cµ+ tr(ΣC), (5.3)

其中 Ex = µ, var(x) = Σ.
相关系数矩阵（即归一化的协方差矩阵）
去相关化（协方差阵为 0）
偏相关系数矩阵（涉及分块矩阵的求逆公式）

https://www.mubucm.com/doc/2iPZ-OY6kC


5.3 线性回归模型

两个随机向量整体的相关性：正交分解、方差分解、典则相关系数（决定系数、方差被解释的比例）、条件
整体相关性。
注这里的决定系数和后面线性模型中的是一样的。线性模型也可以认为是在研究 y和向量 x整体的相关性。在
学完整门课以后复习到这里，应该可以领会在“回归分析”的前几节只讲“相关性”的意义所在。

5.3 线性回归模型

5.3.1 总体线性模型
理解总体模型。总体模型和随机向量的去相关化是一样的。
Gauss-Markov假设。
参数矩估计。（除了误差方差的估计，和最小二乘估计相同）
控制变量的线性模型。（实质是随机向量的偏相关研究）

5.3.2 单变量简单线性模型
最小二乘法：正则方程（非常重要！）、性质、LS估计的均值和方差、平方和、样本版本的决定系数、误差

方差的最小二乘估计（无偏性）。
RSS可以用误差表示：

RSS = syy − s2xy/sxx = sεε − s2xε/sxx. (5.4)

Wald检验：熟悉如何推导这个 t统计量的分布。
回归效应：“回归”名字的由来。

5.3.3 多元回归
投影：定义，对称幂等线性变换，最优性（投影提供的最小二乘估计是残差平方和最小的估计），投影阵。
多变量线性回归模型
最小二乘法：拟合值、残差、误差方差的估计、LS估计无偏性和方差、LS估计的最优性（Gauss-Markov
定理）、分量的估计（去相关化）
拟合优度（得到的模型拟合效果是否好？）：方差正交分解、样本版本的决定系数（是样本相关系数的平方，
即 R2 = r2）.
中心化：一元、多元。熟悉诸如 Z⊤

c Zc = Z⊤(In − P1)Z 的表达。线性模型的中心化不改变回归系数 b，只
改变截距项，简化计算。
约束最小二乘和 F检验：本节中所有内容都可以写成线性模型最小二乘法，加一个约束 Aβ = c0（c0为什
么可以不妨为 0？）的形式。

约束最小二乘的求解：矩阵求导
几何解释：最小二乘本质是投影，约束最小二乘便是在子空间中投影。在这一节证明中关键的引理便
是在求子空间 V0 的投影阵 PV0

.
一般线性假设是什么？
Wald检验
F检验的不同表示形式。在原假设成立的前提下，

F =
n− p
q
× ∥ŷ − ŷ0∥

2

∥y − ŷ∥2
∼ Fq,n−p. (5.5)

实际问题中通常可以具体得到 V0，从而简化计算。这部分参考对应内容的作业解答，那里对于问题
的切入点写得比较详细。
检验部分回归系数是否为 0，两个特例是回归方程的显著性检验和单个回归系数的 t检验。
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5.4 方差分析

广义最小二乘。定义（误差加权），最优线性无偏估计（BLUE），与 OLS的方差比较，与多元正态对
应的极大似然比较。
加权最小二乘：方差更小，计算方法，迭代加权最小二乘（IRLS）.

5.4 方差分析
注本节最核心的内容是把具体问题写成线性模型的矩阵形式。方差分析可以视为线性模型的应用，其理论和前
面的多元回归理论是相同的。

5.4.1 单因素方差分析
线性模型形式，F检验（anv方差分析表，特例：两样本 t检验），对比（重新参数化），两样本 t检验（成

对，二值 binary数据，参见作业）

5.4.2 两因素方差分析
可加性假设，可加方差分析模型，F检验（配对设计）。

注梳理下来发现，我们在学习多元模型的时候，总去算很多二元或三元的例子（课件、作业题）。这是很好地练
习，在计算量不大的同时，也让回归分析的理论触手可及。单纯证明抽象的高维问题虽然从理论上来讲足够，但
是也会让理论丧失直观的理解。

5.5 回归诊断

5.5.1 残差分析
对模型假设（线性性和方差齐性）的合理性进行诊断
残差图可以看什么?线性、方差齐性
Box-Cox变换

5.5.2 影响分析
影响分析是为了发现对回归结果影响较大的点。
异常点:定义（y值异常，残差较大），标准化残差，学生化残差。何种程度可以视为异常？
高杠杆点：定义（x值异常），判别标准
高影响点（未必异常），Cook距离 D，删掉一个点对于模型的影响（理论分析），Cook距离的定义和计算。

5.5.3 6个图
残差图，qq-nrom，刻度-位置图，Cook’s D,残差-杠杆图，D vs h(影响分析).

5.6 预测

5.6.1 预测误差分解
预测误差分解，均方误差分解，James-Stein估计，矩阵形式如何写。
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5.7 写在最后

5.6.2 线性模型的预测
基于子模型的预测，预测误差。

5.6.3 变量选择
Cp准则 (熟悉理论，如何操作？)，AIC与 BIC.

5.6.4 最优子集回归
计算复杂，设计阵列正交时可简化计算，主成分回归。

5.6.5 变量选择的贪心算法

5.7 写在最后
建议复习的方法是根据老师在课程最后给出的考试范围，把范围内的课件通读一遍，保证在读后至少可以

在再次翻到某部分的时候，顺利地看懂。具体的数学细节（证明、推导）需要理解、掌握、记忆到什么程度自己
把握。另外，很多重要的公式、结论建议记清楚，统计课毕竟是统计课。
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