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栱 预备知识 栲

1 预备知识

栱栮 韦来生《数理统计》

栲栮 王松桂等《线性统计模型》 栱栭栶章

栳栮 李东风老师的 桒语言讲义

2 问题的提出

研究线性拟合问题。已知 y 可能与协变量 S ≜ {xi}ni=1 有关栬采用线性

拟合模型：

y 栽 β0 栫 β1x1 栫 . . .栫 βnxp−1 栫 e 栨栲栮栱栩

其中 e是噪声项，可以假定其均值为 栰，方差为 σ2 栮

假如我们选取所有的 xi 来用最小二乘法拟合，可以得到最好的拟合效

果，这里的拟合优度更好是直观的。但事实上， y 可能与某些 xi 完全不相

关，选取更多的自变量个数只能使得观测值 y 与估计值 桞y 栽 桞β0 栫 桞β1x1 栫

. . . 栫 桞βp−1xn 之间的差值
∑n

k=1 栨 桞yk − yk栩
2
栬 桩栮桥栮残差平方和 RSS更小（假如

观测到 n组数据），但是不能很好地预测真实情况，变量选取过多也自然增

加了复杂度。因此我们要选取最佳自变量组，防止过拟合，同时保证拟合

效果好。目前有两种最常用方法：桁桉桃，桂桉桃，均处理模型选择问题，对于

过多参数给予惩罚项。

2.1 Akaike information criterion

桁桉桃 处理过拟合和欠拟合风险

Definition 2.1 栨桁桉桃栩. 假设模型误差服从独立正态分布，以 k表示参数数

量，L表示似然函数的最大值，则 AIC 定义为

AIC 栽 n 桬桮 栨RSSq栩 栫 栲q 桬桮n

增加自由参数的数目提高了拟合的优良性， AIC 鼓励数据拟合的优良

性但是尽量避免出现过度拟合（桏桶桥桲栌桴桴桩桮桧）的情况。

所以优先考虑的模型应是 AIC 值最小的那一个。赤池信息量准则的方

法是寻找可以最好地解释数据但包含最少自由参数的模型。
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Remarks 栱. AIC 处理的是对于一个未知过程 f 栬 对比两种拟合 g1栬g2栬 且

只能给出相对的好坏。如果两个拟合都很差， AIC 方法无法给出警告。

AIC 选择可能是最好的模型，使得信息丢失最少。可以直接用 桒软件来计

算 AIC栮

2.2 Bayesian information criterion

Definition 2.2 栨桂桉桃栩. 参数含义与 AIC 相同。

BIC 栽 k 桬桮栨n栩− 栲 桬桮栨桞L栩

Definition 2.3 栨桂桉桃栧栩. 用残差平方和定义

BIC 栽 n 桬桮栨
SSR

n
栩 栫 栲q 桬桮n

Remark 栲栮栴. BIC 中，更复杂的模型受到更多的惩罚。因此更倾向于选协

变量更少的模型。

3 论文简介

上述模型中可能会依赖协变量与残差的正态假设，论文桛栱桝提出了一种

不严格依赖正态假设且不作协变量稀疏性假设的估计方法，即所谓“估计

方程的方法”。

Definition 3.1 栨因变量被解释的比例栩. 定义为

r2 栽
V ar {E栨Yi|Xi1 . . . Xip栩}

V ar 栨Yi栩
栨栳栮栱栩

在线性模型

Yi 栽 β0 栫 β1Xi1 栫 · · ·栫 βpXip 栫 ϵi 栨栳栮栲栩

中，若 E 栨ϵi栩 栽 栰栬E 栨ϵ2i 栩 栽 σ2
ϵ 栬且互不相关，即满足 桇桡桵桳桳栭桍桡桲桫桯桶 假设，

列向量 β 栽 栨β1 · · · , βp栩
t
栬 桘的协方差阵 V ar 栨Xi1, · · · , Xip栩 栽 栆栮 则解释可

以化为

r2 栽
βt栆β

βt栆β 栫 σ2
ϵ

栨栳栮栳栩
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Remark 栳栮栲. 这里是我个人对于这个“解释”的理解： r2可以看作 βtΣβ
σ2
ϵ
的

单调递增函数，分子表示由于自变量 X 的波动引起的 Y 的波动程度，分母

表示随机扰动的影响。如果拟合的较好，则 Y 的振动主要由协变量 Xi 的

扰动引起，因此拟合得好等价于这个“ Y 被X 解释的程度”，即 r2更大！

Remark 栳栮栳. 在这里可以和最初研究的模型选择问题联系起来，给一组样

本，通过对 r2的估计来说明选择特定模型，拟合的好坏。希望能选取 r2最

大的模型。

Remark 栳栮栴. 上述只是我个人参考文章的形象化理解，是否有一个严格的数

学表达？

Definition 3.5 栨桵桮桢桩桡桳桥桤 桥桳桴桩桭桡桴桩桮桧 桳档桯桲桥桳栩. 文章里定义了一个estimating

scores,(应该就是作者定义的一个名字) 略去中间过程，最后可以表达为

栱

σ2
Y

桾Y 桾Y t −
(
I − 1n1

t
n/n

)
−
{
M −

(
I − 1n1

t
n/n

)}
r2 栨栳栮栴栩

其中满足：

桾Y 栽 Y − 1n
栖Y

M 栽
栱

p

(
Z − 1n

栖Zt
) (

Z − 1n
栖Zt
)t

Z 栽 栨Zij栩n×p

栨Zi1, · · · , Zip栩
t
栽 栆−1/2 栨Xi1, · · · , Xip栩

t

栨栳栮栵栩

引入一个加权矩阵W 栬可以取为

W 栽 栨I 栫 λM栩
−1

栨M − I栩 栨I 栫 λM栩
−1

用 桞σ2
Y 估计 σ2

Y 栬 桩栮桥栮

RSS 栽 yt
(
I −X

(
XtX

)−1
Xt

)
y

桞σ2 栽
RSS

n− p

栨栳栮栶栩

然后用矩阵W 给上面定义的“估计分数”加权，得到

tr

(
W

[
栱

桞σ2
Y

桾Y 桾Y t −
(
I − 1n1

t
n/n

)
−
{
M −

(
I − 1n1

t
n/n

)}
r2
])

栽 栰

Remark 栳栮栶. n很大时，矩阵不一定收敛，但它的秩容易收敛，这里只是一

个想法，后面会对简单的情况给出具体证明。比如 栆是固定给出的，或者

直接假定 Xi不相关，不用引入 Zi 栮
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从而得到 r2的估计：

桞r2 栽
tr

[
W

{
1
σ̂2
Y

桾Y 桾Y t − 栨I − 1n1
t
n/n栩

}]
tr 桛W {M − 栨I − 1n1t

n/n栩}桝
栨栳栮样栩

这里方差 桞σ2
Y 由样本的经验估计 栨栳栮栶栩给出。

Remark 栳栮样. 这里的M 含有 Z 栬而 Z 由栨栳栮栵栩给出，那么用样本估计 r2时，

Z 中的 栆用样本的协方差矩阵估计吗？事实上，真实研究中可以找一些不

含 Y 的数据专门来估计协方差，下面由于我未能找到漂亮的数据来练习，

暂且使用样本 X 的协方差阵。这里可能会有偏差。

4 R数据模拟

这一部分我们用上面的“解释量”尝试做变量选择问题，并与传统的

AIC 方法作比较。由于我的桒语言还很不熟练，第一次正式写代码做问题，

一步一步慢慢来。后来计算表明，栨栴栮栱栩 和 栨栴栮栲栩 中的数据可能不符合原假

定，得到的 桞r2 估计量甚至不在 栰 ∼ 栱中。在后面，要先实用强假设的模型

计算一些符合假定的模拟数据。这些结果错误的数据暂且先放在这里，看

后续会不会有什么用处。

4.1 餐馆数据

数据来自于李东风老师讲义 （回归自变量筛选） （例栳栳栮栴）里附带的

“餐馆营业额”可能受到“居民数”“人均餐费”“月收入”“参观数”“距

离”五个自变量影响。数据大概如图栨栱栩所示，截图不容易截全，稍后我会

选择完整的栲栵组数据做计算。

https://www.math.pku.edu.cn/teachers/lidf/docs/Rbook/html/_Rbook/stat-mreg.html#stat-base-reg-regmu-subset
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图 栱栺 桒桥桳桴桡桵桲桡桮桴

首先附一个直接用 AIC 值筛选，用桒软件得到的计算结果。这里其实

采用了逐步回归的方法。

## Start: AIC=123.39

## 营业额 ~ 居民数 + 人均餐费 + 月收入 + 餐馆数 + 距离

##

## Df Sum of Sq RSS AIC

## - 月收入 1 35.96 2189.0 121.81

## - 餐馆数 1 79.17 2232.2 122.30

## <none> 2153.0 123.39

## - 居民数 1 199.42 2352.4 123.61

## - 距离 1 392.54 2545.6 125.58

## - 人均餐费 1 942.22 3095.2 130.47

##

## Step: AIC=121.81

## 营业额 ~ 居民数 + 人均餐费 + 餐馆数 + 距离

##

## Df Sum of Sq RSS AIC

## - 餐馆数 1 78.22 2267.2 120.69

## <none> 2189.0 121.81
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## - 距离 1 445.69 2634.7 124.44

## - 人均餐费 1 925.88 3114.9 128.63

## - 居民数 1 1133.27 3322.3 130.24

##

## Step: AIC=120.69

## 营业额 ~ 居民数 + 人均餐费 + 距离

##

## Df Sum of Sq RSS AIC

## <none> 2267.2 120.69

## - 距离 1 404.28 2671.5 122.79

## - 人均餐费 1 1050.90 3318.1 128.21

## - 居民数 1 1661.83 3929.0 132.43

希望用表格中数据，计算式（栴栮栱）的估计值。

桞r2 栽
tr

[
W

{
1
σ̂2
Y

桾Y 桾Y t − 栨I − 1n1
t
n/n栩

}]
tr 桛W {M − 栨I − 1n1t

n/n栩}桝
栨栴栮栱栩

4.1.1 选择变量 X1,X2,X3,X4,X5

首先，容易计算出

桾Y 栽栨栲栶.样栵栶,−样.根栴栴,−栱栵.栱栴栴, 栵核.栲栵栶,−栱根.栱栴栴,

− 核.栵栴栴,−栲栳.根栴栴, 栰.核栵栶,−栲栰.栵栴栴,−栲.栵栴栴,

栴栲.根栵栶,−栵.核栴栴,−栲栴.栵栴栴,−栲栳.栴栴栴,−栱根.栱栴栴,

栱根.样栵栶, 栵栲.栳栵栶,−栱栵.栳栴栴,−栱样.核栴栴, 栲栲.栴栵栶,

− 栴.栳栴栴,−栱栵.栳栴栴,−栱样.核栴栴, 栲栲.栴栵栶,−栴.栳栴栴栩t

桞σ2
Y 栽栱栱栳.栳栱样栲

栨栴栮栲栩

借助对角化，对特征值求根的方法可以求出 栆−1/2 栬此时令Xn×p为原数据，

则 Z25×5 栽 X25×5栆
−1/2 为标准化的数据，这里可以验证 var栨Z栩是单位阵

I5 栮

我这里取W 中的 λ 栽 栰.栱栮文章中提到在正态假设下 λ取 r2

1−r2
可以得

到最好的估计，在后面的数据模拟中提到可以先取 λ 栽 栰.栱 栬再用 λ 栽 r̂2

1−r̂2

作五次迭代。
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直接取 λ 栽 栰.栱可以得到 r2的一个估计 桞r2 栽 栴.栳栴栱样栴核栬这是五个自变量

X栱, X栲, X栳, X栴, X栵都选取的结果。

4.1.2 考虑四个变量

仍然用上面的方法，任意选取四个变量估计 桞r2 栮这里考虑相对于上面的

模型需要改变的地方，便是矩阵 Z 和由它影响的M 栮结果如表中所示。表

格中第一行表示删去某个变量，第二行是用其他四个变量得到的估计值。

X1 X2 X3 X4 X5

桞r2 栴栮栳栰栳样栵栵 栳栮根样栶栰栰栴 栴栮栳样栵核核栳 栴栮栳栵栶核栱栴 栴栮栲栱核栵栴栵

这时，可以得到结论，在去掉 X3 以后，得到的解释量的估计值最大，

因此我们选择删掉影响不大的X3来作拟合。我们惊喜地发现，这和用AIC

值来估计作出的判断相同！

4.1.3 考虑三个变量

现在我们已经使用了四个变量X1, X2, X4, X5拟合，得到的最大解释量

为 桞r2 栽 栴.栳样栵核核栳继续运算，看是否有去掉某个变量能得到更好的效果。这

时，我们考虑分别去掉这四个变量的拟合，列表同上。

X1 X2 X4 X5

桞r2 栳栮根栴栵栶栴栳 栴栮栰栳栲样根栶 栴栮栳核根栰栰根 栴栮栲栳栴栵核样

去掉 X4 的结果 栴栮栳核根栰栰根显著地优于表格中其他项，并且去掉以后优

于选择四个变量的结果。故我们做出判断：X4影响不大，可以去掉！发现

和 AIC 值计算得到的结论符合！泪目了……

4.1.4 考虑两个变量

可能是有点象征性地，我要说明选择前面三个变量是最优的，即不必

再删去某个变量。这时，我们就要去计算只剩两个变量时的 桞r2估计值。

X1 X2 X5

桞r2 栳栮样栶栵样栱栲 栴栮栰栱栰样栶根 栴栮栲样栰栱栴栶
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解释的效果不如从前，结果符合我们之前用 AIC 值计算的方法！

4.2 学生身高体重年龄

同样是李东风老师讲义 （回归自变量筛选） （例栳栳栮栳）中的数据，如

图栨栲栩。

图 栲栺 桃桬桡桳桳

考虑体重受三个自变量：身高，年龄，性别的影响。直接用上述程序，

进行 样次计算，选择最大的 桞r2所对应的模型。

首先附一个直接用 AIC 值筛选，用桒软件得到的计算结果。这里其实

采用了逐步回归的方法。

https://www.math.pku.edu.cn/teachers/lidf/docs/Rbook/html/_Rbook/stat-mreg.html#stat-base-reg-regmu-subset
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## Start: AIC=94.93

## weight ~ height + age + sex

##

## Df Sum of Sq RSS AIC

## - age 1 113.76 1957.8 94.067

## <none> 1844.0 94.930

## - sex 1 276.09 2120.1 95.581

## - height 1 1020.61 2864.6 101.299

##

## Step: AIC=94.07

## weight ~ height + sex

##

## Df Sum of Sq RSS AIC

## - sex 1 184.7 2142.5 93.780

## <none> 1957.8 94.067

## - height 1 5696.8 7654.6 117.974

##

## Step: AIC=93.78

## weight ~ height

##

## Df Sum of Sq RSS AIC

## <none> 2142.5 93.78

## - height 1 7193.2 9335.7 119.75

可见，第一步筛掉了 X2栬第二步筛掉了 X3栬最终得到的回归模型，体重只

收身高 X1的影响。

两到三个变量拟合的运行结果如下：

> r2_es(cbind(X1,X2,X3),3)

[1] 3.218943

> r2_es(cbind(X2,X3),2)

[1] 2.762563

> r2_es(cbind(X1,X3),2)#

[1] 3.223606
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> r2_es(cbind(X1,X2),2)

[1] 3.141079

则我们首先排除 X2 对 Y 的影响，再去考察只有一个自变量时，回归方程

是否更优。

只有一个自变量时，注意到 栆是一个数，所以它的 − 1
2
次方可以直接

代数运算！对原来的算法稍作修改，得到结果：

> onevar(cbind(X1),1)

[1] 3.19377

> onevar(cbind(X2),1)

[1] 2.203877

> onevar(cbind(X3),1)

[1] 0.5562381

可见选用 X1 指标拟合得到的结果明显优于 X2 和 X3栬但不如选用两个自变

量 X1, X3栬因此用这种方法做出的选择是选用变量 X1, X3 拟合，和用 AIC

作出的判断不完全相同。

这里把性别男女化为两个因子 栰栬栱或 栱栬栲来计算，且运算过程中和其他

数据地位相同，所以难免会出现偏差。

4.3 模拟数据的计算

4.3.1 模型描述与模拟数据的生成

由于对于原始数据标准化等操作不失一般性，不改变问题本质，所以

我们直接考虑模型：

Y 栽 Z1α1 栫 · · ·栫 Zpαp 栫 ϵ 栨栴栮栳栩

不妨选取 栨Z1, · · · , Zp栩服从多元标准正态分布，且相互独立， ϵ ∼ N 栨栰, 栱栩

并与前者相互独立。 栨Zi1, · · · , Zip栩, ϵi是上述总体的简单随机样本。

为了验证我们所提出的解释量 r2 对于自变量选择有较好的判断能力，

我们将生成一组模拟数据， 栨Xi1, · · · , Xi,100栩, ϵi 栬 桳栮桴栮 i 栽 栱, · · · , N 栬N 待定，

然后用 Yi 栽 Xi1α1 栫 · · ·栫Xi,20αi 栫 ϵi得到 Yi的模拟数值。

希望给出的模拟数据中， Y 只由受前 栲栰个自变量的影响。所以可以作

出系数假定：

αi 栽

{
U栨栱, 栲栩, i 栽 栱, · · · , 栲栰
栰, otherwise

栨栴栮栴栩
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若令 X100×100 是每个元素都服从 N 栨栰, 栱栩的随机矩阵， ϵ是一个 栱栰栰 栫 ×栱

的列向量。则可以由关系式 Y 栽 Xα 栫 ϵ得到 Y 的预测值。由此我们得到

了一组满足假定的随机模拟的数据。

4.3.2 解释量 桞r2 的计算

由上述模拟数据我们可以计算 桞r2 栬 利用公式

桞r2λ 栽
tr {Wλ 栨Y Y t − I栩}
tr {Wλ 栨M − I栩}

, 栨栴栮栵栩

其中M 栽 XXt/p 栬 Wλ 栽 栨I 栫 λM栩
−1

栨M − I栩 栨I 栫 λM栩
−1

首先计算符合假定模型的结果。取原始数据X 的前 栲栰列计算。注意这

里需要将 Y 进行标准化操作。得到的模拟结果：
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r2的含义为自变量X变化对于 Y 可以做出的解释的比例，是相较于随

机误差而言自变量的影响程度大小，当自变量恰好选择为真实模型时，解

释量几乎为 栱受到一点随机扰动的影响，若选择的自变量较少，解释不充

分，剩余的波动都归于随机误差，所以解释量下降。

当模型选择完全，再添加多余的自变量时，解释的程度不会增加。

5 进一步尝试

由上面的初步模拟可以得到 桞r2随自变量个数增加的图像，如图（栴栮栳栮栲）

所示，可以看出在有效自变量缺失时， 桞r2 的估计值下降，当选取全部有效

变量之后达到栨有扰动意义下的栩最大值，若增加多余变量基本不变。类似于

AIC 的想法，想通过增加和变量个数有关的惩罚项来得到一种选取最优模

型的算法。由于 r2 越大越好，因此对于变量个数增加我们需要给一个负的

惩罚项，以避免做出错误判断。

假设选择变量的个数过少，再增加一项会使得 桞r2 有一个比较明显的增

加，因此为了体现出这一点，惩罚项与这个增加相比不宜更大，否则会埋

没自变量对于因变量解释更充分的作用。

若已经达到最优，再增加自变量后 桞r2 会基本不变，如果视为不变则惩

罚项取任意数都能够保证排除更多变量的方案。但由于随机因素，变量的

增加可能对于 桞r2 有一个随机扰动的影响，比如在达到最优以后，再加一

个自变量，可能由于随机因素使得显示出来的 桞r2 更大，因此增加的惩罚项

f 栨p栩应该大于这个扰动的影响，这样可以做到当有多余项出现时，利用惩
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罚项的惩罚作用把变量更多的方案排除。

根据上述表述，我们希望得到关于自变量个数 p的一个函数 f 栨p栩作为

惩罚项，且满足：

Q1 > f栨q栩 > Q2, 栨栵栮栱栩

其中 Q1是为了防止选择过少产生，大概意思是当自变量不充足时增加一个

自变量使解释量 r2 的增加量，类似的， Q2 为自变量充足时的随机扰动效

应，惩罚项的最初目的便是使自变量过多时加以限制。

需要注意的是，在真实情况是有 r 个自变量对因变量产生影响，且影

响程度近似相同（上述模拟中采用系数全部为 栱 ∼ 栲的随机数保证）的模型

下，用全部这些自变量的得到的 r2 值接近 栱, 每个自变量对于解释量 r2 的

贡献是 1
r
的量级。注意到当 r 较大时（趋于∞），每个自变量对于因变量

的影响都很小，可能添加一个自变量对于 r2 的影响甚至不如随机误差的扰

动，因此难以抉择，我们暂且不考虑这种情况。当 r 较小时，每个自变量

对于因变量的影响较大栬我们可以明显的看出如何选取自变量使得解释最优，

且不多选。下面我将计算一些 r较小的模拟数据。

Remark 栵栮栱. 这里解释量全部用 r2 表示，有真实影响的自变量个数我选用

了字母 r，但愿不会产生混淆。

5.1 真实影响自变量个数较少的随机模拟

同样是上一节计算过的模型，这时我们设真实影响的自变量个数为 r 栽

栵，仍然考虑 栱栰栰个数据时的情况

每个自变量的引入都会使得估计值有一个较大的增长，但是这里会发

现问题：当选用模型自变量个数较大，和样本数量相当时，估计值会有一

个很大的波动，如图（栳）我做了五十次模拟，每次都随机产生 X 栬 扰动 ϵ

以及模型系数，并绘图得到结果。这里我放一个最后波动最夸张的图。

当样本数量远大于模型中自变量数量 p 时，得到的结果和所想基本一

致，如图栨栴栩栮

由论文中证明得到的估计量 桞r2 在大样本下的渐进分布，我们自然希望

样本量 n 足够大。下面进行稍一般性的模拟：将 栵 个自变量随意放到 栱栰栰

个中间。结果如图栨栵栩所示。由图可以看出，在这个简化模型下，这种方法

已经可以对于自变量选择做出较好判断，基本不会出错。但由于自变量系

数和误差产生的随机性，增加一个有效自变量使解释量的增大和无效量引

起的波动可能还不能得到一个较好的区分。
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图 栳栺 小样本

图 栴栺 大样本
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