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MC和积分

I =
∫

f(x)P(x)dx =
1

N
∑

i
f(xi)� P(x) = 1

N

N∑
i=1

δ(x − xi).

和 Euler、辛普森求和的主要差别：在 Euler求和中, xi 取等间隔；但在 MC积
分中, xi 为某个分布 P(x)的随机数。

优点：误差由大数定理确定，和维度无关，δI ∼ 1/
√

N；在 d维 Euler求和中，
间隔为 δx ∼ 1/N1/d，误差为

δI ∼ h4 ∼ N−4/d.

在高维积分中，它的收敛很慢。反之，要取得很高的精度，其离散点个数 ∝ Nd
1

发散,其中 N1 为每个方向的离散点个数。

MC积分适合处理高维积分，在费曼图等计算中发挥了重要作用。
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问题的提出

I =
∫

f(x)P(x)dx =
1

N
∑

i
f(xi).

这个求和的基础:
1 产生一组随机数 xi (i = 1 ∼ N);
2 这组随机数满足 P(x)分布（不需要满足独立同分布）;
3 为了满足收敛性要求，这个分布需要收敛（满足细致平衡）;

Metropolis采用马尔科夫链 (Markovian chain)抽样方法（1953年），实现了上
面的数组。

定义:
P(xi+1|xixi−1 · · · x1) = P(xi+1|xi).
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Metropolis算法

X t+1 =

{
X new with probability r
X t with probability (1− r)

其中

r = P(X new)

P(X t)
.

如果 r ≥ 1, X t+1 = X new 是完全接受。

Markovian Chain

X1 → X2 → X3 → X4 → X5 · · · → Xk → · · · .

如果 k足够大，Xi 的分布会趋于稳定，满足细致平衡条件

πP = π,
∑

i
πiPij = πj.
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Detailed balance（细致平衡）

考虑动力学方程
dPn
dt =

∑
m

PmWm→n − PnWn→m.

长时间达到平衡，所以
dPn
dt = 0.

这个方程存在一个特殊的解，即细致平衡（充分不必要）

PmWm→n = PnWn→m.

在物理中，
P(x) ∝ exp(−βH(x)).
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平衡和细致平衡区别

没有细致平衡，也可以平衡；比如 A → B → C → D → A的循环（类似喷泉），
也可以达到平衡；但是非细致平衡。
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目标函数分布

P(x) = 1

Z exp
(
−0.5x2 − 3 sin(23.5x + 2.3)

)
, x ∈ [−π, π].
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分布函数
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分布函数
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误差: 数值结果和解析结果的差
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另外一个分布函数
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数值结果
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误差
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双值随机模型的细致平衡

Nx = x +
x
2
+ (1− r)x

2
+

y
2
, Ny = y +

y
2
+ x r

2
.

这个概率不变，所以
Ny
Nx

=
y
x = r → y = rx.
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MC数值积分（1d）

简单起见，考虑一个简单的模型在 [0, 1]范围内的数值积分，我们采用均匀函
数做积分。
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MC数值积分：输出结果
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MC数值积分（2d）
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MC数值积分：输出结果
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MC数值积分（5d）

对于高维积分，MC方法可能比常见的数值方法更加精确。当然,不是说别的方
法完全失效—但要非常小心。
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Mathematica 5d数值积分

注意这些报错，一定要非常小心；希望大家慎重采用 Mathematica处理高维积
分。
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Cuba –a library for multidim. integration
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总结

1 操作简单，编程容易，易于实践；
2 MC积分收敛速度较慢;
3 可以很容易达到 10−3 − 10−4 的精度，但要取得更好的精度，需要采取一
些数值技巧；

4 如果要求精度不高，计算时间很快（∼秒 -分钟量级）；

本课程目标：
1 会利用 MCMC产生任意概率分布，理解其意义；
2 会做简单的高维积分的计算；
3 会利用 MC方法研究多体模型的相变（主要是 Ising模型）；
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例子

I =
∫ π

0

sin(x)dx = 2.

用离散法

I = π
∑

j
wj sin(xj) = π

∑
j

1

N sin(xj), xj = jdx =
πj
N .

我们用随机数做这个积分

I = π
∑

j

1

N sin(xj), xj = rand(0, π).

比如数值结果

典型特征：N要求很大，才能得到正确的结果。
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利用 Mathematica可以计算

I =
∫ π

0

dxdy sin
(
x2 + y3 + cos(xy)

)
= 0.6134018336782885.

利用随机数积分

I = π2
∑

i

1

N sin
(
x2i + y3i + cos(xiyi)

)
.

维度对计算复杂度、计算时间等影响不大，err ∼ 1/
√

N。
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推广到高维（解析结果检验）

I =
∫ π

0

dx1dx2dx3 · · · dx8
8∏

i=1

sin(xi) = 28 ≃ π8
∑

i

1

N
∏

j
sin(xj(i)).

相当于每个方向做 10个网格，精度达到 10−3。维度越高，这个方法的优势越
明显。
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一般性理论
将上面的结果推广到任意维度、任意曲面 Ω：

I =
∫

x∈Ω

dxf(x) ≃ Area ×
∑
xi∈Ω

1

Nf(xi), xi is uniform rand.

取 f(x, y) = sin
(
x2 + y3 + cos(xy)

)
，Ω = {x2 + y2 < π|x ≥ 0, y ≥ 0}.

Mathematica得到 I = 1.0529392707752274。
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类似：选举中的民意调查，只需要调查少部分人，就可以了解大概情况。因为
选举要求精度不高（可能允许 5%左右的误差），则可以调查很少的人得到一个
结论。

另：金融衍生产品定价和交易风险估计，也涉及很高的维度，必须采用蒙
特卡洛方法。而传统的方法已经无法得到可靠结果（“维度灾难”）。
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随机函数分布 ρ(x)
假设 x不是均匀分布，而是其它分布，比如 ρ(x)

ρ(x) = 1

N

∫
δ(x − xi),

∫ b

a
ρ(x)dx = 1.

那么计算

I = 1

N
∑

i

g(xi)

ρ(xi)
.

利用
1

N
∑

i
h(xi) =

∫ b

a
h(x)ρ(x)dx.

所以我们有

I = 1

N
∑

i

g(xi)

ρ(xi)
=

∫ b

a
f(x)dx.

困难：需要从均匀分布找到任意分布 ρ(x)，很不方便。推广到高维更困难。
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物理学中的蒙特卡洛算法
我们计算热力学量

Z =

∫
dxdp exp(−βH(x,p)),

我们简化为 q = (x,p) ∈ Γ

Z =

∫
dq exp(−βH(q)).

为了保证平衡，涉及关键概念
细致平衡

重要抽样

数学概念：Markovian过程

把物理问题转化为高阶积分问题。物理中会更加复杂，因为需要考虑量子效应
（略过）。

以后介绍：这个方法可以推广到其它非指数形式：重要抽样。
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考虑一个复杂的网络（收入、信息等）

Pi(t + dt)− Pi =
∑

j
PiWi→j − PjWj→i.

平衡，代表某种稳定状态，出现条件

Pi(t + dt) = Pi(t).
比如某家家庭的收支平衡，表明它的支出和收入互相抵消。细致平衡（特解）

PiWi→j = PjW(j → i).
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物理中
Pi = exp(−βH(qi))/Z ∝ exp(−βH(qi)).

所以
Wi→j
Wj→i

=
Pj
Pi

= exp(βδEij).

其中
δEij = H(qi)− H(qj).

显而易见，能量会从高处“流向”低处；能量越低，占据几率越大。
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Metropolis抽样
对 qi，计算 E1 = H(qi)

随机找一个新的 q′，计算 E2 = H(q′)

如果 E1 > E2,则表明新构形能量更低，W1→2 = 1, qi+1 = q′

如果 E1 < E2,表明新构型能量更高，以概率 η = e−β(E2−E1) 接受新构型

qi+1 =

{
q′ ξ < η,

qi ξ > η.

得到（马尔科夫链）序列

q1, q2, · · · , qi, · · · .

配分函数（参考重要抽样）

⟨A⟩ =
∫

A exp(−βH)dx
Z =

1

A
∑

i
Ai.
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一个简单的图像

考虑两个能级，如果

Wi→j = min(1, exp(−βδEij), δEij = Ei − Ej.

那么产生的序列
Pi ∝ exp(−βEi), i = 1, 2.
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蒙特卡洛模拟和非线性优化问题

旅行推销员问题、（材料）结构优化问题，都涉及到非线性方程的最小值

E = E(q1,q2, · · · ,qN) = E(q).

引入一个假设的温度 β 分布，可以跳出 local minimal,进入 global minimal。
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应用：Ising模型的相变

最经典的应用是研究 2D Ising模型的自发磁化（尺寸可以很大，上面的例子,
N = 100× 100，Hilbert空间维度 |K = 210

4 |）

H = −J
∑
⟨i,j⟩

sisj, si = ±1.

临界温度发生在

kBTc =
2

ln
(
1 +

√
2
)J = 2.26919J.

来自物理所物理学中的蒙特卡洛方法，夏晨.
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困难

许多函数，曲线很复杂，积分有主要贡献和次要贡献—次要贡献不能忽略。
舍弃次要贡献：引入很大误差

不舍弃次要贡献：消耗大量计算资源
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重要抽样（Important sampling）
前面提到（非均匀抽样）

Area × 1

N
∑

i

f(xi)

ρ(xi)
=

∫
xi∈Ω

f(x)dx.

其误差/方差
σf =

1√
N
σ(

f(x)
ρ(x) ).

所以，函数 f/ρ越平坦，方差越小；越不平坦，方差越大。

如果 ρ → f（不可能，因为 f可能出现振荡），则方差可以尽量减小。
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利用 Metropolis算法，保证细致平衡，可以实现

Pi ∝ exp(−βEi).

我们可以稍加改造，实现任意概率分布，比如

P(x) = ρ(x) ≥ 0.

只需要将 Ei = −β−1 ln ρ(xi)即可。

假设有一个分布函数 ρ(x)，非常靠近 f，则可以显著降低计算误差。
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