
第一章流形微分流形与微分形式

在欧氏几何学中，认为两图形相等，是因为可通过欧氏运动（不改变两点间欧

氏距离的运动）使两图形完全相重，欧氏运动的集合形成群，欧氏几何学正是研究

在欧氏运动下空间图形的不变性质．注意到此点， 19 世纪末(1871 年）Klein 对几何

学及其分类作如下定义：存在一个集合（称为空间）E 及作用在此集合E 上的变换

群G,几何是研究在变换群 G 作用下，空间 E 的不变性质．微分几何是研究微分流

形在微分同胚变换下的不变性质．微分流形及其上张量场是微分儿何的主要研究

对象

§1.1 流形流形的拓扑结构

物理学中许多问题都要研究连续空间，如运动学和动力学中的普通时空，广义

相对论中的弯曲时空，统计物理学中的相空间，规范理论中的内部空间与相应的底

空间（普通时空）等，它们的共同特点都是具有确定维数的连续空间，为研究它们，

提出流形概念．流形是我们熟悉的盐线、面以及各种高维连续空间概念的推广．可

如下定义流形(manifold):

"n 维流形局域像贮＂，更确切的说，“流形是这样一个 Hausdorff 空间，它的每

点有一个含有该点的开集与贮的开集同胚＂．

上面这句话中有几个数学名词（贮，开集，同胚，Hausdorff 空间）要简单解释一

下：

1) 实 n 维线性空间贮

忒”是实数域上 n 维线性空间，它的元素 x 叫做向量或点，可用 n 个实数表示

x=(x1,x2, …, x") E R" , x; E R 

实数 x; (i = 1,2, …， n)称为向量 x(或称为点 x)的坐标

在贮中两任意向量 x,y 间可定义加法，向量相加仍为向量，x+y=zE汇，

其坐标为对应坐标相加
I i 

Z = X +y I 

这样定义的加法满足 Abel 群的规则，即有零元，有逆元，可结合，可交换．
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在实数 aER与向量 xE贮间可定义乘法

ax = (ax1 ,ax2, …, axn) E 贮

这样定义的乘法满足结合律：

a(bx) = (ab)x 

并在乘法与加法间满足分配律

a (x + y) = ax + ay 

这样就在贮中定义了向量加法和向量对实数乘法运算，使贮成为实数域R上的

n 维向量空间类似可定义复数域上的 n 维向量空间C". 总之可如下定义贮：
定义 1.1 实数域上 n 维线性空间贮是这样一个空间，其每个元素可用 n 个一定

秩序的实数表示，在其元素间定义有加法（满足 Abel 群运算规则），并定义有元素

与实数的乘法（满足结合律与分配律）．

2) 开集(open set)与连续映射(continuous mapping) 

为了分析空间及其映射的连续性，一般常利用距离函数（度规）来定义．但是我

们知道，连续性仅与邻近性有关，改变距离函数的定义（改变空间的度规）不会改变

连续性，不会改变无穷点列的极限点等问题，故我们常需摆脱距离函数而研究比度

规空间更抽象的拓扑空间，只注意点的邻近性而不注意其距离，可引进开集概念．

开集是描述空间拓扑性质的基本概念，其严格表述可参看附录 B,这里我们给开集

一个较直观的通常拓扑(usual topology)定义，它是在微分几何中所适用的定义．

定义 1.2 开集 A 是空间 S 的子集合，A 中每点的＂邻域“完全在 A 中．

这里＂邻域”可用任意距离函数来定义，而上述开集定义应与所选距离函数无关．

例如，实数轴贷（一维线性空间贷）上不含端点的开区间(a,b)是开集，但是含

有端点的闭区间 [a,b]不是开集，因为其端点 a,b 的＂邻域”并未完全属于此区间

[a ,b]. 

在定义 1.2 中的某点＂邻域”是指距该点距离小于某给定实数的点的集合，在

定义＂邻域”时，需借助距离函数，但是我们强调此＂邻域”可用任意距离函数来定

义，与所选距离函数无关．例如，对实中任意两点 x 和 y,可采用下列两种距离函

数：

d心，y) = [言 (x; - Y予 J½

d2(x,y) = max Ix; - y'I 

利用 d1 定义的＂邻域”为圆盘，利用 d2 定义的＂邻域”为正方体，不同距离函数定

义的＂邻域”形状不同但是由于任意圆盘内有正方体，任意正方体内有圆盘，故若

利用距离函数 d1 得到 A 为开集，则相对于距离函数 d2,A 仍为开集．这样定义的

开集与＂邻域”形状无关，与所选距离函数无关．
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流形上连续函数 f(x), 即流行 M 到实数域上的连续映射f:M一R. 定义连续

函数，通常采用大家熟悉的 €-8 说法，需要利用距离函数．对于没有定义距离函数

的拓扑空间，可利用“开集“如下定义连续映射：

定义 1.3 流形间映射 /:M一N,如它满足 N 中任意开集的逆像是M 中的开集，

则此映射为连续映射．

与开集定义相关的还可引人闭集，开邻域等概念：
定义 1.4 闭集(closed set) : 开集 A 在集合S 中的补集称为闭集．闭集包含它的所

有极限点．

定义 1.5 开邻域(open neighbourhood); 集合 S 中一点a 的开邻域N 是 S 的子集

合，它含有点 a 所属的某开集．

3) 同胚映射(homeomorphic mapping)与流形的拓扑性质

空间的儿何性质常常是指空间在某些变换群作用下的不变性质，且可根据变

换群特点对几何学进行分类．例如非奇异线性变换，使直线仍变为直线，保持空间

的仿射性质，研究这种性质的几何学称仿射儿何．其中正交变换还进一步保持图形

的欧氏分类，研究在正交变换下不变性质的几何学称欧氏几何学．现在我们需讨论

更广泛的空间，其中已无直线概念，因此应讨论比线性映射更广泛的一些映射．我

们首先想到前面所提到的连续映射，它保持图形各点的邻近性不被破坏．但是连续

映射不能保持流形的维数，例如著名的 Peano 曲线 (1890 年），是一种将一维实轴

区间 I 连续地满映射到二维区间 12 上的映射 j:I一I气映射 f被定义为映射族fn

的极限，丘 I一 12 ,f= ! 吧儿图 1.l(b),(c),(d) 给出了前三步八 (I), 儿 (I)'

f3(I)• 而(a)表明第一步八 (I)的作图方法：连接正方形 12 的对角线，将正方形作

三角分割，然后再将各相邻三角形中点连接．类似，很容易推广至第任意 n 步的

fn(I), 在第 n 步后，二维区间 12 的所有点都在儿 (I) 的 (½r 的距离内．于是在
n-=的极限下，得连续的满映射 f,它使一维区间 I 映满在二维区间 12 上．

注意上述映射并非 1-1 对应，而只是使二维区间 12 上所有点均在像 J(I) 的

邻域内．上例说明，连续满映射不能保持流形的维数为了保持流形维数，应对连续

映射给以进一步的限制．

另一方面，我们知道 1-1 对应是区别集合的标志．但是 1-1 对应也不能保持

空间维数，如 Cartan 的例子，可使 2 维开区间

12 = I (x ,y) E 钳 IO<x,y<ll

的点(x,y)与一维开区间

I= (0,1) = lz ER IO< z < ll 

的点 z 间建立 1-1 对应，即按十进位无限小数表示 x 与y(因为 x,yE(0,1))
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(a) (b) 

(c) (d) 

图 1.1

(a)Peano 曲线作图法示意，

(b), (c), (d)Peano 曲线儿 (I)的前三步

x = O.x1 x2 … 

Y = o./l… 

由上两数可作小数

z=O.x1/x2y互．．

显然 zE(0,1),于是建立了由二维区间 /2 1-1 对应于一维区间 I 上的映射．注意

这时是 1-1 对应，但不是连续映射．

将上两者结合，可得到保持流形维数的同胚映射：

定义 1.6 同胚映射为 1-1 对应的连续满映射，且其逆映射也是连续的．

连续映射保持流形各点的邻近性，当进一步要求流形中任两不同点仍映射为

不同点，且不会产生新的点，即同胚变换．可将流形的同胚变换想像成流形用橡皮

做成，可任意拉伸、弯曲，但不允许撕裂（一分为二），也不允许把不同点粘在一起

（二合为一）．

在同胚映射下保持不变的性质为拓扑性质，如开集、收敛序列、紧致性、分离

性、连通性等都是拓扑性质，请参看附录 B 的简单介绍

4) Hausdorff 空间与流形的可分性(separation)

定义 1.7 Hausdorff 空间是这样一个空间，其中任意两不同点 a 与b 间，均有不相

交的开邻域．即存在开集且与 Up

a E Ua, b E Up 
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而 uan V: 尸 0.

在流形定义中强调流形是一个 Hausdorff 空间，就强调了流形的可分性，使连

接任意两点的连线可无限再分．描述流形的可分性有许多种不同的说法，而定义

1.7 的叙述是可分性公理中较强的一个，也是微分几何中最常用的一个．

具有通常拓扑的实数域是 Hausdorff 空间. Hausdorff 空间的点都是闭集．

在我们简单介绍了以上几个常用的数学名词后，让我们再强调复述一下流形

的定义：

定义 1.8 实（复） n 维流形是这样一个 Hausdorff 空间，它的每点有开邻域与

实 (C")的开集同胚．

下面举些简单例子说明流形的概念．

例 1.1 圆 s1 是一维流形．

例 1.2 图 1.2 中所画的一些一维图形都不是流形，因为在结点处开邻域不与忠

的开集同胚． x 
三 --< 

图 1.2 不是一维流形的图形举例

例 1.3 三维欧氏空间 E3 中单位球面 52 是一个二维流形．

例 1.4 E3 中锥面

M = I (x , y, z) E E3 I x2 - y2 - z2 = 0 f 

不是流形，因为在原点邻域不与产同胚．如再进一步限制为 x;:::o, 即为半个锥面
y 

x 

z 

图 1.3 E3 中半锥面
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M。= I (x , y , z) E E3 I x2 - y2 -之2 = 0, 且 x;:::Of

为二维流形．下节我们将进一步分析流形的微分结构，说明半锥不是光滑流形（不

是可微流形），因其原点处非光滑．

§1.2 微分流形流形的微分结构

为了对流形上函数及流形上张量场进行微分运算，常可对流形引进坐标系，可

利用流形 M 上的开集对贮的开集的同胚映射来对流形 M 引入局部坐标系．由流
形的定义知流形局域像Rn'流形中任一点都有含该点的开集 U 与R" 的一个开集

V 同胚冷飞）为相应的同胚映射

<p: U - V = <p(U) 

流形 M 上点 pEU,其像 <p(p)在贮中的坐标(xi'X2'...'Xn)就叫做 p 点的坐

标，这样利用对贮上开集 V 的同胚映射 <p'可对流形 M 上开集 U 内各点建立坐

标系.(U,<p)称为流形 M 上的局部坐标系，或简称坐标卡(chart).

流形的局域可用坐标刻划，同时又可随时变换坐标，我们在下面讨论中，一方

面要利用坐标系这个工具，同时又要不受坐标系的束缚，虽然有时明显地写出坐标

表达式，但是更通常的是写出在坐标变换下不变的形式．流形的某一局部坐标系本

身没有几何意义，而我们主要研究与坐标变换无关的一些不变量．

过去对空间建立坐标系时，常利用空间的度量性质．而我们在建立局部坐标系

时，利用了同胚映射，可完全不受度量的约束，可研究流形在同胚变换下的不变性

质．爱因斯坦从发表狭义相对论(1908 年）到发表广义相讨论(1915 年）花了七年时

间，他说：”为什么建立广义相对论又用了七年时间呢？主要原因是，要摆脱坐标必

须有直接度量意义这个旧概念是不容易的．“本书从开始就采用不受度规限制的，

可任意进行坐标变换的坐标系，何时引入度量，使流形成为黎曼流形，我们要特别

声明在本书前三章分析没有定义度规的微分流形的性质

n 维流形一方面局域像贮，另方面，一般不能将整个流形 M 与贮的开集同

胚例如，二维球面 52 最少需用两个开集覆盖若整个流形 M 需用若干个开集

I Uaf 所覆盖，

UUa = M 

开集族九la f 称为流形的开覆盖．而所有坐标卡的集合

s11 = I ua,'P』
称为流形 M 的坐标卡集(atlas). 若开集几T0 f 中两个开集互与 Up 间有交， uan


