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摘　要：微分形式中定义的外积运算形式上是多项式乘积。多项式乘积的结果是单项式乘积的和，每次参与乘积的单项式只能来自于一个多项式。
多项式乘积性质和外积运算的反交换律使得微分形式的外积运算具有行列式的运算性质。运用行列式的定义可以更好的理解微分形式的外积运算。
关键词：行列式；微分形式；外积
【中图分类号】Ｏ１７８　　　　　【文献标识码】Ａ　　　　　　【文章编号】２０９５-２６２７（２０１７）２４-０００５-０１

　　行列式的定义是线性代数中最基本的概念。外微分形式是微分几
何中的重要内容，微分形式的外积是其中的最基本的概念和最基本的运
算。两者之间有着极为紧密的联系，本文借助行列式定义这一简单易懂
的概念理解微分形式中外积的定义与运算。以下的基本定义，包括行列
式的定义，微分形式，微分形式的外积等等，都是线性代数，微分几何中
最基本的概念，为了便于阅读，我们在这里再重新叙述一下。

一、基本知识
一个ｎ阶行列式 ｜Ａ｜＝｜ａｉｊ｜ｎ，ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ，定义为
定义１［１］：ｎ阶行列式 ｜Ａ｜＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  
ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

等于所有取自不同行不同列的ｎ个元素的乘积 ａ１ｊ１ａ２ｊ２…ａｎｊｎ的代数
和，这里ｊ１ｊ２…ｊｎ是１，２，…，ｎ的一个排列，代数和的每一项都按下列规
则带有符号：当ｊ１ｊ２…ｊｎ是偶排列是带正号，当ｊ１ｊ２…ｊｎ是奇排列是带负
号。这一定义又可以写成：

｜Ａ｜＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  
ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝ ∑
ｊ１ｊ２…ｊｎ

（-１）τ（ｊ１ｊ２…ｊｎ）ａ１ｊ１ａ２ｊ２…ａｎｊｎ

其中τ（ｊ１ｊ２…ｊｎ）是排列ｊ１ｊ２…ｊｎ的逆序数。
定义２：设ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ是ｎ维向量空间Ｒｎ中的一组基底，ｉｐ在１至

ｎ中取值，ｐ＝１，２，…，ｎ，以元素ｅｉ１∧ｅｉ２∧…∧ｅｉｐ为基底的实向量空间
记为Ｖｐ，它的元素具体可表示为

∑
１≤ｉ１＜ｉ２＜… ＜ｉｐ≤ｎ

ａｉ１ｉ２…ｉｐｅｉ１∧ｅｉ２∧…∧ｅｉｐ，

进一步，２ｎ维向量空间Ｇ（Ｖ）：＝Ｖ０⊕Ｖ１⊕…⊕Ｖｎ。在Ｇ（Ｖ）中引入
外积“（”，规定它满足结合律，分配律以及如下的反交换律：ｅｉ∧ｅｊ＝-ｅｊ∧ｅｉ

注：由定义可知，ｅｉ∧ｅｉ＝０，∀ｉ．
二、行列式定义在外积和外微分中的运用
设ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ是Ｒｎ中的一组向量，则 ｙｉ可以用 Ｒｎ中的基底 ｅ１，

ｅ２，…，ｅｎ表示为：ｙｉ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｅｊ，ｉ＝１，２，…，ｎ，

现在我们考察外积ｙ１∧ｙ２∧…∧ｙｎ运算。
由定义２可知，上述外积的运算与多项式运算（普通乘积）是相同的（外

积运算不满足交换律，但满足反交换律），两个乘积的结果是一个代数和，其

每一项是从每个ｙｉ中选一项相乘。如果我们把每个ｙｉ看作一行，那么外积
就可以看作是不同行不同列的元素ａｉｊｅｊ的乘积（相同列的含有相同基底元素
ｅ，外积为０）。如果把指标ｊ按从小到大的排列，由外积的反交换律ｅｉ（ｅｊ＝（
ｅｊ（ｅｉ可得，ｅｉ，ｅｊ交换一次符号就改变一次。因此，可以看出上述向量的外
积与行列式的运算是完全相同的，从而可得

ｙ１∧ｙ２∧…∧ｙｎ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
  
ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

ｅ１∧ｅ２∧…∧ｅｎ

若ｐ＜ｎ，这时只有 ｐ个向量参与外乘，把每个向量看作一个多项
式。按照多项式乘法，ｐ个“多项式”外乘的结果就是每次从一个向量中
取出一项（一共ｐ项）相乘，就相当于从 ｎ维向量中取出一个 ｐ维子向
量，然后外积。由上面的结果不难得出下面的推论：

推论１［２］：

ｙ１∧ｙ２∧…∧ｙｐ＝ ∑
１≤ｉ１＜ｉ２＜…＜ｉｐ≤ｎ

ａ１ｉ１ … ａ１ｉｐ
 … 
ａｐｉ１ … ａｐｉｐ

ｅｉ１∧ｅｉ２∧…∧ｅｉｐ

推论２：设 ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝φ（ｙ）＝（φ１（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ），…，φｎ
（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ））是Ｒｎ上的一个变换，则有

ｄφ１∧ｄφ２∧…∧ｄφｎ＝（∑
ｎ

ｊ＝１

eφ１
eｙｊ
ｄｙｊ）∧…∧（∑

ｎ

ｊ＝１

eφｎ
eｙｊ
ｄｙｊ）

＝
e（φ１，φ２，…φｎ）
e（ｙ１，ｙ２，…ｙｎ）

ｄｙ１∧ｄｙ２∧…∧ｄｙｎ
从上面可以看出，外微分形式的外积本质上就是多项式乘法，其满

足反交换律，结合律和分配律，特别是反交换律的性质使得其运算具有
行列式相同的运算性质。我们可以完全把外积运算看作是行列式的运
算看待，从而熟练的掌握微分形式的外积运算。
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享受教工的待遇；学校每年举办迎新年文艺汇演的舞台，义工们和老师、学生
同台演出；庆六一活动中义工们和学生一起欢声笑语；马拉松拉拉队比赛中
全体义工总动员，各自发动全家、全厂、全店员工为我校投票，支持我校拉拉队
比赛；定期举行登山、真人野战赛等亲子游戏活动等等，家长义工们已经把金
尚中学当成了自己的“家”，俗话说“亲其师，信其道”，家长们与学生拉近了距
离，不再是高高在上的家长，也不再是唠唠叨叨的家长，而是金尚中学的一份
子，是学生爱聊天的对象，是学生心目中的“辅导员”。

三、家长义工队防治校园周边校园欺凌的七大优势
１．实现自我价值
大部分的义工妈妈是家庭妇女，没有职业妇女的工作成就，在义工

队里，她们体验到了成功的喜悦和成就感及自我价值的实现，她们愿意
承担这份义务工作。
２．陪着孩子一起成长
家长义工到校当义工，可以随时与班主任、科任老师沟通，交流孩子

在校表现及学习情况，可以零距离的关心孩子。义工队常态性的组织义
工亲子活动，如登山、野战、旅行等，在活动中有利于融洽亲子关系消除
亲子间隔阂，改善亲子关系，陪伴孩子一起成长。义工的孩子不会出现
校园欺凌的现象，从另一个角度来看，也减少了校园欺凌现象的发生。
３．提高家庭教育水平
通过常态化开展义工家庭教育培训活动以及家长义之间相互交流

等方式，提高了家长义工教育孩子的水平，保证了自己孩子的健康成长，
同时，也通过家长义工进一步带动其它家长，共同提高教育孩子的素质，
减少了问题孩子的出现，也减少了校园欺凌现象的发生。
４．理解老师工作
义工力所能及帮助老师做一些“杂事”，如督促课代表收集作业、早

读管理、午休管理、课间管理、食堂管理等，让繁忙的老师能够有更多的
时间和精力专注于教育教学，也更能理解学校工作客观上困难，理解老
师工作的繁忙和无奈，少了抱怨与指责，多了信任、理解、宽容，家校关系
的融洽和谐，提升教育教学效果，减少问题孩子的出现，优化学校的校
风，校风好，校园欺凌现象就不容易发生。

５．协助转化问题学生
协助转化问题学生是义工队的一个工作内容，他们有时间有精力，更重

要的是他们以家长义工的身份来转化问题学生，往往更有效果，问题学生需
要更多的耐心和关爱，义工的角色也让跟老师、家长已经对立的问题学生跟
容易接受，有效提高了转化率。还有，每个问题学生的背后往往有一个问题
家庭，由义工出面和这些问题学生的家长更容易交流，起到更好的转化效果，
问题学生转化工作做好了，校园欺凌现象当然就少了。
６．构建义工、学校、社区、警察联动制度
由学校牵头，搭建学校、义工、社区、警察联动的工作平台。
一是成立工作小组，具体成员由四部分组成，学校有分管德育的副校长、德

育处、安保办参加，派出所有综治副校长及社区警察参加，家长义工队设立校外
工作组，组长一人，成员若干人，社区有分管教育副主任，安保人员。二是“四定
巡逻制度”：定人、定期、定点、定时在校外巡逻。三是责任分明。学校承担学生
的教育处理工作，警察有执法权，只要有校外青年或不法分子介入，由警察出面
处理，社区协助周边的整治工作和社区居民的思想工作，而家长义工发挥更大
的作用，他们定人、定期、定点、定时在校外巡逻，让校园欺凌没有发生的时间和
空间，他们发现学生问题，可以及时处理，处理不了，和学校联系，学校马上派人
处理，他们发现有校外青年参加，及时与综治副校长联系，警察马上到场处理，
他们与校园周边的一些奶茶室、网吧建立友好关系，一发现学生私自进入，马上
电话通知，学校和家长义工马上到场处理。四是效果凸显。由于构建学校、义
工、社区、警察联动的工作平台，净化了校园周边的风气，这几年，学校没有发生
校外打架斗殴现象等校园欺凌现象，这里面，家长义工队起了最大的作用。
７．形成品牌，发挥辐谢作用
学校义工队在区、市教育局的大力支持关心下，在学校、社区、家长的共

同努力下，形成了独具特色的家校工作品牌，引起了全国各地中小学校的关
注，到学校来参观取经者络绎不绝，学校每年迎接来自全国各地的观者近千
人，厦门本地中小幼部分学校参照我校义工队的做法成立家族义工队或家长
志愿者队伍，充分发挥了我校家长义工队的品牌价值。《厦门日报》《海西晨
报》《福建日报》《中国德育》等媒体介绍我校家长义工队的成功经验报道，大
大提升了学校的知名度和家长义工队工作价值。
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