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外积与外微分运算及其应用
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摘　要:简要介绍了微分几何的发展和外微分在微分流形中的重要性 , 着重讨论向量代数与外积运算的相关

性 ,探讨向量分析与外微分的关系 ,并得到了多种常用运算公式的外微分表示 ,最后从外微分角度 , 对数学分析

中四大基本公式(莱布尼兹公式 、斯托克斯公式 、格林公式 、高斯公式)作了统一表述.
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　引言

微分几何是数学中一门历史悠久的学科.最

初它只是以微积分应用的面貌在几何上出现 ,但

随着它的发展和推广 ,微分几何已不再局限于只

研究流形的邻近点 ,而是具有整体性质 ,并成为当

代热门的学科之一———现代微分几何学[ 1] .其主

要内容是以分析方法来研究空间的几何性质.现

代微分几何学所研究的对象是微分流形 ,其上还

配有附加的结构.例如 ,微分流形上引进黎曼度

量 、洛伦茨度量 、辛尺度这些结构后 ,就分别成为

黎曼流形 、洛伦茨流形和辛流形 ,相应地也就丰富

了几何内容.微分流形上的外微分形式是一个微

分几何量 ,对它可进行外微分运算 ,这在几何上十

分重要
[ 2]
.外微分的出现可以说标志着微积分从

古典走向现代.外微分形式理论与方法是研究现

代微分几何的重要工具 ,外代数的发展 ,尤其是外

积与外微分的发展 ,不仅对积分公式进行了简化 ,

同时也为气体热力学公式的研究提供了便利.借

助外微分 ,可以用更为简洁的公式描述物理规律 ,

能够非常容易地理解力学概念.为此本文浅易地

介绍现代微分几何中的一种较新的数学方法 ———

外微分形式及其运算 ,并简述它们在几何学中的

一些应用.

　微分的外积运算

微分的外积定义[ 3] 　对三维空间中自变量的

微分 dx , dy , dz ,其外积运算用 ∧ 表示 ,如 d x 与

dy 的外积记为 dx ∧ dy ,它们满足以下运算法则:

(1)(adx)∧ dy =a(dx ∧ dy)(a是实数);

(2)外积运算对加法有分配律 ,如 dx ∧(dy +

dz)=dx ∧ dy+dx ∧ dz;

(3)反交换律 ,即任何两个微分的外积交换次

序后变号 ,如 dx ∧ dy=-dy ∧ d x;

(4)任意一个微分与自身的外积等于0 ,如dx

∧ d x=0;

(5)结合律 ,dx ∧(dy ∧ dz)=(dx ∧ dy)∧ dz.

dx , dy ,dz在几何上可以理解为有向长度微

元.dy ∧ dz , dz ∧ dx , d x ∧ dy 在几何上可以理解

为有向面积微元 ,d x ∧ dy ∧ dz在几何上可以理解

为有向体积微元.因此 , 它们与 dydz , dzdx ,

dxdy ,dxdydz 的区别在于前者是有向度量 ,即值

有正负之分 ,而后者是无向的 ,永远是正的.

把微分的外积运算与向量的外积运算  a× b

相比较 ,上述运算法则(1)～ (4)是完全类似的.而

  a× b 在几何上是以 a , b为边的平行四边形的面

积 ,对应于

|dy ∧ dz|=dydz , |dz ∧ dx |=dzd x ,

|dx ∧ dy|=d xdy.

　三维空间中的外积 、外微分运算

在三维欧氏空间中 ,设函数 f(x , y , z), f i(x ,

y , z)(i=1 ,2 ,3)在空间区域 V 上连续 ,定义下面

的式子:

ω0=f(x , y , z)是一个零阶外微分形式;

ω1=a(x , y , z)dx+b(x , y , z)dy+c(x , y , z)

dz 是一个一阶外微分形式;

ω2=A(x , y , z)d x ∧ dy +B(x , y , z)dy ∧ dz+
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C(x , y , z)dz ∧ dx 是一个二阶外微分形式;

ω3 =F(x , y , z)dx ∧ dy ∧ dz 是一个三阶外微

分形式;

同理定义 ωk 为 k 阶外微分形式.

其中 , ω0 , ω1 , ω2 和 ω3 分别具有零阶 、一阶 、

二阶和三阶外微分形式.若再假设空间区域 V 上

所涉及到的函数皆可微 ,则外微分运算如下:

dω0=f x dx+f ydy +f z dz ,

dω1=(bx -ay)dx ∧ dy +(cy -bz)dy ∧ dz +

(az -cx)dz ∧ dx ,

dω2=(Az +B x +Cy)dx ∧ dy ∧ dz ,

dω3=0.

可见 ,零阶外微分式求外微分得一阶外微分

形式;一阶外微分形式求外微分得二阶外微分形

式;二阶外微分形式求外微分得三阶外微分形式;

三阶外微分形式求外微分后为零[ 4] .

同理可推广到更高维(n 维)的欧式空间中

去 ,每一个 k 阶外微分形式(k<n)的外微分是一

个(k +1)阶外微分形式 ,而一个 n 阶形式的外微

分则是 0.

　向量代数和外积运算

我们已经简要介绍了外积 、外微分和相关性

质 ,现在就可以用外积和外微分形式来表示各种

我们所熟悉常用的运算公式了.

在三维空间中我们取一静止坐标系{O -

xy z},其中有任一向量  A=Ax i +Ay  j +Az k ,其中

A x , Ay , Az 分别为 A 在 x , y , z 轴上的分量 , i ,  j , k

为单位矢量
[ 5]
.

首先 ,必须介绍关于向量的外微分形式的表

示.于是我们将上式中的 i ,  j , k 分别换成 dx ,dy ,

dz.这样得到的就是与向量  A 相对应的一次外微

分形式 ,并用符号 ω
1
 A表示 ,即

ω
1
 A =A xdx +Ay dy +Az dz .

　　类推可得二次外微分形式 ,即

ω2 A =Axdy ∧ dz +Aydz ∧ dx +Az d x ∧ dy .

这样 ,根据具体情况需要 ,向量  A 可分别表示为

ω1 A或ω2 A .

有了关于向量的外微分形式的表达式 ,并通

过外积运算我们就可分别导出用外微分形式表示

的向量代数中的加法 、标积和矢积等公式了.

不难看出向量  A ,  B 之和的外微分形式表达

式是与 A + B 相对应的一次形式:

ω
1
 A+ B =

(A x +B x)dx +(Ay +B y)dy +(Az +Bz)dz ,

即

ω1 A+ B =ω1 A +ω1 B .

　　同理也可得到相应的二次形式

ω2 A+ B =ω2 A +ω2 B .

　　如 K 为常数 ,对于 K A 很明显就有相应的一

次形式和二次形式 ,它们分别为

ω1K A =Kω1 A , ω2K A =Kω2 A .

　　接着 ,我们进一步来求外积运算与矢积和标

积的关系.利用外积具有分配律 ,且由 dy ∧ dx =

-d x ∧ dy 和 dx ∧ dx =-d x ∧ dx =0 ,我们分别

对 ω1 A和ω1 B以及ω2 B进行外积 ,有

ω1 A ∧ ω1 B =

(Axdx +Aydy +Az dz)∧ (B xdx +B ydy +Bz dz).

由矢积定义 ,上式不难得到结果

ω
1
 A ∧ ω

1
 B =ω

2
 A B .

同理有

ω1 A ∧ ω2 B = A · B dxdy ∧ dz =ω3 A B .

　　可见 ,外微分形式的外积运算是与向量代数

密切相关的.

　外微分和向量分析的关系

现在讨论当向量  A 形成向量场  A(x , y , z),

并经过外微分运算后 ,又将会得到怎样的结果呢?

需要注意的是由于向量  A形成了向量场  A(x , y ,

z),所以在 ω1 A式中的 A x , Ay , Az 也就不再是常数

而应是函数 A x(x , y , z), Ay(x , y , z), Az(x , y , z)

了.现在我们对向量场  A(x , y , z)对应的一次形

式 ω1 A进行外微分运算[ 6] ,即

dω
1
 A =d[ Ax(x , y , z)dx +

A y(x , y , z)dy +Az(x , y , z)dz] .

　　按照上面介绍的外微分运算法则并引用 dx

∧ d x=-dx ∧ dx=0 ,有

dω1 A =( A
x

 x
dx + A

x

 y
dy + A

x

 z
dz)∧ d x +

(
 Ay
 x

dx +
 Ay
 y

dy +
 Ay
 z

dz)∧ dy +

(
 Az
 x

dx +
 Az
 y

dy +
 Az
 z

dz)∧ dz =

(
 Az
 y
-
 Ay
 z
)dy ∧ dz +(

 A x
 z
-
 Az
 x
)dz ∧ dx +

(
 Ay
 x
-
 Ax
 y
)dx ∧ dy.

我们发现这三个括号内就是向量场  A(x , y , z)旋

度 ro t的三个分量 ,于是得到
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dω1 A =ω2rot A .

　　此式说明对向量场  A 的一次形式取外微分

等于该向量场  A 旋度所对应的二次形式.同样

地 ,用类似方法我们可以得到

dω
2
 A =d[ Ax(x , y , z)dy ∧ dz +

Ay(x , y , z)dz ∧ dx +Az(x , y , z)dx ∧ dy] =

 Ax
 x

dx ∧ dy ∧ dz +
 A y
 y

dy ∧ dz ∧ dx +

 Az
 z

dz ∧ dx ∧ dy.

显然式中
 Ax
 x
,
 A y
 y
,
 Az
 z
各项是向量场  A(x , y , z)

散度 div的三个分量 ,于是有

dω2 A =(div A)dx ∧ dy ∧ dz =ω3div A .

此式说明对向量场  A 的二次形式取外微分等于

与该向量场 A 散度相对应的三次形式.

根据以上的分析及得到的结果 ,可见外微分

与向量分析相联系的关系是如此地协调和默契 ,

同时也清楚看到由外微分所表示的向量分析中有

关梯度 、旋度和散度的表示是如此的简洁.

　牛顿—莱布尼兹公式 、斯托克斯

公式 、格林公式 、高斯公式的统一描
述

　　在数学分析中我们曾研究过著名的牛顿─莱

布尼兹公式 、斯托克斯公式 、格林公式 、高斯公

式[ 7] ,这四个公式在积分学里起了非常重要的作

用 ,它们分布在不同的章节 ,又解决了不同的积分

问题 ,看起来好象彼此孤立 ,实质不然 ,笔者利用

外积 、外微分把这四个公式概括 、统一起来.

　牛顿 —莱布尼兹公式

∫
b

a
f(x)dx =F(x)|

b
a ,

其中 F(x)是 f(x)在[ a ,b]上的一个原函数.

若记λ=F(x),则 dλ=dF(x),则牛顿-莱布

尼兹公式可写为

∫[ a , b] dλ=∫{a ,b}λ.
　斯托克斯公式

∮LP dx +Qdy +Rdz = 
S

dydz dz dx dxdy

 
 x

 
 y

 
 z

P Q R

,

或

∮L(P ,Q , R)·{dx , dy ,dz}=

 
S

ro t{P ,Q ,R}·{dydz ,dzdx ,dxdy}.

其中 S 是以分段光滑曲线L 为边界的光滑曲面 ,

L 与S 的方向遵从右手法则.

在这个公式中 ,由于 L 与 S 都是有向的 ,故

dx , dy ,dz 是有向长度微元 , dydz ,dzdx ,d xdy 是

有向面积微元 ,若记 λ=Pd x+Qdy +Rdz ,则

dλ= rot{P , Q ,R}·

{dy ∧ dz , dz ∧ dx ,dx ∧ dy},

故斯托克斯公式可写为

∮Lλ= 
S

dλ.

格林公式作为斯托克斯公式的特殊情形 ,自然也

具有上述形式.

　高斯公式

 SP dydz +Qdz dx +R dxdy =

 V
 P
 x
+
 Q
 y
+
 R
 z

dxdydz ,

或

 S{P , Q ,R}·{dydz ,dz dx ,d xdy}=

 Vdiv{P ,Q ,R}d xdydz.
其中空间闭区域 V 以分片光滑曲面S 为边界 ,曲

面 S 取外侧.

在这个公式中 ,由于 S 是有向的 ,故 V 也可

看作有向的.若记

λ=Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx +Rdx ∧ dy ,

则

dλ=div{P , Q ,R}dx ∧ dy ∧ dz ,

故高斯公式可写为

 Sλ= V dλ.
综合上述 ,可以将上述各公式统一为

∫ Mλ=∫Mdλ,
其中 ,M 是 k(k=1 , 2 ,3)维区域 ,而 M 是M 的边

界(因而是 k-1维的), λ是 k -1阶外微分(因而

dλ是 k 阶外微分).

这段教学内容 ,是在数学分析的最后阶段讲

述的.现在利用外微分形式及其运算 ,较方便的将

数学分析中的四个基本公式:牛顿-莱布尼兹公

式 、格林公式 、奥氏公式和斯托克斯公式高度概

括 ,并加强了微积分之间的联系 ,最后统一成一个

公式 ,便于理解和掌握.
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6　结论

外微分形式理论与方法是研究现代微分几何

的重要工具 ,它在数学的其他分支以及物理 、力学

中也有广泛的应用 ,针对各种应用和研究所提出

的问题 ,外形式和外微分式的理论也得到了充分

的发展.现代微分几何学必将在数学 、物理学领域

及分析学范畴内发挥更大 、更重要的作用。
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The Product and the Differential Operation and Its Application

DIAO Guang-cheng
(Shanx i Water Technics Pro fessional Colleg e, Yuncheng 044004 , China)

Abstract:In this paper , the development of different ial geometry and the di ffe rential in dif ferential

manifolds w ere briefly int roduced , the impo rtance and the vecto r algebra accumulate computation w ere

discussed , the relevance vecto r analy sis and oute r di fferential relationship were also discussed , several

common operational fo rmulas of the dif ferential said w ere obtained.Based on the outside dif ferential

ang le , the mathematical analy sis four basic fo rmula(Leibnitz fo rmula , stokes formula , g reen fo rmula ,

gaussian formula)to have the unification expression w ere pre sented.

Key words:the product;the differential;dif ferential manifo lds;fo ur formula
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