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外微分形式在热力学上的应用
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摘 要 : 指出 了微分形式的重要性
,

并应用外微分形式处理几个热力学基本 问题
。
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陈省身先生曾用不断分离又不断相交且各自不断延伸的两条曲线
,

形象地描述数学与物理学 的关 系
.

是

的
,

二者的关系总是相互影响的
。

物理学家认为所有物理量均可归为张量
,

如电磁场张量为二阶反对称张量
,

而大家熟知的标量和矢量分别对应零阶张量和一阶张量而已
.

理论物理学家进一步研究认识到张量法研究物

理学定律并不太合适
.

因为这种方法要求有非奇异坐标系
,

以便可以相对于它给出张量的分量
,

然而按照可微

流形的定义
,

一个单一的非奇异坐标系是不足以覆盖一个流形的
.

因此在一般的可微流形中
,

不可能通过给定

相 对于单一坐标系的分量来完备描述一个张量场
.

微分几何大大简化了数学方法
,

并且使人们能更本质地理解

物理
.

下面用微分几何中的微分形式解 决几个热力学基本问题
,

力求体现这种思想倾向及这种方法的优势
.

1 热力学基本方程的导出
研究一个热力学系统 Z

,

假设它的可能平衡状态是用一个连通的有 限可维流形 厂中的点来代表
,

厂就是

相空间
.

热力学第一定律的公式表述为
:

占Q = d U + d A ( 1
.

1)

在只有体积情形下上式变为 :

占Q = d U + Pd l ( 1
.

2 )

从数学角度我们可以赋予该系统的热力学量或是状态量
,

即 C , ( T, R )函数
,

如温度 T 压 强 P, 嫡 S和 自

由能等等
,

或是微分次形式 (尸> 0)
.

可逆过程热力学的第二定律的数学公式是
:

d (qt ) = 0 ( 1
.

3 )

其中
,

: 一

粤
。 c 一 ( u

.

R )是的一个积分因子
,

。 为表示物理性质的一次微分形式 即 J Q
。

I

而表达式
:

d 、 一 r。 一
粤 (d 。 十 P d , )

I

( 1
.

4 )

是对状态函数 S = (S T, 1)r 定义的微分形式
,

即是嫡
.

将 (l
.

4) 式稍作变化即得 一 恰 1次微分式 :

d U = 了刁S 一 P d l ( 1
.

5 )

对于任意形式
: ,

有 :
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戊 d仪 = 0

这是纯量函数 f 的混合 微商
a丫

双
汪丫

和毕李一相等的直接推论
.

口厂口X

将该结论应用于 ( 1
.

5) 式可得
:

d d U = d (dT S 一用玛 = 0

可见 du 既是闭微分式又是恰微分式
.

事实上
,

热力学等式 d U 二 dT S 一 尸P d V是全微分式
,

即有

( 1
.

6 )

( 1
.

5) 式就是封闭系的内能微分表达式
.

对于以 ( S, )P 为独立变量的过程
,

利用微分式的特有变换关系
:

d (A d B ) = 一 d (月d A )

对 ( 1
.

6) 式作变换得 :

d d U = d (dT S 一周均 = d汀 d s + Vd 乃 = 0

上式左边恒等于零
,

恰微分式换元后仍是恰微分式
,

因此 侧5 笋 Vd P必是某一恰微分式
,

物理上一般记为 :

d H = 了U S + 卜U尸

此正是封闭系的烩的微分表达式
.

对于以 ( T, V) 为独立变量 的过程
,

有 :

0 三 d d U = d (dT S 一 P d均 ” d (一 S d T 一 P d均

同样
,

可令
:

d厂= 一 s d T 一 尸d V

这正是封闭系 自由能的微分表达式
.

而对于 以 ( T, )P 为独立变量的过程
,

有 :

0二 d d U = d (dT S 一 dP 玲 = d ( 一 S d V + Vd P )

于是可令
:

d G = 一 S d T + l吐 P

式正式封闭系 自由烙的微分表达式
.

2 M a 为N e ll关系式的导出

对 d U = 了US 一几 F作一次外微分
,

有
:

刁T
. 。 , 。

.

日T
, , , , 。 刁尸

, , , , , ,

a尸
, 。 . , , ,

刁T
.

刁尸
、 , , , , 。 ,

a a f = -

丽
Q。

加
。 十 {万下 Q F

加
。 二 一币下 a F

加
F 一飞忑 a 。 八 a F = L飞石 十币了月 r

加
。
刽

由于基 d V入dS 笋 0
,

故必有 :

a T
、 ,

日P
、

万了 ) s = 一 `历了 ) r (2
.

1)

同样对 d H
,

dF
,

d G 三个微分表达式各作一次微分可得相应结论
:

、丈
J

F、 ,夕丝韶嚼箫

日S
、

叹一
-石下子 ) T =

U 』译

(2
.

2 )

(2
.

3 )

(2
.

4 )

器丝即

(2
.

1)
,

( 2
.

2)
,

(2
.

3)
,

(2
.

4) 四式即为 M a x

we l l 关系
。

3 循环关系与能态方程的证明

对于二维流形
,

我们可以令
:
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T = (T P
,

S ) S = S ( T
,

P ) P = P ( T
,

S )
,

于是我们有 :

d孙d s 一 (

器
)` d p 、 d s 一 (

器
)
·
(

器
)d p o d T 一 (

器
)
`
(

器
)、
器

) , 、 d T

因为对于外积有
: X A ,

一 yA
X

,

所以 (

器
)

:

(

器
)、
器

)
:

一
`

,

此 即在热力学研究中非常重要的循

环关系
.

下面证明能态方程
.

证明 由 (l
,

3) 式有

, ,

l
、 , ,

d V + 尸U V
、 , ,

d V
、 .

, ,

几 V
、

d (d l勺
, , , , ,

l
、 .

d ( P d l勺 ~
. , , , ,

l
、

U = Q LI q ) = Q L二事
.

q ) = Q L
州

一一一干二一- ) = a 气一不
-

) + a 叹
.

一不一 ) = 一七万二一 a l
`

八 Q L一不 ) -f- 一
茸言一一 一 厂 O 厂A Q 吸二二 )

1 J 1 1 』 1 1 1

d T
.

d尸A d F 一
, , ,

d T
,

口U
、 , ,

d T I
,

日尸
、 ,

_
. , ,

.

尸
. 。 , .

_
二 d V入崔三

一
+ = 毛拼二 + 尸 d l

尹

么共兰
一

= 〔舟
.

共卜d l叭
.

共于 + 任
.

〔
~

导兰 )
u

d l
,

z、 d V + 兰女 d l才入d T
一

一
’

尹 T
- 一

’
一 ’

尹
、

日V
产 ’ 一

’ 一

尸
一

T
、

日T
声 v

一 ” 一 尸 一 ”
’

一

l
`

l
, ,

日U
、 .

_ , ,

日P
、 、 . _ , .

_
一
宁 {宁[(箭 )

: 一 ’ p ]一 (
访 )

;
·

}d VA d T

由于 d 卜入d T 笋 0
,

T 笋 0
,

故必有 :

,

刁U
、

_ 日P
、

_

〔共子 )
, 二 7T ` 二二一 )

,I 一尸`

a V
` ’ 一 、

日T
’ F

此即给出系统内能与态式关系的热力学中重要的能态方程
.

同理可以证明焙态方程等等
.

4 克拉泊龙 (C t a p e Vr o n )功的导出

、 ~
` L ,

, ` _ _ 一 ~
,

一~
.

~ 一 一
.

一 一
、 , 、 , ,

一 _ 一~ ~ 一
,

_
,

韶
、

~
, 、

~
. 、 ,

_ …
考虑一封闭单元二相系 (如相 :l 蒸汽

,

相 2 :
液体 )

.

以 L 表示相变潜热
,

L = T (岁升 升
,

下;

与 下2

分别为二相’

一 ”
一 `

一
’

一
`

… ”
` ’

一
” 一 ”

` - -
-

一 一
’

一 ’

- 一一
`

…
’

一
一 、

日N
I 户” ` ’ 一 ` 名

” 一 ” -

比容
.

封闭系物质总量不变
,

即 N
、
+ 从 = N = 常量

.

显然有
: 因为

,

口拭
、 ,

刁只
、 ,

a 林
、 ,

_ d尸
、 .

_
,

_
.

_
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_
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a l A a 舀 = a 犷A a f
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册 以 a l 人。 百 = , 不二 0 1六 a 一几
v 丈v 一 v 义v 2 U Jv 一 u J 0 1

选 T 和 N
l

为独立变量则可展开心及 d :V

,

。 ,

刁S
、 .

_
. ,

刁S
、

a 。 一 L

万
) “

】
Q ’ 十 L
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刁V
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t
Q ’ 十 L万万万寿

a 刀
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.

2 )

以 d T 乘 ( 4
.

1)
,

以 (d p d/ 乃 d T 乘 ( 4
.

2 )
,

可得 :

日S
、

日N
。

令系统的总体积 V二 V l
+ 矶

,

则 :

`

斋
,
·

器

`

箫
)一 (

会
)
: 一 , 。一 , 2

(4
.

3 )

二竺 、 _ 一
理旦兰士立
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-

日N
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`

刁N
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(4
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一

生i 、 _
= 三

口N
l

’ `

T
(4

.

5 )

将 ( 4
.

4 )式 及 ( 4
.

5 )时代人 ( 4
.

3 )式 即得 :

d尸 L

d T (T 7 1一 7 2

)

此即克拉拍龙方程
.

上面我们给出了外微分形式在热力学领域的儿个基本应用
.

事实上理代数学的强大威力引起 了物理学 中
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量子场论
,

粒子物理及固体物理等诸多领域中所用方法的根本改变
.

今天
,

不掌握必要 的微分几何知识
,

要学

习和研究物理几乎是不可能的
.
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