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第 1章 拓扑空间与连续性

1.1 拓扑空间

定义 1.1 (拓扑空间)

♣

设 X 6= ∅，T 为其子集族，若
1. X, ∅ ∈ T .
2. T 对任意并封闭.
3. T 对有限交封闭.

则称 T 是一个拓扑，其中的元素称为开集，(X, T )称为一个拓扑空间.

注
1. 有时默认取一个拓扑后，会简称 X 为拓扑空间.
2. 称 A是拓扑空间 (X, T )中的闭集，若 Ac 是其中的开集.
3. 对 X 的两个拓扑 T1, T2，若 T1 ⊂ T2，则称 T1 比 T2 更粗糙（更弱），或 T2 比 T1 更精细（更强）.

例 1.1
1. 对任意X 6= ∅，{∅, X}, 2X 都是其上的拓扑，称为X 上的平凡拓扑与离散拓扑，它们分别是X 上最粗糙、
最精细的拓扑.

2. 由 R上所有开区间的任意并构成的拓扑 Te 称为欧式拓扑.
3. 设 X 为无限集，定义 Tf = {A ⊂ X : A有限}，则这是一个拓扑，称为 X 上的余有限拓扑.
4. 设 X 为不可数集，定义 Tc = {A ⊂ X : A不可数}，则这是一个拓扑，称为 X 上的余可数拓扑.

定义 1.2 (邻域与内部)

♣

设 x ∈ A ⊂ X，若存在开集 U 使得 x ∈ U ⊂ A，则称 x为 A的内点，A为 x的邻域.记 A的内点的全体
为 A◦，称为 A的内部.

命题 1.1

♠

1. A ⊂ A⇒ A◦ ⊂ B◦.
2. A◦ =

⋃
{U∈T :U⊂A} U，说明 A◦ 是开集，并且是 A所包含的最大开集.

3. A为开集当且仅当 A◦ = A.
4. (A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦.
5. (A ∪B)◦ ⊃ A◦ ∪B◦.

证明
1. 对任意 x ∈ A◦，存在开集 U 使得 x ∈ U ⊂ A ⊂ B，故 x ∈ B◦，得证.
2. 对任意 x ∈ U ∈ {U ∈ T : U ⊂ A}，都有 U 使得 x ∈ U ⊂ A，故

⋃
{U∈T :U⊂A} U ⊂ A◦.另一方面根据定义，

对任意 x ∈ A◦，存在开集 U 使得 x ∈ U ⊂ A，即 A◦ ⊂
⋃

{U∈T :U⊂A} U .
3. 若 A为开集则显然 A = A◦，反之若 A = A◦，则 A◦ 为开集说明 A为开集.
4. 一方面

A ∩B ⊂ A,B ⇒ (A ∩B)◦ ⊂ A◦ ∩B◦, (1.1)

另一方面 A◦ ∩B◦ ⊂ A ∩B 为开集，故 (A ∩B)◦ ⊃ A◦ ∩B◦.
5. A◦ ∪B◦ ⊂ A ∪B 为开集，故 (A ∪B)◦ ⊃ A◦ ∪B◦.
考虑闭集，可以给出对偶的定义/性质.



1.1 拓扑空间

定义 1.3 (聚点与闭包)

♣

设 x ∈ X，若 x的任何邻域都与A\{x}有交，则称 x为A的聚点.A的聚点集A′称为导集，称A = A∪A′

为 A的闭包.

注容易看出闭包与内部之间有关系：Ac
= (Ac)◦.

命题 1.2

♠x ∈ A⇐⇒对任意包含 x的开集 U，U ∩A 6= ∅.

命题 1.3

♠

1. A ⊂ A⇒ A ⊂ B.
2. A =

⋂
{Uc∈T :U⊃A} U，说明 A是闭集，并且是包含 A最小开集.

3. A为闭集当且仅当 A = A.
4. A ∪B = A ∪B.
5. A ∩B ⊂ A ∩B.

定义 1.4 (稠密与可分)

♣称 A ⊂ X 是稠密的，若 X = A.若 X 存在可数稠密子集，则称 X 是可分的.

注根据定义，A ⊂ X 稠密当且仅当对任意 U ∈ T，U ∩A 6= ∅.
例 1.2

1. (R, Tf )可分，它的任一无穷子集都是稠密的.
2. (R, Tc)不可分，因为它的任一可数集都是闭集.
3. (R, Te)可分，它有可数稠密子集 Q.

定义 1.5 (序列收敛)

♣

设 {xn} ⊂ X，若对于 x ∈ X 的任一邻域 U，存在 N 使得当 n > N 时 xn ∈ U，则称 {xn}收敛到 x，记
为 xn → x.

在一些拓扑下，序列收敛会得到一些“反直觉”的事实.
例 1.3

1. 在 (R, Tf )中，{1/n}收敛到任意 x ∈ R，这时因为对 x的任意邻域 N，N c有限，因此存在 N，当 n > N

时 1/n /∈ N c, 1/n ∈ N .
2. 在 (R, Tc)中，{1/n}不收敛，对任意 x ∈ R，考虑邻域 N = {x} ∪ (R\{1/n : n ∈ N})即可.

定义 1.6 (子空间拓扑)

♣
设 A ⊂ X 非空，则 TA = {U ∩A : U ∈ T }为 A上的一个拓扑，称为 T 导出的（A上的）子空间拓扑.

注
1. 容易验证对任意 B ⊂ A ⊂ X，TB = (TA)B .
2. 开集是相对的，A的子空间拓扑下的开集未必是 X 的开集，例如考虑 (0, 1)之于 R,R2.

命题 1.4
在 A ⊂ X 考虑子空间拓扑，则

1. 设 C ⊂ A ⊂ X，则 C 为 A的闭集当且仅当 C 是 A与 X 中某个闭集的交集.
2. 设 B ⊂ A ⊂ X，则

2



1.1 拓扑空间

♠

(a). B 是 X 的开（闭）集⇒ B 是 A的开（闭）集.
(b). A是 X 的开（闭）集，B 是 A的开（闭）集⇒ B 也是 X 的开（闭）集.

证明
1. C 为 A的闭集当且仅当 A\C = A ∩ Cc 为 A的开集，即存在开集 U ⊂ X 使得 A ∩ Cc = A ∩ U，因此
C = A ∩ U c.

2. (a). 开集的情形是显然的，若 B 为 X 的闭集，则由上一条可知 B = A ∩B 为 A的闭集.
(b). B为 A的开集说明存在X 的开集 U 使得 B = A∩U，根据 A的开性可知 B是X 的开集，闭集同理.

1.1.1 拓扑基

对于 X 的子集族 S 有

S := {U ⊂ X : U为S中若干子集的并} = {U ⊂ X : ∀x ∈ U, ∃B ∈ S : x ∈ B ⊂ U}. (1.2)

定义 1.7 (拓扑基)

♣
称 X 的子集族 S 为 X 的一个拓扑基，若 S 是 X 上的一个拓扑；称为 (X, T )的一个拓扑基，若 S = T .

命题 1.5

♠

S 为 X 的一个拓扑基当且仅当
⋃

B∈S B = X，且对任意 B1, B2 ∈ S，B1 ∩ B2 ∈ S（或者说对任意
x ∈ B1 ∩B2，存在 B ∈ S 使得 x ∈ B ⊂ B1 ∩B2）.

证明 ⇒：第一条显然，第二条由拓扑对有限交的封闭性可得.
⇐：显然 ∅, X ∈ S 且 S 对任意闭并封闭，设 U1 =

⋃
iB1i, U2 =

⋃
j B2j ∈ S，则

U1 ∩ U2 =
⋃
i

B1i ∩
⋃
j

B2j =
⋃
i,j

B1i ∩B2j ∈ S, (1.3)

即 S 对有限交封闭.
例 1.4

1. 设 (X, d)为度量空间，令 B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}，则 S = {B(x, r) : x ∈ X, r > 0}是X 的一个拓
扑基（这里的 r也可以取所有的正有理数）.

2. R中所有左闭右开区间的全体 S 是 R的一个拓扑基，并且它生成的拓扑比欧式拓扑更大.

命题 1.6 (拓扑基的判定)

♠
S 是 (X, T )的拓扑基当且仅当 S ⊂ T ⊂ S，或者说对任意 x ∈ U ∈ T，存在 B ∈ S 使得 x ∈ B ⊂ U .

推论 1.1

♥
设 S 是 (X, T )的拓扑基，A ⊂ X，则 SA = {A ∩B : B ∈ S}是 (A, TA)的拓扑基.

证明 显然 SA ⊂ TA，对任意 U = A ∩ V ∈ TA，设 V =
⋃

iBi ∈ S，则 U = A ∩ B =
⋃

i(A ∩ Bi) ∈ SA，即
TA ⊂ SA，得证.

借助拓扑基这个更小的集族，可以更方便描述邻域.设 S 是 (X, T )的拓扑基，则

A为X的邻域⇔ ∃U ∈ T : x ∈ U ⊂ A⇔ ∃U ∈ S : x ∈ U ⊂ A. (1.4)

拓扑基是满足某些条件的集族，而对于任意的集族，可以定义拓扑子基，首先定义生成拓扑.

3



1.1 拓扑空间

定义 1.8 (集族生成拓扑)

♣

设 S 为 X 的子集族，则称 X 上包含 S 的最小的拓扑为 S 生成的拓扑，也即

TS =
⋂

T on X:S⊂T
T . (1.5)

这种定义与群、环等代数结构中的“生成”类似，它并没有给 S 附加任何限制，但是上面也只是隐性定义
了这一概念，下面来讨论生成拓扑的结构.若 B为一个拓扑基，则显然有

TB = B, (1.6)

因此如果可以先找到 S“生成”的拓扑基，就可以得到 S 生成的拓扑.

引理 1.1

♥

设 S 为 X 的子集族，考虑

B = {S中集合的有限交} = {B ⊂ X : ∀x ∈ B, ∃S1, · · · , Sm ∈ S : x ∈
m⋂
i=1

Si ⊂ B}, (1.7)

若
⋃

S∈S S = X，则 B是 X 的一个拓扑基，并且 TS = TB.

注若
⋃

S∈S S = X ′ 6= X，则 B为 X ′ 上的一个拓扑基，并且 TS = {X} ∪ TB.
证明 显然

⋃
B∈B B = X，对任意 B1 =

⋂n
i=1 Si, B2 =

⋂m
j=1 Sj ∈ B，都有 B1 ∩B2 ∈ B，因此 B为X 的拓扑基，

注意到对任何包含 S 的拓扑 T，都有 B ⊂ T，因此 TS = TB.

定义 1.9 (拓扑子基)

♣
若
⋃

S∈S S = X，则称 S 是 X 的一个拓扑子基，称 TS 为由其生成的拓扑.

根据前面的引理，可以给出一个子基生成拓扑的判定.

命题 1.7 (拓扑子基生成定理的判定)

♠

设 (X, T )为拓扑空间，S 为 X 的拓扑子基，则 TS = T 当且仅当 S ⊂ T 并且对任意 x ∈ U ∈ T，存在
S1, · · · , Sm ∈ S 使得 x ∈

⋂m
i=1 Si ⊂ U .

对比拓扑基与拓扑子基可知，基生成拓扑的过程更简便（只需考虑任意并），但是对基本身有要求；子基生
成拓扑的过程略显繁琐（需要考虑其有限交的任意并），但它可以对任意子集族定义.不过二者的共性在于“偷
懒”，某些拓扑性质的证明可以归结到验证该性质对基或子基成立.

1.1.2 乘积拓扑

设 X1, X2 为集合，则可定义投影映射 πi : X1 ×X2 → Xi，并且对 Ai, Bi ⊂ Xi 有

(A1 ×A2) ∩ (B1 ×B2) = (A1 ∩B1)× (B1 ∩B2), (1.8)

根据这一条性质，可以定义两个拓扑空间的乘积拓扑，首先给出引理

引理 1.2

♥

设 (X1, T1), (X2, T2)为拓扑空间，令

T = {U1 × U2 ⊂ X1 ×X2 : Ui ∈ Ti}, (1.9)

则 T 为 X1 ×X2 上的一个拓扑基，或者说 T 为其上的一个拓扑.
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1.2 连续映射

定义 1.10 (乘积拓扑)

♣

设 (X1, T1), (X2, T2)为拓扑空间，令

T = {U1 × U2 ⊂ X1 ×X2 : Ui ∈ Ti}, (1.10)

则 T 是 X1 ×X2 上的一个拓扑，称为二者的乘积拓扑.

注同理可定义有限个拓扑空间的积拓扑.
例 1.5 Rn = R× · · · × R，因此借助 R上的标准度量可以诱导 Rn 上的一个积拓扑，并且易证它与 Rn 上标准度
量诱导的拓扑等价.
对于无穷个拓扑空间 (Xλ, Tλ), λ ∈ Λ，定义其积为∏

λ∈Λ

Xλ = {f : Λ→
⊔
λ∈Λ

Xλ : f(λ) ∈ Xλ, ∀λ ∈ Λ}, (1.11)

其上可以定义两个拓扑，分别由基

B1 = {
∏
λ∈Λ

Uλ : Uλ ∈ Tλ}, B2 = {
∏
λ∈Λ

Uλ : Uλ ∈ Tλ且除去有限个λ外均有Uλ = Xλ}, (1.12)

生成，它们分别称为
∏

λ∈ΛXλ 上的箱拓扑 Tbox 与积拓扑 Tprod，前者构造更为简单直观，但后者具有更好
的性质.容易看出，积拓扑有一个拓扑子基 ⋃

λ∈Λ

{π−1
λ (U) : U ∈ Tλ}. (1.13)

1.1.3 序拓扑

设 X = (X,<)为全序集，则可以类比 R上的欧式拓扑，构造出 X 上的拓扑，称为序拓扑.

定义 1.11 (序拓扑)

♣

设 X 为全序集，B包含如下集合
1. X 中的开区间 (a, b).
2. 左闭右开区间 [a0, b)，其中 a0 为 X 的最小元.
3. 左闭右开区间 (a, b0]，其中 b0 为 X 的最大元.

则由 B生成的拓扑称为 X 上的序拓扑.

注若 X 无最小元，则 B中无第二类集合，第三类同理.
例 1.6 R上的欧式拓扑实际上就是序拓扑.

1.2 连续映射
研究拓扑的重要意义就是研究连续映射.

定义 1.12 (连续映射)

♣

设 X,Y 为拓扑空间，f : X → Y 为映射，称 f 在 x ∈ X 处连续，当且仅当对任意 f(x) ∈ Y 的邻域 V，
f−1(V )为 x的邻域.若 f 在任意 x ∈ X 处连续，则称 f 在 X 上连续，或者说 f 为连续映射.

注显然恒同映射是连续映射（这里的恒同不仅要求定义域，还要求其上的拓扑相同）.

定理 1.1

♥

f : X → Y 为连续映射当且仅当 f−1 将 Y 中的任意开集拉回到 X 中的开集，也当且仅当 f−1 将 Y 中的
任意闭集拉回到 X 中的闭集.
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1.2 连续映射

证明 只证明前半部分.若 f−1 将开集拉回为开集，则对任意 x ∈ X，设 V 为 f(x)的邻域，设 U ⊂ V 为包含
f(x)的开集，则 f−1(U)为包含 x的开集，f−1(U) ⊂ f−1(V )说明 f−1(V )为 x的邻域，故 f 在 x处连续，根
据 x的任意性可知 f 连续.

反之若 f 连续，则对任意开集 V ⊂ Y（不妨设 f−1(V ) 6= ∅），任取 x ∈ f−1(V )，f(x) ∈ V 说明 V 是 f(x)

的邻域，因此 f−1(V )为 x的邻域，即存在开集 U ⊂ X 使得 x ∈ U ⊂ f−1(V )，因此 x是内点，f−1(V )为开集
（所有点都是内点）.

推论 1.2

♥
设 f : X → Y, g : Y → Z，若 f, g分别在 x ∈ X, f(x) ∈ Y 连续，则 g ◦ f 在 x连续.

连续映射可以反映上一节中定义的许多拓扑的“动机”.

命题 1.8 (嵌入映射与子空间拓扑)

♠

设 A为 X 的子集，则嵌入映射 ιA : A ↪→ X 在子空间拓扑下是连续的，并且子空间拓扑是使得 ι连续的
最弱的拓扑.

证明 对任意 U ⊂ X，ι−1
A (U) = A∩U，因此连续性显然，并且任何使 ιA连续的拓扑必然包含 TA，故子空间拓

扑是满足条件的最弱的拓扑.

推论 1.3

♥
设 f : X → Y,A ⊂ X, f |A : A→ Y，则对任意 x ∈ A，f 在 x处连续蕴含 f |A 在 x处连续.

定理 1.2 (粘接引理)

♥
设 {A1, · · · , An}是 X 的一个有限闭覆盖，若 f : X → Y 在每个 Ai 上的限制都连续，则 f 连续.

注从下面的证明可以看出，“有限闭覆盖”也可以改为“任意开覆盖”.
证明 对任意闭集 B ⊂ Y 有

f−1(B) =

n⋃
i=1

(f−1(B) ∩Ai) =

n⋃
i=1

f |−1
Ai

(B), (1.14)

因此若每个限制映射都连续，则 f |−1
Ai

(B)为 Ai 上的闭集，但是 Ai 为闭集说明该集合为 X 的闭集，得证.
借助连续映射，也可以更好地理解积拓扑与箱拓扑之间的差异.

命题 1.9 (投影映射与积拓扑)

♠

1. 有限情形：投影映射在乘积拓扑下连续，并且乘积拓扑是使得投影映射连续的最弱的拓扑.
2. 无限情形：投影映射在箱拓扑与积拓扑下都连续，并且积拓扑是使得投影映射连续的最弱的拓扑.

借助拓扑基/子基也可以刻画连续性

定理 1.3

♥

设 B,S 为 (Y, TY )的基、子基，则下述等价
1. f : X → Y 连续.
2. 对任意 B ∈ B，f−1(B)为 X 中的开集.
3. 对任意 S ∈ S，f−1(S)为 X 中的开集.
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1.2 连续映射

1.2.1 同胚

定义 1.13 (同胚)

♣若 f : X → Y 为双射，且 f, f−1 均连续，则称 f 为一个同胚映射，X,Y 同胚，记作 X ∼= Y .

拓扑空间同胚说明两个空间在拓扑意义下是“相同”的，同胚之于拓扑有如同构之于代数.
例 1.7

1. Rn 同胚于 Dn 的内部，这里 Dn 表示 En 中的单位球.
2. 球极投影给出了 S2 \ {(0, 0, 1)}与 R2 之间的同胚.
3. 任何两个凸多边形同胚，并且它们都与 D2 同胚.

定义 1.14 (拓扑概念/性质)

♣称同胚下保持不变的概念、性质称为拓扑概念、拓扑性质.
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第 2章 重要拓扑性质

2.1 分离公理

定义 2.1 (分离性公理)

♣

设 X 为拓扑空间.
T1：对任意 x 6= y，存在开集 U, V 使得 x ∈ U \ V, y ∈ V \ U，T1空间也称 Frechet空间.
T2：对任意 x 6= y，存在无交开集 U, V 使得 x ∈ U, y ∈ V，T2空间也称 Hausdorff空间.
T3：对任意闭集 A，x /∈ A，存在无交开集 U, V 使得 A ⊂ U, x ∈ V，T3空间也称正则空间.
T4：对任意无交闭集 A,B，存在无交开集 U, V 使得 A ⊂ U,B ⊂ V，T3空间也称正规空间.

注有时候会称“对任意 x 6= y，存在开集只包含其中一点”为 T0公理（注意，这里并不确定该开集包含哪个点，
显然 T1蕴含 T0，取有限子集 X = {a, b}上的拓扑 T = {∅, {a}, {a, b}}可得满足 T0但不满足 T1的例子）.

上面每个公理都有一个等价刻画

命题 2.1 (分离公理等价刻画)

♠

设 (X, T )为拓扑空间，则
1. X 满足 T1当且仅当 X 中任意有限子集是闭集.
2. X 满足 T2当且仅当对角集 ∆ = {(x, x) : x ∈ X}是 X ×X 中的闭集.
3. X 满足 T3当且仅当对任意 x ∈ X 以及开集 U 3 x，存在开集 V 使得 x ∈ V ⊂ V ⊂ U .
4. X 满足 T4当且仅当对任意闭集 A ⊂ X 以及开集 U ⊃ A，存在开集 V 使得 A ⊂ V ⊂ V ⊂ U .

证明
1. ⇒：只需证明单点集为闭集，对任意 x ∈ X, y ∈ {x}c，根据 T1公理可知存在开集 V 包含 y 但不包含 x，
因此 y ∈ V ⊂ {x}c，即 {x}c 为开集，{x}为闭集.
⇐：对任意 x 6= y ∈ X，由于 {x}, {y}均为闭集，因此存在开集 U, V 使得

x ∈ U ⊂ {y}c, y ∈ V ⊂ {x}c ⇒ x ∈ U \ V, y ∈ V \ U, (2.1)

即 X 满足 T1.
2. ⇒：任取 (x, y) ∈ X ×X,x 6= y，根据 T2公理可知存在无交开集 U, V ∈ T 使得 x ∈ U, y ∈ V，因此X ×X
中包含 (x, y)的开集 U × V 与 ∆无交，故 (x, y) /∈ ∆′，因此 ∆ = ∆′，即 ∆为闭集.
⇐：对任意 x 6= y ∈ X，(x, y) ∈ ∆c 说明存在 U × V ⊂ X × Y 使得 (x, y) ∈ U × V ⊂ ∆c 并且 U, V ∈ T
（拓扑基），因此 x ∈ U, y ∈ V 且 U, V 无交，即得满足 T2公理的两个开集.

3. ⇒：对于 x ∈ X 以及开集 O 3 x，考虑 x,Oc，根据 T3公理，存在无交开集 U, V 满足 x ∈ U,Oc ⊂ V，因
此（注意到 U ⊂ V c）

x ∈ U ⊂ U ⊂ V c ⊂ O. (2.2)

⇐：对于 x ∈ X 以及不含 x的开集 U，考虑 x, U c 同理.
4. 略.
分离公理有一些推论

推论 2.1

♥

1. 设 X 为 T1空间，A ⊂ X,x ∈ A′，则 x的任一邻域与 A的交集为无穷集.
2. Hausdorff空间中收敛序列的极限唯一.
3. T2=⇒T1.



2.2 可数公理

证明
1. 若不然则存在 x的邻域 U，U ∩A为有限集，不妨设 U 为开集，则 B = (U ∩A) \ {x}为有限集，因此为
闭集，故 U \B = U ∩Bc 为 x的开邻域，但它与 A \ {x}无交，与 x ∈ A′ 矛盾.

2. 略.
3. 显然.

2.1.1 分离公理间的关系

前面证明了 T2蕴含 T1，实际上除此之外分离公理无其它直接蕴含关系

命题 2.2

♠

1. T16⇒T2,T3,T4.
2. T46⇒T1,T2,T3.
3. T36⇒T1,T2.
4. T26⇒T3,T4.
5. T36⇒T4.

证明
1. 考虑余有限拓扑 (R, Tf ).
2. 考虑 (R, T )，其中 T = {(−∞, a) : a ∈ R} ∪ {∅,R}.
3. 考虑 (R, T )，其中 T 由基 B = {[n, n+ 1) : n ∈ Z}生成.
4. 考虑 (R, T )，其中 T 由子基 S = {(a, b) : a, b ∈ Q} ∪ {Q}生成.
5. 考虑 Sorgenfrey平面 (R, Tsorgenfrey)× (R, Tsorgenfrey)，其中 Tsorgenfrey 由基 B = {[a, b) : a, b ∈ R}生成.
容易证明，在添加 T1后，可以加强分离性

命题 2.3

♠

1. T1+T4=⇒T3.
2. T1+T3=⇒T2.
3. T1+T4=⇒T2.

证明 添加 T1后单点集是闭集，因此 Ti变成了 Ti+ 1的特例.

命题 2.4

♠
度量空间 (X, d)满足 T1,T2,T3,T4.

证明 度量空间中的单点集是闭集，故满足 T1，因此只需证明其满足 T4 即可. 设 A,B 为无交闭集，则对任意
x ∈ X，dA(x) + dB(x) > 0，因此定义连续函数（dA(x)连续）

f(x) =
dA(x)

dA(x) + dB(x)
, (2.3)

易知 f(A) = 0, f(B) = 1，因此任取 t ∈ (0, 1)，f−1((−∞, t)), f−1((t,∞))为包含 A,B 的无交开集，得证.

9



2.2 可数公理

2.2 可数公理

2.2.1 一个反例

定义 2.2 (序列极限点)

♣
设 A ⊂ X，x ∈ X，若存在点列 {xn} ⊂ A使得 xn → x，则称 x为 A的一个序列极限点.

考虑如下命题

命题 2.5 (闭集总对序列极限封闭)

♠
设 F 为拓扑空间 X 中的闭集，若 {xn} ⊂ F, xn → x ∈ X，则 x ∈ F .

命题 2.6 (度量空间中的闭集)

♠
F 为度量空间 X 中的闭集当且仅当对任意 {xn} ⊂ F, xn → x ∈ X 都有 x ∈ F .

证明 只需证明⇐：若 F 不是闭集，则 F c不是开集，即存在 x0 ∈ F c，对任意 n ∈ N，B(x0, 1/n) ∩ F 6= ∅，因
此取 xn ∈ B(x0, 1/n) ∩ F 可知 xn → x0 ⇒ x0 ∈ F，矛盾.

在度量空间中，闭集可以通过“对序列极限封闭”刻画，在一般拓扑空间如何？
例 2.1设 X =M([0, 1],R)，考虑逐点收敛拓扑 (X, Tp.c.)，令

A = {f ∈ X :仅对可数多的x ∈ [0, 1]有f(x) 6= 0}, (2.4)

则若 {fn} ⊂ A, fn → f0，则

{x : f0(x) 6= 0} ⊂
∞⋃

n=1

{x : fn(x) 6= 0} (2.5)

说明 f0 ∈ A，但A不是X中的闭集，或者说Ac不是开集，任取 g ∈ Ac，U为 g任意开邻域，存在 x1, · · · , xn, ε > 0

使得 ω(g;x1, · · · , xn; ε) ⊂ U，但是若定义

g̃(x) =

g(x), x ∈ {x1, · · · , xn}

0, x /∈ {x1, · · · , xn}
(2.6)

则 g̃ ⊂ A ∩ ω(g;x1, · · · , xn; ε) ⊂ A ∩ U，即 g ∈ Ac 的任意开邻域 U 都包含 A中元素，故 Ac 不是开集，A不是
闭集.

这里的问题在于，对一般的拓扑空间无法刻画“越来越小的邻域”这一概念，由此也可以看出，x ∈ A并不
意味 A中存在收敛到 x的子列.但二者在结合第一可数性后可以得到一些补救.

2.2.2 第一可数空间

定义 2.3 (邻域基)

♣

设N (x)为 x邻域的集合，称U ⊂ N (x)为 x的一个邻域基，若 x的任意邻域都包含某个U 中的元素，
或者说对任意 N ∈ N (x)，存在 U ∈ U 使得 U ⊂ N .

注若 B为 X 的拓扑基，则Bx = {B ⊂ B : x ∈ B}是 x的一个邻域基.

定义 2.4 (第一可数空间 (A1/C1公理))

♣
若拓扑空间 (X, T )的每一点都有可数邻域基，则称其为第一可数（A1或 C1）空间.

根据 A1公理，可以刻画“越来越小的邻域”这一概念.
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2.2 可数公理

命题 2.7

♠
若 X 在 x处有可数邻域基，则 x有可数邻域基 {Vn}使得m > n时有 Vm ⊂ Vn.

证明 设 x的可数邻域基为 {Un}，令 Vn =
⋂n

i=1 Ui，则 {Vn}满足条件.
有了这一刻画，可以将闭集与序列极限联系起来.

命题 2.8

♠若 X 为 A1空间，A ⊂ X,x ∈ A，则 A中存在收敛到 x的序列.

证明 取 x的满足上一命题的可数邻域基 {Vn}，x ∈ A说明 Vn ∩ A 6= ∅，取 xn ∈ Vn，由于对任意 x的邻域 U，
存在 VN ⊂ U，因此当 n > N 时 xn ∈ Vn ⊂ VN ⊂ U，即 xn → x.

类似地，可以将序列连续与连续性等同起来（注意连续性显然蕴含序列连续）.

推论 2.2

♥若 X 为 A1空间，则 f : X → Y 在 x0 处连续当且仅当其序列连续.

证明 假设 f 在 x0 不连续，则存在 f(x0) 的邻域 V 使得 f−1(V ) 不是 x0 的邻域，即 x0 ∈ (f−1(V ))c，即存
在序列 {xn} ⊂ (f−1(V ))c 使得 xn → x0，根据序列连续性可知 f(xn) → f(x0) ∈ V，因此当 n 充分大时
f(xn) ∈ V ⇒ xn ∈ f−1(V )，矛盾.

2.2.3 第二可数空间

定义 2.5 (第二可数空间 (A2/C2公理))

♣
若拓扑空间 (X, T )存在一个可数基，则称其为第二可数（A2或 C2）空间.

注显然 A2⇒A1.

命题 2.9 (A2=⇒可分)

♠A2空间包含一个可数稠密子集.

证明 设 {Un : n ∈ N}为X 的可数基，对任意 n，取 xn ∈ Un，令 A = {xn : n ∈ N}，下证 A = X .对任意 x ∈ X
以及任意开邻域 U 3 x，存在 n使得 x ∈ Un ⊂ U，因此 U ∩A 6= ∅ ⇒ x ∈ A，得证.

度量空间具有较好的分离性质.

命题 2.10

♠

1. 度量空间是 A1的.
2. 可分度量空间是 A2的.

证明
1. 对任意 x ∈ X，{B(x, 1/n) : n ∈ N}是它的可数邻域基（或者取 {B(x, r) : r ∈ Q+}）.
2. 设A为可分度量空间的稠密子集，下证 B = {B(a, 1/n) : a ∈ A,n ∈ N}为X的拓扑基.对任意 x ∈ B(x, r)，
存在 a ∈ A使得 d(x, a) < r/5，因此 x ∈ B(a, r/3) ⊂ B(x, r)，得证（注意 {B(x, r) : x ∈ X, r > 0}为度
量空间的拓扑基）.
考虑一个反例：

例 2.2离散拓扑（离散度量诱导的拓扑）不是 A2的.
该反例也可以加以改造，说明可分性一般不蕴含 A2.

例 2.3设 (X, 2X)为离散度量空间（X 不可数），取定 x ∈ X，定义

T = {U ∪ {x} : U ∈ 2X} ∪ {∅}, (2.7)
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2.2 可数公理

则易见 (X, T )为拓扑空间，令 A = {x}，则 T 中任何非空集合都与 A有交，因此 x = X，说明 (X, T )可分，
但它显然无可数拓扑基（因为对每个 y ∈ X 以及邻域 {x, y} ∈ T，必须有拓扑基中元素 B 使得 y ∈ B ⊂ {x, y}，
因此 B = {x, y}，但 X 不可数）.
例 2.4

1. Rn 为 A2空间，因为它是有可数稠密子集 Qn 的度量空间.
2. 在 `2(R)中定义内积

〈x, y〉 =
∞∑

n=1

xnyn (2.8)

它诱导 `2 度量，该空间称为 Hilbert空间，A = {x : xn ∈ Q,仅有限位不为0}是它的可数稠密子集，因此
Hilbert空间可分.

定理 2.1 (Lindelof)

♥C2+T3=⇒T4.

注定理中的 C2可以替换为“X 中任何开覆盖都有可数子覆盖”，这被称为 Lindelof条件.
证明 设 B 为 (X, T )的可数拓扑基，A,B ⊂ X 为闭集，根据 T3，对任意 x ∈ A，存在 Vx ∈ B 使得 x ∈ Vx ⊂
Vx ⊂ Bc，将所有 Vx 取并，B的可数性保证

A ⊂
∞⋃

n=1

Vn ⊂ Bc. (2.9)

同理可得

B ⊂
∞⋃

m=1

Um ⊂ Ac. (2.10)

令

Gn = Vn \

(
n⋃

i=1

Ui

)
, Hn = Un \

(
n⋃

i=1

Vi

)
, (2.11)

则有

A ⊂

( ∞⋃
n=1

Vn

)
∩

( ∞⋂
i=1

Ui
c

)
⊂

∞⋃
n=1

(Vn ∩
n⋂

i=1

Ui
c
) =

∞⋃
n=1

Gn := G, (2.12)

同理可得

B ⊂
∞⋃

m=1

Hm := H. (2.13)

由于对任意 n,m，Gn ∩Hm = ∅，因此 G ∩H = ∅，故 A,B 可被 G,H 分离，得证.

定义 2.6 (遗传性与可乘性)

♣

若 X 具有某个拓扑性质 P 时其任何子空间都具有该性质，则称 P 具有遗传性.若 X,Y 具有某个拓扑性
质 P 时 X × Y 也具有该性质，则称 P 具有可乘性.

常见遗传性与可乘性总结如下：

可分 T1 T2 T3 T4 A1 A2
可乘性

√ √ √ √
×

√ √

遗传性 ×
√ √ √

×
√ √

这里仅说明最反直觉的 T4情形.
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2.3 Urysohn引理及其应用

2.2.4 Sorgenfrey拓扑

定义 2.7 (Sorgenfrey拓扑)

♣
设 X = R, T = Tsorgenfrey，这是由基 B = {[a, b) : a, b ∈ R}生成的拓扑.

注容易验证 B一个拓扑基.
显然 [a, b), (−∞, b), [a,∞)均为 T 中的开集，利用一些小技巧可得

(a, b) =

∞⋃
n=1

[a+ 1/r, b), [a, b)c = (−∞, a) ∪ [b,∞) ∈ T , (2.14)

这说明 [a, b)既是该拓扑下的开集，也是其中的闭集，并且 Sorgenfrey拓扑强于欧式拓扑 Te.

命题 2.11

♠

1. (X, T )是 T1,T2,T3,T4空间.
2. (X, T )是 A1的，不是 A2的.
3. (X, T )是可分的.

证明
1. 只需证明它是 T1,T4 空间，{x} =

⋂∞
i=1[a, a + 1/n) 说明它是 T1 的. 对任意无交闭集 A,B ⊂ X，任意

a ∈ A，可取与 B 无交的开集 [a, a + ra)，同理对任意 b ∈ B，也可取与 A 无交的开集 [b, b + rb)，令
U =

⋃
a∈A[a, a+ ra), V =

⋃
b∈B [b, b+ rb)，则 U, V 即为分割 A,B 的无交开集.

2. 对任意 x ∈ R，{[x, x+1/n) : n ∈ N}是 x的可数邻域基，假设 U 为 (X, T )的基，则对任意 [x, x+1)，存
在 Ux ∈ U 使得 x ∈ Ux ⊂ [x, x+ 1)，因此 x是 Ux 中的最小元，由此可知对任意 x 6= y有 Ux 6= Uy，这种
双射说明 U 不可数.

3. Q.

命题 2.12

♠
称 (X, T )2 为 Sorgenfrey平面，则它是 T3的，不是 T4的.

注这里同时说明了两个事实：T3不蕴含 T4以及 T4不具有遗传性.根据这一命题以及 Lindelof定理，也可以反
过来证明 X 不是 A2的.
证明 根据 T3的可乘性是显然的.假设 X2 是 T4空间，令 L = {(x,−x) : x ∈ R}，则 L为 X2 的闭子集，并且
子空间拓扑 TL是离散拓扑（根据X 的基可知不能选择对角集），因此对任意 L的（闭）子集 A，L−A也是闭
集（L闭说明它们同时是 L以及X2中的闭集），由 T4可知存在无交开集 UA, VA分离 A,L−A.由于 Q2为X2

的可数稠密子集，定义映射

θ : 2L −→ 2Q
2

(2.15)

A 7−→ Q2 ∩ UA (2.16)

对任意不同集合 A,B ⊂ L，必然存在非公共点，不妨设 x ∈ A, x /∈ B, x ∈ L−B，因此 x ∈ UA ∩ VB，因此
x /∈ UB，即 UA 6= UB，说明 θ是单射.而 Q2可数，故 2Q

2

与 R等势，进而与 L等势，因此 θ可以延拓为 2L到
L的单射，这显然是不可能的.

2.3 Urysohn引理及其应用

2.3.1 Urysohn引理

Urysohn引理说明，用无交开集分离无交闭集等价于用连续函数“分离”无交闭集.
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2.3 Urysohn引理及其应用

定理 2.2 (Urysohn引理)

♥

X 为 T4空间当且仅当对其中任意两个无交闭集 A,B，存在连续函数 f : X → [0, 1]使得

f(A) = 0, f(B) = 1. (2.17)

注过去使用过度量空间上的 Urysohn引理，它的构造为 f(x) = dA(x)/(dA(x) + dB(x)).
证明 ⇐：对任意无交闭集 A,B ⊂ X，设 f 为满足条件的连续函数，则 f−1(−∞, 1/3), f−1(2/3,∞)为 X 中的
无交开集，它们分别包含 A,B.

⇒：分两步进行.
Step 1.设 QI = Q ∩ [0, 1]，首先归纳构造开集族 {Ur : r ∈ QI}使得

1. r < r′ 时 Ur ⊂ Ur′ .
2. 对任意 r ∈ QI，A ⊂ Ur ⊂ Bc.
将 QI 随意排列为 r1 = 1, r2 = 0, r3, · · ·，首先令 Ur1 = Bc，根据 T4可取 A的开邻域 Ur2 使得 A ⊂ Ur2 ⊂

Ur2 ⊂ Ur1 .当 Ur1 , · · · , Urn 已构造后，记

ri(n) = max{rl : l ⩽ n, rl < rn+1}, ru(n) = min{rl : l ⩽ n, rl > rn+1}, (2.18)

则 ri(n) < rn+1 < ru(n)（即取出了“最大下界”与“最小上界”），根据 T4可取 Urn+1 使得

Uri(n)
⊂ Urn+1

⊂ Urn+1
⊂ Uru(n)

, (2.19)

此时新序列 Ur1 , · · · , Urn+1
仍满足条件.

Step 2.下面构造满足条件的函数，令

f(x) = sup{r ∈ QI : x /∈ Ur} = inf{r ∈ QI : x ∈ Ur}, (2.20)

则显然 f |A = 0, f |B = 1，下证 f 连续.根据定义可知若 x ∈ Ur，则 f(x) ⩽ r；若 x /∈ Ur 则 f(x) ⩾ r.设
x ∈ f−1((a, b))（拓扑基），则 a < f(x) < b，分如下情况

1. 若 f(x) = 0则 a < 0 < b，取 r ∈ QI , r < b，则 Ur 即为 f−1((a, b))中包含 x的邻域.
2. 若 f(x) = 1则 a < 1 < b，取 r, s ∈ QI , a < r < s，则 Ur

c
即为 f−1((a, b))中包含 x的邻域.

3. 若 0 < f(x) < 1，取 r, s ∈ QI , a < r < s < b，则 Us\Ur 即为 f−1((a, b))中包含 x的邻域.
得证.
一个自然的问题是：T3空间是否有类似的性质？答案是否定的，至少无法沿用上面的证法（因为 T3无法构

造出集族 {Ui}）.

定义 2.8 (完全正则空间)

♣

若对任意 x ∈ X 以及闭集 A ⊂ X，都存在连续函数 f 使得

f(x0) = 0, f(A) = 1, (2.21)

则称 X 为完全正则空间.

Urysohn定理还有更强的版本，它需要添加一些额外的条件，首先考虑这样的问题：如何刻画连续函数的零
点集？首先 {0}为闭集，因此 f−1(0)为闭集，另一方面

{0} =
∞⋂

n=1

(− 1

n
,
1

n
)⇒ f−1(0) =

∞⋂
n=1

f−1((− 1

n
,
1

n
)), (2.22)

因此它还必须是一个 Gδ 集.

引理 2.1

♥
设 X 为 T4空间，则存在连续函数 f : X → [0, 1]使得 A = f−1(0)当且仅当 A为 X 中的 Gδ 集.
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2.3 Urysohn引理及其应用

证明 一边已经分析过，设 A =
⋃∞

n=1 Un 为闭 Gδ 集，根据 Urysohn定理，存在连续函数 gn 使得

A ⊂ g−1
n (0), U c

n ⊂ g−1
n (1), (2.23)

令 f(x) =
∑∞

n=1 2
−ngn(x)，则 f(A) = 0，并且对任意 x ∈ Ac，存在 n 使得 x ∈ U c

n ⇒ gn(x) = 1，因此
f−1(0) = A，得证.

定理 2.3 (变体 Urysohn引理)

♥

设 X 为 T4空间，A,B ⊂ X，则存在连续函数 f : X → [0, 1]使得

f−1(0) = A, f−1(1) = B, (2.24)

当且仅当 A,B 是 X 中的无交闭 Gδ 集.

证明 只需对任意无交闭 Gδ 集 A,B，构造满足条件的连续函数.根据引理，存在连续函数 f1, f2 : X → [0, 1]使
得 A = f−1

1 (0), B = f−1
2 (0)，A ∩B = ∅说明 f1 + f2 > 0，因此定义

f(x) =
f1(x)

f1(x) + f2(x)
(2.25)

即可满足条件.

2.3.2 Tietze扩张定理

定理 2.4 (Tietze扩张定理)

♥设 X 为 T4空间，则定义在 X 的闭子集 F 上的连续函数可以连续扩张到 X 上.

证明 STEP1.有界情形.
设连续函数 f : F → R且不妨设 f(F ) ⊂ [−1, 1]，记A = f−1([−1,−1/3]), B = f−1([1/3, 1])，则根据Urysohn

引理，存在连续函数 ϕ1 : X → R使得 ϕ1|A = −1/3, ϕ1|B = 1/3.令 f1 = f − ϕ1|F，则 f1(F ) ⊂ [−2/3, 2/3]，重
复上述过程可得连续函数 ϕ2 : X → R使得 f2 = f1 − ϕ2 ⊂ [−4/9, 4/9]，重复上述过程可得连续函数列 {ϕn}满
足

1. ϕn(X) ⊂ [−2n−1/3n, 2n−1/3n].
2. 对任意 x ∈ F，|f(x)−

∑n
i=1 ϕi(x)| ⩽ 2n/3n.

因此 f̃ =
∑

n ϕ是有意义的（Weierstrass）并且 f̃ = f（一致收敛）.
STEP 2.一般（可能无界）情形.
设连续函数 f : F → R 不一定有界，则设 f ′(x) = 2/π arctan(f(x)) ⊂ (−1, 1)，由 Step1，f ′ 可以延拓为

f̃ ′ : X → R，此时 f̃ ′(X) ⊂ [−1, 1]，记 E = (f̃ ′)−1({−1, 1})（闭集），并且 F ∩ E = ∅，根据 Urysohn引理，存
在 X 上的连续函数 h使得 h(X) ⊂ [0, 1]，并且 h|E = 0, h|F = 1.因此 h(x)f̃ ′(x) ∈ (−1, 1)，令

f̃(x) = tan
(π
2
f̃ ′(x)

)
⇒ f̃ |F (x) = tan(arctan(f(x))) = f(x), (2.26)

故 f̃ 为 f 的扩张.

2.3.3 Urysohn度量化定理

定义 2.9 (可度量化)

♣
称拓扑空间 (X, T )是可度量化的，若存在 X 上的度量 d使得 T = Td.

命题 2.13

♠X 可度量化当且仅当存在 X 到某个度量空间的嵌入映射.

证明 ⇒：X 可以嵌入到自身.
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2.4 紧致性

⇐：设 f : X → (Y, d)为嵌入映射，设 B = f(X), dB = d|B，则 f : X → (B, dB)为同胚，可定义 X 上的
度量 ρ(x, y) = dB(f(x), f(y))，容易验证 T = Tρ.

由于度量空间满足四条分离公理以及 A1，因此可度量化的空间必须要满足这些性质.

定理 2.5 (Urysohn度量化定理)

♥设 X 为 T1,T4,A2空间，则 X 可以嵌入到 Hilbert空间中.

注根据条件易知 X 满足 T1T2T3T4A1A2.
证明 STEP 1.分隔集合：
设 B = {Bn : n ∈ N}为可数基，对任意 x ∈ X 及其开邻域 U，首先取 Bm 使得 x ∈ Bm ⊂ U，由于 {x}为

闭集，由 T4可知存在开集 V 使得

x ∈ V ⊂ V ⊂ Bm, (2.27)

借助拓扑基的性质可知存在 Bn 使得 x ∈ Bn ⊂ V，因此 (m,n)满足

Bn ⊂ Bn ⊂ Bm. (2.28)

记所有满足这种关系的指标集为 I = {n = (n1, n2) : Bn2
⊂ Bn2

⊂ Bn1
}（这是一个可数集）.

STEP 2.构造嵌入：
根据 Urysohn引理，对任意 n ∈ N，存在 fn : X → [0, 1]使得

fn|Bn1
= 0, fn|Bc

n2
= 1, (2.29)

定义函数

f : X −→ `2 (2.30)

x 7−→ (f1(x), f2(x)/2, · · · , fn(x)/n, ·) (2.31)

根据每个 fn 像的有界性可知

||f ||22 =

∞∑
n=1

(
f(x)

n

)2

⩽
∞∑

n=1

1

n2
<∞, (2.32)

故 f 确实将 X 映到 `2 中.并且对任意 x 6= y ∈ X，存在 Bi ∈ B使得 x ∈ Bi, y /∈ Bi，进一步存在 Bj ∈ B使得
x ∈ Bj ⊂ Bi ⊂ Bj，设m = (i, j) ∈ I，则 fm(x) = 0, fm(y) = 1，即得 f(x) 6= f(y)，说明 f 为单射.

Step 3.证明同胚（A1使我们可以用序列极限刻画连续性）：
设 xn → x，则对任意 ε > 0，存在 N 使得

∑
n>N 1/n2 < ε2/2，根据 f1, · · · , fN 连续性可知存在 K，当

k > K, i ⩽ N 时 |fi(xk)− fi(x)| < ε/
√
2N，因此当 k > K 时

ρ(f(xk), f(x)) <

√
ε2

2N
·N +

ε2

2
= ε, (2.33)

即 f 连续.
反之若 xn 6→ x，则取 x 的开邻域 Bi ∈ B，使得对无穷多个 k 有 xk /∈ Bi，可取 m = (i, j) ∈ I 使得

x ∈ Bj ⊂ Bj ⊂ Bi，则对无穷多个 k有 fm(xk)− fm(x) = 1，因此 ρ(f(xk), f(x)) ⩾ 1/m，说明 f(xk) 6→ f(x)，
因此 f−1 连续，即 f 为开映射.
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2.4 紧致性

2.4 紧致性

定义 2.10 (各种紧性)

♣

列紧性：称 X 列紧，若其中任意序列都有收敛子列.
紧性：称 X 紧致，若其任何开覆盖都有有限子覆盖.
极限点紧：称 X 极限点紧，若其任何无穷子集都有极限点.

注称 A ⊂ X 满足某种紧性，若其在子空间拓扑是满足某种紧性的空间.

命题 2.14

♠A为 X 的紧集当且仅当 A在 X 中的任一开覆盖有有限子覆盖.

证明 ⇒：设U 为 A在X 中的开覆盖，则UA为 A的开覆盖，A紧说明存在有限子覆盖 {U1 ∩A, · · · , Un ∩A}，
因此 {U1, · · · , Un}为 U 的有限子覆盖.

⇐：设 V 为 A的开覆盖，则根据子空间拓扑的定义，存在 X 中的开集族 U 使得 V = UA，同理可证.
借助拓扑基或拓扑子基可以给出紧性的刻画.

命题 2.15

♠设 B为 X 的拓扑基，则 X 紧当且仅当其任意基覆盖都有有限子覆盖.

证明 ⇒：显然.
⇐：设 {Uα}为 X 的开覆盖，则对任意 x ∈ X，存在 Bx ∈ B以及某个 Uα 满足 x ∈ B ⊂ Uα，由此即得 X

的一个子基覆盖，根据条件可知其中存在有限子覆盖，取对应的 Uα 即可得 {Uα}的有限子覆盖，即 X 紧.

定理 2.6 (Alexander子基定理)

♥设 S 为 X 的拓扑子基，则 X 紧当且仅当其任意子基覆盖都有有限子覆盖.

这一定理看似与前一条相似，但其证明要复杂很多，并且该定理实际上等价于选择公理.

命题 2.16

♠

1. 紧空间中的闭集是紧集.
2. 连续函数将紧集映为紧集，将列紧集映为列紧集.

推论 2.3

♥紧空间上的连续函数有界，且能取到最大、最小值.

定义 2.11 (逆紧映射)

♣
设 X,Y 为拓扑空间，若 f : X → Y 将任意紧集 B ⊂ Y 拉回为紧集 f−1(B) ⊂ X，则称 f 为逆紧映射.

2.4.1 度量空间中的紧性

命题 2.17

♠紧致 A1空间是列紧的.

证明 设 {xn}是紧致A1空间X的序列，假设对任意 x ∈ X，存在开邻域 Ux使得它只含 {xn}的有限多项，因此
{Ux}是X的开覆盖，由紧致性，存在有限子覆盖，因此必然有某个开集包含无穷多个 {xn}中的点，矛盾，因此
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2.4 紧致性

存在 x使得其任意邻域都含 {xn}的无穷多项，根据 A1可知 x有可数邻域基 {Um}使得当m > n时 Um ⊂ Un，
取 xni

∈ Ui 使得 ni+1 > ni，则 {xni
}即为收敛子列（收敛到 x），故 X 列紧.

定义 2.12 (网与完全有界性)

♣

度量空间的子集 A称为X 的 δ-网，若X =
⋃

a∈AB(a, δ).若对任意 ε > 0，X 存在有限 δ-网，则称X 是
完全有界的.

注完全有界蕴含有界，考虑 1-网即可.

命题 2.18

♠列紧度量空间是完全有界的.

证明 假设存在 δ > 0使得 X 无有限 δ网，则任取 x1 ∈ X，存在 x2 ∈ X\B(x1, δ)，也存在 x3 ∈ X\(B(x1, δ) ∪
B(x2, δ))，以此类推可得序列 {xn}，其中任意两点距离大于 δ，故无收敛子列，与列紧性矛盾.

命题 2.19 (Lebesgue数引理)

♠

设 X 为列紧度量空间，则对 X 的任意开覆盖 U，存在 δ > 0使得对任意 A, diam(A) < δ，都存在 U 使
得 A ⊂ U ∈ U，这里的 δ称为覆盖 U 的 Lebesgue数，记为 L(U ).

证明 若不然，假设存在某个开覆盖 U 使得对任意 n ∈ N，存在 Cn ⊂ X 使得 diam(Cn) < 1/n但其不能被任何
一个 U 中的集合覆盖，从每个 Cn中任取一个 xn，则 {xn}有收敛点列 xnk

→ x0 ∈ X，因此存在 U ∈ U 使得
x0 ∈ U，取 ε > 0使得 B(x0, ε) ⊂ U 以及 nk 使得

1

nk
<
ε

2
, d(xnk

, x0) <
ε

2
⇒ Cnk

⊂ B(xnk
,
1

nk
) ⊂ B(x0, ε) ⊂ U, (2.34)

矛盾.

推论 2.4

♥度量空间中的列紧与紧致性等价.

证明 度量空间是 A1的，因此其中紧致蕴含列紧；反之设U 为X 的开覆盖，则取 δ < L(U )，列紧空间的完全
有界性保证了 X 有 δ网

Nδ = {a1, · · · , an}, X =

n⋃
i=1

B(ai, δ), (2.35)

根据 Lebesgue数的定义可知对每个 i，存在 U ∈ U 使得 B(ai, δ) ⊂ Ui，因此 {U1, · · · , Un}即为 X 的有限子覆
盖，得证.

2.4.2 Hausdorff空间中的紧性

最基本的结果是，紧性可以“加强”分离性.

命题 2.20

♠

紧 Hausdorff空间是 T3的.
紧 T3空间是 T4的.
紧 Hausdorff空间是 T4的.

证明
1. 设 X 为紧 Hausdorff 空间，则对 x ∈ X 以及不包含它的闭集 A ⊂ X，对任意 y ∈ A，存在无交开集
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2.4 紧致性

Uy 3 x, Vy 3 y，A紧说明存在 y1, · · · , yn 使得 Vy1 , · · · , Vyn 覆盖 A，因此令

U =
n⋂

i=1

Vyi
, V =

n⋃
i=1

Vyi
, (2.36)

则 U ∩ V = ∅，它们分别分离 x,A.
2. 设 X 为紧 T3空间，A,B 为无交闭集，则对任意 x ∈ A，存在无交开集 Ux 3 x, Vx ⊃ B，A紧说明存在
y1, · · · , yn 使得 Vy1

, · · · , Vyn
覆盖 A，因此令

U =

n⋃
i=1

Vyi , V =

n⋂
i=1

Vyi , (2.37)

则 U ∩ V = ∅，它们分别分离 A,B.
上面的证明只用到了紧空间中的闭集是紧集，如果直接对紧集使用相同的手法，可以将其外部的点与之分

离，因此可得推论

推论 2.5

♥

Hausdorff空间中的紧集都是闭集.
若 A,B 为 Hausdorff空间中的无交紧集，则存在无交开集 U, V 分离 A,B.

事实上，Hausdorff性与紧性有一些对偶关系.

命题 2.21

♠

1. 若 (X, T )为紧空间，则
X 中的闭子集都是紧集.
若 T ′ ⊂ T，则 (X, T ′)为紧空间.
(X, Ttrivial)总是紧空间.

2. 若 (X, T )为 Hausdorff空间，则
X 中的紧子集都是闭集.
若 T ′ ⊃ T，则 (X, T ′)为 Hausdorff空间.
(X, Tdiscrete)总是 Hausdorff空间.

由此可以看出，紧拓扑较“弱”，Hausdorff拓扑较“强”，因此从紧空间到 Hausdorff空间的连续映射具有较
好的性质.

引理 2.2

♥设 X 为紧空间，Y 为 Hausdorff空间，则任意连续映射 f : X → Y 既是闭映射，也是逆紧映射.

证明
任意 X 的闭子集 A都是紧集，因此 f(A) ⊂ Y 为紧集，故为 Y 的闭子集，因此 f 为闭映射.
任意 Y 的紧集 B 都是闭集，因此 f−1(B) ⊂ X 为闭集，故为 X 的紧子集，因此 f 为逆紧映射.

推论 2.6

♥设 X 为紧空间，Y 为 Hausdorff空间，则任意连续双射 f : X → Y 是同胚.

2.4.3 乘积空间的紧性

一般紧集不具有遗传性，例如在欧式同胚下考虑 (a, b) ⊂ [a, b]，但它满足遗传性.
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2.4 紧致性

引理 2.3 (管形邻域引理)

♥

设 x0 ∈ X,B ⊂ Y 为紧集，则对 {x0} × B 在 X × Y 中的任意开邻域 N，都存在 {x0}, B 的开邻域 U, V

使得 {x0} ×B ⊂ U × V ⊂ N .

引理 2.4 (方形邻域引理)

♥

设 A ⊂ X,B ⊂ Y 为紧集，则对 A × B 在 X × Y 中的任意开邻域 N，都存在 A,B 的开邻域 U, V 使得
A×B ⊂ U × V ⊂ N .

命题 2.22 (紧集的乘积)

♠设 A ⊂ X,B ⊂ Y 为紧集，则 A×B 为 X × Y 的紧集.

证明 设 W 为 A×B 的开覆盖，则对任意 x ∈ A，{x} ×B 为紧集，存在W x
1 , · · · ,W x

kx
∈ W 使得

{x} ×B ⊂W x
1 ∪ · · · ∪W x

kx
, (2.38)

根据管形邻域引理，存在包含 x的开集 Ux 使得

Ux ×B ⊂W x
1 ∪ · · · ∪W x

kx
, (2.39)

使用 A的紧性可得存在 x1, · · · , xm 使得 A ⊂ Ux1
∪ · · · ∪ Uxm

，因此

A×B ⊂ (

m⋃
i=1

Uxi)×B ⊂
⋃

1⩽i⩽m
1⩽j⩽kxi

W xi
j , (2.40)

得证.
对于无穷乘积情形，有如下定理.

定理 2.7 (Tychonoff定理)

♥
若对任意 α，Xα 都是紧空间，则 (

∏
αXα, Tprod)为紧空间.

这是点集拓扑的重要结论之一，它与选择公理等价，更多讨论见附录.

2.4.4 其它紧性

紧致性是一个很强的概念，因此有时会考虑一些更弱的紧性.

定义 2.13 (局部紧致性)

♣称拓扑空间X为局部紧致的，若任意 x ∈ X都有紧致邻域，或者说存在开集U 和紧集K使得 x ∈ U ⊂ K.

注欧式空间都是局部紧的.
局部紧常与 Hausdorff性相结合，得到一些结果，常简记它为 LCH空间.

命题 2.23

♠

设 X 为 LCH空间，则
1. X 是 T3的.
2. 对任意 x ∈ X，x的紧致邻域构成它的邻域基.
3. X 的开子集也是局部紧致的.

证明
1. 设 U 为 x的开邻域，K 为其紧邻域，则 K ∩ U 为紧 Hausdorff空间 K 中 x的邻域，由其中的 T3可知存
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2.5 连通性与道路连通性

在K 中的开集 V 使得

x ∈ V ⊂ V ⊂ K ∩ U ⊂ K,U, (2.41)

令开集W = V ∩K◦，则W ⊂ V ⊂ U 满足要求，得证（注意，K 为闭集说明 V 在 K 中的闭包等于它在
X 中的闭包）.

2. 设K (x)为 x ∈ X 的紧致邻域的全体，对任意 N ∈ N (x)，取K ∈ K (x)，则K ∩N 为 x的邻域，由 T3
可得存在开集 V 使得

x ∈ V ⊂ V ⊂ K ∩N ⊂ K,N, (2.42)

因此 V ⊂ N 就是 x的一个紧邻域（K 为紧集，紧集的闭子集是紧的）.
3. 由 2得.

命题 2.24 (LCH空间中紧集与闭集的分离)

♠

设 X 为 LCH 空间，K ⊂ X 为紧集，U 为 X 中包含 K 的开集，则存在开集 V 使得 V 为紧集，并且
K ⊂ V ⊂ V ⊂ U .

证明 若K = {x}为单点集，由 T3首先存在开集W 使得K ⊂ W ⊂ W ⊂ U，由于 x的紧邻域构成邻域基，因
此存在紧邻域 F ⊂W，并且

K ⊂ F ◦ ⊂ F ⊂W ⊂ U, (2.43)

即 V = F ◦ 满足要求.
对于一般情形，对任意 x ∈ K 都存在开集 Vx 满足单点的要求，K 的紧性说明存在有限个 V1, · · · , Vn 覆盖

K，因此 V =
⋃n

i=1 Vi 满足要求（紧集的有限并还是紧集）.

定义 2.14 (局部有限覆盖)

♣称拓扑空间 X 的覆盖 U 是局部有限的，若任意 x ∈ X 存在邻域 V，它只与 U 中的有限个成员相交.

定义 2.15 (覆盖的加细)

♣设 U ,U ′ 为 X 的覆盖，若 U ′ 的成员都包含在 U 的成员中，则称 U ′ 为 U 的加细.

定义 2.16 (仿紧性)

♣称拓扑空间 X 为仿紧的，若其任意开覆盖都有局部有限的开加细.

注容易验证紧致空间、度量空间都是仿紧的.

命题 2.25

♠紧致空间是仿紧的

2.5 连通性与道路连通性

2.5.1 连通性

定义 2.17 (连通性)

♣

称拓扑空间X 是连通的，若它不能分解为两个非空无交开集的并.若X 中的非平凡连通子集仅有单点集，
则称 X 是完全不连通集.

注容易验证连通有如下等价定义：
X 不能分解为两个非空无交闭集的并.
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2.5 连通性与道路连通性

X 中的既开又闭集合只有 X 和 ∅.
例 2.5

(R, Tf ), (R, Tc)都是连通的，因为其任意两个非空开集都相交.
(R, Te)是连通的，设 A是它的非空真闭集，不妨设 0 /∈ A且 A含正数，记 a为 A中正数的下确界，A为
闭集说明 a ∈ A，并且 (0, a) ∩A = ∅，因此 a不是 A的内点，说明 A不是开集.

命题 2.26

♠连续映射将连通空间映为连通空间.

证明 设 f : X → Y 连续，不妨设 Y = f(X)，假设 Y 不连通，则存在 Y 的非空既开又闭真子集A，因此 f−1(A)

是 X 的非空即开又闭真子集，矛盾.
例 2.6

S1 是连通的，因为有连续满射 f : R→ S1, f(t) = e2πit.
(R, Te)的子集 A连通当且仅当它是区间.
若 A连通但非区间，则存在 a < b < c使得 a, c ∈ A, b /∈ A，因此 A1 = A ∩ (−∞, b), A2 = A ∩ (b,∞)非空
且满足 A1 ∩A2 6= ∅, A = A1 ∩A2.
反之若A是区间，开区间是显然的（它同胚于全空间），半开半闭空间同胚于 [0,∞)，因此考虑映射 f(x) = |x|
可得；对闭区间 [a, b]考虑

g(x) =


a, x ⩽ a

x, a ⩽ x ⩽ b

b, b ⩽ x

(2.44)

推论 2.7

♥连通空间上的连续函数可取一切中值.

引理 2.5

♥若 X0 是 X 的既开又闭子集，A为 X 的连通集，则必有 A ∩X0 = ∅或 A ⊂ X0.

证明 A ∩X0 是 A的既开又闭子集，因此 A的连通性保证了 A ∩X0 = ∅或 A ∩X0 = A.

命题 2.27

♠若 X 有连通稠密子集，则 X 连通.

证明 设A为X的连通稠密子集，假设存在X0为X的非空既开又闭真子集，则A∩X0 6= ∅，因此A ⊂ X0, X =

A ⊂ X0 = X0（注意 X0 既开又闭），即 X0 = X，X 连通.

推论 2.8

♥设 A为 X 的连通子集，若 A ⊂ Y ⊂ A，则 Y 连通.特别地，连通集的闭包也是连通的.

命题 2.28 (并的连通性)

♠

1. 星形并：设 {Aα}为 X 的非空连通子集族，若
⋂

αAα 6= ∅，则
⋃

αAα 连通.
2. 链形并：设 A1, A2, · · · , AN (N ⩽ ∞)是连通的，且对任意 n < N 有 An ∩ An+1 6= ∅，则

⋃N
n=1An

连通.

证明
1. 记 Y =

⋃
αAα，设 Y = Y1 ∪ Y2, Y1 ∩ Y2 = ∅且 Yi = Y ∩ Ui，Ui为X 中的开集.任取 x ∈

⋂
αAα，不妨设
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2.5 连通性与道路连通性

x ∈ Y1 = Y ∩ U1，则对任意 α有 Aα ∩ U1 6= ∅，由于有无交开集分解

Aα = (Aα ∩ U1) ∪ (Aα ∩ U2), (2.45)

根据 Aα 的连通性有 Aα ∩ U2 = ∅，因此 Y2 = ∅.
2. 设 Bn = A1 ∪ · · · ∪ An，则

⋂N
n=1Bn 6= ∅，因此

⋃N
n=1An =

⋃N
n=1Bn 连通.

命题 2.29

♠

若X 有一个连通覆盖U（其中任何集合连通），并且X 存在连通子集 A与U 中每个成员相交，则X 连
通.

证明 设 X0为 X 的既开又闭子集，若 A ∩X0 = ∅，则对任意 U ∈ U 有 U 6⊂ X0，由引理可得 U ∩X0 = ∅，但⋃
U∈U U 为 X0 ⊂ X 的覆盖，故必有 X0 = ∅.
若 A ⊂ X0，则每个 U ∈ U 与 X0 有交，因此 U ⊂ X0，因此 X0 = X .

推论 2.9 (连通性是可乘的)

♥若 X,Y 连通，则 X × Y 连通.

证明 {X ×{y} : y ∈ Y }是X ×Y 的连通覆盖，取 x ∈ X，则连通集 {x}×Y 与每个X ×{y}有交，因此X ×Y
连通
例 2.7

Rn, [0, 1]n 连通.
Sn 连通，因为 Sn\{x} ∼= (Rn, Te), Sn = Sn\{x}.
事实上，上述命题对任意并的情形也成立（借助选择公理）.

推论 2.10

♥
一族连通空间的乘积

∏
α∈ΛXα 也是连通的.

证明 从每个 Xα 中取一个 xα，则 {∏
α∈K

Xα ×
∏
α/∈K

{xα} : K ⊂ Λ有限

}
(2.46)

是
∏

α∈ΛXα 的连通覆盖，并且它们的交集为
∏

α{xα}非空，因此由星形并的连通性可知其连通.

定义 2.18 (连通分支)

♣称 X0 ⊂ X 为一个连通分支，若 X0 连通且不为 X 中任何连通子集的真子集.

注易知连通分支必为闭集，并且 X 连通当且仅当其仅有一个连通分支.

命题 2.30

♠X 的每个非空连通子集必然包含在唯一一个连通分支中.

证明 设 A为 X 的非空连通子集，记 F = {F ⊂ X : F连通, F ∩A 6= ∅}，Y =
⋃

F∈F F，则 A ⊂ Y，并且 Y 是
一个连通分支（若存在包含 Y 的连通子集 B，则 B ∈ F , B ⊂ Y）.假设 Y ′也是包含 A的连通分支，则 Y ′ ∈ F，
故 Y ′ ⊂ Y，由 Y ′ 的极大性可知 Y ′ = Y .

综上，连通分支实际上给出了X 的一个划分，这种划分自然诱导了等价关系：x ∼ y当且仅当存在X 的连
通子集 A同时包含 x, y.
注意连通分支一定是闭集，但未必是开集，例如 Q在 Te 的子空间拓扑下，任何连通分支都是单点集.
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2.5 连通性与道路连通性

定义 2.19 (局部连通性)

♣称拓扑空间 X 为局部连通的，若对任意 x ∈ X，x的所有连通邻域构成其邻域基.

注意连通空间与局部连通是完全不等价的.
例 2.8考虑“篦形子集”X = (E1 ×Q) ∪ ({0} × E1)，它连通但不是局部连通的.

命题 2.31

♠局部连通空间的连通分支是开集.

证明 设 X 局部连通，A为其连通分支，则对任意 x ∈ A，其连通邻域均包含在 A中，故 x是 A的内点，即 A

为开集.

2.5.2 道路连通

定义 2.20 (道路)

♣

设X 为拓扑空间，称连续映射 a : [0, 1]→ X 为X 上的一条道路，a(0), a(1)分别称为道路的起点与终点，
统称端点.称起点与终点相同的道路为闭路.特别地，称 a : [0, 1]→ X, a(t) ≡ x为点道路，记为 ex.

道路之间可以进行运算：

定义 2.21 (道路的逆与积)

♣

设 a : [0, 1]→ X 为道路，称其逆为 ā(t) = a(1− t).
设 a, b为道路且 a(1) = b(0)，则称其乘积为

ab(t) =

a(2t), 0 ⩽ t ⩽ 1
2

b(2t− 1), 1
2 ⩽ t ⩽ 1.

(2.47)

注道路积的连续性由粘接引理保证.

定义 2.22 (道路连通性)

♣称拓扑空间 X 是道路连通的，若对任意 x, y ∈ X，存在 X 中分别以 x, y为起点和终点的道路.

例 2.9
En 为道路连通的.
“拓扑学家正弦曲线”是连通的，但不是道路连通的.

命题 2.32

♠

1. 道路连通空间一定连通.
2. 连续映射将道路连通空间映为道路连通空间.

证明
1. 对任意 x, y ∈ X，x, y 都在同一连通子集 a(I)中，因此它们属于同一连通分支，根据任意性可得 X 只有
一个连通分支，故 X 是连通的.

2. 设 f : X → Y 连续，则对任意 y0, y1 ∈ f(X)，取 xi ∈ f−1(yi)，则存在道路 a连接 x0, x1，则 f ◦ a连接
y0, y1，即证 f(X)道路连通.
类似连通性，可以对道路连通证明（这里的证明甚至要更简单一些）：
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2.5 连通性与道路连通性

命题 2.33 (并的道路连通性)

♠

1. 星形并：设 {Aα}为 X 的非空道路连通子集族，若
⋂

αAα 6= ∅，则
⋃

αAα 道路连通连通.
2. 链形并：设A1, A2, · · · , AN (N ⩽∞)是道路连通的，且对任意 n < N 有An∩An+1 6= ∅，则

⋃N
n=1An

道路连通.

定理 2.8

♥
一族道路连通空间的乘积

∏
α∈ΛXα 也是道路连通的.

类似连通性，道路连通性更直接地诱导一个等价关系：x ∼ y当且仅当存在连接 x, y的道路，由此可定义道
路连通分支.

定义 2.23 (道路连通分支)

♣称拓扑空间 X 在上述等价关系下的等价类为道路连通分支（简称道路分支）.

这种定义存在一点小问题，即道路连通分支本身是否道路连通？等价关系是借助X 中的道路定义的，这种
道路未必在该分支中，不过答案是肯定的.

命题 2.34

♠拓扑空间的道路分支是它的极大道路连通子集.

证明 设 A为 X 的道路分支，对任意 x0, x1 ∈ A，首先存在 X 上的道路 a使得 a(i) = xi，a(I)道路连通说明
a(I)必然包含于某个道路连通分支，而 a(0), a(1) ∈ A，因此 a(I) ⊂ A，因此这是 A中连接 x0, x1 的道路.
再证极大性，设 A ⊂ B，B 道路连通，则 B 所在的道路分支就是 A，即得 A = B.

定义 2.24 (局部道路连通)

♣称拓扑空间 X 局部道路连通，若对任意 x ∈ X，其道路连通邻域构成 x的邻域基.

注道路连通空间不一定是局部道路连通的，同样考虑篦形子集.

引理 2.6

♥

若X 中的每一点都有邻域 Ux使得 x与 Ux中的每一点都可用X 中的道路连接，则X 的道路分支是既开
又闭的，并且其连通分支就是道路分支.

证明 首先 x的邻域 Ux 与 x处于同一道路分支中，因此每个道路分支都是开集，并且道路分支的补集是其它道
路分支的并集，也为开集，故道路分支是既开又闭的.

设 A为道路分支，B 为包含 A的连通分支，则 A是 B 的既开又闭非空子集，故 A = B.

命题 2.35

♠若连通空间 X 是局部道路连通的，则 X 道路连通.

证明 任取 x ∈ X，考虑 A = {y ∈ X : y ∼ x} 6= ∅（即 x所在的道路分支），由局部道路连通性可知 A为开集
（对任意 y ∈ A，存在一个邻域包含于 A），也为闭集（对任意 z ∈ Ac，存在一个邻域包含于 Ac），因此 A = X，
得证.
例 2.10对于 En 中的开集，连通性与道路连通性是等价的.
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第 3章 商空间与闭曲面

3.1 商拓扑

3.1.1 常见闭曲面

为了描述一些闭曲面的拓扑，需要给出商拓扑的概念.

3.1.2 商拓扑与商映射

定义 3.1 (商拓扑)

♣

设 (X, T ) 为拓扑空间，∼ 为 X 上的等价关系，p : X → X/ ∼ 为粘合映射，定义 X/ ∼ 上的商拓扑
T∼ = {V ⊂ X/ ∼: p−1(V ) ∈ T }.

注
1. 根据定义可知，p在商拓扑下连续.
2. 由于满射会自然诱导等价关系，因此商拓扑也可以直接由满射 p出发给出.

命题 3.1 (粘合映射与商拓扑)

♠

设 (X, T )为拓扑空间，∼为其上的等价关系，则商拓扑是 X/ ∼上使得粘合映射 p : X → X/ ∼连续的
最强的拓扑.

证明 设 T ′ 为 X/ ∼上另一个使得 p : X → X/ ∼连续的拓扑，则对任意 O′ ∈ T ′ 有 p−1(O′) ∈ T，根据定义可
得 O′ ∈ T∼，故 T ′ ⊂ T∼.

命题 3.2

♠

设 X,Y 为拓扑空间，∼ 为 X 上的等价关系，则映射 g : X/ ∼→ Y 连续当且仅当 g ◦ p 连续，其中
p : X → X/ ∼为粘合映射.

X Y

X/ ∼

p

g◦p

g

证明 显然 g 连续蕴含 g ◦ p 连续. 若 g ◦ p 连续，则对任意 O ∈ TY 有 (g ◦ p)−1(O) = p−1(g−1(O)) ∈ T∼，即
g−1(O) ∈ T∼，即 g连续.

上述性质实际上唯一确定了商拓扑.

定理 3.1 (商拓扑的泛性质)

♥
设X 为拓扑空间，X/ ∼赋商拓扑，假设存在X/ ∼上的另一个拓扑 T ′满足上述性质，则必有 T ′ = T∼.

证明 考虑下面两个交换图（其中 p, p′ 为相同映射，只是像空间的拓扑不同，故作此区分）

X (X/ ∼, T∼)

(X/ ∼, T ′)

p′

p

Id

X (X/ ∼, T ′)

(X/ ∼, T ′)

p′

p′

Id

X (X/ ∼, T ′)

(X/ ∼, T∼)

p

p′

Id

图 1中 p连续说明 Id连续.



3.1 商拓扑

图 2中 Id连续说明 p′ 连续.
图 3中 p′ 连续说明 Id连续.

即得证.
上述过程可以汇总在一个图中：

(X/ ∼, T ′) X (X/ ∼, T∼)

(X/ ∼, T ′)

p′

pp′

Id

IdId

对于商拓扑 X/ ∼，若连续映射 f : X → Y 在每个 p−1(a)上取相同值，则它可以延拓为良定的映射 f̃ =

f ◦ p−1 : X/ ∼→ Y，满足 f = f̃ ◦ p，因此由泛性质可得 f̃ 为连续的.
例 3.1环面 设 X = I × I，考虑等价类 

{(0, y), (1, y)},

{(x, 0), (x, 1)},

{(x, y)},

{(0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 0)},

(3.1)

设 p为粘合映射，考虑 f : X → T 2 = S1 × S1, (x, y) 7→ (e2πix, e2πiy)，则 f 连续说明 g : X/ ∼→ T 2 为连续的，
并且 x紧说明 p(X) = X/ ∼紧，因此 g为从紧空间到 Hausdorff空间的连续双射，即为同胚.
例 3.2拓扑锥与几何锥 设 A ⊂ X，X/A = {A, {x} : x /∈ A}为将 A捏为一点的等价关系，用这种方法可以构造
出拓扑锥 CX = X × I/X × {1}.若 X ⊂ En，则取 a ∈ En+1\En，定义 X 上以 a为顶点的几何锥为

aX := {ta+ (1− t)x : t ∈ I, x ∈ X}, (3.2)

命题 3.3

♠若 X 为 En 中的紧集，则 aX ∼= CX .

证明 设 p : X × I → CX 为粘合映射，定义连续映射

f : X × I −→ aX (3.3)

(x, t) 7−→ ta+ (1− t)x (3.4)

X 为紧集说明 X × I 为紧空间，而 aX 为 Haudorff 空间，f(X × {1}) = a 说明 f 可以自然诱导一个映射
f̃ : CX → aX 且满足 f = f̃ ◦ p，根据商拓扑的泛性质可知 f̃ 也连续，它是紧空间 CX = p(X × I)到 Hausdorff
空间 aX 的连续双射，故为同胚.
例 3.3考虑 X = E1，a = (0, 1) ∈ E2，则 aX 6∼= CX .因为考虑 {(0, 1)}为中心的半圆，则它是 aX 的开集，但
不是 CX 的开集（该集合在粘合下的原像包含 E1 × {1}和一块半圆区域）.
将粘合映射的性质抽离出来，可以给出商映射的概念.

定义 3.2 (商映射)

♣

设 X,Y 为拓扑空间，称 f : X → Y 为商映射，若 f 为连续满射，并且对任意 B ⊂ Y，若 f−1(B) ∈ TX，
则 B ∈ TY .

注
1. 粘合映射是商映射.
2. 商映射的条件中开集也可改为用闭集刻画.
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3.1 商拓扑

3. 简单来说，f 为商映射当且仅当它是满射，并且 B ∈ TY ⇔ f−1(B) ∈ TX .
4. 易见商映射的复合也是商映射.

定理 3.2

♥若 f : X → X ′ 为商映射，g : X ′ → Y 为映射，则 g连续当且仅当 g ◦ f 连续.

由于满射 f : X → Y 可以自然诱导等价关系∼f（相当于用 f−1(y)划分X），并且由此得到的商空间X/ ∼f

与 Y 之间存在一一对应，因此商映射很多时候就成为了判断同胚的利器.

命题 3.4

♠
若 f : X → Y 为商映射，则 X/ ∼f

∼= Y .

证明 设 p : X → X/ ∼f 为粘合映射，自然有双射 g : X/ ∼f→ Y 使得 g ◦ p = f 以及 g−1 ◦ f = p，则由商拓扑
与商映射的性质可得 g, g−1 均连续，故 X/ ∼f

∼= Y .
在特定条件下，可以说明连续满映射是商映射.

命题 3.5

♠

若连续满映射 f : X → Y 是开映射或闭映射，则它是商映射.
若 X 紧，Y 为 Hausdorff空间，则连续满映射 f : X → Y 一定为商映射.

例 3.4设 D2 为二维圆盘，其边界为 S1，则有 D2/S1 ∼= S2.
考虑映射

f : D2 −→ S2 (3.5)

reiθ 7−→ (2
√
r(1− r) cos θ, 2

√
r(1− r) sin θ, 2r − 1), (3.6)

则它是连续满射，将 S1 ⊂ D2 捏成一点可得 D2/S1 ∼= S2，此时 f ◦ p−1 为同胚（紧→ Hausdorff）.同理可证
Dn/Sn−1 ∼= Sn.
例 3.5实射影平面可定义为 RP 2 = E3 − {0}/ ∼，其中 x ∼ y当且仅当存在 λ ∈ R使得 x = λy，即将空间中过
原点的直线的等价类.可以定义其上的度量 d(l1, l2)为 l1, l2 的夹角（并且上面的商拓扑是由该度量诱导的），由
此可以说明实射影平面是 Hausdorff空间.
另一方面，f : S2 ↪→ E3 − {0} → P 2是连续满射，将球面上对径点捏起来可得射影平面的等价定义 RP 2 ∼=

S2/{±1}.借助类似的方法也可以将上半球面通过某种粘合给出射影平面.
最后给出一个关于商映射的定理.

定理 3.3

♥

设 f : X → Y 为商映射，Z 为 LCH空间，则

f × Id : X × Z −→ Y × Z (3.7)

(x, z) 7−→ (f(x), z) (3.8)

也是商映射.

证明 记 F = f×Id，它显然是连续满映射，只需验证当 F−1(W )为开集时，有W 为开集即可.任取 (y0, z0) ∈W，
下证它是W 的内点.

取 x0 ∈ f−1(y0) ⊂ W，则 (x0, z0) ∈ F−1(W )，因此存在 z0 的邻域 B 使得 {x0} × B ⊂ F−1(W )，即得
{y0} ×B ⊂W .因为 Z 为 LCH空间，因此可不妨设 B 为其紧邻域，令

V = {y ∈ Y : {y} ×B ⊂W}, (3.9)

则 (y0, z0) ∈ V ×B ⊂W，只需证明 V 为开集，等价于证明 U = f−1(V )为开集（f 为商映射）.
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3.1 商拓扑

注意到 F ({x} ×B) = {f(x)} ×B，因此 y = f(x) ∈ V 当且仅当 {x} ×B ⊂ F−1(W )，这就说明

U = {x ∈ X : {x} ×B ⊂ F−1(W )}, (3.10)

由于 B 紧致，F−1(W )开，因此对任意 x ∈ U，管型邻域引理说明存在邻域 Ux 使得 Ux × B ⊂ F−1(W )，即
Ux ⊂ U，因此 U 为开集，V 为开集，得证.

由于 E1, I 都是 LCH空间，后面常在这些情形下使用这一定理.

3.1.3 诱导拓扑与余诱导拓扑

到此为止，我们已经接触到了点集拓扑中构造拓扑的常见方法（子空间拓扑、乘积拓扑、序拓扑、商拓扑），
并且已经证明：

子空间拓扑是使得嵌入映射 ι连续的最弱的拓扑.
乘积拓扑是使得所有投影映射 πi 连续的最弱的拓扑.
商拓扑是使得粘合映射连续的最强的拓扑.
这种定义可以一般化，得到诱导拓扑以及余诱导拓扑的概念.

定义 3.3 (诱导拓扑)

♣

设 {(Yα, Tα)}为一族拓扑空间，F = {fα : X → Yα}为一族映射，则称 X 上使得所有映射都连续的最弱
的拓扑为这一族映射的诱导拓扑，记为 TF .

由于赋X 以离散拓扑后任何映射都连续，因此诱导拓扑是存在的，并且根据定义可知诱导拓扑是由如下子
基生成的拓扑

S =
⋃
α

{f−1
α (V ) : V ∈ Tα}. (3.11)

特别的，若 α只有一个元素，那么 S 就是一个拓扑.
例 3.6

子空间拓扑是由嵌入映射诱导的拓扑.
乘积拓扑是由所有投影映射 {πα}诱导的拓扑.
度量诱导拓扑是由所有 dx(y) = d(x, y)诱导的拓扑.
逐点收敛拓扑 Tp.c. 是由赋值映射 evx(f) = f(x)诱导的拓扑.

定理 3.4 (诱导拓扑的泛性质)

♥

设 {(Yα, Tα)}为一族拓扑空间，F = {fα : X → Yα}为一族映射，赋予 F 诱导的拓扑，则对任意拓扑空
间 Z，f : Z → X 连续当且仅当每个 fα ◦ f : Z → Yα 连续.进一步，F 诱导的拓扑是 X 上唯一满足这一
性质的拓扑.

定义 3.4 (余诱导拓扑)

♣

设 {(Xα, Tα)}为一族拓扑空间，F = {fα : Xα → Y }为一族映射，则称 Y 上使得所有映射都连续的最强
的拓扑为这一族映射的余诱导拓扑.

同样地，可以给出余诱导拓扑的显式表达

T =
⋂
α

{V ⊂ Y : f−1
α (V ) ∈ Tα}. (3.12)

容易看出，商拓扑实际上就是粘合映射的余诱导拓扑.
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3.2 拓扑流形与闭曲面

定理 3.5 (余诱导拓扑的泛性质)

♥

设 {(Xα, Tα)}为一族拓扑空间，F = {fα : Xα → Y }为一族映射，赋予 F 余诱导的拓扑，则对任意拓扑
空间 Z，f : Y → Z 连续当且仅当每个 f ◦ fα : Xα → Z 连续.进一步，F 诱导的拓扑是 X 上唯一满足这
一性质的拓扑.

3.2 拓扑流形与闭曲面

3.2.1 拓扑流形

定义 3.5 (拓扑流形)

♣

称 Hausdorff空间X 为 n维拓扑流形，若X 的任一点都有一个同胚于 Em或 Em
+ = {x ∈ En : xn ⩾ 0}的

开邻域.

注
1. Brauwer维数不变定理保证了拓扑流形的维数是良定的.
2. 有时候也会定义流形为 A2的.
3. 同胚于 Em

+ 的流形称为带边流形.

定义 3.6 (内点/边界点)

♣

设M 为 n维流形，若 x ∈M 有同胚于 En的开邻域，则称 x为内点，否则称为边界点，内点的全体称为
内部，边界点集记为 ∂M .

命题 3.6 (二维流形的边界点)

♠
设 x ∈ X，V 为 x的同胚于 E2

+ 的开邻域（设同胚为 f 且 f(x) = 0），则 x没有同胚于 E2 的开邻域.

证明 假设存在开邻域 U ∼= E2，同胚为 g，则 E2
+ 中 0的开邻域 f(U ∩ V )同胚于 E2 中的开集 g(U ∩ V )，取

B(0, ε) ∩E2
+ ⊂ f(U ∩ V )，则 B(0, ε) ∩E2

+与某个开集W 同胚，因此 B(0, ε)\{0}与W 挖去一点同胚，而后者
不可缩（非单连通），矛盾.

命题 3.7

♠设M 为 n维流形且有边界点，则 ∂M 是一个无边界点的 n− 1维流形.

证明 根据定义，任意 x ∈ ∂M 都有一个同胚于En
+的开邻域 U，并且 x被映到En

0 = {x ∈ En : xn = 0} ∼= En−1

上，因此 U ∩ ∂M 就是 x在 ∂M 中的开邻域，它同胚于 En
0
∼= En−1，故 ∂M 为 n− 1维流形，其内点都有同胚

于 En−1 的开邻域，说明 ∂M 无边界点.

命题 3.8

♠

流形是 A1的，局部道路连通以及局部紧致的，也是 T3的.
紧致流形是 A2的.

证明 易证.
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3.2 拓扑流形与闭曲面

3.2.2 闭曲面

定义 3.7 (闭曲面)

♣称二维流形为曲面，称没有边界点的紧致连通曲面称为闭曲面.

注类似可定义闭曲线，不过闭曲线只有（或者说都同胚于）圆周.
例 3.7 S2, T 2 是闭曲面，D2,Mobius带以及平环都不是闭曲面.

命题 3.9

♠射影平面 RP 2 是闭曲面.

证明 紧致性、连通性、Hausdorff性是显然的，只需验证它局部同胚于 E2.将其视为 D2 粘合边界 S1 上对径点
得到的商空间，设 p : D2 → RP 2为粘合映射，对任意 y ∈ RP 2，若 p−1(y) ⊂ (D2)◦，则 p((D2)◦) = (D2)◦ ∼= E2

为 y的开邻域；若不然则必有 p−1(y) = {x, x′} ⊂ S1，即为一对对径点，取 U = (B(x, ε)∪B(x′, ε))∪D2, ε < 1，
则 p(U) ∼= E2 是 y的开邻域.

同理可证，Klein瓶是闭曲面.更一般的，对于偶数边的多边形 Γ，若将边成对粘接，得到的商空间也是闭曲
面.

3.2.3 贴空间与连通和

定义 3.8 (无交并)

♣

设X,Y 为集合，记其无交并为X t Y = {ax, by : a ∈ X, b ∈ Y }，即X,Y 中的所有元素在X t Y 中都视
为不同的，即使它们在 X ∪ Y 中相同.

定义 3.9 (拓扑和)

♣

设 (X1, T1), (X2, T2)为拓扑空间，在 X1 tX2 中规定拓扑

T = {U ⊂ X1 tX2 : U ∩Xi ∈ Ti}, (3.13)

称 (X1 tX2, T )为两个拓扑空间的拓扑和，记为 X + Y .

定义 3.10 (贴空间)

♣

设 X,Y 为拓扑空间，A ⊂ X，f : A→ Y 连续，在 X + Y 中规定等价关系 ∼，使得等价类为如下形式
X\A中的单点.
每个 y ∈ Y，{y} ∪ f−1(y).

则商空间 (X + Y )/ ∼称为 f 的贴空间，记为 X ∪f Y .

借助贴空间，可以给出“粘合不同空间”的刻画.

定义 3.11 (连通和)

♣

设M1,M2 为 n维连通流形，从中各去掉一个小球 B1, B2，再通过同胚 f : ∂B1 → ∂B2 粘合两个小球的
边界，所得商空间称为M1,M2 的连通和，即

M1#M2 = (M1 −B1) ∪f (M2 −B2). (3.14)
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3.2 拓扑流形与闭曲面

3.2.4 闭曲面分类定理

定理 3.6 (闭曲面分类定理)

♥
{nT 2}, {mP 2}不重复地列出了闭曲面的所有拓扑类型.

这一定理包含两个结论：
任一闭曲面都必然是 {nT 2}或 {mP 2}中的某个.
对任意m,n，nT 2 6= mP 2，并且当 n 6= n′ 时 nT 2 6= n′T 2，对mP 2 同理.
下面主要证明前者.

定义 3.12 (多边形表示)

♣

一个偶数边的多边形 Γ，将边成对粘接得到的商空间为闭曲面.若 Γ在 ϕ下的商空间同胚于闭曲面 S，则
称 (Γ, ϕ)是 S 的一个多边形表示.

后面将直接利用一个结果（它是通过证明任意闭曲面都能作三角剖分得到的）：

引理 3.1

♥任一闭曲面都有多边形表示.

2n边形表示可以通过 n对边的字母表示，一般取定 Γ的顶点以及方向，依次写出标在各边上的字母，并通
过逆来表示反向，最终写出表示 〈S|A〉.例如 〈a, b|aba−1b−1〉 就是环面的多边形表示.注意到同一闭曲面可能有
不同表示，因此首先讨论多边形的初等变换（即保持最终粘合曲面不变的变换）：

轮换：〈S|a1a2 · · · am〉 = 〈S|ama1a2 · · · am−1〉（这对应了对多边形的旋转）.
反射：〈S|a1a2 · · · am〉 = 〈S|a−1

m · · · a−1
1 〉（这对应了多边形的翻转）.

折叠 &展开：〈S, e|ee−1a3 · · · am〉 = 〈S|a3 · · · am〉.
剪切 &粘合：〈S|A1A2〉 = 〈S, e|A1e, e

−1A2〉.
合并：

〈S, e1, e2|A1e1e2A2e1e2A3〉 = 〈S, e|A1eA2eA3〉 (3.15)

〈S, e1, e2|A1e1e2A2e
−1
2 e−1

1 A3〉 = 〈S, e|A1eA2e
−1A3〉 (3.16)

连通和：〈S1S2|A1A2〉 = 〈S1|A1〉#〈S2|A2〉.
上面的变换中，轮换与反射式显然的；折叠与展开实际上是改变了粘合顺序；剪切与粘合是将多边形一分

为二与二合一的过程；最后的合并也是显然的.连通和给我们提供了分类的思路，因为简单的表示

〈a|aa〉, 〈a, b|aba−1b−1〉 (3.17)

就分别代表射影平面与环面.为了给出最后的分类，我们希望将每一种多边形表示都通过初等变换转化为这样的
标准多边形表示.

定义 3.13 (标准多边形表示)

♣

称形如

〈S|a1b1a−1
1 b−1

1 · · · anbna−1
n b−1

n 〉 = 〈a1b1|a1b1a−1
1 b−1

1 〉# · · ·#〈anbn|anbna−1
n b−1

n 〉 (3.18)

〈S|a1a1a2a2 · · · amam〉 = 〈a1|a1a1〉# · · ·#〈am|amam〉 (3.19)

的多边形表示为标准多边形表示（它们分别表示 nT 2 和mP 2）.

接下来证明，任一表示都等价于标准多边形表示.
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3.2 拓扑流形与闭曲面

定理 3.7

♥闭曲面的任一多边形表示都能化归到一个标准多边形表示.

证明
若表示有 · · · a · · · a · · · 的情形，则

〈S, a|A1aA2a〉 = 〈S, a, b|A1ab, b
−1A2a〉 (3.20)

= 〈S, a, b|bA1a, a
−1A−1

2 b〉 (3.21)

= 〈b|bb〉#〈S|A1A
−1
2 〉, (3.22)

即可以分出来一个 P 2.
经过前一步，取表示中距离其逆最近的字母，不妨设为 a, a−1，则必然存在 b使得表示可以轮换为

· · · a · · · b · · · a−1 · · · b−1 (3.23)

的形式（若相邻边互逆，则可直接消去），因此有

〈S, a, b|A1aA2bA3a
−1A4b

−1〉 = 〈S, a, b, c|A1aA2c, c
−1bA3a

−1A4b
−1〉 (3.24)

= 〈S, a, b, c|A2cA1a, a
−1A4b

−1c−1bA3〉 (3.25)

= 〈S, b, c|A2cA1A4b
−1c−1bA3〉 (3.26)

= 〈S, b, c, d|c−1bA3A2cd, d
−1A1a4b

−1〉 (3.27)

= 〈S, b, c, d|A3A2cdc
−1b, b−1d−1A1A4〉 (3.28)

= 〈S, c, d|A3A2cdc
−1d−1A1A4〉 (3.29)

= 〈c, d|cdc−1d−1〉#〈S|A4A3A2A1〉 (3.30)

即可以分出一个 T 2.
上面的第一步可以将 m对同方向相粘的边分出来得到 mP 2，第二步可以将 k 对两两交叉反方向相粘的边分出
来得到 kT 2（并且两种操作都没有增加表示长度），因此任何表示都能表示为mP 2#kT 2的形式，这距离最后的
结果之差一点观察：P 2#T 2 = 3P 2，这是因为

〈a, b, c|aabcb−1c−1〉 = 〈a, b, c, d|abcd, d−1b−1c−1a〉 = 〈a, b, c, d|abcd, a−1cbd〉 (3.31)

= 〈a, b, c, d|bcda, a−1cbd〉 = 〈a, b, c, d|bcdcbd〉 (3.32)

= 〈b, c, d|cbdbcd〉 = 〈b, c, d|cdcbdb〉 (3.33)

= 〈b|bb〉#〈c, d|cdcd−1〉 (3.34)

= 〈b|bb〉#〈c, d|dc−1d−1c−1〉 (3.35)

= 〈b|bb〉#〈c|cc〉#〈d|dd〉 (3.36)

这里用到了两次第一种情形的结果.
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第 4章 同伦与基本群

拓扑中的一个基本操作就是“连续形变”，可以如此刻画：元素 a的连续形变是指一个从某参数空间 T 到该
空间的连续映射，使得对某个 t0 ∈ T 有 f(t0) = a.很多时候会取 T = I 或 R，例如对 X 中连接 x0, x1 的道路，
其端点固定的连续形变就是连续映射

F : I → Ω(X;x0, x1) = {γ ∈ C(I,X) : γ(0) = x0, γ(1) = x1}, (4.1)

且满足 F (0) = γ, F (t)(0) = x0, F (t)(1) = x1.这时赋予 Ω(X;x0, x1)紧开拓扑.
连续形变相当于 C(T,C(X,Y ))中的映射，这在概念上比较复杂，事实上其中元素都一一对应了一个更简单

的元素

G ∈M(X × T, Y ), G(x, t) := F (t)(x). (4.2)

如下命题说明了二者之间连续性的关系.

命题 4.1

♠

设 X,Y, T 为拓扑空间，考虑对应关系

M(T,M(X,Y ))←→M(X × T, Y ) (4.3)

F (t)(x)←→ G(x, t) := F (t)(x) (4.4)

则
若 G ∈ C(T ×X,Y )，则 F ∈ C(T,C(X,Y )).
若 X 是 LCH空间，则 F ∈ C(T,C(X,Y ))当且仅当 G ∈ C(X × T, Y ).

证明

4.1 同伦

4.1.1 映射的同伦

定义 4.1 (映射的同伦)

♣

设 X,Y 为拓扑空间，对 f, g ∈ C(X,Y )，若有连续映射 H : X × I → Y 使得 H(x, 0) = f(x),H(x, 1) =

g(x)，则称 f, g同伦，记为 f ∼ g.

例 4.1
设 f, g ∈ C(X,En)，则可构造二者之间的同伦（直线同伦）为

H(x, t) = (1− t)f(x) + tg(x). (4.5)

若 f, g ∈ C(X,Sn)且对任意 x ∈ X, f(x) 6= −g(x)，则可构造二者之间的同伦为

H(x, t) =
(1− t)f(x) + tg(x)

||(1− t)f(x) + tg(x)||
. (4.6)

若 f, g ∈ C(X,S1)使得对任意 x ∈ X, f(x) = −g(x)，则可构造二者间的同伦为

H(x, t) = eiπtf(x). (4.7)

命题 4.2

♠

同伦是 C(X,Y )中的一种等价关系，在此关系下的等价类 [X,Y ] = C(X,Y )/ ∼称为同伦类，任意 f ∈
C(X,Y )的同伦类记为 [f ].



4.1 同伦

证明
自反性：显然.
对称性：构造 G(x, t) = H(x, 1− t).
传递性：设 f ∼ g ∼ k，H1,H2 为同伦，规定乘积 H1H2 : X × I → Y 为

H1H2(x, t) =

H1(x, 2t), 0 ⩽ t ⩽ 1/2,

H2(x, 2t− 1), 1/2 ⩽ t ⩽ 1,
(4.8)

则 H1H2 : f ∼ k.

命题 4.3 (复合、拉回、前推不依赖代表元的选取)

♠

设 fi ∈ C(X,Y ), gi ∈ C(Y, Z), f0 ∼ f1, g0 ∼ g1，则 g0 ◦ f0 ∼ g1 ◦ f1.
设 ϕ ∈ C(X0, X1), fi ∈ C(X1, Y ), f0 ∼ f1，则 f0 ◦ ϕ ∼ f1 ◦ ϕ.
设 ψ ∈ C(Y0, Y1), fi ∈ C(X,Y0), f0 ∼ f1，则 ψ ◦ f0 ∼ ψ ◦ f1.

证明
1. 设 F : f0 ∼ f1, G : g0 ∼ g1，令 H : X × I → Y × I,H(x, t) = (F (x, t), t)，则

G ◦H(x, 0) = G(f0(x), 0) = g0 ◦ f0(x), (4.9)

G ◦H(x, 1) = G(f1(x), 1) = g1 ◦ f0(x). (4.10)

2. 设 F : f0 ∼ f1，由于 ϕ× IdI 连续，因此

F ◦ (ϕ× IdI)(x, 0) = F (ϕ(x), 0) = f0 ◦ ϕ(x), (4.11)

F ◦ (ϕ× IdI)(x, 1) = F (ϕ(x), 1) = f1 ◦ ϕ(x). (4.12)

3. 设 F : f0 ∼ f1，由于 ψ连续，因此

ψ ◦ F (x, 0) = ψ ◦ F (x, 0) = ψ ◦ f0(x), (4.13)

ψ ◦ F (x, 1) = ψ ◦ F (x, 1) = ψ ◦ f1(x). (4.14)

定义 4.2 (零伦)

♣
若 f ∈ C(X,Y )同伦于一个常值映射，则称 f 是零伦的.

例 4.2
C({x}, Y ) ∼= Y，此时对任意 y ∈ Y，设 fy ∈ C({x}, Y ), fy(x) = y，则 fy1

∼= fy2
当且仅当 y1, y2 在 Y 的

同一道路分支中，因此 [{x}, Y ]实际上就是 Y 中的道路分支的集合.
考虑 C(I, Y )，并且对任意 f ∈ C(I, Y )，考虑同伦H(x, t) = f((1− t)x)，可得 f ∼= ef(0)，因此 C(I, Y ) ∼=
C({x}, Y )，[I, Y ]也是 Y 中的道路分支的集合.
设 X 为 En 的凸集（或者说“星形域”），则 IdX 零伦（此时可直接构造直线同伦），即 IdX ∼ e（e为 X

到自身某点的常值映射）.进一步根据前述命题可知，对任意 f ∈ C(X,Y )，f = f ◦ IdX ∼ f ◦ e，因此
C(X,Y )中任意映射零伦，[X,Y ]也为 Y 中道路分支的集合（同理可证 C(Z,X)中的映射零伦）.

定义 4.3 (相对同伦)

♣

设 A ⊂ X，f, g ∈ C(X,Y )，若存在 f 到 g的同伦 H 使得对任意 a ∈ A, t ∈ I,H(a, t) = f(a) = g(a)，则
称 f, g相对 A同伦，记为 f ∼ g(relA).

注相对同伦实际上是保持某些像相同的点不变的同伦.
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4.1 同伦

命题 4.4

♠

设 A ⊂ X，则 C(X,Y )中相对 A的同伦也是等价关系.
设 f0 ∼ f1 : X → Y (relA), g0 ∼ g1 : Y → Z(relB)，并且 f0(A) ⊂ B，则 g0 ◦ f0 ∼ g1 ◦ f1 : X → Z.

4.1.2 拓扑空间的同伦

定义 4.4 (拓扑空间的同伦)

♣

设 X,Y 为拓扑空间，若存在连续映射 f : X → Y, g : Y → X 使得

f ◦ g ∼ IdY , g ◦ f ∼ IdX , (4.15)

则称 X,Y 同伦，记作 X ∼ Y，f, g互为同伦逆.

注
1. 显然同伦为弱于同胚的等价关系.
2. 定义中 f, g仅在同伦意义下互逆，并不要求其本身可逆.
3. 绝大多数拓扑性质都不能在同伦下保持.

例 4.3
R ∼ R2，考虑 r : R2 → R, r(x, y) = x; ι : R→ R2, ι(x) = (x, 0)，则 r ◦ ι = IdR, ι ◦ r : (x, y) 7→ (x, 0)，考虑

H : R2 × I → R2, H(x, y, t) = (x, ty), (4.16)

则它给出了 ι ◦ r到 IdR2 的同伦.
Sn ∼ Rn+1\{0}，考虑 ι : Sn → Rn+1\{0}为嵌入，g : Rn+1\{0} → Sn, x 7→ x/|x|，则 g ◦ ι = IdSn , ι ◦ g :

x 7→ x/|x|，可构造直线同伦

F (x, t) = tx+ (1− t) x
|x|
. (4.17)

对任意拓扑空间 X，X × I ∼= X .
下面给出形变收缩的概念，包括上面的例子在内，许多同伦等价都与之有关.

定义 4.5 (形变收缩)

♣

设 A ⊂ X, ι : A→ X 为嵌入映射，若存在收缩映射 r : X → A（即 r ◦ ι = IdA）使得 ι ◦ r ∼ IdX，则称
A为 X 的形变收缩核.称 H : IdX ∼ ι ◦ r为 X 到 A的一个形变收缩.

注
1. 显然形变收缩 H 满足 H(x, 0) = x,H(x, 1) = ι(r(x)) ∈ A,H(a, 1) = a, ∀x ∈ X, a ∈ A.
2. X 与其形变收缩核是同伦的.

例 4.4
乘积空间 X × I 的子集 Xs = X × {s}称为其 s-切片，则每个 {s}-切片都是形变收缩核.
根据前述例子，Sn 为 Rn+1\{0}的形变收缩核，R为 R2 的形变收缩核.
Dn × {0} ∪ Sn−1 × I 是 Dn × I 的形变收缩核，考虑以 P (0, 0, · · · , 2) ∈ Rn+1 为中心的中心投影 r，将
Dn × I 上各点映射到 Dn × {0} ∪ Sn−1 × I 上，则 r为满足要求的收缩映射.
伦型最简单的空间就是与单点同伦的空间，称为可缩空间.

定义 4.6 (可缩空间)

♣与单点空间同伦等价的拓扑空间称为可缩空间.

例 4.5
若 X 是可缩空间，则任意 x ∈ X 都是 X 的形变收缩核.
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4.1 同伦

可缩空间必然是道路连通的，并且是单连通的.
对于 En 中的凸集，CX 是可缩的.
如果形变收缩的过程中始终保持形变收缩核中的点不动，则称该收缩为强形变收缩.

定义 4.7 (强形变收缩)

♣

设 H : X × I → X 连续，A ⊂ X，满足
1. 对任意 x ∈ X，H(x, 0) = x.
2. 对任意 x ∈ X，H(x, 1) ∈ A.
3. 对任意 a ∈ A, t ∈ I，H(a, t) = a.

则称 H 是一个强形变收缩，A为 H 的强形变收缩核.

注形变收缩只要求最终保持 A中点不变，但强形变收缩要求全过程保持 A中点不变.

定义 4.8 (映射柱)

♣

设 f : X → Y 连续，Mf := (X × I t Y )/ ∼，等价关系为 f(x) ∼ (x, 1)，则称Mf 为映射柱（相当于将
X × {1}与 f(X) ⊂ Y 粘起来）.

若定义

H̃ : (X × I t Y )× I −→ X × I t Y (4.18)

(x, s, t) 7−→ (x, (1− t)s+ t) (4.19)

(y, t) 7−→ y (4.20)

则 H̃ 是Mf 到 Y 的强形变收缩.
例 4.6设 X = (Q× R) ∪ (R× {0})为篦形子集，A = {0} × R为 y轴，则 A为 X 的形变收缩核，可考虑

H(x, y, t) =


(x, (1− 3t)y), 0 ⩽ t ⩽ 1

3

((2− 3t)x, 0), 1
3 ⩽ t ⩽ 2

3

(0, (3t− 2)y), 2
3 ⩽ t ⩽ 1

(4.21)

但不存在 X 到 A的强形变收缩.
下述命题给出了一个构造商空间形变收缩的方法.

命题 4.5

♠

设 f : X → Y 为商映射，A ⊂ X,B = f(A)，若H 为X 到 A的（强）形变收缩，并且当 x ∼f x
′时，对

任意 t ∈ I 有 H(x, t) ∼f H(x′, t)，则存在 Y 到 B 的（强）形变收缩 G.

X × I X

Y × I Y

H

f×Id f

G

证明 令 G : Y × I → Y 为 G(y, t) = f(H(f−1(x), t))（根据条件可知 G是良定的），则 G ◦ (f × Id) = f ◦H .f :

X → Y 为商映射，I 为 LCH空间说明说明 f × Id : X × I → Y × I 为商映射，因此 f ◦H 连续说明 G ◦ (f × Id)

连续，进而说明 G连续.由于 H 为强形变收缩，因此对任意 y ∈ Y, a ∈ A, t ∈ I 有

G(y, 0) = f(H(f−1(y), 0)) = f(f−1(y)) = y, (4.22)

G(y, 1) = f(H(f−1(y), 1)) ∈ f(A) = B, (4.23)

G(a, t) = f(H(f−1(a), t)) = f(f−1(a)) = a, (4.24)

因此 G为强形变收缩，得证.
例 4.7拓扑锥强形变收缩到锥顶 设CX = X×I/X×{1}，记 f : X×I → CX为粘合映射，作X×I到X×{1}
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4.2 道路同伦与基本群

的强形变收缩

H : (X × I)× I → X × I, H(x, s, t) = (x, (1− t)s+ t), (4.25)

则由它可以得到 CX 到锥顶 f(X × {1})的强形变收缩.
最后给出一个同伦的判别方法.

定义 4.9 (映射柱邻域)

♣

若 A ⊂ X 有邻域 N，存在 f : Z → A使得 N ∼=Mf（h :Mf → N 为同胚），h|A = IdA，h(Mf\Z)为 A

的开邻域，则称 N 为 A的映射柱邻域，

注这里将 Z 嵌入Mf 中的 Z × {0}部分.

命题 4.6

♠
若 A ⊂ X 单连通且有映射柱邻域，则 g : X → X/A为同伦等价.

4.2 道路同伦与基本群

4.2.1 道路同伦

接下来考虑特殊的映射空间 C(I,X)，即X上全体道路构成的空间，不过该空间在定义运算是并不良好，因
此往往考虑道路的等价类的空间.首先给出如下观察：

引理 4.1

♥
设 γ1, γ2 ∈ C(I,X)，若存在连续映射 f ∈ C(I, I)使得 γ2 = γ1 ◦ f，则 γ1 ∼ γ2.

注这里的 f 也称为 γ1 的重新参数化.
证明 利用 I 的凸性，直接考虑直线同伦 F (s, t) = γ1(tf(s) + (1− t)s).
一般道路不能直接当作元素建立群的结构，一方面并非任何两条道路都能相乘，另一方面道路乘法没有结

合律.上面的观察给出了前者的解决方案：只要考虑道路类即可，对于后者，则可以通过端点进行分类，再建立
类之间的运算，下面首先考虑具有相同端点道路的同伦，这样的同伦也称为道路同伦.

定义 4.10 (道路同伦)

♣

令 γ0, γ1 ∈ C(I,X)为具有相同端点 x, y的两条道路，若存在 H ∈ C(I × I,X)满足

H(s, 0) = γ0(s),H(s, 1) = γ1(s), ∀s ∈ [0, 1] (4.26)

H(0, t) = x,H(1, t) = y, ∀t ∈ [0, 1] (4.27)

则称 γ0, γ1 道路同伦，记为 γ0 ' γ1.

注
1. 在尤书上，道路同伦称为定端同伦.
2. 记道路 γ 的逆为 γ̄(t) = γ(1− t)，两个道路的乘积为 γ1 ∗ γ2（如果它们可乘）.

引理 4.2 (道路的运算与同伦)
1. 对于 γi ∈ Ω(X;xi, xi+1)有 (γ1 ∗ γ2) ∗ γ3 ' γ ∗ (γ2 ∗ γ3).
2. 对于 γ ∈ Ω(X;x1, x2)有 ex1 ∗ γ ' γ, γ ∗ ex2 ' γ.
3. 对于 γ ∈ Ω(X;x1, x2)有 γ̄ ∗ γ ∼ ex1

, γ ∗ γ̄ ' ex2
.

4. 若 γ2 是 γ1 的重新参数化，则 γ2 ' γ1.
5. 若 f ∈ C(X,Y )且在 X 中 γ1 ' γ2，则在 Y 中 f ◦ γ1 ' f ◦ γ2.
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4.2 道路同伦与基本群

♥

6. 若 f ∈ C(X,Y ), γ1 ∈ Ω(X;x1, x2), γ2 ∈ Ω(X;x2, x3)，则 (f ◦ γ1) ∗ (f ◦ γ2) ' f ◦ (γ1 ∗ γ2).
7. 若 f ∈ C(X,Y ), γ ∈ Ω(X;x1, x2)，则 f ◦ γ ' f ◦ γ̄.

记 π(X;x, y)为X 中以 x, y为起终点的道路所在道路类的全体（它可以看作 Ω(X;x, y)的商集），上述引理
表明，道路同伦类之间可以定义良定的代数运算，下面给出其中运算的定义.

命题 4.7 (道路同伦类上的运算)

♠

道路同伦类可定义乘法与取逆

m : π(X;x1, x2)× π(X;x2, x3)→ π(X;x1, x3), ([γ1], [γ2]) 7→ [γ1 ∗ γ2] := [γ1] ∗ [γ2] (4.28)

i : π(X;x1, x2)→ π(X;x2, x1), [γ] 7→ [γ̄] := [γ]−1 (4.29)

并且上述运算是良定的，即

γi ' γ′i ⇒ γ1 ∗ γ2 ' γ′1 ∗ γ′2 (4.30)

γ ' γ′ ⇒ γ̄ ' γ̄′ (4.31)

证明
设 Hi ∈ C(I × I,X)为 γi 与 γ′i 之间的道路同伦，则 H = H1 ∗H2 就是 γ1 ∗ γ2 与 γ′1 ∗ γ′2 的道路同伦.
设 H ∈ C(I × I,X)为哦 γ 与 γ′ 之间的道路同伦，则 H(s, t) = H(s, 1− t)为 γ̄ 与 γ̄′ 之间的道路同伦.

推论 4.1 (道路同伦类运算的性质)

♥

1. 道路同伦类的乘法是结合的.
2. π(X;x1, x2)中的左、右单位元为 [ex1 ], [ex2 ].
3. 任意道路类都有逆.

可以看出，道路类 π(X) =
⋃

x,y∈X π(X;x, y)距离群已经很近了，但一开始的问题还没有解决：并非任意两
个道路类都可以定义运算，但是注意到若 x1 = x2，则 π(X;x1, x2)中的元素是可以任意相乘的，出于这种观察，
可以给出基本群的定义.

4.2.2 基本群

一般 π(X), π(X;x0, x1)都不是群，但是若 x0 = x1，则 π1(X,x0) := π(X;x0, x0)是一个群，因为
π1(X,x0)中有单位元 e = [ex0 ].
任意 [γ] ∈ π(X,x0)都是可逆的.
任意 [γ1], [γ2] ∈ π(X,x0)可相乘得到 [γ1] ∗ [γ2] = [γ1 ∗ γ2] ∈ π1(X,x0).

因此在道路类的乘法下，就得到了拓扑空间中的一个群结构，它最早由 Poincare引入，称为基本群.

定义 4.11 (基本群)

♣
称 π1(X,x0)为以 x0 为基点的基本群.

命题 4.8 (π1 的函子性)

♠

设 f ∈ C(X,Y )，则有群同态

π1(f) = f∗ : π1(X,x0)→ π1(Y, f(x0)), f∗([γ]) = [f ◦ γ]. (4.32)

π1(X × Y, (x0, y0)) ∼= π1(X,x0)⊕ π1(Y, y0).

注这一命题说明，π1 是带点拓扑空间范畴到群范畴的函子，其良定性包含在前面的结果中.
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4.2 道路同伦与基本群

推论 4.2 (基本群是拓扑不变量)

♥
若 f : X → Y 为同胚，则 f∗ 是基本群 π1(X,x0)和 π1(Y, f(x0))之间的同构，也即基本群是拓扑不变量.

基本群与过去接触的拓扑性质有一些区别，例如基本群带有一个基点，下面就来讨论空间的基本群与基点
选取之间的关系.

首先设X0为 x0 ∈ X 所在的道路分支，则 Ω(X,x0) = Ω(X0, x0)（注意 x, y ∈ X 道路连通当且仅当其在某
个道路分支中道路连通），进而 π(X,x0) = π(X0, x0)，这就说明不道路连通的两点的基本群没有关系.
若 x0, x1 在 X 的同一道路连通分支中，则任意 ω ∈ Ω(X;x0, x1)都诱导了一个映射

Γω : π1(X,x0)→ π1(X,x1), [γ] 7→ [ω̄ ∗ γ ∗ ω], (4.33)

下证：

命题 4.9 (基本群的基点无关性)

♠
设 x0, x1 位于 X 的同一道路连通分支中，则对任意 ω ∈ Ω(X;x0, x1)，Γω 是一个群同构.

注对于两条道路 ω1, ω2，它们诱导出的同构 Γω1 = Γω2 当且仅当 [ω1 ∗ ω̄2] = [ex0 ].
证明 显然 Γω 是可逆的（因为 (Γω)

−1 = Γω̄），只需证明 Γω 是同态，计算可得

Γω([γ1] ∗ [γ2]) = Γω([γ1 ∗ γ2]) = [ω̄ ∗ γ1 ∗ γ2 ∗ ω] = [ω̄ ∗ γ1 ∗ ω] ∗ [ω̄ ∗ γ2 ∗ ω] = Γω([γ1]) ∗ Γω([γ2]). (4.34)

根据上述命题，在研究基本群时，往往假设空间是道路连通的，因此对任意 x0, x1 ∈ X 有

π1(X,x0) ∼= π1(X,x1), (4.35)

即 X 的基本群与基点的选取无关，因此甚至可以省略基点，将基本群记为 π1(X).但 π1(X)中的元素没有确定
的几何意义，只能视为一个“群同构类”（因为 Γω 依赖道路 ω的选取）.

4.2.3 同伦不变性

本章前面大篇幅讨论同伦，就是因为在研究道路类、基本群等内容时它具有很良好的不变性. 例如对任意
f ∈ C(X,Y )，它诱导同态 f∗ : π1(X,x0) → π1(Y, f(x0)).假设 f1, f2 ∈ C(X,Y )且 f1 ∼ f2，固定 x0 ∈ X，令
F : X × I → Y 为二者之间的同伦，则

λ(t) = F (x0, t), t ∈ I (4.36)

是从 y1 = f1(x0)到 y2 = f2(x0)的道路，因此可诱导群同态

Γλ : π1(Y, y1)→ π1(Y, y2), [γ] 7→ [λ̄ ∗ γ ∗ λ], (4.37)

下证

引理 4.3 (诱导映射的“同伦不变性”)

♥
设 f1, f2 ∈ C(X,Y )且 f1 ∼ f2，则作为从 π1(X,x0)到 π1(Y, y2)的群同态有 (f2)∗ = Γλ ◦ (f1)∗.

证明 对任意 [γ] ∈ π1(X,x0)，只需构造 f2 ◦ γ与 λ̄ ∗ (f1 ◦ γ) ∗ λ之间的道路同伦，先考虑 f1 ◦ γ与 f2 ◦ γ之间的
同伦

G : I × I → Y, G(s, t) = F (γ(s), t), (4.38)

再取 λt 为 λ(t)到 λ(1) = y2 的沿 λ的道路（重新作适当参数化即可），则将其接起来可得 λ̄t ∗G(s, t) ∗ λt 为从
λ̄ ∗ (f1 ◦ γ) ∗ λ到 f2 ◦ γ 的道路同伦.
不止是诱导映射，基本群也具有同伦不变性.
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4.3 基本群的计算

定理 4.1 (基本群的同伦不变性)

♥
若 X ∼ Y，则 π1(X) ∼= π1(Y ).

证明 设 f ∈ C(X,Y ), g ∈ C(Y,X)满足 f ◦ g ∼ IdY , g ◦ f ∼ IdX，则

Γλ ◦ f∗ ◦ g∗ = Id : π1(Y, f(x0))→ π1(Y, f(x0)), (4.39)

Γλ̄ ◦ g∗ ◦ f∗ = Id : π1(X,x0)→ π1(X,x0), (4.40)

由 Γλ 为同构可知 g∗ 单 f∗ 满，同理 f∗ 单 g∗ 满，故 f∗ 为同构.

推论 4.3

♥
若 A为 X 的形变收缩核，则 π1(A) ∼= π1(X).

借助基本群可以更细致刻画“连通性”.

定义 4.12 (单连通空间)

♣
设 X 道路连通，若其基本群是平凡群，即 π1(X) ∼= {e}，则称 X 为单连通空间.

例 4.8欧式空间中的凸集、星形域都是单连通的.

推论 4.4

♥任意可缩空间都是单连通的.

4.3 基本群的计算

4.3.1 Sn(n ⩾ 2)的基本群

利用两极作球极投影，Sn可以分解为两个单连通开集的并，即U = Sn\{(0, · · · , 1)}和 V = Sn\{(1, · · · , 0)}，
因此只需证明如下命题：

命题 4.10 (并集的单连通性)

♠设 X = U ∪ V，U, V 为 X 的单连通开集且 U ∩ V 道路连通，则 X 是单连通的.

证明 取 x0 ∈ U ∩ V 为基点，令 γ ∈ Ω(X,x0)，则 γ−1(U), γ−1(V )是 [0, 1]的开覆盖，由 Lebesgue数引理，存
在划分 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 使得 γ([ti, ti+1]) ⊂ U或V，对任意 i，U, V, U ∩ V 的道路连通性保证可取
λi ∈ Ω(x0, γ(ti))且 λi 与 γ(ti)位于同一 U 或 V 中，令 γi 为 γ([ti−1, ti])重新参数化后的曲线，则

γ ' γ1 ∗ γ2 ∗ · · · ∗ γn ' (γ1 ∗ λ̄1) ∗ (λ1 ∗ γ2 ∗ λ̄2) ∗ · · · ∗ (λn−1 ∗ γn) ∼ ex0 ∗ ex0 ∗ · · · ex0 ∼ ex0 , (4.41)

因此 X 是单连通的.

推论 4.5

♥

对 n ⩾ 2，π1(Sn) ∼= {e}.
对任意 n ⩾ 3有 π1(Rn\{0}) ∼= {e}.

4.3.2 S1的基本群

我们将 S1嵌入 C中，取基点 x0 = 1，对任意 n ∈ Z，考虑沿 S1逆时针匀速转动 n周的圈（正负可视为方
向）

γn : [0, 1]→ S1, t 7→ e2πint, (4.42)

41



4.4 基本群理论的应用

下面将证明，这些圈对应的等价类 [γn]恰好构成了 S1 的基本群，也就是说

定理 4.2 (S1 的基本群)

♥
π1(S

1, x0) ∼= Z，其生成元为 [γ1], [γ−1].

直接处理 S1比较麻烦，注意到 S1 ∼= R/Z，商映射为 p(x) = e2πix，因此可以将 S1中以 x0 = 1为基点的对
象“提升”为 R上以 0为基点的对象（因为 R是单连通的）.

定义 4.13 (映射的提升)

♣

设 X 为拓扑空间，f : X → S1 连续，若存在映射 f̃ : X → R满足 p ◦ f̃ = f，则称 f̃ 是 f 的一个提升.

R

X S1

p

f

f̃

注上面提到的圈 γn 可以被提升为 γ̃n : I → R, γ̃n(t) = nt.
这里的过程将在后面被推广到覆叠空间中.下面会用到一些提升性质，也将在未来证明.

引理 4.4 (道路提升性质)

♥
S1 中任意以 1为起点的道路 γ ∈ C(I, S1)，可唯一提升为 R中一条起点为 0的道路 γ̃.

引理 4.5 (同伦提升性质)

♥

任意 S1中固定起点为 1的同伦 F，可唯一提升为 R中固定起点为 0的同伦 F̃ .特别地，若 F 是道路同伦
（即有固定终点 x0），则 F̃ 也是道路同伦（即存在 x ∈ p−1(x0)使得 F̃ (1, t) = x）.

证明 【S1 基本群的证明】我们希望证明 Φ : Z→ π1(S
1, x0), n 7→ [γn]是同构.

【STEP 1.证明 Φ是同态】
记平移映射 Tm : R→ R, Tm(x) = x+m，根据 R的单连通性可得 γ̃m+n ' γ̃m ∗ (Tm ◦ γ̃n)，因此

γm+n = p ◦ γ̃m+n ' p ◦ (γ̃m ∗ (Tm ◦ γ̃n)) = (p ◦ γ̃m) ∗ (p ◦ Tm ◦ γ̃n) = γm ∗ γn, (4.43)

这就说明 Φ(m+ n) = [γm+n] = [γm ∗ γn] = [γm] ∗ [γn] = Φ(m) ∗ Φ(n).
【STEP 2.证明 Φ是满射】
设 γ ∈ Ω(S1; 1)，由道路提升引理可知存在提升 γ̃ ∈ C(I,R)使得 γ = p ◦ γ̃，并且 γ̃(1) = n ∈ Z，R单连通

说明 γ̃ ' γ̃n，因此

γ = p ◦ γ̃ ' p ◦ γ̃n = γn, (4.44)

即 [γ] = [γn] = Φ(n)，得证.
【STEP 3.证明 Φ是单射.】
假设Φ(n) = Φ(m)，即存在连接 γn, γm的道路同伦 F : I×I → S1，由同伦提升引理可得提升 F̃ : I×I → R

使得 F = p ◦ F̃，且满足 F̃ (0, 0) = F̃ (0, 1) = 0，由道路提升的唯一性可知

F̃ (s, 0) = γ̃n(s) = ns, F̃ (s, 1) = γ̃m(s) = ms, (4.45)

而 F 为道路同伦，由提升引理的后半部分可得

n = γ̃n(1) = F̃ (1, 0) = F̃ (1, 1) = γ̃m(1) = m, (4.46)

得证.

42



4.4 基本群理论的应用

4.4 基本群理论的应用

¶Brouwer不动点定理

定理 4.3 (Brouwer不动点定理)

♥
设 f 为 Dn 到自身的连续映射，则存在 x ∈ Dn 使得 f(x) = x.

借助基本群，可以证明二维情形.
证明 【二维情形的不动点定理】若不然，考虑连续映射

g : Dn → Sn−1, g(x) =
x− f(x)
||x− f(x)||

, (4.47)

显然 g|Sn−1 = IdSn−1，若设 ι : Sn−1 → Dn 为嵌入，则 g ◦ ι = IdSn−1，因此

(g ◦ ι)∗ = g∗ ◦ ι∗ = Id : π1(S
n−1)→ π1(S

n−1), (4.48)

这就说明 g∗ : π1(D
n)→ π1(S

n−1)为满同态，但当 n = 2时 π1(D2) ∼= {e}, π1(S1) ∼= Z，矛盾.

¶代数基本定理

定理 4.4 (代数基本定理)

♥C上的次数大于 0的多项式必有根.

证明 假设 P (z) =
∑n

i=0 aiz
i 在 C中无根，不妨设 a0 6= 0, an = 1，对任意 r > 0，令

fr : S1 → S1, fr(z) =
P (rz)

||P (rz)||
, (4.49)

则显然对任意 r有 fr ∼ f0，而 f0(z) =
a0

||a0|| 为常值映射，说明 fr 零伦，而 lim
r→∞

fr(z) = hn(z) = zn，因此当 r

充分大时 |fr − h|充分小，即有连接 fr, hn 的同伦

H(z, t) =
tfr(z) + (1− t)h(z)
||tfr(z) + (1− t)h(z)||

, (4.50)

但 hn 不是零伦的（诱导同态非平凡），矛盾.

¶Borsuk-Ulam定理

定理 4.5 (Borsuk-Ulam)

♥
对任意连续映射 f : Sn → Rn，存在 x0 ∈ Sn 使得 f(x0) = f(−x0).

对于一维情形，考虑奇函数 F (x) = f(x)− f(−x)，若 F 存在零点则得证，否则对于某个 a，F (a), F (−a) =
−F (a) ∈ F (S1)，由中值定理即得.下面借助基本群证明二维情形.
证明 【二维 Borsuk-Ulam定理】若不然，设 f : S2 → R2使得对任意 x ∈ S2都有 f(x) 6= f(−x)，考虑连续映射

g : S2 → S1, g(x) =
f(x)− f(−x)
||f(x)− f(−x)||

, (4.51)

显然 g(−x) = −g(x)，设 ι : S1 → S2 为嵌入映射（将赤道嵌入球面），h = g ◦ ι : S1 → S1，不妨设 h(1) = 1，
则对任意 [γ] ∈ π1(S1, 1)有

h∗([γ]) = [h ◦ γ] = [g ◦ ι ◦ γ] = g∗([ι ◦ γ]) = g∗([e1]) = e1, (4.52)

因此由映射提升引理，存在提升 h̃ : S1 → R使得 p ◦ h̃ = h，并且对任意 x ∈ S1 有

p ◦ h̃(−x) = h(−x) = −h(x) = −p ◦ h̃(x), (4.53)
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4.5 Van-Kampen定理

由此可得 h̃(−x)− h(x) ∈ Z+ 1
2，由连续性可知存在 n ∈ Z使得 h̃(−x)− h(x) = n+ 1

2 .令 F = h̃ ◦ p可得

F (x+
1

2
) = h̃ ◦ p(x+

1

2
) = h̃(−p(x)) = h̃(p(x)) + n+

1

2
= F (x) +m+

1

2
, (4.54)

令 x = 1/2可得 F (0) 6= F (1)，即 p(0) 6= p(1)，矛盾.
由此可得，不存在 S2 到 R2 的连续单射，因此有

推论 4.6

♥R2 中不存在同胚于 S2 的子集.

4.5 Van-Kampen定理

4.5.1 群的自由积

定义 4.14 (群的自由积)

♣

设 G,H 为群，定义其自由积为

G ∗H = {g1 · · · gn : gi ∈ G或H}, (4.55)

其中 g1 · · · gn 称为字，是形式上的乘积，它们在连接和反转取逆构成群（类比群的表现）.

注
1. 自由积实际上是群范畴中的余积.
2. 若 Gα 有表现 〈Sα|Rα〉，则 ∗αGα = 〈

⋃
α Sα|

⋃
αRα〉.

例 4.9
交换群的自由积可能非交换：Z ∗ Z = 〈a, b〉.
有限群的自由积可能无限：Z/3Z ∗ Z/4Z = 〈a, b|a3 = b4 = 1〉.
Z/2Z ∗ Z/2Z = 〈a, b|a2 = b2 = 1〉 = {1, a, b, ab, ba, aba, bab, abab, · · · }.
对任意集合 S，〈S〉 = ∗s∈SZ.

命题 4.11 (自由积的泛性质)

♠

对于群 H 以及一族同态 ϕα : Gα → H，存在唯一同态 ϕ : ∗βGβ → H，使得对任意 gk ∈ Gαk
都有

ϕ(g1 · · · gn) = ϕα1
(g1) · · ·ϕαn

(gn). (4.56)

Gα H

∗αGα

φα

ια ∃!φ

后文中用 [·]表示“生成的正规子群”.

定义 4.15 (群的融合自由积)

♣

设 F,G,H 为三个群，有同态 ϕ : F → G,ψ : F → H，记 N = [ϕ(a)ψ(a)−1 : a ∈ F ]，称

G ∗F H := (G ∗H)/F (4.57)

为 G,H 相对于同态 ϕ,ψ的融合自由积.

注融合自由积的定义可以推广到一族群 Gα 以及一族映射 ϕ : F → Gα 上.
根据定义，融合自由积实际上是在 G ∗H 中模掉关系 ϕ(a) = ψ(a), ∀a ∈ S 得到的商群.
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4.5.2 Van-Kampen定理

设 X =
⋃

αAα，其中每个 Aα 均为道路连通开集，取 x0 ∈
⋂

αAα，设嵌入映射 Aα ↪→ X,Aα ∩ Aβ ↪→ Aα

诱导的基本群同态为

jα : π1(Aα, x0)→ π1(X,x0), ιαβ : π1(Aα ∩Aβ , x0)→ π1(Aα, x0), (4.58)

根据自由积的泛性质，所有的 jα 诱导了唯一同态

Φ : ∗απ1(Aα, x0)→ π1(X,x0), (4.59)

Van-Kampen定理说明了这一映射的性质，进而给出了计算 π1(X,x0)的一种方法.

定理 4.6 (Van-Kampen定理 (一般版本))

♥

设 X =
⋃

αAα, x0 ∈
⋂

αAα，每个 Aα 为道路连通开集，jα, ιαβ ,Φ如上定义，则
1. 若任意两个 A的交集道路连通，则 Φ是满同态.
2. 若任意三个 A的交集道路连通，则

π1(X,x0) ∼= ∗απ1(Aα, x0)/N, (4.60)

其中 N = [ιαβ(ω)ιβα(ω)
−1]，即由所有形如 ιαβ(ω)ιβα(ω)

−1 的元素生成的正规子群.

第一部分的证明与计算 Sn(n ⩾ 2)的基本群的过程类似.
证明 【Van-Kampen定理-Part 1】设 γ : I → X 为以 x0 为基点的圈，由 Lebesgue数引理，存在划分

0 = s0 < s1 < · · · < sn = 1, ∃Ai, γ([si, si+1]) ⊂ Ai, (4.61)

取 λi 为 Ui ∩ Ui+1 中连接 x0, γ(si)的道路，则

γ ' (γ1 ∗ λ̄1) ∗ (λ1 ∗ γ2 ∗ λ̄2) ∗ · · · ∗ (λn−1 ∗ γn), (4.62)

由于每个 λi ∗ γi+1 ∗ λ̄i+1 ⊂ Aα，因此 [γ] ∈ Im (Φ)，即 Φ为满射.
证明 【Van-Kampen定理-Part 2】
【STEP 1.问题的转化】
设 kαβ : Uα ∩ Uβ → X 为嵌入，则 (kαβ)∗ = jα ◦ ιαβ = jβ ◦ ιβα = (kβα)∗，因此

φ(ιαβ(ω)ιαβ(ω)
−1) = jα ◦ ιαβ(ω)jβ ◦ ιβα(ω)−1 = (kαβ)∗(ω)(kαβ)∗(ω)

−1 = e, (4.63)

因此 N ⊂ KerΦ，由同态定理可知存在满同态

Φ : ∗απ1(Uα, x0)/N → π1(X,x0), (4.64)

只需证明 Φ为单射，考虑 ∗απ1(Uα, x0)中字的如下操作：
操作 1： 若字的相邻两项 [γi], [γi+1]在同一个 π1(Uα, x0)中，则用 [γi ∗ γi+1]替换它.
操作 2： 若字中含有 [γi] ∈ π1(Uα, x0)，并且 γi 是 Uα ∩ Uβ 中的圈，则可将其替换为 [γi] ∈ π1(Uβ , x0).
上述两种操作不会改变字在 ∗απ1(Uα, x0)/N 中的像，因此只需证明：若 Φ([γ1] · · · [γM ]) = Φ([γ′1] · · · [γ′N ])，则
[γ1] · · · [γM ]可以通过有限步上述操作变为 [γ′1] · · · [γ′N ]

【STEP 2.砖块分解】
设 Φ([γ1] · · · [γM ]) = Φ([γ′1] · · · [γ′N ]) = [γ]，则在X 中有（根据定义，Φ实际上是将这些道路类嵌入X 中后

再相乘）

γ1 ∗ · · · ∗ γM ' γ ' γ′1 ∗ · · · ∗ γ′N , (4.65)

其中每个 γi, γ
′
i 都是某个 Uα 中的自环，设 F : I × I → X 为连接 γ1 ∗ · · · ∗ γM 和 γ′1 ∗ · · · ∗ γ′N 的道路同伦，

则由 Lebesgue 数引理，可以将 I × I 分割为“砖块墙”，即有限个小矩形 Rij = [sij , s
i
j+1] × [ti, ti+1]，其中

0 = t0 < · · · < tK = 1，0 = si0 < · · · < sik(i) = 1，并且满足：
每个 F (Rij)包含在某个 Uα 中，记为 Uij .
k(0) =M,k(K) = N，并且 s0j = j

M , sKj = j
N（或者说顶底两层的分割是均匀的）.
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4.5 Van-Kampen定理

I × I 中的点至多位于三个矩形 Rij 中.

图 4.1: 砖块分解

注意到如下事实：
1. 由于 F 为道路同伦，因此它将左、右两边都映为 x0，因此若 λ是 I × I 中一条从左边到右边的道路，则
F |λ是一个以 x0 为基点的圈.

2. 由于每点 v 至多位于三个矩形中，因此其像 F (v)属于至多三个 Uij 的交集中，这样的集合道路连通，因
此存在一条连接 x0, F (v)的道路 λv（若 F (v) = x0，则取为常值道路）.

【STEP 3.自下而上证明】
方便起见，可以将砖块从左到右，从下到上编号为 R1, · · · , RL，对每个 0 ⩽ r ⩽ L，记 λr 为将前 r个矩形

与剩余矩形分开的道路，它包含至多一条竖直边和若干条水平边，根据对于 λr 经过的每个顶点 v，仿照满射的
证明，可以添加一些道路 µv, µ̄v 将 Fλr

分解为若干以 x0为基点的自环，并且每个圈都在某个 Uα中，因此每条
折线都给出了 ∗απ1(Uα, x0)的一个字，在这种观点下，恰有 λ0 = [γ1] · · · [γM ], λL = [γ′1] · · · [γ′M ]，因此只需证明，
每个 λr 可以通过有限步操作变为 λr+1.

注意到 λr, λr+1之间的差别只是将 Rr+1中的上右边替换为左下边，借助操作 2，可以将上右边（对于边上
的每个顶点 v，添加一些 λv, λ̄v）转化为 Rr+1所在 Ur+1中的道路，再通过操作 1连接起来，而 F |Rr+1

可以在
Ur+1 中将上右边同伦到左下边，再借助操作 1的逆，将其分解即可.
有时候为了方便起见，会使用一些约化版本的 Van-Kampen定理.

定理 4.7 (Van-Kampen定理 (约化版本))

♥

设 X = A1 ∪A2, x0 ∈ A1 ∪A2，其中 A1, A2, A1 ∩A2 道路连通，则

π1(X,x0) ∼= π1(A1, x0) ∗π1(A1∩A2,x0) π1(A2, x0). (4.66)

特别地有
若 A1 ∩A2 单连通，则 π1(X,x0) ∼= π1(A1, x0) ∗ π1(A2, x0).
若 A2 单连通，则 π1(X,x0) ∼= π1(A1, x0)/[j1(ω) : ω ∈ π1(A1, x0)].

4.5.3 Van-Kampen定理的应用

¶楔和

定义 4.16 (楔和)

♣

对于拓扑空间 X,Y，定义其楔和为 X ∨ Y = X t Y/{x0 ∼ y0}，即将 X 中的一点和 Y 中的一点粘合起
来的空间.

注楔和也称为“一点和”，可推广到任意一族拓扑空间，即在每个空间中取一点，将它们粘合.
例 4.10圆周楔和的基本群 设 X = S1 ∨ S1，A1 = X\{x} ∼ S1, A2 = X\{y} ∼ S1，A1 ∩ A2 = X\{x, y} ∼ pt，
因此

π1(A1 ∩A2) = {e} ⇒ N = {e}, π1(X,x0) ∼= Z ∗ Z. (4.67)

借助上面的方法可得 n的 S1 的楔和 S1 ∨ · · · ∨ S1 的基本群同构于 ∗nk=1Z.这种方法可以进行一些推广：
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4.5 Van-Kampen定理

命题 4.12 (楔和的基本群)

♠
设 xα ∈ Xα，将所有 xα 粘合得到

∨
αXα，并且每个 xα 有可缩邻域 Nα，则 π1(

∨
αXα) = ∗απ1(Xα).

证明 令 Aα = Xα ∪ (
⋃

β ̸=αNβ) ⊂
∨

αXα，则 Aα ∩ Aβ =
⋃

γ Nγ，因此任意三个 Aα 的交（恰好是所有 Nγ 的
交）道路连通，而任意 Aα ∩Aβ 可缩说明 N = {e}，由 Van-Kampen定理即得.

¶闭曲面分类定理

借助 Van-Kampen定理，可以完成闭曲面分类定理的证明.

引理 4.6

♥

π1(T
2) = Z⊕ Z = 〈a, b|ab = ba〉.

π1(P
2) = Z/2Z = 〈a|a2 = 1〉.

证明
1. 考虑其多边形表示 X，任取内部一点 x，令 X1 = X\{x}, X2 = (D2)◦ 为包含 x且在 X 内部的圆盘，则
X = X1 ∪X2，易得

X1 ∼ S1 ∨ S1 ⇒ π1(X1) ∼= Z ∗ Z, X2 ∼ pt⇒ π1(X2) ∼= {e}, X1 ∩X2 ∼ S1 ⇒ π1(X0) ∼= Z, (4.68)

由 Van-Kampen定理

π1(X) ∼= π1(X1) ∗π1(X1∩X2) π1(X2) = Z ∗ Z/[j1(ω) : ω ∈ π1(X1)], (4.69)

其中 ι12 : π1(X1 ∩X2)→ π1(X1)，并且 π1(X1 ∩X2)的生成元可以被形变到边界环路 aba−1b−1，其中 a, b

也是 π1(X1)的生成元，因此 ι12(1) = aba−1b−1，即得

π1(T
2) ∼= 〈a, b|aba−1b−1 = 1〉 ∼= Z⊕ Z. (4.70)

2. 类似地，考虑其多边形表示X，任取内部一点 x，令X1 = X\{x}, X2 = (D2)◦为包含 x且在X 内部的圆
盘，则 X = X1 ∪X2，易得

X1 ∼ S1 ⇒ π1(X1) ∼= Z, X2 ∼ pt⇒ π1(X2) ∼= {e}, X1 ∩X2 ∼ S1 ⇒ π1(X0) ∼= Z, (4.71)

由 Van-Kampen定理

π1(X) ∼= π1(X1) ∗π1(X1∩X2) π1(X2) = Z ∗ Z/[j1(ω) : ω ∈ π1(X1)], (4.72)

其中 ι12 : π1(X1∩X2)→ π1(X1)，并且 π1(X1∩X2)的生成元可以被形变到边界环路 aa，其中 a是 π1(X1)

的生成元，因此 ι12(1) = a2，即得

π1(P
2) ∼= 〈a|a2 = 1〉 ∼= Z/2Z. (4.73)

借助上面引理可以计算nT 2,mP 2的基本群，以X = 2T 2 = T 2#T 2为例，它可以分解为两部分X = X1∪X2，
并且

π1(X1) ∼= Z ∗ Z = 〈a1, b1〉, π1(X2) ∼= Z ∗ Z = 〈a2, b2〉, π1(X1 ∩X2) ∼= Z, (4.74)

包含映射的两个诱导同态分别由

ι12(1) = a1b1a
−1
1 b−1

1 , ι21(1) = b2a2b
−1
2 a−1

2 (4.75)

给出，因此

π1(2T
2) ∼= 〈a1, b1, a2, b2|a1b1a−1

1 b−1
1 a2b2a

−1
2 b−1

2 = 1〉, (4.76)

进一步归纳可得，nT 2,mP 2 的基本群在形式上与其多边形表示相同.
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定理 4.8 (闭曲面的基本群)

♥

π1(nT
2) ∼= 〈a1, b1, · · · , an, bn|a1b1a−1

1 b−1
1 · · · anbna−1

n b−1
n = 1〉.

π1(mP
2) ∼= 〈a1, · · · , an|a21 · · · a2m = 1〉.

有时候比较不同群的自由积比较麻烦（一些简单群的自由积也会比较复杂），类似借助基本群比较拓扑空间
的不同，可以借助交换化函子将群范畴中的问题转化到 Abel群范畴.

定义 4.17 (群的交换化)

♣
设 G为群，G′ = 〈aba−1b−1 : a, b ∈ G〉为其导群，称 G/G′ 为 G的交换化，可记为 Ab(G).

注易知 G′ / G，并且 G/G′ 为交换群.

推论 4.7 (Ab的函子性)

♥

若 G ∼= H，则 Ab(G) ∼= Ab(H).
Ab(∗αG) ∼=

⊕
αG.

Ab(G/H) ∼= Ab(G)/Ab(H).
若设 ji : Gi → Gi/G

′
i = Ab(Gi), π̃ = Ab(π)，则下图可交换

G1 G2

Ab(G1) Ab(G2)

π

j1 j2

π̃

命题 4.13

♠

Ab(〈a1, b1, · · · , an, bn|[a1, b1] · · · [an, bn] = 1〉) = Z2n.
Ab(〈a1, · · · , an|a21 · · · a2n = 1〉) = Zn−1 ⊕ Z/2Z.

证明 注意到由 [a1, b1] · · · [an, bn] ∈ ∗2ni=1Z生成群的交换化是平凡群，而由 a21 · · · a2n ∈ ∗ni=1Z生成群的交换化是
2Z.

上面的命题说明：{nT2,mP2}对闭曲面完成了完全分类.

¶更多例子

例 4.11环面加射影平面 π1(T
2#P 2) ∼= π1(3P

2).
设 X = X1 ∪X2，其中 X1 为包含中心Mobius环的小圆盘，X2 为外围区域，X1 ∩X2 ∼ Z.则

π1(X1) = Z, π1(X2) = Z ∗ Z = 〈a, b〉, π1(X1 ∩X2) = Z, (4.77)

若设中心Mobius带的边为 cc，则 ι12(1) = c−2, ι21(1) = aba−1b−1，因此

π1(T
2#P 2) = 〈a, b, c|aba−1b−1c2 = 1〉 ∼= 〈a, b, c|a2b2c2 = 1〉 = π1(3P

2). (4.78)

例 4.12

¶由群构造拓扑空间

任意拓扑空间都有基本群，那么反过来，对任意群 G，能否构造拓扑空间X 使得 π1(X) ∼= G？答案是肯定
的.由于任意群都是自由群的商群，因此

¶拓扑群的基本群
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¶Jordan曲线定理

本节将证明一个显然而不易证的定理.

定义 4.18 (Jordan曲线)

♣称平面或球面上同胚于 S1 的子集称为 Jordan曲线.

定理 4.9 (Jordan曲线定理)

♥
若 J 为 R2 中的一条 Jordan曲线，则 R2\J 有两个连通分支，它们都以 J 为边界.

引理 4.7 (曲线分割圆盘)

♥
D2 上连接边界 S1 上两不同点，并且不经过 S1 的其它点的道路 γ 分割 D2（即 D2\γ(I)不道路连通）.

证明 由于 D2 ∼= I × I，因此只需考虑 I × I 的情形，并不妨设 γ 为从 (0, 1)到 (1, 0)的道路，不经过其它边界
点.只需证明从 (0, 0)到 (1, 1)的任意道路 λ都与 γ相交，即存在 s, t ∈ I 使得 γ(s) = λ(t)，则二者处于不同道路
分支.

若不然，对任意 s, t都有 a(s) 6= b(t)，考虑连续映射

f : I × I → S1, f(s, t) =
γ(s)− λ(t)
||γ(s)− λ(t)||

, (4.79)

则 f(0, 0) = 1, f(1, 0) = i, f(1, 1) = −1, f(0, 1) = −i，记这四点决定的四条弧为 m1,m2,m3,m4，I × I 四条边
所在道路为 c1, c2, c3, c4，并且 f ◦ ci ⊂ mi，则一方面 c = f ◦ (c1 ∗ c2 ∗ c3 ∗ c4)在 S1中道路同伦于 γ1，但 I × I
单连通，c1 ∗ c2 ∗ c3 ∗ c4 零伦，因此 f ◦ (c1 ∗ c2 ∗ c3 ∗ c4)也零伦，矛盾.
证明 【Jordan曲线定理的证明】【STEP 1.证明 R2\J 不道路连通】
设 A,B ∈ J 使得 d(A,B) = diam(J)（J 为紧集故必能取到），作矩形M 使得 A,B 恰各为一边中点，并且

将 J 包含在M 中，只有 A,B 两点在边界上.把 J 被 A,B 分割成的两段记为 J1, J2，它们都同胚于 I，设 C,D

为上下边中点.

图 4.2: 示意图

根据引理，线段 CD与 J1, J2相交，不妨设 P1 ∈ J1, P2 ∈ J2分别为最高、最低交点（若不妨设 P1 ∈ J1，则
必有 P2 ∈ J2，否则可构造出与 J2 无交的道路 C

down→ P1
J1→ P2

down→ D），再记 P3, P4 是 CD与 J1, J2 相交的最
低、最高点，则 P3P4 与 J 无交，任取其中一点 Q /∈ J，下证在 R2 中，Q与M 外部不道路连通.

若不然，则存在道路 γ 与 J 无交，使得 γ(0) = Q, γ(1) ∈ Outside(M)，则 γ 必与M 边界相交，不妨设交
点 E 在上半部分，构造M 中由D到 C 的道路：D up→ P2

J2→ P4
up→ Q

γ→ E
∂M→ C，它显然与 J1无交，这与引理

矛盾.
【STEP 2.证明 R2\J 的每个连通分支都以 J 为边界】
设 U 为 R2\J 的一个有界连通分支，则 ∂U = U ∩U c，由于 R2\J 的每个连通分支都是开集（因为它局部道

路连通），因此其余连通分支都与 U 无交，进而与 ∂U 无交，即得 ∂U ⊂ J，假设 ∂U 6= J，则由于 J ∼= S1，∂U
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为其闭子集，则存在 J 的闭弧 L ∼= I 使得 ∂U ⊂ L.由 Tietze扩张定理，对于 R2的闭集 L，IdL : L→ L可扩张
为收缩映射 r : R2 → L，构造连续映射（注意 f |∂U = Id∂U 说明它良定）：

f : R2 → R2, f(x) =

ι ◦ r(x), x ∈ U,

x, x ∈ U c,
(4.80)

其中 ι : L→ R2为嵌入，U ∪L有界，不妨设它在D2内部，则 f0 = f |D2 : D2 → D2给出了D2到自身的映射，
它在 S1 上不动（因为 S1 ⊂ U c），并且 f0 不是满射（因为 U ⊂ D2，并且对任意 x，f(x) /∈ U），与引理矛盾.
【STEP 3.证明 R2\J 只有两个分支】
否则存在 R2\J 的分支 V，使得 Q /∈ V ⊂ M .考虑M 中由 C 到 D的道路 γ：C down→ P1

J1→ P3
down→ P4

J2→
P2

down→ D，则该道路不经过 V，或者说 V ⊂ M\γ(I)，由引理，A,B 在 M\γ(I)的不同分支中，但二者都在
J ⊂ V 中，矛盾.
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第 5章 覆叠空间

5.1 覆叠空间及基本性质

定义 5.1 (覆叠空间)

♣

设 X,E 为拓扑空间，p : E → X 为连续映射，并且对任意 x ∈ X，存在 x的开邻域 U（称为基本邻域）
满足

1. p−1(U) =
⋃

α Vα，其中 Vα 为 E 中的不交开集.
2. 对任意 α，pα = p|Vα

: Vα → U 为同胚.
则称 (E, p)为 X 上的覆叠空间，p为覆叠映射，对任意 x ∈ X，p−1(x)称为该覆叠映射在 X 处的纤维.

注为处理方便，通常假设 X,E 是道路连通且局部道路连通的，在 X 道路连通的条件下可以证明：
p总是满射.
对任意 x ∈ X，纤维 p−1(x)的都有相同的势，这称为覆叠空间的叶数（或层数）.若 |p−1(x)| = n，则称
该覆叠为 n重覆叠.

例 5.1
X 的自同胚 f : X → X 是一重覆叠映射.
R是 S1 的覆叠空间，覆叠映射为 p(x) = e2πix.
S1 是 S1 的覆叠空间，对任意 n ∈ N，有不同覆叠映射 pn(z) = zn，其中 (S1, pn)为 n重覆叠.
类似地，复指数映射 exp : C∗ → C∗ 也是覆叠映射，对任意 z = reiθ ∈ C∗ 有

exp−1(z) = {log r + (2kπ + θ)i : k ∈ Z}. (5.1)

设 p : Sn → RPn 为粘合对径点的映射，则 (Sn, p)为二重覆叠空间.
若将环面视为 S1 × S1，则 p : R2 → T 2, (x, y) 7→ (e2πix, e2πiy)为覆叠映射.
例 4

命题 5.1 (有限重覆叠映射的构造)

♠

设X道路连通且局部道路连通的Hausdorff空间，f : X → X为同胚，并且 fn = IdX，对任意 0 < m < n，
fm 无不动点，定义 X 上的等价关系 x ∼ x′ ⇔ ∃l, f l(x) = x′，则粘合映射 p : X → X/ ∼= X/f 为 n重
覆叠映射.

证明 对任意 y ∈ X/f，p−1(y) = {x, f(x), · · · , fn−1(x)}，由于 X 是 Hausdorff 空间，因此可取 x 的开邻域
V 使得 V, f(V ), · · · , fn−1(V ) 两两不相交（首先存在无交开集 U1 3 x, U2 3 f(x)，令 V = U1 ∩ f−1(U2) 则
x ∈ V，并且 V, f(V ) 无交，进一步可推广到 n 个点）. 记 U = p(V )，则 p(f l(V )) = p(V ) = U，进一步
p−1(U) =

⋃n−1
l=0 f

l(V )，因此 U 为开集（商映射），并且 p|f l(V ) : f
l(V )→ U 为同胚（连续满射显然，单射由于

无交，开是因为 p−1(p(O)) =
⋃n−1

l=0 (f
l)(O)（或许不太准确，大概就这意思）），故 U 为 y的基本邻域.

例 5.2设 f : 2T 2 → 2T 2 为中心对称映射，则 2T 2/f 为 3P 2 型曲面（相当于将两个 T 2 重叠，中间的缺口粘一
个Mobius带，即 P 2#T 2 = 3P 2），根据上述命题可知 p : F → F/f 为从 2T 2到 3P 2的覆叠映射.类似可构造从
nT 2 到 (n+ 1)P 2 的二重覆叠映射.



5.1 覆叠空间及基本性质

¶覆叠映射的一些结论

命题 5.2 (覆叠映射是开映射)

♠设 p : E → B 为覆叠映射，则 p是开映射（因此为商映射）.

证明 设 O ⊂ E 为开集，对任意 b ∈ p(O)，取基本开邻域 Ub，设 p−1(Ub) =
⋃

α Vα，eα ∈ Vα使得 p(eα) = b.设
某个 eα ∈ O，则取 eα 的开邻域 Oα ⊂ O ∩ Vα，pα 为同胚说明 pα(Oα) ⊂ p(O) ∩ Ub 是 b的开邻域，这就说明
p(O)为开集.

命题 5.3 (覆叠映射的可乘性)

♠设 pi : Ei → Bi 为覆叠映射，则 p1 × p2 : E1 × E2 → B1 ×B2 是覆叠映射.

命题 5.4 (覆叠映射的局部同胚性)

♠

设 p : E → B 为覆叠映射，则 p是局部同胚的，即对任意 e ∈ E，存在开邻域 V 使得 p|V : V → p(V )为
同胚.

注反之并非所有局部同胚都是覆叠映射.
证明 设 U 为 p(e)的基本开邻域，p−1(U) =

⋃
α Vα，则其中只有一个 V 包含 e，显然 V 即为所求.

引理 5.1

♥
设 p : E → B 为覆叠映射，U 为 E 中开集，则 p|U : U → p(U)为连续开映射.

证明 只证开，设 O 为 U 中开集，则对任意 b = p(e) ∈ p(O)，由 p 的局部同胚性，存在 e 的开邻域 V 使得
p|V : V → p(V )为同胚，不妨设 V ⊂ O，则 p(V ) ⊂ p(U)为 B 中包含 p(e)的开集（由于 p(V ) = p(V ) ∩ p(U)，
因此它也是 p(U)的相对开集），因此 p(e)是 p(O)的内点，得证.

命题 5.5

♠

设 p : E → B 为覆叠映射.
若 U 是 B 的道路连通子集，V 为 p−1(U)的一个道路分支，则 p(V ) = U .
若 V 为E的道路连通开子集，U = p(V )，ι : U → B诱导零同态 ι∗ : π1(U)→ π1(B)，则 p|V : V → U

为同胚.

证明
1. 取定 e ∈ V, b = p(e) ∈ U，对任意 b′ ∈ U，设 γ 为连接 b, b′ 的道路，则它可被唯一提升为以 e为起点的道
路 γ̃，并且 e′ = γ̃(1) ∈ p−1(b′)，因此 b′ ∈ p(V ), U ⊂ p(V )，得证.

2. 只需证明 p|V 单，假设存在 e1, e2 ∈ V, p(e1) = p(e2) = b ∈ U，取 γ̃ 为连接 e1, e2 的道路，则 γ = p ◦ γ̃ 为
以 b为基点的自环，ι∗平凡说明 ι∗([γ]) = [ι ◦ γ] = [γ] = [eb] ∈ π1(B)，即 γ在 B中道路同伦与一点，根据
同伦提升引理，其提升 γ̃（提升的唯一性）也道路同伦于一点，因此必有 e1 = e2，得证.

5.1.1 提升定理
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5.1 覆叠空间及基本性质

定理 5.1 (一般提升定理)

♥

设 p : E → B 为覆叠映射，f̃ : X → E 和 F : X × I → B 连续且 F (x, 0) = p ◦ f̃(x)，则存在 F 的提升
F̃ : X × I → E 使得 F̃ (x, 0) = f̃(x)，并且这样的提升是唯一的.

E

X × I B

p

F

F̃

注也就是说任意具有初始提升的映射可以整体提升.
证明 【STEP 1.在任意 x ∈ X 局部构造提升】
设 {Uα}为 B的基本邻域的集合，它们构成 B的开覆盖.对任意 x ∈ X，{F−1(Uα)}为 {x}× I 的一个开覆

盖，因此由 Lebesgue数引理，存在划分

0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 (5.2)

使得 F ({x} × [ti, ti+1]) ⊂ Ui，由管形邻域引理，存在 x的开邻域 Vx 使得 F (Vx × [ti, ti+1]) ⊂ Ui.设 p−1(Ui) =⋃
α V

i
α，并且 piα = p|V i

α
: V i

α → Ui 为同胚.
首先由于 p ◦ f̃(x) = F (x, 0) ∈ U0，因此存在 α 使得 f̃(x) ∈ V 0

α，并且存在 Vx 中 x 的开邻域 V0 使得
f̃(V0) ⊂ V 0

α（连续性），由于 p0α : V 0
α → U0 为同胚，因此可定义连续映射

F̃1 : V0 × [0, t1]→ V 0
α , F̃1 = (p0α)

−1 ◦ F |V0×[0,t1], (5.3)

容易验证 F̃1|V0×{0} = f̃ .此时将 F̃ (V0, t1)代替 F̃ (V0, 0)作为新初值，存在开邻域 V1 ⊂ V0 和连续映射

F̃2 : V1 × [0, t2]→ V 1
β , F̃2 = (p0β)

−1 ◦ F |V1×[t1,t2], (5.4)

使得 F̃2|V1×{t1} = F̃1|V1×{t2}，以此类推可得一串 F̃i 以及 Vi，取 Ṽx =
⋂n

i=1 Vi ⊂ Vx，F̃ 可以粘合为连续函数
F̃x : Ṽx × I → B，使得 F̃x|Vx×{0} = f̃，p ◦ F̃ = F |Ṽx×I，即为 F 在 x局部的提升.
【STEP 2.证明一点附近提升的唯一性】
对任意 x ∈ X，设 F 在 {x} × I 附近有两个提升 F̃ , F̃ ′ 满足 F̃ (x, 0) = F̃ ′(x, 0) = f̃(x)，令

S = {t ∈ I : F̃ (x, t) = F̃ ′(x, t)}, (5.5)

则
0 ∈ S 说明 S 非空.
F̃ , F̃ ′ 连续说明 S 为闭集（I 是 A1的，可用极限刻画连续）.
S 为开集：对任意 t ∈ S 有 F̃ (x, t) = F̃ ′(x, t) ∈ E，设 F (x, t) ∈ Ui，则 F̃ (x, t) ∈ p−1(Ui)，设 F̃ (x, t) ∈
p−1(F (x, t)) ∈ V i

α，由连续性，存在 t的开邻域W 使得 F̃ (x,W ) = F̃ ′(x,W ) ⊂ V i
α，而 piα : V i

α → Ui为同
胚，因此

piα ◦ F̃ |{x}×W = F |{x}×W = piα ◦ F̃ ′|{x}×W ⇒ F̃ |{x}×W = F̃ ′|{x}×W , (5.6)

因此W ⊂ S，说明 S 为开集.
因此由 I 的连通性可知 S = I，即 F̃ = F̃ ′.
【STEP 3.构造整体提升并证明其良定性】
对任意 z ∈ Ṽx ∩ Ṽy，考虑

F̃x,z : F̃x|{z}×I → E, F̃y,z : F̃y|{z}×I → E, (5.7)

则它们都是 F |{z}×I : {z} × I → B的提升，由上一步可知 F̃x,z = F̃y,z，因此直接定义 F̃ : X × I → E 为对每个
x ∈ X 都满足

F̃ |Vx×I = F̃x : Vx × I → E (5.8)

的映射，则它是良定的，由粘接引理可知它是连续的，并且为 F 的提升.此时若还存在其它提升 F̃ ′，则它在每
个 {x} × I 上的限制与 F̃ 相同，因此二者是相同的.
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5.1 覆叠空间及基本性质

分别取 X 为单点集或 I 时，定理有如下形式：

推论 5.1 (道路提升定理)

♥

设 p : E → B 为覆叠映射，γ : I → B 为以 γ(0) = x0 为起点的道路，则对任意 x̃0 ∈ p−1(x0)，存在唯一
以 x̃0 为起点的道路 γ̃ : I → E 使得 γ = p ◦ γ̃（即 γ̃ 为 γ 的提升）.

注一般圈的提升不再是圈，但若 γ 在 E 中道路同伦于一点，则其提升 γ̃ 依然是圈.

推论 5.2 (同伦提升定理)

♥

设 p : E → B 为覆叠映射，则
1. 对 X 中任意具有固定起点 F (0, t) = x0 的同伦 F : I × I → X 以及任意 x̃0 ∈ p−1(x0)，存在唯一具
有固定起点 F̃ (0, t) = x̃0 的同伦 F̃ : I × I → E 使得 F = p ◦ F̃（即 F̃ 为 F 的提升）.

2. 若 F 为道路同伦，即具有固定终点 F (1, t) = x1，则 F̃ 也是道路同伦，即存在 x̃1 ∈ p−1(x1)使得
F̃ (1, t) = x̃1.

注同伦提升引理中起点可以任取，但此时终点已唯一确定（此时终道路也被唯一提升）.与道路类似，圈的道路
同伦提升后未必是圈的道路同伦，但若是收缩到一点的道路同伦，则提升后仍然为圈的道路同伦.
对于一般的提升（即不要求具有初始提升，但要求连通性），也是唯一的.

命题 5.6 (提升的唯一性)

♠

设 p : E → B为覆叠映射，f : X → B连续，f̃1, f̃2 : X → E为 f 的两个提升，若X连通，且存在 x0 ∈ X
使得 f̃1(x0) = f̃2(x0)，则 f̃1 = f̃2.

证明 对任意 x ∈ X，取 f(x) ∈ X 的基本开邻域 U 使得 p−1(U) =
⋃

α Vα, pα = p|Vα
: Vα → U 为同胚，并且设

包含 f̃1(x), f̃2(x)的开集为 V1, V2，下面同样用连通性论证说明 f̃1 = f̃2.令 X0 = {x ∈ X : f̃1(x) = f̃2(x)}，则
x0 ∈ X0 说明 X0 非空.
X0为闭集：若 x /∈ X0, f̃1(x) 6= f̃1(x)，由于 p ◦ f̃1(x) = p ◦ f̃2(x) = f(x)，因此 V1 6= V2，由连续性，存在
x的开邻域 N 使得 f̃i(N) ⊂ Vi，因此 N ⊂ Xc

0，即 Xc
0 开，X0 闭.

X0为开集：设 x ∈ X0，则 V1 ∩ V2 6= ∅, V1 = V2 = V，同理存在 x的开邻域N 使得 f1(N) ⊂ V，并且 p|V
为同胚，p|V ◦ f̃1|N = p|V ◦ f̃2|N 说明 f̃1|N = f̃2|N，因此 N ⊂ X0，即 X0 开.

因此由 X 的连通性可知 X0 = X，即 f̃1 = f̃2.

¶覆叠映射诱导的基本群同态

命题 5.7 (覆叠映射诱导基本群的单同态)

♠
设 p : E → B 为覆叠映射，p(x) = y，则 p∗ : π1(E, x)→ π1(B, y)为单同态.

证明 设 γ̃ ∈ Ω(E, x)且 p∗([γ̃]) = [p ◦ γ̃] = [ey]，即 p ◦ γ̃ ' ey，根据同伦提升引理可得 γ̃ ' ex, [γ̃] = [ex]（这里
固定起点 x，则 p ◦ γ̃ 的提升必然是 γ̃，ey 的提升是一个圈，但这个圈位于 p−1(y)中，因此恰好为点道路 ex）.
若令 He = p∗(π1(E, e))，则它是 π1(B, b)的子群（b = p(e)），并且有

命题 5.8

♠

[π1(E, e) : He]等于覆叠空间 (E, p)的叶数.
{He : e ∈ p−1(b)}构成 π1(B, b)的一个子群共轭类.

证明
1. 若设 L(e)为 E上以 e为起点，终点在 p−1(b)中的道路类的集合，则 p∗ : L(e)→ π1(B, b)为一一对应，若
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5.1 覆叠空间及基本性质

[γ1], [γ2] ∈ L(e)有相同终点，则

p∗([γ1]) ∗ p∗([γ2])−1 = p∗([γ1] ∗ [γ2]−1) ∈ He, (5.9)

即 p∗([γ1]), p∗([γ2])在 He 的同一个右陪集中，因此定义对应

η : p−1(b)→ π1(B, b)/He, e′ 7→ Hep∗([α]) := [p∗([α])], (5.10)

其中 [α]是 L(e)中终点在 e的道路类（或者说其像是以 e′为终点的道路类构成的陪集），易知 η为满射.若
e′, e′′ ∈ p−1(b)使得 η(e′) = η(e′′)，取 [α], [β] ∈ L(e)分别以 e′, e′′为终点，则存在 [γ] = p∗([γ

′]) ∈ He使得

p∗([β]) = [γ] ∗ p∗([α]) = p∗([γ
′]) ∗ p∗([α]) = p∗([γ

′ ∗ α]), (5.11)

但 p∗是单射，因此 [β] = [γ′ ∗α]，即 e′ = e′′，说明 η单，即 η为一一对应，因此 |p−1(b)| = [π1(E, e) : He].
2. 设 e, e′ ∈ p−1(b)，取 α ∈ Ω(E; e, e′)，则有交换图

π1(E, e) π1(E, e
′)

π1(B, b) π1(B, b)

Γα

p∗ p∗

Γp◦α

其中 g为 π1(B, b)的一个自同构，因此

He′ = p∗ ◦ Γα(π1(E, e)) = Γp◦α ◦ p∗(π1(E, e)) = Γp◦α(He), (5.12)

即H ′
e,He共轭，反之若 π1(B, b)的子群 G与He共轭，则存在 [α] ∈ π1(B, b)使得 G = [α] ∗He ∗ [α]−1 =

Γα(He)，可取 [γ] ∈ L(e)使得 p∗([γ]) = [α]（道路提升性质），记 e′ 为 [γ]终点，则重复上面的讨论可知
G = He′ .

5.1.2 一般提升的存在性

定理 5.2 (映射提升引理)

♥

设 p : E → B 为覆叠映射，X 道路连通且局部道路连通，f : X → B 连续，x0 ∈ X, b0 = f(x0), e0 ∈
p−1(b0)，则 f 有提升 f̃ 使得 f̃(x0) = e0 当且仅当 f∗(π1(X,x0)) ⊂ He0 = p∗(π1(E, e0)).

(E, e0)

(X,x0) (B, b0)

p

f

∃f̃

证明 ⇒：若提升存在则 p ◦ f̃ = f，p∗ ◦ f̃∗ = f∗，说明

f∗(π1(X,x0)) = p∗(f̃∗(π1(X,x0))) ⊂ p∗(π1(E, e0)) = He0 . (5.13)

⇐：对任意 x ∈ X，设 γ为连接 x0, x的道路，则 f ◦ γ是以 b0为起点的道路，因此可以被唯一提升为 E中
以 e0 为起点的道路 f̃ ◦ γ，定义

f̃ : (X,x0)→ (E, e0), f̃(x) = f̃ ◦ γ(1), (5.14)

下证 f̃ 即为所求提升.
【STEP 1.证明 f̃ 的良定性】设 γ′ 是另一条连接 x0, x的道路，则 (f ◦ γ′) ∗ (f ◦ γ) = f ◦ (γ′ ∗ γ̄)是 X 中以

x0 为基点的圈，并且

[(f ◦ γ′) ∗ (f ◦ γ)] = f∗([γ
′ ∗ γ̄]) ∈ f∗(π1(X,x0)) ⊂ p∗(π1(E, e0)), (5.15)

因此存在 γ̃1 ∈ Ω(E, e0)使得 (f ◦ γ′) ∗ (f ◦ γ) ' γ1 = p ◦ γ̃1，设 F : I × I → B 为该同伦，则它可以被提升为以
e0 为起点的道路同伦 F̃ : I × I → E，并且

F̃ (s, 0)是以 b0为起点道路 (f ◦ γ′) ∗ (f ◦ γ)的唯一提升，因此 F̃ (s, 0) = (f̃ ◦ γ′) ∗ (f̃ ◦ γ)(s)，其中 f̃ ◦ γ为
道路 f ◦ γ 的以 f̃ ◦ γ′(1)为起点的唯一提升.
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同理 F̃ (s, 1)为 γ1 的以 b0 为起点的唯一提升，因此 F̃ (s, 1) = γ̃1(s).
F 为道路同伦说明 F̃ 为道路同伦，因此 F̃ (1, 0) = F̃ (1, 1)，即有

f̃ ◦ γ(1) = (f̃ ◦ γ′) ∗ (f̃ ◦ γ)(1) = F̃ (1, 0) = F̃ (1, 1) = γ̃1(1) = e0, (5.16)

因此 f̃ ◦ γ 是以 e0 为起点的 f ◦ γ 的提升，由道路提升的唯一性可得 f̃ ◦ γ = f̃ ◦ γ，这就说明

f̃ ◦ γ(1) = f̃ ◦ γ(1) = f̃ ◦ γ(0) = f̃ ◦ γ′(1), (5.17)

说明 f̃ 是良定的.
【STEP 2.证明 f̃ 的连续性】根据粘接引理，只需证明对任意 x ∈ X，存在开邻域 V 使得 f̃ |V 连续.对任意

x ∈ X，固定一条连接 x0, x的道路 γ，取 f(x) ∈ B, f̃(x) ∈ E 的邻域 U, Ũ 使得 p|Ũ : Ũ → U 为同胚.由于 X 局
部道路连通，因此存在 x的道路连通开邻域 V ⊂ f−1(U)，对任意 x′ ∈ V，设 γ′ 为 V 中连接 x, x′ 的道路，则
f ◦ γ′ ⊂ U ⊂ B，其提升恰好为 f̃ ◦ γ′ = (p|Ũ )

−1 ◦ (f ◦ γ′).
由于 (f ◦ γ) ∗ (f ◦ γ′) = f ◦ (γ ∗ γ′)为 B中以 f(x0)为起点的道路，因此可以被唯一提升为 E中以 f̃(x0)为

起点的道路

˜f ◦ (γ ∗ γ′) = (f̃ ◦ γ) ∗ (f̃ ◦ γ′) (5.18)

因此

f̃(x′) = ˜f ◦ (γ ∗ γ′)(1) = f̃ ◦ γ′(1) = (p|Ũ )
−1 ◦ f(γ′(1)) = (p|Ũ )

−1 ◦ f(x′), (5.19)

这说明 f̃ |V = (p|Ũ )
−1 ◦ f 连续，得证.

例 5.3
设 p : Sn → Pn为覆叠映射，f : Pn → Pn连续，则存在 f̃ : Sn → Sn使得 p ◦ f̃ = f ◦ p，也即 f ◦ p有提
升 f̃，这是因为 (f ◦ p)∗(π1(Sn))平凡.
当 n ⩾ 2时，从 Sn 到 S1 的连续映射只有一个映射类.
设 f, g : Sn → S1，p : R→ S1, t 7→ e2πit 为覆叠映射，则 f, g有提升 f̃ , g̃使得 p ◦ f̃ = f, p ◦ g̃ = g，f̃ ∼ g̃
说明 f ∼ g（注意 R为凸集）.

R

Sn S2

p

f g

f̃ g̃

P 2 到 S1 的连续映射零伦.
设 f : P 2 → S1 连续，则 fπ : Z/2Z→ Z必然是平凡的，因此存在提升 f̃ : P 2 → R，f̃ 零伦说明 f 零伦.

5.1.3 覆叠空间的同构

定义 5.2 (覆叠空间的同态)

♣

设 (E1, p1), (E2, p2)为 B 上的覆叠空间，若 h : E1 → E2 满足 p1 ◦ h = p2，则称 h为 (E1, p1)到 (E2, p2)

的一个同态.特别当 h为同胚时，称为覆叠空间的同构，也称两个覆叠空间等价.

命题 5.9 (覆叠空间等价的刻画)

♠

设 (Ei, pi), i = 1, 2为 B上的覆叠空间，b ∈ B，则 (E1, p1), (E2, p2)等价当且仅当它们决定 π1(B, b)的同
一个子群共轭类（即它们共轭）.

证明 ⇒：设 h : E1 → E2 为同胚，则对任意 e1 ∈ p−1
1 (b), e2 = h(e1)有

H1e1 = p1∗(π1(E1, e1)) = p2∗ ◦ h∗(π1(E1, e1)) = p∗2(π1(E2, e2)) = H2e2 , (5.20)

即 (E1, p1), (E2, p2)所决定的子群共轭类 {H1e : e ∈ p−1
1 (b)}, {H2e : e ∈ p−1

2 (b)}相同.
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5.2 泛覆叠空间

⇐：取 e1 ∈ p−1
1 (b), e2 ∈ p−1

2 (b)使得 p1∗(π1(E1, e1)) = p2∗(π1(E2, e2))，则存在两个提升 h, k满足下图

(E2, e2)

(E1, e1) (B, b)

p2

k
p1

h

因此 h ◦ k(e2) = e2, k ◦ h(e1) = e1，根据提升的唯一性可知 h ◦ k = IdE2
, k ◦ h = IdE1

，故两个空间同构.

5.2 泛覆叠空间

5.2.1 半单连通与局部半单连通

定义 5.3 (半单连通 &局部半单连通)

♣

称 X 的子集 A半单连通，若 A道路连通且嵌入映射诱导的同态 ι∗ : π1(A)→ π1(X)为平凡的.
若 X 的每一点都有半单连通邻域，则称其局部半单连通.

注局部半单连通是一个较弱的概念，它确保了没有“任意小的洞”.

命题 5.10

♠设 p : E → B 为覆叠映射，A为 B 的半单连通开子集，则 A是 B 的基本邻域.

证明 设 p−1(A) =
⋃

α Vα，其中每个 Vα 都是一个道路分支（p−1(A)局部道路连通说明其道路分支既开又闭），
则根据前面的结论有 p(Vα) = A，并且此时诱导同态平凡说明 pα : Vα → A为同胚，得证.

命题 5.11 (局部半单连通与覆叠的传递性)

♠

设 p : E → B 为覆叠映射，B 局部半单连通，则
E 也是局部半单连通的.
若 p̃ : E1 → E 也是覆叠映射，则 p ◦ p̃ : E1 → B 也是覆叠映射.

证明
1. 设 U 为 B 的半单连通开子集，则 p−1(U)的每个道路分支都是半单连通的，因此 E 局部半单连通.
2. 显然 E,E1 都是局部半单连通的，设 U 为 B 的半单连通开子集，p−1(U) =

⋃
α Vα，则每个 Vα 都是 E 的

半单连通开子集，因此 p̃−1(Vα)也可以分解为一系列半单连通开子集的无交并，故 p ◦ p̃为覆叠映射.
借助类似的方法可以证明：

命题 5.12

♠设 E1
p̃→ E

p→ B 为覆叠映射，p是有限叶的，则 p ◦ p̃也是覆叠映射.

证明 设 p−1(b) = {e1, · · · , en}，可取 b的基本邻域 U 使得 p−1(U)的每个分支恰好在 E 的基本邻域中.

5.2.2 泛覆叠空间

定义 5.4 (泛覆叠空间)

♣设 p : E → B 为覆叠映射，若 E 单连通，则称 E 为 B 的泛覆叠空间，p为泛覆叠映射.

引理 5.2 (泛覆叠映射与局部半单连通)

♥若 p : E → B 为泛覆叠映射，则 B 必为局部半单连通的.
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5.2 泛覆叠空间

证明 对任意 b ∈ B，取其基本邻域 U，设 p−1(U) =
⋃

α Vα，则 pα : Vα → U 为同胚，因此 p−1
α : U → Vα ⊂ E

是 ι : U → B 的提升，而 π1(E) = {e}说明 ι∗ = p∗ ◦ (p−1
α )∗ : π1(U)→ π1(E)→ π1(B)是平凡的.

E

U B

p

ι

p−1
α

定理 5.3 (泛覆叠空间存在性定理)

♥若 B 道路连通、局部道路连通、局部半单连通，则 B 有泛覆叠空间.

证明 【STEP 1.构造 E 以及满射 p : E → B】取 b0 ∈ B，令 E = {[γ] ∈: γ(0) = b0}，p : E → B, p([γ]) = γ(1)，
B 单连通说明 p为满射.
【STEP 2. 赋予 E 拓扑结构】令 U = {U ∈ TB : U道路连通, π1(U) → π1(B)平凡}，下证 U 为拓扑基.

对任意 b ∈ B 以及其邻域 V，B 局部道路连通、局部半单连通说明存在 b 的道路连通开邻域 U ′ ∈ TB 使得
π1(U

′)→ π1(B)平凡，即存在 U ∈ U 使得 x ∈ U ⊂ V，故 U 为 B 的拓扑基.
【STEP 3.】对任意 U ∈ U，设 γ 为 b0 到 U 中一点的道路，令

U[γ] = {[γ ∗ η] : η ∈ C(I, U), η(0) = γ(1)} ⊂ U, (5.21)

则 U[γ] 只与 [γ], U 有关.它有如下性质：
p|U[γ]

: U[γ] → U 为满射：因为 U 道路连通.
p|U[γ]

: U[γ] → U 为单射：若 p([γ ∗η]) = p([γ ∗η′])则 η(1) = η′(1)，因此 η∗ η̄′为U 中的闭路，π1(U, γ(1))→
π1(B, γ(1))平凡说明在 B 中 η ∗ η̄′ ' eγ(1), η ' η′，因此在 [γ ∗ η] = [γ ∗ η′].
若 [γ′] ∈ U[γ]，则 U[γ′] = U[γ]：此时存在 η, η(0) = γ(1)使得 [γ′] = [γ ∗ η]，则 U[γ′]中元素可写作 [γ′ ∗ ρ] =
[γ ∗ η ∗ ρ] ∈ U[γ]，同理 U[γ] 中元素可写作 [γ ∗ ρ] = [γ′ ∗ η̄ ∗ ρ] ∈ U[γ′]，得证.

【STEP 4.赋予 E 拓扑结构】设 H = {U[γ] : U ∈ U}，下证 F 为 E 的拓扑基.一方面其中所有集合之并可以
覆盖 E，另一方面对任意 U[γ], V[γ′] ∈ H，对任意 [γ′′] ∈ U[γ] ∩ V[γ′]，由上面的性质可得

U[γ] = U[γ′′], V[γ′] = V[γ′′], γ
′′(1) ∈ U ∩ V ∈ U , (5.22)

U 为拓扑基说明存在W ∈ U 使得 γ′′(1) ∈W ⊂ U ∩ V，则 [γ′′] ∈W[γ′′] ⊂ U[γ′′] ∩ V[γ′′] = U[γ] ∩ V[γ′]，得证.
【STEP 5.证明 p为连续开映射】根据拓扑基的性质，只需证明 p|U[γ]

: U[γ] → U 为同胚，这只需证明 p把每
个 {V[γ′] : V[γ′] ⊂ U[γ′]}中的元素一一映为 {V ∈ U : V ⊂ U}中的元素.

一方面

V[γ′] ⊂ U[γ′] ⇒ V = p(V[γ′]) ⊂ p(U[γ′]) = U. (5.23)

另一方面对任意 V ∈ U , V ⊂ U，存在 [γ′] ∈ U[γ]使得 γ′(1) ∈ V，则 V[γ′] ⊂ U[γ′] = U[γ]，因此 p(V[γ′]) = V .
【STEP 6.证明 p为覆叠映射】对任意 x ∈ B，存在U ∈ U作为它的开邻域，p−1(U) =

⋃
[γ]∈p−1(U) U[γ]，并且必

有U[γ] = U[γ′]或U[γ]∩U[γ′] = ∅，因此这里实际上是将 p−1(U)分为无交并，并且前面已经证明了 p|U[γ]
: U[γ] → U

为同胚，故 p为覆叠映射.
【STEP 7.证明 E 道路连通】对任意 [γ] ∈ E，令 γt : I → B, γt(s) = γ(ts)（相当于某种截断），令 γ̃ : I →

E, t 7→ [γt]，则 γ̃ 为 E 中从 [γ0] = [eγ(0)]到 [γ1] = [γ]的一条道路，因此 E 道路连通.
【STEP 8.证明 E 单连通，或者说证明 π1(E, [eb])平凡】设 H = pπ(π1(E, [eb]))，[γ] ∈ H，γ ∈ Ω(B, b)，设

γ̃ : I → E 为其提升，则 γ̃(t) = γt，并且 γ̃(0) = [eb], γ̃(1) = [γ] = [eb]，因此 H 平凡，说明 E 单连通.

推论 5.3 (一般覆叠空间的存在性)

♥

若 B道路连通、局部道路连通、局部半单连通，则对任意 b ∈ B,G ⩽ π1(B, b)，存在覆叠空间 (EG, p)及
e ∈ p−1(b)使得 He = p∗(π1(EG, e)) = G.

注 p∗ 为单同态说明 π1(EG, e) ∼= G.
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5.3 覆叠变换与正则覆叠空间

证明 令 EG = E/ ∼，其中 [γ] ∼ [γ′] 当且仅当 γ(1) = γ′(1) 且 [γ ∗ γ̄′] ∈ G（这显然是等价关系），并且若
[γ] ∼ [γ′]，则对任意 η有 [γ ∗ η] ∼ [γ ∗ η]，因此 U[γ]中的点与 U[γ′]中的点一一等价，并且同一 U[γ]中的点两两
不等价（终点不同），因此

p−1(U)/ ∼=
⋃

[γ]∈p−1(U)

U[γ]/ ∼=
⋃

[γ]∈p−1(U)

U[γ] (5.24)

因此 p : EG → B为覆叠映射，下证 p∗(π1(EG, [eb])) = G，对任意 [γ] ∈ p∗(π1(EG, [eb]))，γ为 B中以 b0为基点
的闭路，记其提升为 γ̃ : I → E, γ̃(t) = [γt]，再设 γ̃G : I → EG, γ̃G(t) = [[γt]]为 γ 在 EG 中的提升，γ̃G 为闭路
当且仅当 [[γ1]] = [[γ]] = [[γ0]]，即 [γ] ∈ G，因此 p∗(π1(EG, [eb])) = G.

5.3 覆叠变换与正则覆叠空间

5.3.1 覆叠变换

定义 5.5 (覆叠变换)

♣
设 p : E → B 为覆叠映射，若 E 的自同胚 h满足 p ◦ h = p，则称之为 (E, p)的一个覆叠变换.

注所有覆叠变换在映射复合下构成群，称为 (E, p)的覆叠变换群，记为 D(E, p).
一个基本的问题是覆叠变换群中有多少元素？设 h ∈ D(E, p), e ∈ E, b = p(e)，则 h(e) ∈ p−1(b)，由于

E 道路连通，根据一般提升的唯一性可知当 h 6= h′ 时 h(e) 6= h′(e). 若 h(e) = e′ ∈ p−1(b)，则 h 为同胚说明
π1(E, e

′) = π1(E, e)，因此（或者考虑带点交换图，借助 π1 的函子性）

p∗(π1(E, e)) = He = He′ = p∗(π1(E, e
′)). (5.25)

进一步有如下命题

命题 5.13 (覆叠变换的存在性)

♠

设 e′ ∈ p−1(b)，则存在覆叠变换 h使得 h(e) = e′ 当且仅当

p∗(π1(E, e)) = He = He′ = p∗(π1(E, e
′)). (5.26)

证明 ⇒：已证.
⇐：若He = He′，则由映射提升引理，存在 p : E → B的提升 h, h′ : E → E 使得 h(e) = e′, h′(e′) = e，则

h′ ◦ h也是 p : E → B 的提升，根据唯一性可知 h′ ◦ h = h ◦ h′ = IdE，因此 h为同胚.

(E, e)

(E, e′) (B, b)

p

h
p

h′

推论 5.4 (泛覆叠映射的泛性)

♥

设 p0 : E0 → B 为泛覆叠映射，p : E → B 为覆叠映射，则存在覆叠映射 p̃ : E0 → E 使得 p ◦ p̃ = p0.

E

E0 B

p

p0

∃p̃
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5.3 覆叠变换与正则覆叠空间

定理 5.4 (覆叠空间与基本群的 Galois对应)

♥

设 B 为道路连通、局部道路连通、局部半单连通空间，则有一一对应：

{π1(B, b)的子群}↭ {B上覆叠空间的同构类}. (5.27)

5.3.2 正则覆叠空间

定义 5.6 (正则覆叠映射)

♣

设 p : E → B 为覆叠映射，若存在 e ∈ E 使得 He = p∗(π1(E, e)) / π1(B, p(e))，则称 p为正则覆叠映射，
(E, p)为正则覆叠空间.

注事实上，只要有一个 e ∈ E 满足条件，则对任意 e′ ∈ E 都有He′ / π1(B, p(e
′))，这是因为连接 e, e′的道路类

γ 的诱导同态（同构）Γγ 满足

π1(E, e) π1(E, e
′)

π1(B, p(e)) π1(B, p(e
′))

Γγ

p∗ p∗

Γp◦γ

例 5.4
设 p : X → X/f 为覆叠映射，则其覆叠变换群为 Z/nZ.
泛覆叠映射总是正则的.

命题 5.14 (正则覆叠映射的存在性)

♠
p : E → B 为正则覆叠映射当且仅当对任意 b ∈ B, e, e′ ∈ p−1(b)，存在覆叠变换 h使得 h(e) = e′.

证明 ⇒：若 p : E → B 为正则覆叠映射，则 He,He′ / π1(B, b)，由于 He,He′ 在同一个子群共轭类中，因此
He = He′，存在覆叠变换 h使得 h(e) = e′.
⇐：对任意 e′ ∈ p−1(b)，存在覆叠变换 h使得 h(e) = e′，则He = He′，但 {He : e ∈ p−1(b)}构成一个子群

共轭类，因此它所在的共轭类只有它本身，即 He / π1(B, b).

定理 5.5

♥
设 p : E → B 为正则覆叠映射，b ∈ B，则 D(E, p) ∼= π1(B, b)/Hb.

证明 记 [α] ∈ π1(B, b)在 π1(B, b)/Hb 中的类为 [[α]]，取定 e ∈ p−1(b)，令

Φ : D(E, p)→ p−1(b), h 7→ h(e), (5.28)

则 Φ为一一对应（提升的唯一性说明单，前述命题说明满），另外有一一对应

η : p−1(b)→ π1(B, b)/He, e′ 7→ Hep∗([α]) := [p∗([α])], (5.29)

因此 θ : η ◦ Φ : D(E, p) → π1(B, b)/Hb 为一一对应，并且对任意 h1, h2 ∈ D(E, p)，设 [α1], [α2] ∈ L(e)分别以
h1(e), h2(e)为终点，则 θ(hi) = η(hi(e)) = [p∗([αi])]，而L(e)中以 h1(h2(e))为终点的道路类恰好为 [α1∗(h1◦α2)]，
由于 p ◦ h2 = p，因此

θ(h1 ◦ h2) = η(h1(h2(e))) = [p∗([α1] ∗ [h1 ◦ α2])] = [p∗([α1]) ∗ p∗([α2])] = θ(h1)θ(h2), (5.30)

故 θ为同态，得证.
上述定理有一般形式：

定理 5.6

♥
设 p : E → B 为覆叠映射，e ∈ E，则 D(E, p) ∼= N(He)/He.
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5.4 覆叠映射与群作用

注当 p正则时 Hb / π1(B, b)，此时 N(He) = π1(B, b).
证明 证明思路还是固定 e ∈ p−1(b)，考虑一一对应

D(E, p)→ {e′ ∈ p−1(b) : He = He′} → N(He)/He (5.31)

借此可以通过基本群计算覆叠变换群，也可以通过覆叠变换群计算基本群.
例 5.5

p : R→ S1, p(x) = e2πix 为覆叠映射，显然 D(R, p) ∼= Z ∼= π1(S
1).

粘合对径点 p : Sn → Pn 为覆叠映射，并且 D(Sn, p) = {Id,−Id} ∼= Z/2Z ∼= π1(P
n).

例 5.6透镜空间 将 S3 视为 C2 中的单位球面，考虑连续映射

f : S3 → S3, (z1, z2) 7→ (e2πi/pz1, e
2πiq/pz2), (5.32)

其中 p, q 互素，f 为周期同胚，fp = Id，并且当 1 ⩽ r < p 时 fr 无不动点，商空间 S3/f 称为透镜空间，记
为 L(p, q)，此时粘合映射 p : S3 → L(p, q) 为 p 重覆叠映射，因此 D(S3, p) ∼= Z/pZ ∼= π1(L(p, q)). 特别地，
L(2, 1) = P 3.
例 5.7透镜空间的推广 透镜空间可以推广为 L(p; q1, · · · , qn) = S2n+1/f，其中 gcd(p, qi) = 1，

f : S2n+1 → S2n+1, (z1, · · · , zn) 7→ (e2πi/pz1, e
2πiq1/pz2, · · · , e2πiqn/pzn), (5.33)

则 p : S2n+1 → L(p; q1, · · · , qn)仍然为 p重覆叠映射，故依然有 π1(L(p; q1, · · · , qn)) ∼= Z/pZ.
借助透镜空间以及 π1 的函子性可证明：任意有限生成 Abel群都是某个流形的基本群（考虑透镜空间的积

空间即可）.

5.4 覆叠映射与群作用

定义 5.7 (群在拓扑空间上的作用)

♣

设 G为群，X̃ 为拓扑空间，称 G到 Aut (X̃)的同态为一个群作用.记 X̃/G := X̃/ ∼为轨道空间，x ∼ y
当且仅当存在 g ∈ G使得 x = gy.

此时自然出现商映射 p : X̃ → X，一个自然的问题是：该映射是否为覆叠映射？首先若 p为覆叠映射，则
X 中有基本开邻域 U 使得 p−1(U) =

⋃
g∈G gV 为无交并，即对任意 e 6= g ∈ G都有 gV ∩ V = ∅，事实上满足类

似条件的作用确实会诱导出一个覆叠映射.

定义 5.8 (纯不连续作用)

♣

设G作用在 X̃上，X = X̃/G，若对任意 x̃ ∈ X̃，存在开邻域 Ũ 使得对任意 e 6= g ∈ G都有 (gŨ)∩ Ũ = ∅，
则称该作用是纯不连续的.

命题 5.15 (群作用诱导覆叠映射)

♠若 G在 X̃ 上的作用是纯不连续的，则商映射 p : X̃ → X 为覆叠映射.

证明 对任意 x ∈ X，取 x̃ ∈ p−1(x)，设 Ũ 为 x̃的满同条件的开邻域，记 p(Ũ) = U，下证 U 为 x的基本开邻域.
首先有无交分解

p−1(U) =
⋃
g∈G

gŨ , (5.34)

右边均为开集，根据商映射定义可知 U 为开集，并且 p|Ũ Ũ → U 为连续满射，纯不连续作用的定义说明它是单
射，借助前面的相同方法可知它为开映射，故为同胚.此外 p|gŨ = pŨ ◦ g，因此也为同胚，因此 p是覆叠映射.
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5.5 应用

5.5 应用

引理 5.3

♥图同伦与圆束，因此其基本群为自由群.

定理 5.7 (Nielsen-Schreier)

♥自由群的子群依然为自由群.

证明 设 F 为自由群，H 为其子群，则取线性图 G使得 π1(G) ∼= F，容易验证 G道路连通、局部道路连通、局
部半单连通，因此存在覆叠映射 p : G̃→ G使得 π1(G̃) ∼= H，但 G̃也是线性图，故 H 也是自由群.
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附录 A 补充内容

A.1 Tychonoff定理

A.1.1 定理的证明与选择公理

根据定义，乘积拓扑由如下子基生成

S =
⋃
α

{π−1
α (Uα) : Uα ∈ Tα}, (A.1)

因此可以借助 Alexander子基定理证明 Tychonoff定理.

定理 A.1 (Alexander子基定理)

♥
(X, T )是紧的当且仅当其任意子基覆盖有有限子覆盖.

证明 【Tychnoff定理的证明】设 A = {π−1
α (U) : U ∈ Aα}为 X =

∏
αXα 的子基覆盖，其中 Aα ⊂ Tα 为一族

开集，首先存在 α0 使得 Aα0 是 Xα0 的覆盖，否则

∀α,Xα\
⋃

U∈Aα

U 6= ∅ =⇒
∏
α

(Xα\
⋃

U∈Aα

U) 6= ∅, (A.2)

说明 A 不是 X 的覆盖，矛盾.Xα0
的紧性说明 Aα0

有有限子覆盖 {U1, · · · , Um}，因此 {π−1
α0

(U1), · · ·π−1
α0

(Um)}
是 A 的有限子基覆盖，即得.

下面证明 Alexander子基定理，其证明需要用到 Zorn引理.
证明 【Alexander子基定理的证明】假设X 非紧，但其任意子基覆盖都有有限子覆盖，下面通过 Zorn引理构造
一个无有限子覆盖的子基覆盖.令

科 = {A ⊂ T : A为X的开覆盖但无有限子覆盖} ⊂ 22
2X

, (A.3)

则它是一个集合包含关系下的偏序集，且 X 非紧保证它非空，取其全序子集 K，则
1. E =

⋃
A ∈ A ⊂ T .

2. E 为 X 的开覆盖.
3. E 为 K的一个上界.
4. E ∈ 科 ，若不然，则其存在有限子覆盖 {A1, · · · , An}，并且存在Ai使得 Ai ∈ Ai，而 K为全序集，因此
存在 k ∈ {1, · · · , n}使得每个 Ai ⊂ Ak，即得 Ak 有有限子覆盖，矛盾.

因此根据 Zorn引理， 科 有极大元 A .对于子基 S，下证 S ∩ A 为 X 的开覆盖，则一方面它必有有限子基覆
盖，但另一方面它无有限子覆盖，即得矛盾.
对任意 x ∈ X，存在A ∈ A 使得 x ∈ A，根据子基的定义，存在 S1, · · · , Sm ∈ S使得 x ∈ S1∩· · ·∩Sm ⊂ A，

下证存在 1 ⩽ k ⩽ m使得 Sk ∈ A，即得 x ∈ Sk ∈ S ∩ A.
若不然，则对每个 k 都有 A ⊂ Ak := A ∪ {Sk}，根据 A 的极大性可知 Ak /∈ 科 ，因此它有有限子覆盖

{Sk, Ak,1, · · · , Ak,j(k)}，故

X =

m⋂
k=1

(Sk ∪Ak,1 ∪ · · · ∪ Ak,j(k)) = (S1 ∩ · · · ∩ Sm) ∪ (
⋃
k,j

Ak,j), (A.4)

因此 {A,Ak,j : 1 ⩽ k ⩽ m, 1 ⩽ j ⩽ j(k)}是 A 的有限子覆盖，矛盾.
事实上，借助 Tychonoff定理可以证明选择公理，又由于选择公理可证 Alexander子基定理，因此三者是等

价的.

命题 A.1 (Tychonoff定理蕴含选择公理)

♠
若 Tychonoff定理成立，则对一族非空集合 {Xα}有

∏
αXα 6= ∅.



A.2 拓扑群

证明 设 X̃α = Xα ∪ {∞α}，赋拓扑 T̃α = {∅, Xα, {∞α}, X̃α}，则 X̃α是紧空间（可以看作是平凡拓扑的一点紧
化），由 Tychonoff定理，X =

∏
α X̃α 是紧集，并且 {π−1

α (Xα)}是 X 中的一族闭集，且任意交
k⋂

i=1

π−1
αi

(Xαi
) ⊃ Xα1

× · · · ×Xαk
×

∏
α ̸=α1,··· ,αk

{∞α} (A.5)

非空，由其紧性可知
⋂

α π
−1
α (Xα) 6= ∅，而该集合中的任意元素都是

∏
αXα 中的元素，得证.

上面证明的巧妙之处在于向每个集合添加了一个点∞α，否则说明 π−1
α (Xα)的“任意有限交非空”会产生

循环论证.

A.1.2 Tychonoff定理的应用

命题 A.2

♠可数多个列紧空间的乘积仍然是列紧的.

证明 考虑XN中的一列元素 {an}，则 an = (an1 , a
n
2 , · · · )为X 中的序列.所有 {an1 : n ∈ N}构成一个序列，X 的

列紧性保证了 {an1}存在子列 an(1,i)使得 a
n(1,i)
1 收敛到 a∞1 ，对 a

n(1,i)
2 使用列紧性可知存在 an(1,i)的子列 an(2,i)

使得 a
n(2,i)
2 收敛到某个 a∞2 ，重复这里过程可得方阵 an(i,j)，取对角线 an(i,i) 可知它是 {an}在乘积拓扑（或者

说逐点收敛拓扑下的收敛子列）.
借助 Tychonoff定理可以给出紧致性与列紧性不等价的反例.

例 A.1 紧 6⇒ 列紧 根据定理可知 ([0, 1][0,1], Tprod) = (M([0, 1], [0, 1]), Tp.c.) 为紧空间，但它不是列紧的. 定义
fn : [0, 1] → [0, 1]为将 x映为其二进制表示的第 n为的映射，下证其无收敛子类，对任意子列 {fnk

}，取 x0 满
足其二进制的 n2k 位为 0，n2k+1 位为 1，则

fn2k
(x0) = 0, fn2k+1

(x0) = 1, (A.6)

因此它在 x0 处不收敛，故不是逐点收敛的.
例 A.2列紧 6⇒紧 设 A为 (M([0, 1], [0, 1]), Tp.c.)的由仅在可数个点非零的函数构成的子集，则它列紧，但非紧.
首先对 A中任意点列 {fn}，集合 S = {x : ∃n, s.t.fn(x) 6= 0}是可数集，在考虑其逐点收敛情形时，可认为

fn ∈ [0, 1]S，但 [0, 1]S ∼= C 是列紧的，因此 fn 有收敛子列.
其次对任意 t ∈ [0, 1]，记 At = {f ∈ A : f(t) = 1}，则 {At}为一族闭集，并且其任意有限并非空，因此⋂

t∈[0,1]At 6= ∅，但根据定义这是不可能的.

A.2 拓扑群

定义 A.1 (拓扑群)

♣

称群 G为拓扑群，若它同时具有群和拓扑空间的结构，并且乘法运算与求逆运算

µ : (x, y) 7→ xy, ν : x 7→ x−1 (A.7)

都是连续的.

定义 A.2 (拓扑群同构)

♣

设 G,H 为拓扑群，若 ϕ : G → H 既是群同态也是连续映射，则称之为连续同态，若其逆存在且也为连
续映射，则称 ϕ为同构以及两个拓扑群同构.

定义 A.3 (齐性空间)

♣称拓扑空间 X 是齐性的，若对任意 a, b ∈ X，存在 X 的同胚将 a映为 b.
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A.2 拓扑群

命题 A.3

♠拓扑群是齐性空间.

证明 设 rs : G → G, rs(x) = xs, ls : G → G, ls(x) = sx分别为右乘与左乘映射，则它们是拓扑群的自同构（同
胚），故命题显然.

命题 A.4

♠

设 G为拓扑群，A,B 为 G的子集，则
1. 若 A为开（闭）集，则 Ax, xA也是开（闭）集.
2. 若 A为开集，则 AB,BA都是开集.
3. 若 A为闭集，B 为有限集，则 AB,BA都是闭集.
4. 若 A,B 都是紧集，则 AB 是紧集.

证明
1. 注意到 rx, lx 为同胚.
2. 显然.
3. 显然.
4. 由于 A×B 为 G×G的紧集，因此 AB = µ(A×B)为紧集.
对于拓扑群而言，首要的是刻画其中的邻域，或者说邻域基/拓扑基.由于拓扑群是齐性空间，因此只需讨论

单位元 e的邻域基.

命题 A.5

♠

设F 为拓扑群 G的单位圆的邻域基，则
1. 设 U, V ∈ F，则存在W ∈ F 使得W ⊂ U ∩ V .
2. 设 a ∈ U ∈ F，则存在 V ∈ F 使得 V a ⊂ U .
3. 设 U ∈ F , x ∈ G，则存在 V ∈ F 使得 x−1V x ⊂ U .
4. 设 U ∈ F，则存在 V ∈ F 使得 V −1V ⊂ U .
5. 设 U ∈ F，则存在 V ∈ F 使得 V −1 ⊂ U .
6. 设 U ∈ F，则存在W ∈ F 使得WW ⊂ U .

证明
1. 显然.
2. 由于 Ua−1 是包含 e的邻域，因此必然包含 V ∈ F，即得 V a ⊂ U .
3. 过程同 2.
4. 考虑连续映射 ϕ(a, b) = a−1b，U 为开集说明 ϕ−1(U)为开集，并且 (e, e) ∈ ϕ−1(U)，因此存在 A,B ∈ F

使得 A×B ⊂ ϕ−1(u)，并且存在 V ∈ F 使得 V ⊂ A ∩B，因此 V × V ⊂ ϕ−1(U)，即得 V −1V ⊂ U .
5. 根据上一条，存在 V ∈ F 使得 V −1V ⊂ U，而 e ∈ V，因此 V −1 ⊂ V −1V ⊂ U .
6. 过程同 4.
事实上，上述性质完全决定了拓扑群的基.

命题 A.6

♠

设 G为抽象群，F 为 G的非空子集，每个集合都包含 e，若F 满足上述命题中的 1,2,3,4，则 G中存在
唯一拓扑，它以F 为 e的邻域基，使 G为拓扑群.

证明 令 B = {Ug : U ∈ F , g ∈ G}，只需证明 B 为拓扑基.首先显然
⋃

B∈B B = G，根据齐性，设 Ua, V b ∈
B, e ∈ Ua ∩ V b，则由 2，存在 U ′, V ′ 使得

e ∈ U ′ ⊂ Ua, e ∈ V ′ ⊂ V b, (A.8)
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A.3 映射空间的拓扑

再由 1可得W ∈ F ,W ⊂ U ′ ∩ V ′，即得 e ∈W ⊂ Ua ∩ V b，因此 Ua ∩ V b实际上是B中一些集合的并，故B

为拓扑基.
下面说明 ϕ(b, c) = b−1c为连续映射，即对任意 Ua ∈ B，ϕ−1(Ua)为G×G中的开集，设 b−1c = ua ∈ Ua，

则存在 V ∈ F 使得 V u ⊂ U，存在W ∈ F 使得 b−1Wb ⊂ V，存在 Z ∈ F 使得 Z−1Z ⊂W，因此

b−1Z−1Zbua ⊂ b−1Wbua ⊂ V ua ⊂ Ua⇒ (Zb)−1(Zc) ⊂ Ua, (A.9)

命题 A.7

♠若拓扑群 G是 T1的，那么它也是 T2,T3的.

证明 只需证明 T3，而根据齐性只需证明 e与不包含 e的闭集 F 可分离.由于 F c 为 x的开邻域，因此存在开集
V 使得 e ∈ V −1V ⊂ F c，因此 V −1V ∩ F = ∅，说明 V ∩ V F = ∅，因此 V, V F 即为分离 x, F 的无交开集.

命题 A.8

♠局部可数紧 T3空间是第二纲集.

注局部可数紧是指对任意 x，存在其邻域 U 使得 U 为可数紧集.该命题对局部紧 Hausdorff空间也成立.
证明 假设存在可数个稠密开集 Dn 使得

⋂∞
n=1Dn = ∅，首先取开集 U0 ⊂ X 使得 U0 为紧集，则对任意 x ∈

U0 ∩D1，根据 T3可知存在开集 V 使得

x ∈ V ⊂ V ⊂ D1, (A.10)

令 U1 = V ∩ U0，则 U1 ⊂ D1 ∩ U0，同理可得非空开集 U2, U3, · · · 满足

Un+1 ⊂ Dn+1 ∩ Un ⇒ Un+1 ⊂ Un, (A.11)

因此 ∅ 6=
⋂∞

n=0 Un ⊂
⋂∞

n=0Dn，矛盾.

推论 A.1

♥设 G是局部紧 σ-紧 T3群，H 为正则局部可数紧群，若 ϕ : G→ H 为连续满同态，则 ϕ是开映射.

A.3 映射空间的拓扑

A.3.1 三种拓扑

对于集合X 以及拓扑空间 Y，考虑从X 到 Y 的映射构成的空间M(X,Y )，如果只作为集合，其上可以定
义离散拓扑、平凡拓扑、余可数拓扑、余有限拓扑等，但是考虑映射的含义可知M(X,Y ) = Y X，因此首先可
以给出两种乘积空间的拓扑：

乘积拓扑：由子基

Sprod = {π−1
x (BY (yx, rx)) : x ∈ X, yx ∈ Y, rx > 0} (A.12)

生成，这恰好是逐点收敛拓扑 (M(X,Y ), Tp.c.).
箱拓扑：由基

Bbox =

{∏
x∈X

BY (yx, rx) : yx ∈ Y, rx > 0

}
(A.13)

生成，这在研究连续映射是并不方便.
如果 Y 为度量空间，则 Y 上的度量 d诱导了度量

du(f, g) = sup
x∈X

d(f(x), g(x))

1 + d(f(x), g(x))
, (A.14)

并且 {fn}在 X 上一致收敛到 f 当且仅当 {fn}在 (M(X,Y ), du)中度量收敛到 f，因此可定义

66



A.3 映射空间的拓扑

定义 A.4 (一致度量/一致收敛拓扑)

♣
称上面的 du 为M(X,Y )上的一致度量，由该度量诱导的拓扑 Tu.c. 称为M(X,Y )上的一致收敛拓扑.

注一致收敛拓扑需要 Y 的度量结构，并且 Tp.c. ⊂ Tu.c. ⊂ Tbox.

命题 A.9

♠
若 Y 为完备度量空间，则 du 为M(X,Y )上的完备度量.

若X 为拓扑空间，Y 为度量空间，令 C(X,Y )表示二者之间连续映射的全体，它在 Tp.c.中不是闭集，但在
Tu.c. 中是闭集（因为连续函数的一致极限还是连续的），因此

命题 A.10

♠
若 X 为拓扑空间，Y 为完备度量空间，则 (C(X,Y ), du)为完备度量空间.

若要研究连续函数列的收敛性，则上面的三种拓扑都有缺点：逐点收敛拓扑太弱（不能保证极限函数的连
续性），而一致拓扑与箱拓扑太强（连续性是“局部”概念，它强于“点态”，弱于“整体”），因此需要考虑“局
部”的一致收敛.

A.3.2 紧收敛拓扑与紧开拓扑

仿照前面三种拓扑，对 X 的紧集K 可定义

B(f ;K, ε) = {g ∈M(X,Y ) : sup
x∈X

d(f(x), g(x)) < ε}, (A.15)

由此可引出紧收敛拓扑.

引理 A.1

♥

设 X 为拓扑空间，(Y, d)为度量空间，则

Bc.c. = {B(f ;K, ε) : f ∈M(X,Y ),K ⊂ X紧, ε > 0} (A.16)

是M(X,Y )的一个拓扑基，并且它生成的拓扑 Tc.c. 中的收敛性等价于在所有紧集上的一致收敛性

定义 A.5 (紧收敛拓扑)

♣上述引理中定义的拓扑称为紧收敛拓扑，记为 Tc.c..

注显然有 Tp.c. ⊂ Tc.c. ⊂ Tu.c.，并且当 X 为紧空间时后两者相同.

命题 A.11 (限制映射的连续性)

♠

对任意 A ⊂ X，限制映射

rA : C(X,Y )→ C(A, Y ), f 7→ f |A (A.17)

关于 Tp.c., Tc.c., Tu.c. 都是连续的.

证明 只需证明 rA : M(X,Y ) → M(A, Y ) 连续，再将其限制在 C(X,Y ) 即可（若设 ι : A → X 为嵌入，则
rA(f) = f ◦ ι说明 rA(C(X,Y )) ⊂ C(A, Y )）.

证明其连续性只需证明它将 C(A, Y )中的每个子基（或基）拉回为 C(X,Y )中的开集，首先考虑 Tp.c. 有

r−1
A (π−1

x (BY (yx, rx))) = (πx ◦ rA)−1(π−1
x (BY (yx, rx))), (A.18)

由于积拓扑是投影映射的诱导拓扑，因此 rA 连续当且仅当
如果函数列 {fn}在某个紧子集K 上一致收敛到 f，则 f 在K 上是连续的，为了将 f 在每个紧集上的连续

性推广到全空间，需要局部紧致性.

67



A.3 映射空间的拓扑

命题 A.12

♠
若局部紧空间 X 上的函数列 {fn} ⊂ C(X,Y )紧收敛到 f，则 f ∈ C(X,Y ).

证明 取 X 的紧邻域覆盖，则由 {fn}在 Tc.c. 中的收敛可得其在每个紧邻域内的一致收敛，即得.
紧收敛拓扑定义要求 Y 为度量空间，对一般的拓扑空间 Y，将度量球替换为开集就能定义类似的紧开拓扑.

定义 A.6 (紧开拓扑)

♣

设 X,Y 为拓扑空间，对任意紧集K ⊂ X 和开集 V ⊂ Y，记

S(K,V ) = {f ∈M(X,Y ) : f(K) ⊂ V }, (A.19)

称M(X,Y )上由子基

Sc.o. = {S(K,V ) : K ⊂ X紧, V ⊂ Y开} (A.20)

生成的拓扑 Tc.o. 为M(X,Y )的紧开拓扑.

注我们大多时候对 C(X,Y )上的紧开拓扑感兴趣.

命题 A.13 (紧收敛拓扑为紧开拓扑)

♠
若 Y 为度量空间，则在 C(X,Y )上 Tc.o. = Tc.c.

证明 注意到 S(K,B(f, ε)) = B(f ;K, ε).

命题 A.14 (复合的连续性)

♠

设 X,Y, Z 为拓扑空间，Y 为 LCH空间，在紧开拓扑下，复合映射

◦ : C(X,Y )× C(Y, Z)→ C(X,Z), (f, g) 7→ g ◦ f (A.21)

是连续的.

证明 根据 LCH 空间中紧集与开集的分离易得，对任意 (f, g) ∈ ◦−1(S(K,V ))，存在开集 U 使得 (f, g) ∈
S(K,U)× S(f(K), V ) ⊂ ◦−1(S(K,V )).

如果 X = pt为单点空间，则容易验证 (C(pt, Y ), Tc.o.) ∼= (Y, TY )，在这种观点下可得推论

推论 A.2 (赋值的连续性)

♥

设 X 为 LCH空间，Y 为一般拓扑空间，考虑 (C(X,Y ), Tc.o.)，则赋值映射

e : X × C(X,Y )→ Y, (x, f) 7→ e(x, f) = f(x) ∈ Y (A.22)

为连续映射.

证明 此时赋值映射恰好为复合映射 ◦ : C(pt,X)× C(X,Y )→ C(pt, Y ).
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