
练习题1.1

January 21, 2013

1 第第第一一一章章章 实实实数数数和和和数数数列列列极极极限限限

1.1 数数数轴轴轴

1.1.1 反反反证证证法法法。。。设设设r = m
n是是是有有有理理理数数数，，，w是是是无无无理理理数数数。。。

若若若r + w = p
q，，，则则则w = p

q − m
n = pn−qm

qn 为为为有有有理理理数数数，，，与与与题题题设设设相相相悖悖悖

联联联系系系“““有有有理理理数数数域域域”””的的的概概概念念念，，，即即即加加加减减减乘乘乘除除除四四四则则则运运运算算算封封封闭闭闭，，，用用用反反反证证证法法法。。。

1.1.2 根根根据据据“““对对对任任任意意意实实实数数数，，，总总总有有有rn → x”””，，，仿仿仿照照照本本本节节节的的的方方方法法法构构构造造造一一一个个个有有有理理理数数数列列列p
q < r1+r2

2 < p+1
q q → ∞即即即得得得证证证；；；

利利利用用用此此此有有有理理理数数数列列列和和和例例例1的的的结结结论论论构构构造造造p <
√
p2 + 1 < p+ 1无无无理理理数数数列列列（（（当当当q充充充分分分大大大时时时，，，p也也也充充充分分分大大大）））即即即得得得证证证。。。

1.1.3 反反反证证证法法法。。。 3
√
2 = m

n 于于于是是是m3 = 2n3,利利利用用用奇奇奇偶偶偶性性性：：：m为为为偶偶偶数数数则则则 m3 = (2p)
3
= 2n3 ，，，4p3 = n3 n也也也为为为偶偶偶数数数；；；

而而而m
n 约约约分分分为为为最最最简简简形形形式式式后后后不不不可可可能能能都都都为为为偶偶偶数数数。。。

1.1.4 反反反证证证法法法。。。利利利用用用例例例1的的的结结结论论论，，，
(√

2 +
√
3
)2

= 5 + 2
√
6不不不是是是完完完全全全平平平方方方数数数，，，即即即得得得证证证。。。

1.1.5 (0,0)是是是有有有理理理点点点。。。反反反证证证法法法。。。直直直接接接展展展开开开，，，x2 − 2
√
2x+ y2 = 0，，，按按按照照照第第第1题题题结结结论论论，，，上上上式式式左左左边边边是是是无无无理理理数数数，，，而而而右右右边边边是是是

零零零。。。

1.1.6 当当当ab ≤ 0时时时，，，取取取等等等号号号；；；当当当ab > 0时时时，，，||a| − |b|| < max (|a|, |b|) < |a|+ |b| = |a+ b|。。。

1.1.7 a，，，b符符符号号号相相相同同同，，，则则则a
b > 0。。。

1.1.8 数数数轴轴轴上上上，，，x到到到−1的的的距距距离离离小小小于于于其其其到到到1的的的距距距离离离。。。

1.1.9 归归归纳纳纳法法法。。。n = 2时时时成成成立立立，，，设设设|
n∑

i=1

ai| 6
n∑

i=1

|ai|，，，于于于是是是

|
n∑

i=1

ai| = |
n∑

i=1

ai + an+1| 6 |
n∑

i=1

ai|+ |an+1| 6
n∑

i=1

|ai|+ |an+1| =
n+1∑
i=1

|ai|

1.1.10 按按按a < b, a > b, a = b讨讨讨论论论即即即证证证。。。

max (a,b) = a+b
2 + |a−b|

2 表表表示示示从从从a, b的的的中中中点点点出出出发发发，，，向向向前前前（（（数数数轴轴轴正正正向向向）））一一一半半半的的的a, b间间间距距距，，，正正正好好好是是是a, b中中中较较较大大大者者者。。。

min (a,b) = a+b
2 − |a−b|

2 表表表示示示从从从a, b的的的中中中点点点出出出发发发，，，向向向后后后（（（数数数轴轴轴负负负向向向）））一一一半半半的的的a, b间间间距距距，，，正正正好好好是是是a, b中中中较较较小小小者者者。。。

1.1.11 证证证明明明：：：

m 6 ai
bi

6 M

bim 6 ai 6 Mbi

m

n∑
i=1

bi 6
n∑

i=1

ai 6 M

n∑
i=1

bi
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因为b1, b2, · · · , bn都是正数，
n∑

i=1

bi > 0,所以

m 6 a1 + a2 + · · ·+ an
b1 + b2 + · · ·+ bn

6 M

1.1.12 归归归纳纳纳法法法。。。n = 2显显显然然然；；；设设设(1 + x)
n
> 1 + nx,又又又x > −1,则则则

(1 + x)
n
(1 + x) > (1 + nx) (1 + x) > 1 + (n+ 1)x

1.1.13 由由由对对对称称称性性性，，，只只只需需需考考考察察察0 6 x < y，，，原原原式式式等等等价价价于于于

xm (yn − xn) + ym (xn − yn) 6 0

(xm − ym) (yn − xn) 6 0
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练习题1.2

January 24, 2013

1 第第第一一一章章章 实实实数数数和和和数数数列列列极极极限限限

1.1 数数数轴轴轴

1.2 无无无尽尽尽小小小数数数

1.2.1 直直直接接接证证证明明明；；；

任意有理数p
q，对于确定的q，可按其除q的余数将整数分成q类；由除法过程，进位后的被除数必然属于某一同余类，

从而至多经过q次，余数就会重复出现，所以p
q不是有尽小数就是无尽循环小数；

任意无尽循环小数a = 0.ȧ1 · · · ȧn，则a × 10−n = 0.0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
n个0

ȧ1 · · · ȧn，两式相减得a × 10n−1
10n = 0.a1 · · · an，于

是a = a1···an

10n−1 = a1···an

9 · · · 9︸ ︷︷ ︸
n个9

为有理数。

1.2.2 实实实数数数
一一一一一一对对对应应应←→ 长长长度度度

一一一一一一对对对应应应←→ 无无无尽尽尽小小小数数数（（（公公公理理理）））

由上题有理数⇐⇒循环小数（有尽小数看做0循环），故无理数⇐⇒无尽不循环小数。

1.2.3 0.24999 · · · = 0.25= 1
4，，，0.3̇75̇ = 375

999 = 125
333，，，4.5̇18̇ = 4 518

999 = 4 14
27 = 122

27

注意0.9̇ = 1，可用极限来定义无尽不循环小数。

1.2.4 反反反证证证法法法；；；

无尽不循环的性质很明显，对任意固定的n，总可以有连续n位是0，也可以有连续n位是1，于是只要假设存在循环
节，总能找出反例。

1.2.5 （（（1）））反反反证证证法法法；；；

若s ̸= 0，则
√
2 = − r

s为有理数（注意有理数域的概念，习题1.1）；
（2）设法化为（1）的情况；

平方，r + s
√
2 = −t

√
3，

(
r + s

√
2
)2

=
(
−t
√
3
)2
。

1.2.6 归归归纳纳纳法法法；；；

(1 + a1) · · · (1 + an) (1 + an+1) > (1 + a1 + · · ·+ an) (1 + an+1)

= 1 + a1 + · · ·+ an + an+1 +
n∑

i=1

aian+1

条件a1, a2, · · · , an同号使得上式
∑
中各项均为正。

1



1.2.7 从从从结结结论论论出出出发发发；；；

直接应用上题结论，两式右边即得证；观察（1）式左边恰是（2）式右边的倒数，若 1∏
(1−a) >

∏
(1 + a)即得证；而

∏
(1− a)

∏
(1 + a) =

n∏
i=1

(
1− a2i

)
< 1
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练习题1.2

January 24, 2013

1 第第第一一一章章章 实实实数数数和和和数数数列列列极极极限限限

1.1 数数数轴轴轴

1.2 无无无尽尽尽小小小数数数

1.3 数数数列列列极极极限限限

1.3.1 “““ε−N”””

（（（1））） 1
1+

√
n
< 1√

n
< ε，，，取取取n > 1

ε2

（（（2））） sinn
n 6 1

n < ε，，，取取取n > 1
ε

（（（3）））原原原式式式单单单调调调递递递减减减，，，故故故可可可取取取2n，，， (2n)!

(2n)2n
< nn(2n)n

(2n)2n
=

(
1
2

)n
< ε，，，由由由例例例3知知知可可可取取取n > ln ε

ln 1
2

（（（4）））| (−1)n−1

n | < 1
n < ε，，，取取取n > 1

ε

（（（5）））| 2n+3
5n−10 − 2

5 | = | 7
5n−10 | < ε，，，取取取n > 1

5

(
7
ε + 10

)
（（（6）））|0.9 · · · 9− 1| = 10−n < ε，，，取取取n >

ln 1
ε

ln 10

（（（7）））| 1+2+···+n
n2 − 1

2 | = | (n+1)n
2n2 − 1

2 | =
1
2n < ε，，，取取取n > 1

2ε

（（（8）））| 1
2+22+···+n2

n3 − 1
3 | = |n(n+1)(2n+1)

6n3 − 1
3 | =

3n2+n
6n3 < 3n2+n2

6n3 = 2
3n < ε，，，取取取n > 2

3ε

（（（9）））| arctann− π
2 | =

π
2 − arctann < ε，，，arctann > π

2 − ε，，，取取取n > tan
(
π
2 − ε

)
（（（10）））π

2 − ε < arctann
2 = n2 arctann

n2+n2 6 n2 arctann
1+n2 < arctann < π

2 + ε，，，取取取n > max
{
tan (π − 2ε) , tan

(
π
2 − ε

)}
1.3.2 按按按定定定义义义；；；

||an| − |a|| 6 |an − a| < ε，即得证；逆命题不成立，如an = (−1)
n

1.3.3 按按按定定定义义义；；；

取ε = 1
2，若k ∈ (A− ε,A+ ε)，则k − 1 < A− ε < k < A+ ε < k + 1，则(A− ε,A+ ε)中不含其它整数。

1.3.4 按按按定定定义义义重重重新新新叙叙叙述述述即即即可可可；；；

（（（1）））不不不能能能；；；如如如{−1, 1,−1, 1, · · ·}即即即an = (−1)
n
，，，取取取a = 1

1



（（（2）））不不不能能能；；；如如如
{
−1

2 ,
1
2 ,−

1
2 ,

1
2 , · · ·

}
即即即an = 1

2 (−1)
n
，，，取取取a = 0

（（（3）））可可可以以以；；；极极极限限限定定定义义义中中中任任任意意意正正正数数数ε的的的“““任任任意意意”””强强强调调调的的的是是是任任任意意意小小小，，，ε < 1约约约束束束不不不起起起作作作用用用；；；

（（（4）））可可可以以以；；； 1
k < ε，，， 1

k本本本身身身是是是无无无穷穷穷小小小（（（k → ∞）））

（（（5）））可可可以以以；；；即即即从从从某某某项项项起起起，，，后后后面面面各各各项项项全全全在在在(a− ε, a+ δ)中中中，，，取取取ε = min {ε, δ}即即即可可可。。。

1.3.5 对对对于于于数数数列列列{an}，，，有有有ε0 > 0,使使使得得得∀n ∈ N∗, ∃n0 > n, s.t. |an − a| > ε0

或者说{an}有无限项在区间(a− ε0, a+ ε0)以外。

1.3.6 从从从结结结论论论出出出发发发（（（观观观察察察法法法）））；；；或或或利利利用用用递递递推推推公公公式式式；；；

（1）整理条件易得
an + bn + cn = an−1 + bn−1 + cn−1 = · · · = a+ b+ c

暂不考虑存在性，对条件两边取极限，可以解出

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

cn =
a+ b+ c

3

从此结论出发，按定义an

|an − a+ b+ c

3
| = 1

3
|2an − bn − cn| < ε

于是考察an − bn, an − cn由原条件易得

an − bn = −1

2
(an−1 − bn−1)

等比数列|q| < 1，得证。
（2）将三个条件循环代入得

an =
1

2
(bn−1 + cn−1) =

1

2

(
an−2 + cn−2

2
+

an−2 + bn−2

2

)
=

1

2

(
an−2 +

cn−2 + bn−2

2

)
=

1

2
(an−2 + an−1)

求通项公式，通常以两个等比数列为坐标；令

q2 − 1

2
q − 1

2
= 0

解得

q1 = −1

2
, q2 = 1

于是
{
an + 1

2an−1

}
为公比是q = 1的等比数列，{an − an−1}为公比是q = −1

2的等比数列，于是

an =
2
(
an + 1

2an−1

)
+ (an − an−1)

3

代入通项公式，再求极限即得证。
{an}的通项公式也可以由两个等比数列之一用初等方法推出。

2



练习题1.4

January 25, 2013

1 第第第一一一章章章 实实实数数数和和和数数数列列列极极极限限限

1.1 数数数轴轴轴

1.2 无无无尽尽尽小小小数数数

1.3 数数数列列列极极极限限限

1.4 收收收敛敛敛的的的性性性质质质

1.4.1 唯唯唯一一一性性性、、、有有有界界界性性性、、、子子子列列列、、、四四四则则则运运运算算算、、、无无无穷穷穷小小小、、、夹夹夹逼逼逼准准准则则则、、、保保保号号号性性性

（（（1）））不不不能能能判判判定定定；；；如如如{n}+ {n} , {n}+ {−n}，，，{(−1)
n} × {(−1)

n} , {n} × {n}

（（（2）））发发发散散散；；；反反反证证证法法法，，，利利利用用用四四四则则则运运运算算算性性性质质质bn = (an + bn)− an

（（（3）））发发发散散散；；；反反反证证证法法法，，，利利利用用用四四四则则则运运运算算算性性性质质质bn = anbn
an

（（（4）））不不不能能能判判判定定定；；；如如如{0} × {n} ,
{

1
n

}
×
{
n2
}

（（（5）））不不不能能能判判判定定定；；；如如如sinn 6 1
2n + sinn 6 1

n + sinn，，，n 6 1
2n + n 6 1

n + n

1.4.2 按按按定定定义义义；；；

充分靠后时an+1, an ∈ (a− ε, a+ ε)故

1− 2ε

a− ε
<

a− ε

a+ ε
<

an+1

an
<

a+ ε

a− ε
< 1 +

2ε

a− ε

当a ̸= 0时， 2ε
a−ε是任意小；

若a = 0，则任取一个|q| < 1的等比数列或

an =

{
1

n

}
· {−1,−1, 1} ,

{
an+1

an

}
=

{
n

n+ 1

}
· {1,−1,−1}

极限不存在。

1.4.3 仅仅仅用用用本本本节节节前前前的的的知知知识识识求求求解解解

（（（1）））lim 3n+(−2)n

3n+1+(−2)n+1 = lim
1
3+

1
3 (−

2
3 )

n

1+(− 2
3 )

n = 1
3

（（（2）））lim
(

1+2+···+n
n+2 − n

2

)
= lim n(n+1)−n(n+2)

2(n+2) = lim −n
2(n+2) = lim −1

2(1+ 2
n )

=-12

1



（（（3）））lim
√
n
(√

n+ 1−
√
n
)
= lim

√
n(

√
n+1−

√
n)(

√
n+1+

√
n)√

n+1+
√
n

= lim
√
n√

n+1+
√
n
= lim 1√

1+ 1
n+1

= 1
2

（（（4）））化化化简简简

√
n2 + n− n =

(√
n2 + n− n

) (√
n2 + n+ n

)
√
n2 + n+ n

=
n√

n2 + n+ n
=

1√
1 + 1

n + 1

当n充分大时， 1
3 < 1√

1+ 1
n+1

< 1
2 (

1

3

) 1
n

<

 1√
1 + 1

n + 1

 1
n

<

(
1

2

) 1
n

由夹逼准则得原式lim
(√

n2 + n− n
) 1

n = 1

（（（5）））同同同上上上，，，当当当n充充充分分分大大大时时时，，，1
2 < 1− 1

n < 1

（（（6）））考考考虑虑虑(n)
1
n → 1，，，lim

(n2−n+2)
1
n

n
1
n

n
1
n = lim

(
n− 1 + 2

n

) 1
n = lim

(
1− 1

n + 2
n2

) 1
n，，，同同同上上上；；；

（（（7）））同同同上上上，，，当当当n充充充分分分大大大时时时，，，1
2 < arctann < π

2

（（（8）））同同同上上上，，，1 6 2 sin2 n+ cos2 n = 1 + sin2 n 6 2

（（（9）））化化化简简简

lim

[(
n2 + 1

) 1
8 − (n+ 1)

1
4

] [(
n2 + 1

) 1
8 + (n+ 1)

1
4

]
(n2 + 1)

1
8 + (n+ 1)

1
4

= lim

(
n2 + 1

) 1
4 − (n+ 1)

1
2

(n2 + 1)
1
8 + (n+ 1)

1
4

同理 = lim

(
n2 + 1

) 1
2 − (n+ 1)[

(n2 + 1)
1
8 + (n+ 1)

1
4

] [
(n2 + 1)

1
4 + (n+ 1)

1
2

]
同理 = lim

n2 + 1− (n+ 1)
2[

(n2 + 1)
1
8 + (n+ 1)

1
4

] [
(n2 + 1)

1
4 + (n+ 1)

1
2

] [
(n2 + 1)

1
2 + (n+ 1)

]
分子为− 2n = lim

−2[
(n2 + 1)

1
8 + (n+ 1)

1
4

] [
(n2 + 1)

1
4 + (n+ 1)

1
2

]
(n2+1)

1
2 +(n+1)
n

= lim
−2[

(n2 + 1)
1
8 + (n+ 1)

1
4

] [
(n2 + 1)

1
4 + (n+ 1)

1
2

] [(
1 + 1

n2

) 1
2 + 1 + 1

n

]
= 0

1.4.4 求求求极极极限限限（（（构构构造造造：：：拆拆拆项项项、、、添添添项项项）））

（（（1）））lim 1+a+a2+···+an−1

1+b+b2+···+bn−1
1−a
1−b

1−b
1−a = lim 1−an

1−bn
1−b
1−a = 1−b

1−a

（（（2）））lim
(
1− 1

2 + 1
2 − 1

3 + · · ·+ 1
n − 1

n+1

)
= lim

(
1− 1

n+1

)
= 1

（（（3）））lim
(
1 + 1

2

) (
1 + 1

3

)
· · ·
(
1 + 1

n

) (
1− 1

2

) (
1− 1

3

)
· · ·
(
1− 1

n

)
= lim n+1

2
1
n = 1

2

2



（（（4）））lim 2
1+2

2+3
1+2+3 · · ·

2+3+···+n
1+2+3+···+n = lim 4×1

3×2
5×2
4×3 · · ·

(2+n)(n−1)
(1+n)×n = lim 2+n

3
1
n = 1

3

（（（5）））讨讨讨论论论 当当当n为偶数时，lim 1
n | (1− 2) + (3− 4) + · · ·+ (n− 1− n) | = lim 1

n | − 1× n
2 | =

1
2

当n为奇数时，lim 1
n |1 + (−2 + 3) + (−4 + 5) + · · ·+ (− (n− 1) + n) | = lim 1

n |1 + 1× n−1
2 | = 1

2

（（（6）））化化化简简简

lim
1

1− x
(1− x) (1 + x)

(
1 + x2

) (
1 + x4

)
· · ·
(
1 + x2n−1

)
= lim

1

1− x

(
1− x2n

)
=

1

1− x

1.4.5 求求求极极极限限限（（（例例例5）））

（（（1）））结结结合合合本本本节节节内内内容容容，，，从从从条条条件件件0 6 a 6 b猜猜猜测测测出出出题题题意意意图图图可可可能能能是是是考考考夹夹夹逼逼逼准准准则则则；；；

(bn)
1
n 6 (an + bn)

1
n 6 (2bn)

1
n

得极限为b；

（（（2）））直直直接接接推推推广广广；；；取取取A = max {a1, a2, · · · , am}

(An)
1
n 6 (an1 + an2 + · · ·+ anm)

1
n 6 (mAn)

1
n

得极限为A。

1.4.6 直直直接接接放放放缩缩缩；；；

明显应该用夹逼准则
nan − 1 < [nan] 6 nan

以下为四则运算，略。

1.4.7 平平平均均均值值值不不不等等等式式式H 6 G 6 A（（（例例例4）））

夹逼准则
n

1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

6 n
√
a1a2 · · · an 6 a1 + a2 + · · ·+ an

n

左边为

(
1
a1

+ 1
a2

+···+ 1
an

n

)−1

当a ̸= 0时，显然得证；

当a = 0时，

0 < n
√
a1a2 · · · an 6 a1 + a2 + · · ·+ an

n

右边的极限为0，得证。

其实对于a = +∞也是成立的，
{

1
an

}
→ 0则 n

√
1
a1

1
a2

· · · 1
an

= 1
n
√
a1a2···an

→ 0于是 n
√
a1a2 · · · an → +∞

1.4.8 利利利用用用上上上题题题结结结论论论（（（题题题目目目本本本身身身已已已经经经给给给出出出提提提示示示）））

（（（1）））
{
a1,

a2

a1
, a3

a2
, · · · , an+1

an

}
符符符合合合4.7的的的条条条件件件；；；

（（（2）））{a, a, a, · · · , a}符符符合合合（（（1）））的的的条条条件件件；；；例例例5的的的新新新证证证法法法，，，但但但其其其依依依据据据4.7的的的证证证明明明依依依然然然用用用到到到了了了夹夹夹逼逼逼准准准则则则；；；

（（（3）））{1, 2, 3, · · · , n}符符符合合合（（（1）））的的的条条条件件件；；；1.3例例例4的的的新新新证证证法法法，，，但但但其其其依依依据据据4.7的的的证证证明明明依依依然然然用用用到到到了了了均均均值值值不不不等等等式式式来来来放放放缩缩缩；；；

（（（4）））
{
1, 1

2 ,
1
3 , · · · ,

1
n

}
符符符合合合4.7的的的条条条件件件。。。

3



1.4.9 同同同例例例4，，，“““移移移动动动平平平均均均”””。。。

1.4.10 按按按提提提示示示；；；

√
n+ p−

√
n =

(
√
n+p−

√
n)(

√
n+p+

√
n)√

n+p+
√
n

= p√
n+p+

√
n
→ 0, p = 1, 2, 3, · · · , p；有限个0相加仍为0

1.4.11 按按按提提提示示示；；；

n = 2a3b5c7d11e13f · · ·

质数的个数是无穷的，所以

∀ε > 0, ∃A为第r个质数, s.t.
1

A
< ε

于是存在N1 = 2× 3× 5× · · · ×Ar−1 ×A

P (N1)

N1
=

r

2× 3× 5× · · · ×A

易知r < A，所以考虑当A充分大时，r也足够大（r > 4），r < (r − 1)!

P (N1)

N1
=

r

2× 3× 5× · · · ×A
<

1× 2× 3× · · · × (r − 1)

2× 3× 5× · · · ×Ar−1 ×A
<

1

A
< ε

再证从N1往后的所有整数都小于ε
易知：记B为第r + 1个质数，则完全同上的有

P (N2)

N2
=

r + 1

2× 3× 5× · · · ×A×B
<

1

B
<

1

A
< ε

质数的个数是无穷的，上式可“蛙跳”至无穷，于是只须证明N1到N2之间的整数n满足结论；

n < N2 ⇒ P (n) < r + 1

对于N1 < n < N2
P (n)

n
<

r + 1

N1
< ε

因为当A充分大时，r也足够大（r > 4），r + 1 < (r − 1)!完全同上，得证。

1.4.12 按按按提提提示示示

先证等式 √
1 +

k

n2
− 1 =

1

n2

 k

1 +
√
1 + k

n2


(√

1 +
k

n2
− 1

)(√
1 +

k

n2
+ 1

)
=

k

n2

于是

xn =

n∑
k=1

1

n2

 k

1 +
√
1 + k

n2

 =
1

n2

n∑
k=1

 k

1 +
√

1 + k
n2


其中

1

n
> k

n2 = 1
n

k
n > 1

n2

k

1 +
√

1 + 1
n

6 k

1+
√

1+ k
n2

6 k

1 +
√
1 + 1

n2

得证。
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练习题1.5

January 26, 2013

1 第第第一一一章章章 实实实数数数和和和数数数列列列极极极限限限

1.1 数数数轴轴轴

1.2 无无无尽尽尽小小小数数数

1.3 数数数列列列极极极限限限

1.4 收收收敛敛敛的的的性性性质质质

1.5 无无无穷穷穷大大大

无界、无界子列、子列、加法和乘法

1.5.1 放放放缩缩缩法法法；；；

当n充分大时（n > 4）
P (n) = (n− 4)n2 + (5n− 6) > n2

P (−n) = −n3 − 4n2 − 5n− 6 < −n3

1.5.2 也也也是是是习习习题题题1.4.7在在在a为为为无无无穷穷穷大大大情情情况况况下下下的的的特特特例例例；；；

1 + 2 + 3 + · · ·+ n

n
=

(1 + n)n

2n
=

1 + n

2

1.5.3 也也也是是是习习习题题题1.4.7在在在a为为为无无无穷穷穷大大大情情情况况况下下下的的的特特特例例例；；；

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2

n2
=

n (n+ 1) (2n+ 1)

6n2
=

(
1 +

1

n

)
2n+ 1

6

1.5.4 分分分子子子有有有理理理化化化；；；

n
(√

n−
√
n+ 1

) (√
n+

√
n+ 1

)
√
n+

√
n+ 1

=
n (n− (n+ 1))
√
n+

√
n+ 1

=

√
n (−1)

1 +
√
1 + 1

n

<
−
√
n

2

1.5.5 放放放缩缩缩法法法；；；

1√
n+ 1

+
1√
n+ 2

+ · · ·+ 1√
n+ n

>
n√
n+ n

1



1.5.6 观观观察察察法法法；；；

an+1 = an +
1

an
= an−1 +

1

an−1
+

1

an
= · · ·

= a1 +
1

a1
+

1

a2
+

1

a3
+ · · ·+ 1

an

可考虑调和级数；显然{an}是递增的正数列，若能证明

an < n

即可；归纳法

an+1 = an +
1

an
< n+

1

an

而由均值不等式易知

an = an−1 +
1

an−1
> 2

√
an−1

1

an−1
= 2

得证。

本本本题题题也也也是是是1.11节节节例例例2的的的一一一个个个实实实例例例：：： lim an

n 存在说明an → +∞；只须说明{an}满足1.11节例2的条件即可；同
上an > 2

an+1 = an +
1

an
6 an + a1

用归纳法

an+m+1 = an+m + 1
an+m

6 an + am +
1

an+m

6 an + am +
1

am
= an + am+1

得证。

调调调和和和级级级数数数发发发散散散，，，其其其和和和趋趋趋于于于+∞的的的证证证明明明；；；
¶1.6节例2

a2k = 1 +
1

2
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)
+

(
1

9
+ · · ·+ 1

16

)
+ · · ·+

(
1

2k−1 + 1
+ · · ·+ 1

2k

)
> 1 +

1

2
+

(
1

4
+

1

4

)
+

(
1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8

)
+

(
1

16
+ · · ·+ 1

16

)
+ · · ·+

(
1

2k
+

1

2k
+ · · ·+ 1

2k

)
= 1 +

1

2
+

1

2
+

1

2
+

1

2
+ · · ·+ 1

2︸ ︷︷ ︸
k个 1

2

= 1 +
k

2

·1.8节例4

an+p − an =
1

(n+ 1)
α +

1

(n+ 2)
α + · · ·+ 1

(n+ p)
α

> 1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ p
> p

n+ p

于是总有

a2n − an > n

n+ n
=

1

2

单调递增的数列{an}不是基本列，不存在极限，故无界，从而{an} → +∞
¸1.7节习题8、习题10

2



练习题1.6

January 26, 2013

1 第第第一一一章章章 实实实数数数和和和数数数列列列极极极限限限

1.1 数数数轴轴轴

1.2 无无无尽尽尽小小小数数数

1.3 数数数列列列极极极限限限

1.4 收收收敛敛敛的的的性性性质质质

1.5 无无无穷穷穷大大大

1.6 单单单调调调数数数列列列

单调有界数列必有极限、闭区间套定理

1.6.1 利利利用用用定定定理理理1.8证证证明明明；；；

（（（1）））当当当n充充充分分分大大大时时时，，，0 < n+9
2n−1 < 1，，，{xn}是是是递递递减减减的的的，，，有有有下下下界界界0

（（（2）））0 < 1− 1
n+1 < 1，，，{xn}是是是递递递减减减的的的，，，有有有下下下界界界0

（（（3）））1 + 1
2n+1 > 1，，，{xn}是是是递递递增增增的的的，，，只只只须须须证证证明明明有有有上上上界界界；；；

¶等比数列；
由递推公式xn+1 = xn

(
1 + 1

2n

)
易知

xn = x1 +
x1

22
+

x2

23
+ · · ·+ xn−1

2n

考虑等比数列，而{xn}是递增的正数列，只留下xn

xn 6 3

2
+

xn

22
+

xn

23
+ · · ·+ xn

2n

xn 6 3

2
+

xn

22
1− 1

2n−1

1− 1
2

<
3

2
+

xn

2

xn < 3

·均值不等式；

xn = Gn 6 An =

(
1 + 1

2 + 1 + 1
22 + · · ·+ 1 + 1

2n

n

)n

=

(
1 +

1
2 + 1

22 + · · ·+ 1
2n

n

)n

<

(
1 +

1

n

)n

< e

1



注（1.7节）

en =

(
1 +

1

n

)n

=
n∑

k=0

Ck
n

(
1

n

)k

=
n∑

k=0

n!

k! (n− k)!

1

nk

=
n∑

k=0

1

k!

n (n− 1) · · · (n− k + 1)

nk

=

n∑
k=0

1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·

(
1− k − 1

n

)
单调递增必有极限；

¸取对数，积化和；由
ln (1 + a) < a

或（不用到更后面的知识）由 (
1 +

1

n

)n

< e

及lnx的单调性得

ln

(
1 +

1

n

)
<

1

n

结合ex的单调性，于是

xn = exp
∑

ln
(
1 + 1

2n

)
< exp

∑ 1

2n
< e

1.6.2 明明明显显显{xn}递递递增增增;

xn+1 =
√
2 + xn > xn ⇔ −1 < xn < 2

而x1 =
√
2

xn < 2 ⇒ xn+1 =
√
2 + xn <

√
2 + 2 = 2

由归纳法知
xn < 2

不仅证明了{xn}递增，同时证明了{xn}有界，得证。

1.6.3 按按按定定定义义义；；；

只须证明递增情况；设{akn}收敛于A，即

∀ε > 0, ∃N1 ∈ N+, s.t. 当n > N1时, A− ε < akn < A+ ε

由于

kn > n

an 6 akn < A+ ε

当n > N2 > kN1时

n > kN1

an > akN1
> A− ε

取N = max {N1, N2}即得证。

2



1.6.4 按按按提提提示示示；；；

0 < an (1− an) 6
1

4
< (1− an) an+1

而0 < an < 1
an < an+1

单调递增有上界，设lim an = A，则

A (1−A) 6 1

4
6 (1−A)A

解出A = 1
2

1.6.5 直直直接接接写写写出出出；；；

an+1 > an

(n+ 1)!
1

n+1 > n!
1
n

(n+ 1)! > n!1+
1
n

n+ 1 > n!
1
n

(n+ 1)
n > n!

(n+ 1)
n > nn > n!

3



练习题1.7

February 1, 2013

1 第第第一一一章章章 实实实数数数和和和数数数列列列极极极限限限

1.1 数数数轴轴轴

1.2 无无无尽尽尽小小小数数数

1.3 数数数列列列极极极限限限

1.4 收收收敛敛敛的的的性性性质质质

1.5 无无无穷穷穷大大大

1.6 单单单调调调数数数列列列

1.7 自自自然然然对对对数数数底底底

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e (1)

1.7.1 要要要求求求严严严格格格按按按定定定义义义及及及四四四则则则运运运算算算等等等；；；

（（（1）））

lim
n→∞

(
1 +

1

n− 2

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1

n− 2

)n−2

lim
n→∞

1 +
1

n− 1
lim
n→∞

1 +
1

n− 1
= e

（（（2）））

lim
n→∞

(
1− 1

n+ 3

)n

= lim
n→∞

(
n+ 2

n+ 3

)n

= lim
n→∞

(
1

1 + 1
n+2

)n

= lim
n→∞

1(
1 + 1

n+2

)n+2

(
1 +

1

n+ 2

)2

=
1

e

（（（3）））

lim
n→∞

(
1 + n

2 + n

)n

= lim
n→∞

(
1

1 + 1
n+1

)n

= lim
n→∞

1(
1 + 1

n+1

)n+1

(
1 +

1

n+ 1

)
=

1

e

（（（4）））

lim
n→∞

(
1 +

2

n

)n

=

{
limm→∞

(
1 + 1

m

)m (
1 + 1

m

)m
= e2 , n = 2m

limm→∞

(
1 + 1

m+ 1
2

)m (
1 + 1

m+ 1
2

)m (
1 + 2

2m+1

)
= e2 , n = 2m+ 1(

1 +
1

m+ 1

)m

<

(
1 +

1

m+ 1
2

)m

<

(
1 +

1

m

)m

1



（（（5）））

lim
n→∞

(
1 +

3

n

)n

=


limm→∞

(
1 + 1

m

)m (
1 + 1

m

)m (
1 + 1

m

)m
= e3 , n = 3m

limm→∞

(
1 + 1

m+ 1
3

)m (
1 + 1

m+ 1
3

)m (
1 + 1

m+ 1
3

)m (
1 + 3

3m+1

)
= e3 , n = 3m+ 1

limm→∞

(
1 + 1

m+ 2
3

)m (
1 + 1

m+ 2
3

)m (
1 + 1

m+ 2
3

)m (
1 + 3

3m+2

)2
= e3 , n = 3m+ 2(

1 +
1

m+ 1

)m

<

(
1 +

1

m+ 1
3

)m

<

(
1 +

1

m

)m

（（（6）））

lim
n→∞

(
1 +

1

2n2

)4n2

= lim
n→∞

(
1 +

1

2n2

)2n2 (
1 +

1

2n2

)2n2

= e2

1.7.2 k是是是有有有限限限数数数；；；仿仿仿照照照上上上题题题（（（4）））（（（5）））小小小题题题讨讨讨论论论，，，将将将原原原数数数列列列不不不重重重不不不漏漏漏分分分成成成k个个个子子子列列列，，，可可可证证证明明明这这这k个个个子子子列列列的的的极极极限限限都都都
是是是ek，，，得得得证证证；；；

lim
n→∞

(
1 +

k

n

)n

= ek (2)

1.7.3 正正正文文文用用用二二二项项项展展展开开开，，，这这这里里里按按按提提提示示示用用用均均均值值值不不不等等等式式式；；；(
1 +

1

n

)n

= 1×
(
1 +

1

n

)
· · ·
(
1 +

1

n

)
︸ ︷︷ ︸

n个

<

[
1 + n×

(
1 + 1

n

)
n+ 1

]n+1

=

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

(3)

1.7.4 按按按提提提示示示；；；

证明
{

1
an

}
严格递增，均值不等式

(
n

n+ 1

)n+1

= 1×
(

n

n+ 1

)
· · ·
(

n

n+ 1

)
︸ ︷︷ ︸

n+1个

<

[
1 + (n+ 1)× n

n+1

n+ 1

]n+2

(4)

1.7.5 利利利用用用前前前两两两题题题结结结论论论；；；左左左边边边严严严格格格递递递增增增地地地趋趋趋于于于e，，，右右右边边边严严严格格格递递递减减减地地地趋趋趋于于于e(
1 +

1

n

)n

< e <

(
1 +

1

n

)n+1

(5)

1.7.6 利利利用用用上上上题题题结结结论论论；；；对对对数数数函函函数数数严严严格格格递递递增增增；；；

对上式取对数即得
1

n+ 1
< ln

(
1 +

1

n

)
<

1

n
(6)

1.7.7 利利利用用用上上上题题题结结结论论论最最最便便便捷捷捷；；；或或或者者者利利利用用用第第第2题题题结结结论论论，，，将将将第第第3、、、4题题题中中中的的的 1
n替替替换换换为为为

k
n，，，再再再经经经过过过第第第5题题题也也也可可可得得得证证证；；；

右边

ln

(
1 +

k

n

)
< ln

(
1 +

1

n

)k

= k ln

(
1 +

1

n

)
<

k

n

2



左边

ln

(
1 +

k

n

)
= ln

n+ k

n
= ln

n+ k

n+ k − 1

n+ k − 1

n+ k − 2
· · · n+ 1

n

>
1

n+ k
+

1

n+ k − 1
+ · · ·+ 1

n+ 1
>

k

n+ k

结论
k

n+ k
< ln

(
1 +

k

n

)
<

k

n
(7)

1.7.8 利利利用用用第第第6题题题结结结论论论；；；

令（6）式中n = 1, 2, · · · , n；然后将n个不等式加起来即得

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n+ 1
< ln (n+ 1) = ln

(
1 +

1

n

)(
1 +

1

n− 1

)
· · ·
(
1 +

1

1

)
< 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
(8)

1.7.9 利利利用用用上上上题题题结结结论论论；；；

由（8）式易知

0 < xn < 1− 1

n+ 1
< 1

试证{xn}单调，利用第6题结论

xn+1 − xn =
1

n+ 1
+ ln (n+ 1)− ln (n+ 2) =

1

n+ 1
− ln

(
1 +

1

n+ 1

)
> 0

得证；欧拉常数

γ = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
− ln (n+ 1)

)
(9)

1.7.10 利利利用用用上上上题题题结结结论论论;

γ = limxn相当于

xn = γ + αn

1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
= ln (n+ 1) + γ + αn

将εn记作

εn = αn + ln (n+ 1)− lnn = αn + ln

(
1 +

1

n

)
即得

lim
n→∞

1

n
e1+

1
2+

1
3+···+ 1

n = lim
n→∞

1

n
eln(n+1)+γ+αn = lim

n→∞

1

n
× neγeεn = eγ (10)

用定义证明
eεn → 1

∀ε > 0, ∃N ∈ N+, s.t. 当n > N时, 1− ε < eεn < 1 + ε, ln (1− ε) < εn < ln (1 + ε)

另外，{xn}递增地趋于γ，αn < 0；由（6）式得

εn+1 − εn =
1

n+ 1
− ln

n+ 1

n
< 0

3



故εn递减地趋于0，εn > 0；由（5）式得

1
n+1e

1+ 1
2+

1
3+···+ 1

n+1

1
ne

1+ 1
2+

1
3+···+ 1

n

=
n

n+ 1
e

1
n+1 < 1

故（10）左边递减地趋于eγ，则γ < 1

1

n
e1+

1
2+

1
3+···+ 1

n > eγ ,当n = 1时, e > eγ

1.7.11 利利利用用用上上上题题题结结结论论论；；； (
n+ 1

e

)n

< n! < e

(
n+ 1

e

)n+1

(11)

¶按前面各题的解法，应该是设法利用前面的结论（实际上课程视频中已经给出了明确提示）
注意到（10）式的递减性质

1

n
e1+

1
2+

1
3+···+ 1

n >
1

n+ 1
e1+

1
2+

1
3+···+ 1

n+1

于是
1 e1

>
1

2
e1+

1
2

>
1

3
e1+

1
2+

1
3

> · · ·

>
1

n
e1+

1
2+

1
3+···+ 1

n


>

1

n+ 1
e1+

1
2+

1
3+···+ 1

n+1

将这n个不等式相乘，可构造出n!和(n+ 1)
n

1

n!
exp

{
1 +

(
1 +

1

2

)
+ · · ·+

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)}
>

(
1

n+ 1
e1+

1
2+

1
3+···+ 1

n+1

)n

(n+ 1)
n

n!
> exp





1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n+ 1

+1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n+ 1

+1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n+ 1

+ · · ·

+1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n+ 1


n+1行

−



1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n+ 1

+1

+1 +
1

2
+ · · ·

+1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n




= exp

{[
1 + 2× 1

2
+ 3× 1

3
+ · · ·+ (n+ 1)× 1

n+ 1

]
−
(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n+ 1

)}
= exp

{
n+ 1−

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n+ 1

)}
据此可先证右边，只须

(n+ 1)
n+1

n!
> (n+ 1) exp

{
n+ 1−

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n+ 1

)}
> en

(n+ 1) e > e1+
1
2+

1
3+···+ 1

n+1

e > e1+
1
2+

1
3+···+ 1

n+1

n+ 1

4



右边即（10）式在n+ 1时的情况，递减，n = 1时取等号，右边得证；
左边只与右边相差一个n+ 1因子，考虑将（10）式改写为

lim
n→∞

1

n+ 1
e1+

1
2+

1
3+···+ 1

n = eγ

可能是递增的，完全仿照前面的过程（对称的），即可证明左边。
由（5）式得

1
n+1e

1+ 1
2+

1
3+···+ 1

n

1
ne

1+ 1
2+

1
3+···+ 1

n−1

=
n

n+ 1
e

1
n > 1

果然；于是
1

2
e1

<
1

3
e1+

1
2

<
1

4
e1+

1
2+

1
3

< · · ·

<
1

n
e1+

1
2+

1
3+···+ 1

n−1


<

1

n+ 1
e1+

1
2+

1
3+···+ 1

n

将这n− 1个不等式相乘得

1

n!
exp

{
1 +

(
1 +

1

2

)
+ · · ·+

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n− 1

)}
<

(
1

n+ 1
e1+

1
2+

1
3+···+ 1

n

)n−1

(n+ 1)
n−1

n!
< exp





1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

+1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

+1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
+ · · ·

+1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n


n行

−



1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
+1

+1 +
1

2
+ · · ·

+1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n− 1




= exp

{[
1 + 2× 1

2
+ 3× 1

3
+ · · ·+ n× 1

n

]
−
(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

)}
= exp

{
n−

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

)}
据此证左边，只须

(n+ 1)
n

n!
< (n+ 1) exp

{
n−

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

)}
6 en

n+ 1 6 e1+
1
2+

1
3+···+ 1

n

1 6 e1+
1
2+

1
3+···+ 1

n

n+ 1

右边即（10）的改写式，递增，n = 1时取小于号，左边得证；
·利用第5题的结论；形似（5）式；
令（5）式中n = 1, 2, 3, · · · , n，再将n个不等式相乘

2

1

(
3

2

)2(
4

3

)3

· · ·
(
n+ 1

n

)n

< en <

(
2

1

)2(
3

2

)3(
4

3

)4

· · ·
(
n+ 1

n

)n+1

5



得证；
¸构造法；
观察（11）式结构，阶乘和n次方，考虑是否有

xn

xn−1
< n <

yn
yn−1

化简后正好是（5）式，得证；
¹积分法；
阶乘和n次方，取对数化简

n ln (n+ 1)− n < ln 1 + ln 2 + · · ·+ lnn < (n+ 1) ln (n+ 1)− n

考虑到 ∫
lnx dx = x lnx− x

右边即
[x lnx− x]

n+1
1

左边与右边相差ln (n+ 1)，考察误差限；中间表示成黎曼和的形式；
对于函数lnx，将区间[1, n+ 1]顺次n等分，每个小区间长度为1，取每个小区间左端点的函数值作黎曼和A；

则A等于曲线下一系列长方形的面积之和，小于曲线下面积，于是得到右边；误差小于ln (n+ 1)，于是得到左边。
取每个小区间右端点的函数值作黎曼和B，则大于曲线下面积，组成B的每一个长方形都比A相应的部分高出一小

块长方形，一共高出ln (n+ 1)，所以长方形的底边长均为1，于是B −A = ln (n+ 1)

1.7.12 利利利用用用上上上题题题结结结论论论；；；要要要求求求不不不用用用到到到（（（连连连续续续函函函数数数）））求求求极极极限限限的的的复复复合合合法法法则则则；；；

对（11）式取极限，再用夹逼准则，即得

lim
n→∞

(n!)
1
n

n
=

1

e
(12)

计算右边时用到
n
√
e → 1

易用定义和对数函数的单调性证明
n
√
n+ 1 → 1

可用1.3节例4和夹逼准则证明
n
√
n < n

√
n+ 1 <

n
√
2n =

n
√
2× n

√
n

1.7.13 直直直接接接写写写出出出；；；

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
+

θn
n!n

,
n

n+ 1
< θn < 1

转化命题，即证
1

(n+ 1)!
< e− sn <

1

n!n

左边显然，右边只要证明不能取等号，按照正文的方法放缩时取 1
n+2即可。

e = lim
n→∞

sn = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
+ · · ·

e− sn =
1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 2)!
+ · · · > 0

6



sn+m − sn =
1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 2)!
+ · · ·+ 1

(n+m)!

=
1

(n+ 1)!

(
1 +

1

(n+ 2)
+ · · ·+ 1

(n+ 2) · · · (n+m)

)
<

1

(n+ 1)!

(
1 +

1

(n+ 2)
+ · · ·+ 1

(n+ 2)
m−1

)

<
1

(n+ 1)!

1

1− 1
n+2

e− sn 6 1

(n+ 1)!

n+ 2

n+ 1
<

1

n!n

1.7.14 根根根据据据上上上题题题结结结论论论；；；

n! (e− sn) <
1

n

故

[n!e] = n!sn = n!

(
1 +

1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!

)
1.7.15 利利利用用用第第第10题题题结结结论论论；；；

lim
n→∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ n

)
= lim

n→∞
(ln 2n− lnn+ ε2n − εn) = ln 2

7



练习题1.8

February 2, 2013

1 第第第一一一章章章 实实实数数数和和和数数数列列列极极极限限限

1.1 数数数轴轴轴

1.2 无无无尽尽尽小小小数数数

1.3 数数数列列列极极极限限限

1.4 收收收敛敛敛的的的性性性质质质

1.5 无无无穷穷穷大大大

1.6 单单单调调调数数数列列列

1.7 自自自然然然对对对数数数底底底e

1.8 基基基本本本列列列

1.8.1 按按按定定定义义义；；；

是基本列；

∀ε > 0, ∃N ∈ N+, s.t. 当n > N时, |an − aN | < ε (1)

⇒当n,m > N时, |an − am| 6 |an − aN |+ |am − aN | < 2ε

⇐显然,将m固定为N即可

1.8.2 按按按定定定义义义；；；

（（（1）））不不不是是是基基基本本本列列列；；； 如如如

Hn = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n

|Hn+p −Hn| =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ p
<

p

n

（（（2）））是是是基基基本本本列列列；；；

n, p ∈ N+, (当n充分大时) , |an+p − an| <
p

n2
(2)

取p = 1得

|an+1 − an| 6
1

n2

1



于是 ∣∣an+p − an
∣∣ 6

∣∣an+p − an+p−1

∣∣+ ∣∣an+p−1 − an+p−2

∣∣+ · · ·+
∣∣an+1 − an

∣∣
6 1

(n+ p− 1)
2 +

1

(n+ p− 2)
2 + · · ·+ 1

n2

6 1

(n+ p− 1) (n+ p− 2)
+

1

(n+ p− 2) (n+ p− 3)
+ · · ·+ 1

n (n− 1)

=
1

n− 1
− 1

n+ p− 1
<

1

n− 1
< ε ,与p无关

∀ε > 0,∃N ∈ N+, s.t. 当n > N时, |an+p − an| < o (n) < ε (3)

记p = m− n即得证。

1.8.3 证证证明明明下下下列列列数数数列列列收收收敛敛敛；；；

（（（1）））由由由2题题题的的的结结结论论论；；；∣∣an+p − an
∣∣ =

∣∣ (−1)
n+1 1

(n+ 1)
2 + (−1)

n+2 1

(n+ 2)
2 + · · ·+ (−1)

n+p 1

(n+ p)
2

∣∣
6 1

(n+ 1)
2 +

1

(n+ 2)
2 + · · ·+ 1

(n+ p)
2

6 p

n2

（（（2）））由由由第第第2题题题的的的结结结论论论；；； ∣∣bn+p − bn
∣∣ =

∣∣an+1q
n+1 + an+2q

n+2 + · · ·+ an+pq
n+p

∣∣
6 |an+1q

n+1|+ |an+2q
n+2|+ · · ·+ |an+pq

n+p|
6 M

(
|qn+1|+ |qn+2|+ · · ·+ |qn+p|

)
6 M |qn+1| 1

1− |q|
< ε ,与p无关

（（（3）））由由由第第第2题题题的的的结结结论论论；；；∣∣an+p − an
∣∣ =

∣∣ sin (n+ 1)x

(n+ 1)
2 +

sin (n+ 2)x

(n+ 2)
2 + · · ·+ sin (n+ p)x

(n+ p)
2

∣∣
6 1

(n+ 1)
2 +

1

(n+ 2)
2 + · · ·+ 1

(n+ p)
2

6 p

n2

（（（4）））如如如上上上题题题；；；∣∣an+p − an
∣∣ =

∣∣ sin (n+ 1)x

(n+ 1) (n+ 1 + sin (n+ 1)x)
+

sin (n+ 2)x

(n+ 2) (n+ 2 + sin (n+ 2)x)
+ · · ·+ sin (n+ p)x

(n+ p) (n+ p+ sin (n+ p)x)

∣∣
6 1

(n+ 1)n
+

1

(n+ 2) (n+ 1)
+ · · ·+ 1

(n+ p) (n+ p− 1)

=
1

n
− 1

n+ p
6 1

n
< ε ,与p无关

2



1.8.4 基基基本本本列列列；；；

∣∣an+p − an
∣∣ =

∣∣an+p − an+p−1 + an+p−1 − an+p−2 + · · ·+ an+1 − an
∣∣

6 |an+p − an+p−1|+ |an+p−1 − an+p−2|+ · · ·+ |an+1 − an|
= sn+p − sn 6 |sn+p − sn|

其中
sn = |a2 − a1|+ |a3 − a2|+ · · ·+ |an − an−1|

单调递增有界，故有极限，是基本列，故

∀ε > 0,∃N ∈ N+, s.t. 当n > N时, |an+p − an| < |sn+p − sn| < ε

1.8.5 不不不是是是基基基本本本列列列；；；

∃ε0 > 0, s.t. ∀n ∈ N+, ∃p ∈ N+, s.t. |an+p − an| > ε0 (4)

1.8.6 Bolzano-Weierstrass定定定理理理；；；

Bolzano-Weierstrass定理的意思是“在有界的区间内，（可列）无限项必然形成聚点”；对于数列，收敛是只有一个
聚点，那么发散必然有两个以上的聚点；
不是基本列，则有上题（4）式，
先取akn → a，则kn充分大时有|akn − a| < ε0

2 ，即每一项都在区间
(
a− ε0

2 , a+ ε0
2

)
内，

对以上的每一个kn都存在p使得|akn+p − akn | > ε0，取为子列{aln}

{al1 = akn1+p1
,（取kn2 > kn1 + p1）al2 = akn2+p2

, · · · · · ·}

于是{aln}每一项都在区间
(
a− ε0

2 , a+ ε0
2

)
外，

区间外有无限项，再从{aln}中取出收敛子列，极限必然也在
(
a− ε0

2 , a+ ε0
2

)
外。

3



练习题1.9

February 2, 2013

1 第第第一一一章章章 实实实数数数和和和数数数列列列极极极限限限

1.1 数数数轴轴轴

1.2 无无无尽尽尽小小小数数数

1.3 数数数列列列极极极限限限

1.4 收收收敛敛敛的的的性性性质质质

1.5 无无无穷穷穷大大大

1.6 单单单调调调数数数列列列

1.7 自自自然然然对对对数数数底底底e

1.8 基基基本本本列列列

1.9 确确确界界界原原原理理理

1.9.1 按按按定定定义义义；；；

（（（1）））{−1, 0, 3, 8, 9, 12} , supE = 12, inf E = −1

（（（2）））
{

1
n : n ∈ N+

}
, supE = 1, inf E = 0

（（（3）））{
√
n : n ∈ N+} , supE = +∞, inf E = 1

（（（4）））
{
sin π

n : n ∈ N+

}
, supE = 1, inf E = 0

（（（5）））
{
x : x2 − 2x− 3 < 0

}
, supE = 3, inf E = −1

（（（6）））{x : | lnx| < 1} , supE = e, inf E = e−1

1.9.2 习习习题题题1.7.5结结结论论论；；； (
1 +

1

n

)n

< e <

(
1 +

1

n

)n+1

左边递增地趋于e，右边递减地趋于e；

inf

(
1 +

1

n

)n

= 2, sup

(
1 +

1

n

)n+1

= 4

显然

sup

(
1 +

1

n

)n

= e, inf

(
1 +

1

n

)n+1

= e

1



满足确界的定义

1⋄
(
1 +

1

n

)n

6 e

2⋄∀ε > 0, ∃N ∈ N+, s.t. 当n > N时,

(
1 +

1

n

)n

> e− ε

单调有界数列的极限就是其相应一个确界。

1.9.3 利利利用用用1.3节节节例例例4的的的结结结论论论；；；

极限是1,考察单调性

n
1
n S (n+ 1)

1
n+1

nn+1 S (n+ 1)
n

n >

(
1 +

1

n

)n

从n > 3起递减 {
2,

9

4
,
64

27
, · · · · · · e

}
1.9.4 利利利用用用练练练习习习题题题1.8.6的的的结结结论论论；；；

仿照正文中证明Bolzano-Weierstrass定理时用到的引理1.1，从任意一个数出发，可以找出递增的和递减的两个单调数
列，不论是否有界，数列都发散（无界当然发散，有界时以上两个子列收敛于不同的极限值）。

2



练习题1.11

February 5, 2013

1 第第第一一一章章章 实实实数数数和和和数数数列列列极极极限限限

1.1 数数数轴轴轴

1.2 无无无尽尽尽小小小数数数

1.3 数数数列列列极极极限限限

1.4 收收收敛敛敛的的的性性性质质质

1.5 无无无穷穷穷大大大

1.6 单单单调调调数数数列列列

1.7 自自自然然然对对对数数数底底底e

1.8 基基基本本本列列列

1.9 确确确界界界原原原理理理

1.10 有有有限限限覆覆覆盖盖盖定定定理理理

1.11 上上上下下下极极极限限限

1.11.1 上上上下下下极极极限限限是是是尾尾尾部部部的的的性性性质质质，，，与与与前前前有有有限限限项项项无无无关关关；；；

（（（1）））（（（2）））（（（3）））（（（4）））按按按奇奇奇偶偶偶性性性讨讨讨论论论，，，均均均只只只有有有两两两个个个聚聚聚点点点

（（（5）））取取取n = 4m+ 1和和和n = 4m+ 3，，，分分分别别别得得得到到到±∞

（（（6）））只只只有有有两两两个个个极极极限限限点点点
n2

1 + n2

{
−1

2
,−1

2
, 1, · · ·

}

（（（7）））极极极限限限为为为0，，，根根根据据据1.7节节节习习习题题题12结结结论论论

lim
n→∞

(n!)
1
n

n
=

1

e

1.11.2 基基基本本本结结结论论论；；；无无无限限限的的的情情情况况况均均均可可可单单单独独独讨讨讨论论论；；；不不不考考考察察察0 · ∞,∞±∞之之之类类类的的的情情情况况况；；；

（（（1）））

lim inf
n→∞

an + lim inf
n→∞

bn 6 lim inf
n→∞

(an + bn) 6 lim inf
n→∞

an + lim sup
n→∞

bn

lim sup
n→∞

an + lim inf
n→∞

bn 6 lim sup
n→∞

(an + bn) 6 lim sup
n→∞

an + lim sup
n→∞

bn(1)

1



¶重点考察有界的情况；
“去掉”有限项，只剩下聚点，{an + bn}的上下极限只可能由an, bn各自的聚点生成，两端是显然的；
中间部分以下极限为例，以a∗为基础生成{an + bn}一个聚点（意思是以形成a∗的一个子列ak为基础+对应

的bk项，再用列紧性定理），其结果不会超过a∗ + b∗，最小的聚点更是不大于a∗ + b∗；用ε − N语言叙述即可，
但较繁琐；

·利用定理1.16和1.17；写出来也较简洁；
对于任何数列的任意项总有

αn = inf
n>k

xn
记作
= inf {xk, xk+1, · · · } 6 xk 6 sup {xk, xk+1, · · · }

记作
= sup

n>k
xn = βn

对于数列{an + bn}也有该式，对式子分别取上下极限（由定理1.16和1.17）两端就得到了证明；
中间部分以下极限为例，注意a∗是聚点，于是

∀ε > 0, ∃ak < a∗ + ε

bk 6 sup {bk, bk+1, · · · }

故
ak + bk < a∗ + ε+ sup {bk, bk+1, · · · }

对此式取下极限，再令ε → ∞，即得证；
¸利用定理1.15；
命题考察的都是数列尾部的性质；以上半节为例，由定理1.15，a∗ − ε左边只有有限项，于是当n充分大时，有

a∗ − ε < an

同理
bn < b∗ + ε

于是
a∗ − ε+ bn < an + bn < an + b∗ + ε

对此式取下极限，再令ε → ∞，即得证；

（（（2）））
若 lim bn = b,则

lim inf
n→∞

(an + bn) = lim inf
n→∞

an + b

lim sup
n→∞

(an + bn) = lim sup
n→∞

an + b (2)

¶从聚点的角度看是很明显的，上题解法1已经用到这个结论；只是用ε−N语言叙述比较繁琐；
·利用上题结论直接写出即可；

（（（3）））注注注意意意以以以下下下结结结论论论

sup {−E} = − inf {E}
inf {−E} = − sup {E}

·再由定理1.17，结论是明显的

lim inf
n→∞

(an) = − lim sup
n→∞

an

lim sup
n→∞

(an) = − lim inf
n→∞

an (3)

2



（（（4）））对对对于于于非非非负负负数数数列列列

lim inf
n→∞

an lim inf
n→∞

bn 6 lim inf
n→∞

anbn 6 lim inf
n→∞

an lim sup
n→∞

bn

lim sup
n→∞

an lim inf
n→∞

bn 6 lim sup
n→∞

anbn 6 lim sup
n→∞

an lim sup
n→∞

bn (4)

¶聚点的观念
·利用定理1.16和1.17
¸利用定理1.15
完全同上，注意条件是对非负数列，否则如

{−1,−1, 1, 1, · · · }与 {1, 2, 1, 2, · · · }

（（（5）））若若若非非非负负负数数数列列列bn → b，，，则则则

lim inf
n→∞

anbn = b× lim inf
n→∞

an

lim sup
n→∞

anbn = b× lim sup
n→∞

an (5)

À若an也非负，由上题结论立即得证；设法化为非负的情况；一个常用的方法是

取cn =

{
an , an > 0

0 , an < 0

但应用此式的前提是{an}有无限个非负项，即a∗ > 0；
对于上极限来说，既然存在无限个非负项，就不必考虑负项的情况，便有

lim sup
n→∞

an = lim sup
n→∞

cn

下半节得证；易看出上半节完全对称；
Á对于a∗ 6 0的情况，设法化为正的情况；因为必定存在常数d+ a∗ > 0

令dn = d+ an

就化为了À的情况（由第2题（2）结论）；

1.11.3 利利利用用用2题题题结结结论论论；；；

本节习题自然是利用上下极限的各种性质；
本节实际给出了上下极限的三种定义（定义1.13，定理1.15，定理1.17）和几个性质（定理1.16和第2题结论）；由

（2）（3）得

lim inf
n→∞

(a2n + 2an − 2an) = lim inf
n→∞

−2an = −2 lim sup
n→∞

an

= lim inf
n→∞

a2n

lim sup
n→∞

(a2n + 2an − 2an) = lim sup
n→∞

−2an = −2 lim inf
n→∞

an

= lim sup
n→∞

a2n

注意到子列的聚点集e是原聚点集E的子集，故

lim inf
n→∞

an 6 lim inf
n→∞

a2n

lim sup
n→∞

an > lim sup
n→∞

a2n

代入得

−2 lim inf
n→∞

an 6 lim sup
n→∞

an 6 −1

2
lim inf
n→∞

an

只能是
lim sup
n→∞

an = lim inf
n→∞

an = 0

得证。

3



1.11.4 根根根据据据结结结论论论用用用定定定理理理1.15；；；

上极限不大于1，说明1 + ε右边只有有限项

∀ε > 0, ∃N ∈ N+, s.t. 当n > N时, n
√
an < 1 + ε即

n
√
an

1 + ε
< 1

必要性得证；反之也成立，用ε−N叙述即可。

4



练习题1.12

February 17, 2013

1 第第第一一一章章章 实实实数数数和和和数数数列列列极极极限限限

1.1 数数数轴轴轴

1.2 无无无尽尽尽小小小数数数

1.3 数数数列列列极极极限限限

1.4 收收收敛敛敛的的的性性性质质质

1.5 无无无穷穷穷大大大

1.6 单单单调调调数数数列列列

1.7 自自自然然然对对对数数数底底底e

1.8 基基基本本本列列列

1.9 确确确界界界原原原理理理

1.10 有有有限限限覆覆覆盖盖盖定定定理理理

1.11 上上上下下下极极极限限限

1.12 Stolz定定定理理理

1.12.1 直直直接接接应应应用用用定定定理理理；；；

lim
n→∞

1 + 1
2 + · · ·+ 1

n

lnn
= lim

n→∞

1
n+1

ln n+1
n

= lim
n→∞

1

n ln n+1
n + ln n+1

n

= 1

1.12.2 直直直接接接应应应用用用定定定理理理；；；

lim
n→∞

1 + 1
3 + · · ·+ 1

2n−1

ln 2
√
n

= lim
n→∞

1
2n+1

ln
√
n+1√
n

= lim
n→∞

1

n ln n+1
n + 1

2 ln
n+1
n

= 1

1.12.3 直直直接接接应应应用用用定定定理理理；；；

lim
n→∞

1 + 1√
2
+ · · ·+ 1√

n√
n

= lim
n→∞

1√
n√

n−
√
n− 1

= lim
n→∞

√
n+

√
n− 1√
n

= 2

1



1.12.4 直直直接接接应应应用用用定定定理理理；；；

lim
n→∞

1 +
√
2 + · · ·+

√
n

n
√
n

= lim
n→∞

√
n

n
√
n− (n− 1)

√
n− 1

= lim
n→∞

√
n

n
√
n− n

√
n− 1 +

√
n− 1

= lim
n→∞

1
√
n
(√

n−
√
n− 1

)
+
√
1− 1

n

= lim
n→∞

1
√
n√

n+
√
n−1

+
√
1− 1

n

=
2

3

1.12.5 取取取对对对数数数，，，再再再应应应用用用定定定理理理；；；利利利用用用指指指数数数函函函数数数的的的连连连续续续性性性；；；

lim
n→∞

(n!)
1/n2

= lim
n→∞

exp
lnn!

n2
= exp lim

n→∞

lnn!

n2

= exp lim
n→∞

lnn

n2 − (n− 1)
2 = exp lim

n→∞

lnn

2n− 1

= exp lim
n→∞

ln n+1
n

2
= 1

1.12.6 直直直接接接应应应用用用定定定理理理；；；

lim
n→∞

12 + 32 + · · ·+ (2n− 1)
2

n3
= lim

n→∞

(2n+ 1)
2

(n+ 1)
3 − n3

= lim
n→∞

4n2 + 4n+ 1

3n2 + 3n+ 1
=

4

3

1.12.7 直直直接接接应应应用用用定定定理理理；；；

lim
n→∞

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n2

= lim
n→∞

nan

n2 − (n− 1)
2 = lim

n→∞

nan
2n− 1

=
a

2

1.12.8 极极极限限限不不不存存存在在在或或或不不不相相相等等等；；；

n± 1

n± 1
n

→ 1,

{
an 1− 1, 2 + 1, 3− 1, 4 + 1, · · · , n± 1

bn 1− 1, 2 + 1
2 , 3−

1
3 , 4 +

1
4 , · · · , n± 1

n

,
an+1 − an
bn+1 − bn

=
{−1, 3}

1∓
(

1
n+1 − 1

n

) → {−1, 3}

lnn± 1

lnn± 1
n

→ 1,

{
an ln 1− 1, ln 2 + 1, ln 3− 1, ln 4 + 1, · · · , lnn± 1

bn ln 1− 1, ln 2 + 1
2 , ln 3−

1
3 , ln 4 +

1
4 , · · · , lnn± 1

n

,
an+1 − an
bn+1 − bn

=
ln n+1

n + {2,−2}

ln n+1
n ±

(
1

n+1 − 1
n

) → ±∞

an → a, bn = 1时,表达式
an+1 − an
bn+1 − bn

无意义

n+ sinn

n
→ 1,

an+1 − an
bn+1 − bn

= 1 + sin (n+ 1)− sinn =∼

1.12.9 按按按定定定义义义；；；

∀ε > 0, ∃N ∈ N+, s.t. 当n > N时, A− ε <
an − an−1

bn − bn−1
< A+ ε

注意{bn}严格递减地趋于0，上式分子为正，利用练习题1.1.11的结论，将n+ 1, n+ 2, · · · , n+ p的式子“相加”

A− ε <
an+p − an
bn+p − bn

< A+ ε

2



令p → ∞得（用到条件an → 0）

A− ε <
−an
−bn

< A+ ε

A− ε < lim inf

(
an
bn

)
6 lim sup

(
an
bn

)
< A+ ε

A = ±∞的情况也适合。

3



练习题1.13

February 19, 2013

1 第第第一一一章章章 实实实数数数和和和数数数列列列极极极限限限

1.1 数数数轴轴轴

1.2 无无无尽尽尽小小小数数数

1.3 数数数列列列极极极限限限

1.4 收收收敛敛敛的的的性性性质质质

1.5 无无无穷穷穷大大大

1.6 单单单调调调数数数列列列

1.7 自自自然然然对对对数数数底底底e

1.8 基基基本本本列列列

1.9 确确确界界界原原原理理理

1.10 有有有限限限覆覆覆盖盖盖定定定理理理

1.11 上上上下下下极极极限限限

1.12 Stolz定定定理理理

1.13 几几几个个个应应应用用用

1.13.1 直直直接接接应应应用用用第第第1目目目结结结论论论；；；

1

2

(
3 +

5

3

)
=

7

3
≈ 2.33

1

2

(
7

3
+

5× 3

7

)
=

47

21
≈ 2.238

1

2

(
47

21
+

5× 47

21

)
=

2207

987
≈ 2.2360689

1

2

(
2207

987
+

5× 987

2207

)
=

4870847

2178309
≈ 2.236068

1.13.2 仿仿仿照照照第第第1目目目；；；

只须讨论a > 0的情况（a < 0的情况完全对称）
先验证

x1 =
1

3

(
2x+

a

x2

)
T 3

√
a(

2x+ 3
√
a
) (

x− 3
√
a
)2 > 0

1



再观察

0 6 x1 − 3
√
a =

1

3

(
x− 3

√
a
)(

2−
3
√
a

x
−

3
√
a
2

x2

)

恰有0 6
(
2−

3
√
a

x
−

3
√
a
2

x2

)
6 2

于是得证

0 6 x1 − 3
√
a 6 2

3

(
x− 3

√
a
)

1.13.3 完完完全全全仿仿仿照照照上上上题题题；；；

只须讨论a > 0的情况（a < 0的情况完全对称）
先验证

x1 =
1

m

(
(m− 1)x+

a

xm−1

)
T m

√
a
记作
= A

(m− 1)xm +Am > mAxm−1

(m− 1)xm−1 (x−A) +Am > Axm−1

(m− 1)xm−1 (x−A) > A
(
xm−1 −Am−1

)
(m− 1)xm−1 > A

(
xm−2 +Axm−3 + · · ·+Am−2

)
(m− 1)xm−1 > Axm−2 +A2xm−3 + · · ·+Am−1

只须取x > A即可 右边每一项都不大于左边

再观察

0 6 x1 −A =
1

m
(x−A)

(
m− 1− A

x
− A2

x2
− · · · − Am−1

xm−1

)
恰有0 6

(
m− 1− A

x
− A2

x2
− · · · − Am−1

xm−1

)
6 m− 1

于是得证

0 6 x1 − m
√
a 6 m− 1

m

(
x− m

√
a
)

源于二项展开式，设
xm = a

则
(x+∆)

m > a

设法缩小x+∆，可利用二项展开得到不等式，取前两项依然有

xm +mxm−1∆ > a

∆ > a− xm

mxm−1

x+∆ > a− xm +mxm

mxm−1
=

1

m

(
(m− 1)x+

a

xm−1

)
再进行验证。

1.13.4 仿仿仿照照照第第第2目目目，，，分分分割割割求求求和和和；；；

An =
n∑

i=1

(
i

n
a

)3
a

n
=

a4

n4

n∑
i=1

i3

2



13 + 23 + · · ·+ n3 = 12 × 2 + 22 × 3 + · · ·+ n2 × (n+ 1)−
n∑

i=1

i2

= 0× 1× 2 + 1× 2× 3 + · · ·+ (n− 1)× n× (n+ 1)−
n∑

i=1

i2

+1× 2 + 2× 3 + · · ·+ n× (n+ 1)

=
1

4
{1× 2× 3× [4− 0] + 2× 3× 4× [5− 1] + · · ·+ (n− 1)× n× (n+ 1)× [n+ 2− (n− 2)]} −

n∑
i=1

i2

+
1

3
{1× 2× [3− 0] + 2× 3× [4− 1] + · · ·+ n× (n+ 1)× [n+ 2− (n− 1)]}

=
1

4
(n− 1)× n× (n+ 1)× (n+ 2)− 1

6
n (n+ 1) (2n+ 1) +

1

3
n× (n+ 1)× (n+ 2)

1.13.5 无无无穷穷穷级级级数数数求求求和和和；；；

（（（1）））
∞∑

n=1

1

n (n+ 1)
= lim

n→∞

(
1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ · · ·+ 1

n
− 1

n+ 1

)
= 1

（（（2）））本本本节节节不不不讨讨讨论论论级级级数数数的的的敛敛敛散散散性性性，，，在在在级级级数数数和和和存存存在在在的的的前前前提提提下下下

S =
1

3
+

2

32
+

3

33
+ · · ·+ n

3n
+ · · ·

1

3
S =

1

32
+

2

33
+ · · ·+ n− 1

3n
+ · · ·

两式相减得
2

3
S =

1

3
+

1

32
+

1

33
+ · · ·+ 1

3n
+ · · ·

1.13.6 单单单调调调有有有界界界数数数列列列必必必有有有极极极限限限，，，定定定理理理1.8；；；

1.13.7 注注注意意意到到到an正正正是是是部部部分分分和和和数数数列列列{Sn}的的的相相相邻邻邻两两两项项项之之之差差差，，，用用用反反反证证证法法法，，，部部部分分分和和和数数数列列列将将将不不不是是是基基基本本本列列列，，，Cauchy收收收敛敛敛原原原
理理理；；；调调调和和和数数数列列列即即即逆逆逆命命命题题题的的的一一一个个个反反反例例例，，，1.6节节节例例例2。。。

3
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2.1 888ÜÜÜ���NNN���

2.1.1 ���ÑÑÑf (x)===���¶¶¶

2.1.2 www,,,

fn (a) =

{
a , n�óê

f (a) , n�Ûê

2.1.3 UUU½½½ÂÂÂ¶¶¶

£££1¤¤¤D ◦D : R→ {1}

£££2¤¤¤___������½½½ÂÂÂ¶¶¶

2.1.4 UUU½½½ÂÂÂ���ÑÑÑ===���£££555¿¿¿n���kkk���êêê¤¤¤¶¶¶

£££1¤¤¤������½½½ÂÂÂ!!!888ÜÜÜ���������½½½ÂÂÂ¶¶¶

£££2¤¤¤___NNN������½½½ÂÂÂ¶¶¶

£££3¤¤¤n!���¶¶¶

2.1.5 ���LLL���ÑÑÑ���«««===���§§§XXX

1→ 2, 2→ 3, · · · , n− 1→ n, n→ 1

1
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2.1 888ÜÜÜ���NNN���

2.2 888ÜÜÜ���³³³

2.2.1 ½½½nnn2.2¶¶¶

2.2.2 ½½½nnn2.2¶¶¶

¶õ�ª�/p0))n´�ê�¶
·éuz��(½�n§a0, a1, a2, · · · , an´�ê�§lp�n�õ�ª´�ê�¶
¸éuz��(½�õ�ª§�êê´k��"

2.2.3 ½½½nnn2.19992.3¶¶¶

¶lA�z���£�ÝØ�"�«m¤¥Ñ�±�Ñ��knê§dupØ��§ù�knêÒ�±¤�T«m
����L£ïá
A�knê�,�f8m���N�¤

·knê´�ê�§knê�f8´�õ�ê�¶

2.2.4 ïïïááá,,,«««������NNN���¶¶¶

¶S�(0, 1)þ��?�Ã¦�ê��éA¶
·�?�ê��?�ê��éA¶
¸(0, 1)�[0, 1]�³��"

2.2.5 ØØØzzz¤¤¤���???���������±±±¶¶¶

∀k ∈ N, ∃x ∈ [0, 1), s.t. x 6= x1, x2, · · · , xk

2.2.6 ���yyy{{{¶¶¶

¶e,����AUCX��²¡§KÙ7k,�f8A1UCX��l[0, π)¶
·A1¥z^�����l��:£½�:¤�1�½2�§u´�òA1z�L�%����B§KB�UCX��

l[0, π)¶úúúnnnüüü:::(((½½½���^̂̂������¶¶¶
¸���B←→��lþ�:←→l�[0, π)¶
¹l�[0, π)´«m§´Ø�ê�¶������lll���kkkúúúnnnzzz���½½½ÂÂÂ"

1
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2.1 888ÜÜÜ���NNN���

2.2 888ÜÜÜ���³³³

2.3 ¼¼¼êêê

2.3.1 UUU½½½ÂÂÂ¶¶¶

£££1¤¤¤[−1, 1]

£££2¤¤¤R\{1}

£££3¤¤¤R\{−2, 1}

£££4¤¤¤
{
x ∈ R : x 6= 2kπ − 1

2π, x 6= 2kπ
}

2.3.2 ØØØÄÄÄ:::¶¶¶

ef ◦ f (a) = a§Kd(ÜÆ
f (a) = f (f ◦ f (a)) = f ◦ f (f (a))

�f (a)�´´f ◦ f�ØÄ:§d��5�µ
f (a) = a

e�kf (b) = b§K

f (f (b)) = f (b) = b

= f ◦ f (b)

d��5�µ
b = a

2.3.3 ØØØÄÄÄ:::¶¶¶

=
{f (a) , f (b)} = {a, b}

2.3.4 ØØØÄÄÄ:::¶¶¶

£££1¤¤¤ÃÃÃêêê���

~~~X§?�a, b§¦�

{
f (a) = b

f (b) = a
§Ù{f (x) = x½öf (x) =

{
0 §x = 0
1
x §Ù{

½öf (x) = −x

1



£££2¤¤¤���kkk������

f (x)4O⇒ f ◦ f (x)4O

e�3,�x¦�f (x) > x§K
x = f ◦ f (x) = f (f (x)) > f (x)

Ónf (x) < x�Ñygñ§��U´
f (x) = x

2.3.5 ***			!!!888BBB¶¶¶

£££1¤¤¤

fn (x) =
x√

1 + 2n−1x2

£££2¤¤¤

fn (x) =
x

1 + 2n−1bx

2.3.6 SSS���¶¶¶

|^�'ê�¦Úúª
f100 (m) = 3100 (m+ 1)− 1

¶������ÐÐÐ���yyy{{{
���y

1988 | 3100 (m+ 1)− 1

�LéÑ��A~x÷v^�µ
1988 | x− 1� 3100 | x

5¿�
1988 | 1989− 1� 3 | 1989

e
1988 | 1989100 − 1

K�y¶d��ª½n��µ
k − 1 | kn − 1

·|||^̂̂���ÞÞÞ½½½nnn
���(a, b) = d§ax+ by = Dk�ê)⇐⇒ D = md¶k�ê)�7,kÃ¡õ��ê)¶

íØµp� (a, b) = 1⇐⇒ ax+ by = 1k�ê)¶

(3, 1988) = 1

u´ (
3100, 1988

)
= 1

l
3100x+ 1988y = 1

�y¶

2



���ÞÞÞ½½½nnn���������yyy²²² ÎÎÎ=�Ø{
=⇒w,µe(a, b) = d§Ké?¿�êx, yÑkax+ by = md¶
⇐==yax+ by = mdk�ê)¶
�Ly²m = 1��¹¶
ab = 0��¹w,¶(a, b) = (a,−b)§Ø��a > b > 0¶

a

d
x+

b

d
y = 1

P�Ax+By = 1, Ù¥ (A,B) = 1

A = q1B + r1, 0 < r1 < B, r1 = 0`²B = (A,B) = 1,� (x = 0, y = 1)(Ø�y (1)

B = q2r1 + r2, 0 < r2 < r1, r2 = 0`²r1 = (A,B) = 1,� (x = 1, y = −q1)(Ø�y (2)

r1 = q3r2 + r3, 0 < r3 < r2, r3 = 0`²r2 = (A,B) = 1 (3)

· · · · · ·
rk−2 = qkrk−1 + rk, 0 < rk < rk−1, rk = 0`²rn−1 = (A,B) = 1 (4)

· · · · · ·
�� 7k,�rN = 1

Ø��

rn−4 = qn−2rn−3 + rn−2, 0 < rn−2 < rn−3, %%%%%%%%%Óþ%%%%%%%%% (5)

rn−3 = qn−1rn−2 + rn−1, 0 < rn−1 < rn−2 (6)

rn−2 = qnrn−1 + rn , 0 < rn < rn−1 (7)

rn−1 = qn+1rn + 1, =rn+1 = 1 (8)

u´

d(8)�, Xn−1rn−1 + Ynrn = 1

�\(7), Xn−2rn−2 + Yn−1rn−1 = 1

�\(6), Xn−3rn−3 + Yn−2rn−2 = 1

�\(5), Xn−4rn−4 + Yn−3rn−3 = 1

· · · · · ·
�\(4), Xk−2rk−2 + Yk−1rk−1 = 1

· · · · · ·
�\(3), X1r1 + Y2r2 = 1

�\(2), X0B + Y1r1 = 1

�\(1), X−1A+ Y0B = 1

2.3.7 ±±±ÏÏÏ¼¼¼êêê¶¶¶

∀y > x§Pl = y − x§f (y) = f (x+ y − x) = f (x)

2.3.8 UUU±±±ÏÏÏ¼¼¼êêê½½½ÂÂÂ¶¶¶

©O�sinx2 = sin (x+ T )
2
Úsinx+ cos

√
2x = sin (x+ T ) + cos

√
2 (x+ T )§��T���þ�x�'¶

2.3.9 ÛÛÛóóó555¶¶¶

f (x) =
f (x) + f (−x)

2
+
f (x)− f (−x)

2

3



2.3.10 UUUÛÛÛóóó555½½½ÂÂÂ���\\\������===���¶¶¶

2.3.11 VVV���uuu¼¼¼êêê������¼¼¼êêê¶¶¶

y = sinhx

2y = ex − e−x

0 = e2x − 2yex − 1

ex =
2y ±

√
4y2 + 4

2
, 5¿�ex > 0

x = ln
(
y +

√
y2 + 1

)

4
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2.1 888ÜÜÜ���NNN���

2.2 888ÜÜÜ���³³³

2.3 ¼¼¼êêê

2.4 ¼¼¼êêê���444���

2.4.1 ���444���½½½ÂÂÂ¶¶¶

∀ε > 0, ∃δ > 0, s.t. 0 < x0 − x < δ ⇒ |f (x)− 1| < ε

2.4.2 UUU½½½ÂÂÂ���ÑÑÑ===���¶¶¶

2.4.3 444���½½½ÂÂÂ¶¶¶

∀ε > 0, ∃δ > 0, s.t. 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f (x)−A| < ε

£££1¤¤¤½½½ÂÂÂ ∣∣|f (x) | − |A|∣∣ 6 |f (x)−A| < ε

£££2¤¤¤½½½ÂÂÂ

|f2 (x)−A2| = |f (x) +A||f (x)−A| <
∣∣|2A|+ ε

∣∣ε
£££3¤¤¤½½½ÂÂÂ A > 0, ε� A ∣∣√f (x)−√A∣∣ = |f (x)−A|∣∣√f (x) +√A∣∣ < ε

√
A− ε+

√
A
<

ε√
A

£££4¤¤¤½½½ÂÂÂ ε� |A| ∣∣ 3
√
f (x)− 3

√
A
∣∣ < max

{∣∣ 3
√
A± ε− 3

√
A
∣∣}

= max

∣∣ ε

3

√
(A± ε)2 + 3

√
A± ε 3

√
A+

3
√
A2

∣∣
Ø��A > 0 <

ε
3
√
A2

1



2.4.4 444���½½½ÂÂÂ¶¶¶

∀ε > 0, ∃δ > 0, s.t. 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f (x)−A| < ε

£££1¤¤¤½½½ÂÂÂ

|x3 − 8| = |x− 2||x2 + 2x+ 4| < δ
(
32 + 6 + 4

)
< ε

£££2¤¤¤½½½ÂÂÂ

| x− 3

x2 − 9
− 1

6
| = | 1

x+ 3
− 1

6
| < max

{
| 1

6± δ
− 1

6
|
}

5¿δ � 6 =
δ

6− δ
<
δ

5
< ε

£££3¤¤¤½½½ÂÂÂ ∣∣x4 − 1

x− 1

∣∣ = |x+ 1||x2 + 1| < (1 + δ + 1)
(
22 + 1

)
< ε

£££4¤¤¤½½½ÂÂÂ

|
√
1 + 2x− 1| = 2x√

1 + 2x+ 1
<

2 (1 + δ)

2
< ε

£££5¤¤¤½½½ÂÂÂ

∀ε > 0, ∃δ > 0, s.t. 0 < x− x0 < δ ⇒ |f (x)−A| < ε

∣∣ x− 1√
x2 − 1

∣∣ = ∣∣√x− 1√
x+ 1

∣∣ < √
δ√

0 + 1
< ε

2.4.5 444���½½½ÂÂÂ¶¶¶

£££1¤¤¤UUU½½½ÂÂÂ������

f (2+) = 4, f (2−) = −2a

£££2¤¤¤ddd½½½nnn2.11

a = −2

2.4.6 444���½½½ÂÂÂ¶¶¶

�4���A§K

for ε =
A− a

2
, · · ·=y

2.4.7 444���½½½ÂÂÂ¶¶¶

��m4��©O�A,B§K

�ε =
B −A

2
, · · ·�δ = min {δ1, δ2} · · · f (x) <

A+B

2
< f (y)

2



2.4.8 444���½½½ÂÂÂ¶¶¶|||^̂̂üüüNNN555¶¶¶

kyf (x) < A
x0 − xn < ε⇒ x < xn < x0, f (x) 6 f (xn) 6 A£�^�y{¤

2^Y%OK½ö4�½Â

x→ x0 ⇒ xn < x < x0, �x0 − xn < δ · · · |f (x)−A| < |f (xn)−A| < ε

2.4.9 444���ØØØ´́́l

�δ = 1
n

∃ε0 > 0, ∀n ∈ N∗, ∃ xn ∈
(
x0, x0 ±

1

n

)
, s.t. |xn − x0| > ε0

2.4.10 iiiùùù¼¼¼êêê���ííí222¶¶¶(((JJJ´́́0¶¶¶

�

An =

{
1

n
,
2

n
, · · · , n− 1

n

}
�KÙ¥�E�

Ø\\T^�§�K��|^½n2.9
duAn´k�8§éu?¿(½�n§o�3δn¦�(x0, x0 ± δn)Ø�)A1, A2, · · · , An¥�:¶
u´?�Âñux0�ê�{xn 6= x0 : n = 1, 2, 3, · · ·}§l,�å �§okxn ∈ (x0, x0 ± δn)§l

f (xn) = 0½
1

n+ 1
,

1

n+ 2
, · · · ; o�, f (xn) <

1

n

2.4.11 oooKKK$$$���!!!EEEÜÜÜ{{{KKK¶¶¶

£1¤−1¶£2¤ (x−1)(x−1)
(x−1)x → 0¶£3¤

(x−1)(xm−1+···+x+1)
x−1 → m¶£4¤

(x−1)(xm−1+···+x+1)
(x−1)(xn−1+···+x+1) →

m
n¶

£5¤ 1+x−1
x(
√
1+x+1)

→ 1
2¶£6¤ (1+x)−(1−x)

x(
√
1+x+

√
1−x)

→
√
2¶£7¤ (1+x)1/m−1

1+x−1 = 1
(1+x)1m−1/m+···+(1+x)1/m+1

→ 1
m¶

£8¤x−1+x2−1+···+xm−1
x−1 → 1 + 2 + · · ·+m = (1+m)m

2 ¶

£9¤
1+nmx+ 1

2n(n−1)(mx)2−[1+mnx+ 1
2m(m−1)(nx)2]

x2 +k��0 = 1
2n (n− 1)m2 − 1

2m (m− 1)n2¶

£10¤
[

Tm−1
Tm−1+···+T+1 + Sn−1

Sn−1+···+S+1

]/
x→ n

m −
m
n¶

2.4.12 YYY%%%OOOKKK!!!���������\\\¶¶¶

£1¤
[
1
x

]
6 1

x <
[
1
x

]
+ 1§l1− x < x

[
1
x

]
6 1¶£2¤0§Ù¥[x→ 2+] = 2¶

£3¤ 5
8§Ù¥[x→ 2−] = 1¶£4¤ 3

2§Ù¥[4x] = 3, x→ 1−¶

2.4.13 |||^̂̂öööSSSKKK1.711113KKK(((ØØØ¶¶¶

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
+

θn
n!n

, Ù¥
n

n+ 1
< θn < 1

n sin (2πn! e) = n sin

[
2π

(
N +

θn
n

)]
n sin

1

n+ 1
< n sin

(
2π · θn

n

)
< n sin

1

n

2.4.14 555¿¿¿½½½nnn2.8���^̂̂���µµµ///333t0���������¿¿¿©©©������CCC���§§§g (t) 6= x0000

3
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2.3 ¼¼¼êêê

2.4 ¼¼¼êêê���444���

2.5 444���LLL§§§���ÙÙÙ¦¦¦///ªªª

2.5.1 444���½½½ÂÂÂ¶¶¶

£££1¤¤¤

∀ε > 0, ∃X > 0, s.t. x < −X ⇒ |f (x)− 1

3
| < ε

∣∣ x2 + 1

3x2 − x+ 1
− 1

3

∣∣ =
∣∣ x+ 2

9x2 − 3x+ 3

∣∣
<

|x|+ 2

9x2 − |3x| − 3
<

|2x|
9x2 − 3x2 − 3x2

=
2

3|x|
< ε, �|x|¿©��

£££2¤¤¤ ∣∣3x+ 2

2x+ 3
− 3

2

∣∣ = ∣∣6x+ 4− 3 (2x+ 3)

2 (2x+ 3)

∣∣ =
∣∣ −5
4x+ 6

∣∣
<

5

|4x| − 6
< ε, �|x|¿©��

£££3¤¤¤ ∣∣x−√x2 − a∣∣ = ∣∣x2 − (x2 − a)
x+
√
x2 − a

∣∣ < |a|
x
< ε, �x¿©��

£££4¤¤¤ ∣∣√x+ 1−
√
x− 1

∣∣ = ∣∣ x+ 1− (x− 1)√
x+ 1 +

√
x− 1

∣∣ < 2√
x+ 1

< ε, �x¿©��

2.5.2 ÏÏÏ©©©!!!kkknnnzzz¶¶¶

£1¤a = 1, b = −1¶£2¤a = ±1, b = ∓ 1
2¶£3¤a = ±1, b = ∓ 1

2¶

1



2.5.3 nnn���¼¼¼êêêÚÚÚ���zzzÈÈÈúúúªªª¶¶¶

sin
√
x+ 1− sin

√
x− 1 = 2 cos

√
x+ 1 +

√
x− 1

2
sin

√
x+ 1−

√
x− 1

2

= 2 cos

√
x+ 1 +

√
x− 1

2
sin

1√
x+ 1 +

√
x− 1

2.5.4 |||^̂̂þþþKKK(((ØØØ¶¶¶

n∑
k=1

ak sin
√
x+ k =

n∑
k=1

ak

(
sin
√
x+ k − sin

√
x+ sin

√
x
)

=

n∑
k=1

ak

(
sin
√
x+ k − sin

√
x
)
+ sin

√
x

n∑
k=1

ak

= n�0 +¼ê · 0
= 0

5¿
sin
√
x+ k

sin
√
x

9 1, ∃ {xn} ,
∣∣∣∣ sin√x+ k

sin
√
x
− 1

∣∣∣∣ > ε0

2.5.5 dddþþþKKK������éééuuu¶¶¶

sin
(
π
√
n2 + 1− nπ + nπ

)
= sin

(
π
√
n2 + 1− nπ

)
cosnπ + cos

(
π
√
n2 + 1− nπ

)
sinnπ → 0

2.5.6 oooKKK$$$���!!!EEEÜÜÜ{{{KKK!!!üüü������444���¶¶¶

£1¤a
b¶£2¤2¶£3¤1¶£4¤1¶£5¤sinx¶£6¤cosx¶£7¤e−2¶

£8¤

lim
x→0

1− cosx+ cosx− cosx cos 2x · · · cosnx
x2

=
1

2
+ lim

x→0

1− cos 2x · · · cosnx
x2

=
1

2
+

22

2
+ · · ·+ n2

2
=

1

12
n (n+ 1) (2n+ 1)

£9¤

lim
x→0

cos
x

2
cos

x

4
· · · cos x

2n
sin

x

2n
/ x
2n

= lim
x→0

1

2n
sin

x

2n
/ x
2n

= 1

£10¤|^£4¤�(Ø

lim
x→+∞

x tan
(π
2
− arctanx

)
= lim

x→+∞
x cot (arctanx) = lim

x→+∞

x

tan (arctanx)
= 1

2.5.7 n→∞

f (x) =


+∞ , x > 1

e , x = 1

0 , x < 1

2.5.8 444���������ÒÒÒ555¶¶¶

lim
x→0

∣∣∣∣ n∑
k=1

ak sin kx

/
sinx

∣∣∣∣ 6 1

∣∣∣∣ n∑
k=1

ak lim
x→0

(
sin kx

/
sinx

) ∣∣∣∣ 6 1

2



2.5.9 CauchyÂÂÂñññ���nnn¶¶¶������������ììì½½½nnn2.9!!!½½½nnn2.10���yyy²²²¶¶¶

2.5.10 ���yyy{{{¶¶¶
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August 21, 2013

1 111���ÙÙÙ ¢¢¢êêêÚÚÚêêê���444���

2 111���ÙÙÙ ¼¼¼êêê���ëëëYYY555

2.1 888ÜÜÜ���NNN���

2.2 888ÜÜÜ���³³³

2.3 ¼¼¼êêê

2.4 ¼¼¼êêê���444���

2.5 444���LLL§§§���ÙÙÙ¦¦¦///ªªª

2.6 ÃÃÃ¡¡¡������ÃÃÃ¡¡¡���

2.6.1 “½½½???”

£££1¤¤¤x→ 0������dddÃÃÃ¡¡¡���£££2¤¤¤x→∞���10???ÃÃÃ¡¡¡���£££3¤¤¤ 1
x→∞���3???ÃÃÃ¡¡¡���

£££4¤¤¤x− 1���ÓÓÓ???ÃÃÃ¡¡¡���£££5¤¤¤x→∞���2???ÃÃÃ¡¡¡���£££6¤¤¤ 1
x−1 →∞���ÓÓÓ???ÃÃÃ¡¡¡���

£££7¤¤¤ØØØUUU½½½ÑÑÑ???555§§§������±±±ÀÀÀ���|x| → 0������dddÃÃÃ¡¡¡���

£££8¤¤¤ØØØUUU½½½ÑÑÑ???555§§§������±±±ÀÀÀ���|x| → 0��� 1
6???ÃÃÃ¡¡¡���

£££9¤¤¤ØØØUUU½½½ÑÑÑ???555§§§������±±±ÀÀÀ���|x| → ∞������dddÃÃÃ¡¡¡���

£££10¤¤¤x→ 0������dddÃÃÃ¡¡¡���£££11¤¤¤x→ 0+��� 1
2???ÃÃÃ¡¡¡���£££12¤¤¤x→ 0������dddÃÃÃ¡¡¡���

£££13¤¤¤x→∞��� 1
2???ÃÃÃ¡¡¡���£££14¤¤¤x→∞���n(n+1)

2 ???ÃÃÃ¡¡¡���

2.6.2 o (α)���½½½ÂÂÂ,444������oooKKK$$$���{{{KKK¶¶¶

£££1¤¤¤

lim
o (α) + o (α)

α
= 0 + 0 = 0

£££2¤¤¤

lim
o (cα)

α
= lim

o (cα)

cα
c = 0 · c = 0

1



£££3¤¤¤

lim
(o (α))

k

αk
=

(
lim

o (α)

α

)k

= 0k = 0

£££4¤¤¤

lim

(
1

1 + α
− 1 + α

)
/α = lim

α2

(1 + α)α
= 0

2.6.3 555¿¿¿���dddÃÃÃ¡¡¡���OOO������^̂̂���¶¶¶

£££1¤¤¤

lim
x→0

x tan4 x

sin3 x (1− cosx)
= lim

x→0

x5

x3 · 12x2
= 2

£££2¤¤¤

lim
x→0

x2

1
2x

2
(√

1 + x2 + 1
) = 1

£££3¤¤¤

lim
x→0

x4

1
2x

2 (1 + cosx)
(√

1 + x4 + 1
) = 0

£££4¤¤¤

lim
x→0

tan (tanx)

tanx

tanx

x
= 1

£££5¤¤¤

lim
x→0

1 + x+ x2 − 1

2x ·
[
1 + n
√
1 + x+ x2 +

(
n
√
1 + x+ x2

)2
+ · · ·+

(
n
√
1 + x+ x2

)n−1] =
1

2n

2



练习题2.7

August 22, 2013

1 第第第一一一章章章 实实实数数数和和和数数数列列列极极极限限限

2 第第第二二二章章章 函函函数数数的的的连连连续续续性性性

2.1 集集集合合合的的的映映映射射射

2.2 集集集合合合的的的势势势

2.3 函函函数数数

2.4 函函函数数数的的的极极极限限限

2.5 极极极限限限过过过程程程的的的其其其他他他形形形式式式

2.6 无无无穷穷穷小小小与与与无无无穷穷穷大大大

2.7 连连连续续续函函函数数数

2.7.1 连连连续续续的的的定定定义义义；；；

（（（1）））f (x → 0)不不不存存存在在在；；；（（（2）））除除除0以以以外外外的的的所所所有有有实实实数数数；；；（（（3）））连连连续续续；；；

（（（4）））不不不一一一定定定，，，如如如可可可去去去间间间断断断点点点；；；（（（5）））f (x) = 0，，，否否否则则则不不不连连连续续续;

2.7.2 按按按定定定义义义或或或者者者几几几何何何直直直观观观；；；

（（（1）））连连连续续续；；；（（（2）））跳跳跳跃跃跃；；；（（（3）））连连连续续续；；；（（（4）））跳跳跳跃跃跃；；；（（（5）））可可可去去去；；；

2.7.3 定定定义义义；；；

a = 0, b = 1, c = 0

2.7.4 极极极限限限的的的四四四则则则运运运算算算性性性质质质；；；可可可举举举例例例跳跳跳跃跃跃间间间断断断点点点；；；

（（（1）））f + g不不不连连连续续续，，，反反反证证证；；；fg不不不一一一定定定；；；（（（2）））均均均不不不一一一定定定；；；

2.7.5 极极极限限限的的的局局局部部部保保保号号号性性性；；；

2.7.6 反反反之之之不不不一一一定定定，，，可可可举举举例例例跳跳跳跃跃跃间间间断断断点点点；；；

2.7.7 极极极限限限的的的局局局部部部保保保号号号性性性；；；

任取一点x，只有f (x) < g (x)或f (x) > g (x)或f (x) = g (x)，

1



2.7.8 连连连续续续的的的定定定义义义；；；分分分类类类讨讨讨论论论x是是是连连连续续续点点点和和和间间间断断断点点点的的的情情情况况况；；；

2.7.9 先先先证证证F存存存在在在，，，F (x+)存存存在在在；；；再再再用用用反反反证证证法法法说说说明明明F (x) = F (x+)

不妨设f递增；利用定理2.9证明F的存在性

∀ {tn ̸= x} → x+, 取单调子列 {tkn} → x+,有下界 {f (tkn)} → l,由极限定义 {f (tn)} → l

由极限的局部保号性，反证法说明F的单调性（递增），完全同上地，F (x+)也存在；
若存在F (x) < F (x+)，则

∃ {tn ̸= x} → x+, {f (tn)} → F (x)

取 {Tk ̸= x} → x+, 则 {F (Tk)} → F (x+) , ∀F (Tk) , ∃ {sm (k)} → Tk, s.t. {f (sm (k))} → F (Tk)

于是可构造出 {sn ̸= x} → x+, {f (sn)} → F (x+)

2.7.10 利利利用用用问问问题题题2.3.1的的的结结结论论论以以以及及及连连连续续续性性性；；；实实实数数数可可可以以以看看看作作作有有有理理理数数数列列列的的的极极极限限限；；；

2
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1 111���ÙÙÙ ¢¢¢êêêÚÚÚêêê���444���

2 111���ÙÙÙ ¼¼¼êêê���ëëëYYY555

2.1 888ÜÜÜ���NNN���

2.2 888ÜÜÜ���³³³

2.3 ¼¼¼êêê

2.4 ¼¼¼êêê���444���

2.5 444���LLL§§§���ÙÙÙ¦¦¦///ªªª

2.6 ÃÃÃ¡¡¡������ÃÃÃ¡¡¡���

2.7 ëëëYYY¼¼¼êêê

2.8 ëëëYYY¼¼¼êêê���444���OOO���

2.8.1 ������0ÏÏÏfff¶¶¶

£££1¤¤¤ 2
3¶¶¶£££2¤¤¤10¶¶¶£££3¤¤¤7¶¶¶£££5¤¤¤1114���KKK¥¥¥---a = 1, n = n+ 1===���n(n+1)

2 ¶¶¶

£££4¤¤¤n(n−1)
2 an−2¶¶¶888BBB¶¶¶x2 − 2ax+ a2/xn − nan−1x+ (n− 1) an���

xn−2 +2axn−3 +3a2xn−4 · · · · · · +kak−1xn−k−1 · · · · · · · · ·
ØØØ/ xn

− xn −2axn−1 a2xn−2

2axn−1 −a2xn−2

− 2axn−1 −4a2xn−2 2a3xn−3

3a2xn−2 −2a3xn−3

− 3a2xn−2 −6a3xn−3 3a4xn−4

4a3xn−3 −3a4xn−4

...
. . .

. . .
. . .

...
. . .

. . .
...

. . .
. . .

. . .

kak−1xn−k+1 − (k − 1) akxn−k

− kak−1xn−k+1 −2kakxn−k kak+1xn−k−1

(k + 1) akxn−k −kak+1xn−k−1

...
. . .

. . .
. . .

1



· · · · · · +(n− 2) an−3x +(n− 1) an−2

Ø/ −nan−1x +(n− 1) an

�þL
. . .

. . .
. . .

. . .
...

. . .
. . .

...
. . .

. . .
. . .

...
...

...
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...

(n− 2) an−3x3 − (n− 3) an−2x2
...

...

− (n− 2) an−3x3 −2 (n− 2) an−2x2 (n− 2) an−1x
...

(n− 1) an−2x2 (−2n+ 2) an−1x
...

− (n− 1) an−2x2 −2 (n− 1) an−1x (n− 1) an

{ 0 0

2.8.2 ������0ÏÏÏfff¶¶¶tn − 1 = (t− 1)
(
1 + t+ t2 + · · ·+ tn−1

)
;

£££1¤¤¤ n
m¶¶¶£££2¤¤¤ α

m¶¶¶£££3¤¤¤ α
m − β

n¶¶¶£££4¤¤¤ 1
n!¶¶¶

2.8.3 ������¼¼¼êêê¶¶¶nnn���¼¼¼êêêúúúªªª¶¶¶½½½nnn2.9¶¶¶���dddÃÃÃ¡¡¡���OOO���¶¶¶

£££1¤¤¤e−2¶¶¶£££2¤¤¤e2¶¶¶£££3¤¤¤1¶¶¶£££4¤¤¤e
3
2¶¶¶£££5¤¤¤e−1¶¶¶

£££6¤¤¤1¶¶¶£££7¤¤¤e¶¶¶£££8¤¤¤e−
1
2¶¶¶£££9¤¤¤e−

x2

2 ¶¶¶£££10¤¤¤e2¶¶¶£££11¤¤¤cot a¶¶¶

2.8.4 ������¼¼¼êêê¶¶¶���'''êêê���¦¦¦ÚÚÚúúúªªª¶¶¶e
x

1−x¶¶¶

2
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September 1, 2013

1 111���ÙÙÙ ¢¢¢êêêÚÚÚêêê���444���

2 111���ÙÙÙ ¼¼¼êêê���ëëëYYY555

2.1 888ÜÜÜ���NNN���

2.2 888ÜÜÜ���³³³

2.3 ¼¼¼êêê

2.4 ¼¼¼êêê���444���

2.5 444���LLL§§§���ÙÙÙ¦¦¦///ªªª

2.6 ÃÃÃ¡¡¡������ÃÃÃ¡¡¡���

2.7 ëëëYYY¼¼¼êêê

2.8 ëëëYYY¼¼¼êêê���444���OOO���

2.9 ������ëëëYYY555

2.9.1 ***			ããã///¶¶¶���   ���EEE|x2 − x1|¶¶¶

£££1¤¤¤sn = 1
2nπ , tn = 1

2nπ+π/2¶¶¶£££2¤¤¤sin+ sin 6 2, sin− sin = 2 cos 2 sin 2 6 |x2 − x1|;

£££3¤¤¤0 6 (a− b)3 6 a3 − b3¶¶¶£££4¤¤¤sin− sin 6 |x22 − x21|¶¶¶£££5¤¤¤sn = 2nπ, tn = 2nπ + 1
n¶¶¶

2.9.2 ���min {δ1, δ2}¶¶¶

2.9.3 kkkyyykkk...444«««mmmþþþ���ëëëYYY¼¼¼êêê������ëëëYYY¶¶¶

��{µe�3sn, tn · · ·§Kd�;5½nskn → l ∈ [a, b]§
∣∣tkn−l∣∣ 6 ∣∣tkn−skn∣∣+∣∣skn−l∣∣£Ã¡�¤`²tkn → l§

b��CauchyÂñ�n�gñ¶
2�T1, T2, T3n�«mµ�Ýþ�±ÏT§�T1, T3©O�¹T2��mà:§KT1 + T2 + T3þ��ëY¶?�ü

:|x1 − x2| < δ = min {δ1, δ2, δ3}§7,�=z�T1 + T2 + T3S¶
?nsinx2�~^�{µsn =

√
2nπ + π

2 , tn =
√
2nπ

2.9.4 CauchyÂÂÂñññ���nnn¶¶¶

��ëY/ε− δ0§K(a, δ)S?¿ü:x1, x2ok
∣∣f (x1)− f (x2) ∣∣ < ε§d=f (a+)¶

1



öSK2.10

September 1, 2013

1 111���ÙÙÙ ¢¢¢êêêÚÚÚêêê���444���

2 111���ÙÙÙ ¼¼¼êêê���ëëëYYY555

2.1 888ÜÜÜ���NNN���

2.2 888ÜÜÜ���³³³

2.3 ¼¼¼êêê

2.4 ¼¼¼êêê���444���

2.5 444���LLL§§§���ÙÙÙ¦¦¦///ªªª

2.6 ÃÃÃ¡¡¡������ÃÃÃ¡¡¡���

2.7 ëëëYYY¼¼¼êêê

2.8 ëëëYYY¼¼¼êêê���444���OOO���

2.9 ������ëëëYYY555

2.10 kkk���444«««mmmþþþ���ëëëYYY¼¼¼êêê

2.10.1 öööSSSKKK2.9.4¶¶¶

2.10.2 ëëë���öööSSSKKK2.9.4§§§kkk���«««mmm���ÖÖÖ¿¿¿½½½ÂÂÂ¤¤¤kkk���444«««mmm¶¶¶ÃÃÃ¡¡¡«««mmmXXXx · x

2.10.3 ÖÖÖ¿¿¿½½½ÂÂÂ¤¤¤kkk���444«««mmm¶¶¶

2.10.4 ©©©ããã§§§CauchyÂÂÂñññ���nnn¶¶¶

2.10.5 |||^̂̂þþþKKK(((ØØØ¶¶¶|||^̂̂f + g������ëëëYYY, ���min {δ1, δ2}¶¶¶

2.10.6 """���½½½nnnyyy���333§§§���yyy������¶¶¶¢¢¢SSSþþþnnnggg���§§§´́́���)))���¶¶¶

2.10.7 ���lll���:::���§§§|ϕ (x) | < ε|xn|¶¶¶

£££1¤¤¤kkk���kkkKKK§§§"""���½½½nnn¶¶¶

£££2¤¤¤UUUYYY���lll���:::���§§§������§§§������½½½nnn¶¶¶

2.10.8 888BBB¶¶¶

5¿x1 = 0§PFn (x) = f (x)− f
(
x+ 1

n

)
ef

(
1

2

)
6= f (0) , KF2 (0)F2

(
1

2

)
< 0

1



ef

(
1

3

)
6= f (0) , KF3 (0)

[
F3

(
1

3

)
+ F3

(
2

3

)]
< 0

ef

(
1

n

)
6= f (0) , KFn (0)

[
Fn

(
1

n

)
+ Fn

(
2

n

)
+ · · ·+ Fn

(
n− 1

n

)]
< 0

é[Fn + · · ·+ Fn]�þ�^0�½n§2d"�½n=�y¶

2.10.9 ããã���þþþUUU������wwwÑÑÑ555¶¶¶000���½½½nnn¶¶¶

f (+∞) = +∞, a ∈ [f (a) ,+∞)§u´f ◦ f3[a,+∞)þk���¶

2.10.10 ������´́́«««mmmuuukkknnnêêê���������555���gggñññ¶¶¶

2.10.11 ½½½ÂÂÂ¶¶¶ããã///þþþwww,,,§§§f (x)������ëëëYYY§§§xvvv


������f (x) < x§§§xvvv


������f (x) > x¶¶¶

2
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2.2 888ÜÜÜ���³³³

2.3 ¼¼¼êêê

2.4 ¼¼¼êêê���444���

2.5 444���LLL§§§���ÙÙÙ¦¦¦///ªªª

2.6 ÃÃÃ¡¡¡������ÃÃÃ¡¡¡���

2.7 ëëëYYY¼¼¼êêê

2.8 ëëëYYY¼¼¼êêê���444���OOO���

2.9 ������ëëëYYY555

2.10 kkk���444«««mmmþþþ���ëëëYYY¼¼¼êêê

2.11 þþþ444���eee444���

�:µþ4�´���à:£½n2.27¤¶

2.11.1 þþþeee444������LLL


üüü������£££ààà:::¤¤¤§§§^̂̂000���½½½nnn������������������§§§���´́́ààà:::α¶¶¶

2.11.2 þþþ���������***			ÑÑÑ¶¶¶

£££1¤¤¤1,−1¶¶¶£££2¤¤¤−∞,+∞¶¶¶£££3¤¤¤−∞,+∞¶¶¶

2.11.3 |||^̂̂ààà:::���VVVggg¶¶¶���������ìììêêê���������¹¹¹¶¶¶±∞������¹¹¹þþþüüüÕÕÕ???ØØØ¶¶¶

£££1¤¤¤ ���X�� �§þ.ØOe.Ø~¶

£££2¤¤¤ þþþ��KÚ½n2.28�1�`²
α, β��35£üNk.¤¶
?¿���f

(
|xn − x0| < 1

n

)
< ψ

(
1
n

)
§@of (xn → x0)�?¿à:Ñ�u�uβ§�LüØlim sup f (x) < β=

�§d½n2.27�2�¶

1
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1 111���ÙÙÙ ¢¢¢êêêÚÚÚêêê���444���

2 111���ÙÙÙ ¼¼¼êêê���ëëëYYY555

2.1 888ÜÜÜ���NNN���

2.2 888ÜÜÜ���³³³

2.3 ¼¼¼êêê

2.4 ¼¼¼êêê���444���

2.5 444���LLL§§§���ÙÙÙ¦¦¦///ªªª

2.6 ÃÃÃ¡¡¡������ÃÃÃ¡¡¡���

2.7 ëëëYYY¼¼¼êêê

2.8 ëëëYYY¼¼¼êêê���444���OOO���

2.9 ������ëëëYYY555

2.10 kkk���444«««mmmþþþ���ëëëYYY¼¼¼êêê

2.11 þþþ444���eee444���

2.12 ···bbbyyy���

�:µÚn2.3

2.12.1 UUU½½½ÂÂÂ¶¶¶

2.12.2 ÒÒÒ´́́OOO���yyy²²²½½½nnn2.30¶¶¶

�ì½n2.29�y²µPx, f (x) , f2 (x) , f3 (x)�α < β < γ < δ§�kXe9«�¹
γ

δ
α

β




γ
β

α
δ




β
δ

α
γ




γ
α

δ
β




β
α

δ
γ




β
α

γ
δ



1




α

δ
γ

β



α

β
δ

γ



α

β
γ

δ


ÃØ=«�¹ÑUéÑü�«m÷vf (J1) ⊃ J2, f (J2) ⊃ J1§$^Ún2.3=��¤I(Ø¶

2.12.3 kkkþþþKKK(((ØØØ������(888BBB)���ÑÑÑ¶¶¶

2.12.4 000���½½½nnn¶¶¶f i (I0) ⊃ Ii

2
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August 15, 2014

1 111���ÙÙÙ ¢¢¢êêêÚÚÚêêê���444���

2 111���ÙÙÙ ¼¼¼êêê���ëëëYYY555

3 111nnnÙÙÙ ¼¼¼êêê������êêê

3.1 ���êêê���½½½ÂÂÂ

3.1.1 UUUf ′ (0)½½½ÂÂÂ¶¶¶

3.1.2 UUUf ′ (0)½½½ÂÂÂ¶¶¶

f (bn)− f (an)
bn − an

=
f (bn)− f (0)− f (an) + f (0)

bn − an

=
bn

bn − an
f (bn)− f (0)

bn
+
−an

bn − an
f (an)− f (0)

an

= β
f (bn)− f (0)

bn
+ α

f (an)− f (0)
an

5¿�
0 < β,α < 1�β + α = 1

�U/°�0©�µ

f (bn)− f (an)
bn − an

− f ′ (0) = β
f (bn)− f (0)

bn
− f ′ (0) + α

f (an)− f (0)
an

− f ′ (0)∣∣f (bn)− f (an)
bn − an

− f ′ (0)
∣∣ 6

∣∣ β
f (bn)− f (0)

bn
− f ′ (0)

∣∣ +
∣∣ α

f (an)− f (0)
an

− f ′ (0)
∣∣

6
∣∣ 1

f (bn)− f (0)
bn

− f ′ (0)︸ ︷︷ ︸
4��0

∣∣ +
∣∣ 1

f (an)− f (0)
an

− f ′ (0)︸ ︷︷ ︸
4��0

∣∣

3.1.3 |||^̂̂þþþKKK(((ØØØ§§§óóó¼¼¼êêê§§§���an = −bn===���¶¶¶

3.1.4 ���1112KKK���������ÓÓÓ§§§½½½������|||^̂̂ÙÙÙ(((ØØØ¶¶¶

3.1.5 ������¶¶¶

��=�Ç

k = f ′ (x0) = lim
x→x0

x2 − x20
x− x0

= lim
x→x0

x+ x0 = 2x0

£££1¤¤¤(2, 4)£££2¤¤¤
(
− 3

2 ,
9
4

)
£££3¤¤¤���ããã´́́������ÇÇÇ��� 1

2½½½−2§§§
(
1
4 ,

1
16

)
(−1, 1)

1



3.1.6 RRR���===k1k2 = −1¶¶¶

3.1.7 ������777ëëëYYY¶¶¶

lim
n→∞

(
f (a+ 1/n)

f (a)

)n
= lim

n→∞

(
f (a+ 1/n)− f (a)

f (a)
+ 1

)n
f (a+ 1/n)− f (a)

f (a)
= α = O (1) , n→∞ = lim

n→∞
exp

[
nα ln (α+ 1)

1/α
]

= lim
n→∞

exp

[
n · f (a+ 1/n)− f (a)

f (a)
ln (α+ 1)

1/α

]
= exp lim

n→∞

[
f (a+ 1/n)− f (a)

1/n

1

f (a)
ln (α+ 1)

1/α

]
= exp

f ′ (a)

f (a)

3.1.8 UUU½½½ÂÂÂ¶¶¶

ϕ (a)ëY§Kf (a) = 0, g (a) = 0þëY
u´§3a�C�µ

lim
f (x)− f (a)

x− a
= lim

f (x)

x− a
= limϕ (x) = ϕ (a)

g (x)− g (a)
x− a

=
g (x)

x− a
=
|x− a|
x− a

ϕ (x)⇐⇒

{
−ϕ (a) �4�

ϕ (a) m4�

3.1.9 UUU½½½ÂÂÂOOO���¶¶¶

f ′ (0) = lim
x→0

x (x− 1)
2
(x− 2)

3 − 0

x− 0
= lim
x→0

(x− 1)
2
(x− 2)

3
= 8

f ′ (1) = lim
x→1

x (x− 1)
2
(x− 2)

3 − 0

x− 1
= lim
x→1

x (x− 1) (x− 2)
3
= 0

f ′ (2) = lim
x→2

x (x− 1)
2
(x− 2)

3 − 0

x− 2
= lim
x→2

x (x− 1)
2
(x− 2)

2
= 0

3.1.10 UUU½½½ÂÂÂOOO���¶¶¶

f ′ (0) = lim
x→0

xλ sin 1
x − 0

x− 0
= lim
x→0

xλ−1 sin
1

x
=

{
0 M λ > 1

∞ ′periodic′ λ 6 1

2
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3 111nnnÙÙÙ ¼¼¼êêê������êêê

3.1 ���êêê���½½½ÂÂÂ

3.2 ���êêê���OOO���

3.2.1 ÙÙÙGGGúúúªªª

£1¤3x2 − 2£2¤ 1
2x
−1/2 + x−2£3¤−a sinx+ b cosx£4¤ 3

5x
−2/5 + sinx+ x cosx£5¤ 6

x + ab exp bx
£6¤ 1

x ln a + axb ln a£7¤sinx2 + 2x2 cosx2£8¤

ab

cos2 bx
+

ab

1 + a2x2

£9¤ 1
3x
−2/3 cosx+ x1/3 sinx£10¤3x2 (ax+ b) + a

(
x3 + 1

)
£11¤

a (cx+ d)− c (ax+ b)

(cx+ d)
2

£12¤ax ln a lnx+ax/x£13¤lnx+1£14¤ax ln a tanx+ax/ cos2 x£15¤ 1√
1−x2

+2x arctanx+x2/
(
1 + x2

)
£16¤

(lnx+ 1)
(
1 + x2

)
− 2x2 lnx

(1 + x2)
2

£17¤ (−s−c)(c+s)−(c−s)(−s+c)

(c+s)2
= 1− 3

1+2sc£18¤

x cosx− sinx

x2
+

sinx− x cosx
sin2 x

£19¤(lnx+ 1) sinx+ x lnx cosx£20¤3 sin2 x cosx£21¤aeax cos bx− be sin bx£22¤

1 + x
(
a2 + x2

)−1/2
x+ (a2 + x2)

1/2
=

1√
a2 + x2

£23¤ −x√
1−x2
£24¤ 2x

1+(1+x2)2
£25¤

1

2

1√
x+

√
x+
√
x

[
1 +

1

2

1√
x+
√
x

(
1 +

1

2
√
x

)]

1



£26¤−s+c
c+s £27¤cos lnx− sin lnx+ x

(
− sin lnx · 1x − cos lnx · 1x

)
= −2 sin lnx£28¤asin x ln a · cosx£29¤

1 + x arcsinx/
√
1− x2

1− x2

£30¤
y′ = (expxx lnx)

′
= xx

x

(xx lnx)
′
= xx

x [
xx (lnx+ 1) lnx+ xx−1

]
£31¤sinhx£32¤coshx

3.2.2 ¦¦¦ÚÚÚ¶¶¶

Sn = 1 + x+ · · ·+ xn =
1− xn+1

1− x
£1¤

S′n =
− (n+ 1)xn (1− x) + 1− xn+1

(1− x)2
=
nxn+1 − (n+ 1)xn + 1

(1− x)2

£2¤

S′n

(
x =

1

2

)
=

n

2n−1
− n+ 1

2n−2
+ 4

£3¤+£1¤�
2× 1 + 3× 2x+ 4× 3x2 + · · ·+ (n+ 1)× nxn−1 = S”n+1

3.2.3 UUU½½½ÂÂÂ¶¶¶

f (x)− f (a)
x− a

=
f (x+ T )− f (a+ T )

(x+ T )− (a+ T )

3.2.4 UUU½½½ÂÂÂ¶¶¶

f (x)− f (a)
x− a

=

{
−f(−x)+f(−a)

x−a
f(−x)−f(−a)

x−a

ã/'u�:é¡§Ké¡:?��Ç�Ó¶ã/'uy¶é¡§Ké¡:?��Ç���ê¶

3.2.5 ããã///þþþééé²²²www¶¶¶|||^̂̂444������ÛÛÛÜÜÜ���ÒÒÒ555555`̀̀²²²¶¶¶

ØCÒ⇒f (x)− f (a)�f (x)− f (b)ØCÒ§5¿�a < x < b§K

f (x)− f (a)
x− a

�
f (x)− f (b)

x− b
�Ò

�ê�Ò⇒du��S(ÛÜ)�Ò§ü���S�f (x)ÓÒ¶ekCÒf (c)§d"�½n§(a, c) (c, b)þ�k��
�§ù�f (x)Òk
4��§�/ngõ�ª0^�gñ

3.2.6 ������ÓÓÓþþþ¶¶¶

3.2.7 ������¶¶¶

V�xy = a > 0§���Ç

k =
−a
x20

y − y0 = k (x− x0)

��I¶�u
(X = 2x0, 0)9 (0, Y = 2y0)

��¡È2a

2



3.2.8 ������¶¶¶

�Ô�y2 = 2ax§�:(a/2, 0)¶��=�Ç£Ø��y > 0¤

k = f ′ (x0) =
√
a/2x0

R�

y − y0 =
−1
k

(x− x0)

¦�:�é¡:(X,Y ) {
(X − a/2) · 1 + (Y − 0)

(−1
k

)
= 0

X+a/2
2 − x0 = −k

(
Y+0
2

)
��Y = y0

3.2.9 ®®®������ÝÝÝCCCzzzÇÇÇ§§§¦¦¦NNNÈÈÈCCCzzzÇÇÇ£££cm3/s¤¤¤¶¶¶

V =
1

3
π
h2

32
h

V̇ =
π

9
h2ḣ

=
π

9
× 122 × 1

3
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3.1 ���êêê���½½½ÂÂÂ

3.2 ���êêê���OOO���

3.3 ppp������êêê

3.3.1 ÙÙÙGGGúúúªªª

£1¤
e−x

2

(−2x) 99K e−x
2

(−2x) (−2x)− 2e−x
2

£2¤
2xax + x2ax ln a 99K 2ax + 2xax ln a+ 2xax ln a+ x2ax (ln a)

2

£3¤
1

2

(
a2 − x2

)−1/2
(−2x) 99K −2

(
a2 − x2

)−3/2
x−

(
a2 − x2

)−1/2
£4¤

−
(
a+
√
x
)−2 1

2
x−1/2 99K

(
a+
√
x
)−3 1

2
x−1 +

(
a+
√
x
)−2 1

4
x−3/2

£5¤
1

cos2 x
99K

2 sinx

cos3 x

£6¤

2x arctanx+ 1 99K 2 arctanx+ 2x
1

1 + x2

£7¤
cosx

sinx
99K

−1
sin2 x

£8¤

1− arcsinx ·
(
1− x2

)−1/2
(−x)

1− x2
=

1

1− x2
+

x arcsinx

(1− x2)
3/2

99K −
(
1− x2

)−2
(−2x) +

(
arcsinx+ x

(
1− x2

)−1/2) (
1− x2

)3/2 − x arcsinx 3
2

(
1− x2

)1/2
(−2x)

(1− x2)
3

1



£9¤
3x2 cosx− x3 sinx 99K 6x cosx− 3x2 sinx− 3x2 sinx− x3 cosx

£10¤

lnx+ 1 99K
1

x

3.3.2 UUU½½½ÂÂÂ¶¶¶

£1¤
2e2x−1 99K 4e2x−1

£2¤
1

1 + x2
99K − (1 + x)

−2
(2x)

£3¤
2 sinx cosx = sin 2x 99K 2 cos 2x

3.3.3 Leibnizúúúªªª¶¶¶

£1¤(
10
0

)
(1 + x)

(
1√
1− x

)(10)

+

(
10
1

)(
1√
1− x

)(9)

= (1 + x)
19!!

210
(1− x)

−21/2
+

10× 17!!

29
(1− x)

−19/2

£2¤(
10
0

)
x2

(
1

1− x

)(8)

+

(
10
1

)
2x

(
1

1− x

)(7)

+

(
10
2

)
2

(
1

1− x

)(6)

=
x2 · 8!
(1− x)

9 +
20x · 7!
(1− x)

8 +
90 · 6!

(1− x)
7

3.3.4 ���½½½XXXêêê{{{¶¶¶õõõ���ªªª§§§|||^̂̂���êêêzzz{{{¦¦¦)))¶¶¶

a (x− 2)
4
+ b (x− 2)

3
+ c (x− 2)

2
+ d (x− 2) + e

e = f (2)

d = f ′ (2)

2c = f” (2)

4b = f3 (2)

a = 3

3.3.5 UUU½½½ÂÂÂ¶¶¶KKK888AAA���///���x > x0���000

F (x)ëY�¦
F (x0+) = c = f (x0)

F ′ (x)ëY�¦

F ′+ (x0) = lim
x→x0+

a (x− x0)
2
+ b (x− x0) + c− F (x0)

x− x0
= b = f ′− (x0)

F” (x0)�¦

F”+ (x0) = lim
x→x0+

2a (x− x0) + b− F ′ (x0)

x− x0
= 2a = f”− (x0)

2
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3.1 ���êêê���½½½ÂÂÂ

3.2 ���êêê���OOO���

3.3 ppp������êêê

3.4 ���©©©¥¥¥���½½½nnn

3.4.1 ���yyy¶¶¶777:::¶¶¶

ÄK§dRolle½n§(α, β) ⊂ [0, 1]þk7:§d½Â)Ñ�7:�U´±1¶

3.4.2 Rolle½½½nnn¶¶¶

Ø+´4��´Ã¡§duëY§oU��£0�½n¤

f (a+ ε1) = f (b− ε2)

3.4.3 Lagrange¥¥¥���½½½nnn¶¶¶

£1¤
| sinx− sin y| = | (cos ξ) (x− y) |

£2¤
xp − yp = pξp−1 (x− y) , y < ξ < x

£3¤

ln a− ln b =
1

ξ
(a− b) , b < ξ < a

£4¤

arctan a− arctan b =
1

1 + ξ2
(a− b) , b < ξ < a

3.4.4 Rolle¥¥¥���½½½nnn¶¶¶

f − Pkn+1�ØÓ��

f ′ − P ′kn�ØÓ��

· · · · · ·

f (n) − P (n)k1��

1



3.4.5 ���EEE¼¼¼êêê¶¶¶

f (x) =
a0

n+ 1
xn+1 +

a1
n
xn + · · ·+ an−1

2
x2 + anx

f (1) = 0

f ′ (x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an

3.4.6 ããã///þþþééé²²²www¶¶¶^̂̂½½½ÂÂÂ���ÑÑÑ555===���¶¶¶

∀ε > 0, ∃X > 0, s.t. x > X ⇒ f ′ (x) < ε

Lagrange¥�½n§��v
��§¼ê�?¿����Ç�±´?¿�

∀ε > 0, ∃X > 0, s.t. x, y > X ⇒ f (x)− f (y)
x− y

= f ′ (ξ) < ε

f (x) = f (y) + f ′ (ξ) (x− y)

Ø��y < x,
f (x)

x
=
f (y) + f ′ (ξ) (x− y)

x
→ f ′

(
ξyØC,x→∞

)
< ε

���Ñ5Ò´

∀ε > 0 , ∃Y > 0, s.t. x > Y ⇒


∣∣∣∣ f(x)−f(Y )

x−Y = f ′ (ξ > Y )

∣∣∣∣ < ε
2∣∣∣∣x−Yx ∣∣∣∣ < 1

∃X > Y, s.t. x > X ⇒
∣∣∣∣f (Y )

x

∣∣∣∣ < ε

2

3.4.7 ããã///þþþwww,,,¶¶¶

��é��f (x)Ã¡�f ′ (ξ)Ã.�m��ª=�§Lagrange¥�½n

x < y ∈ (0, a) f (x)− f (y) = f ′ (ξ) (x− y)
éu�½�y, x→ 0 + ∞ = f ′ (ξ) (−y)

3(0, y)¥k�:f ′ (ξ) = −∞§y´?¿�½�¶����Ñ5Ò´

∀M > 0, ?�y ∈ (0, a) , ∃0 < δ < y s.t. 0 < x < δ ⇒ f (x)− f (y) > aM

∃ f ′ (ξ) (x− y) > aM

f ′ (ξ) <
aM

x− y
<
aM

−a
= −M

3.4.8 Lagrange¥¥¥���½½½nnn¶¶¶

�Ö~�� (
f (x)

x

)′
=
xf ′ (x)− f (x)

x2
= 0, when x > 0

�!g,��Lagrange¥�½n
f (2)

2
− f (1)

1
=

(
f (ξ)

ξ

)′
(2− 1) = 0

2



3.4.9 Cauchy¥¥¥���½½½nnn¶¶¶

¶�Ö~�� (
x

f (x)

)′
=
f (x)− xf ′ (x)

f2 (x)
½

(
f (x)

x

)′
=
xf ′ (x)− f (x)

x2

©1eU�K§��Cauchy¥�½n (
−1
f (x)

)′
=

1

f2 (x)
½

(
1

x

)′
=
−1
x2

�>�Ð´

af (b)− bf (a)
a− b

=
f(b)
b −

f(a)
a

1
b −

1
a

·��~^�{

f (ξ)− ξf ′ (ξ)− af (b)− bf (a)
a− b

= 0

P� f (ξ)− ξf ′ (ξ)−K = 0

Ïé/�¼ê0±|^Rolle½n

f (ξ)− ξf ′ (ξ)−K
ξ2

= 0

Ï� ξ ∈ (a, b) Ø��a, b > 0 Kξ > 0

−f (x)
x

+
K

x

�Ð÷v½n^�¶

3.4.10 ããã���þþþwww,,,¶¶¶Lagrange¥¥¥���½½½nnn¶¶¶

�~���5K7k�:(c, f (c))á3��(a, f (a))− (b, f (b))	

f (c)− f (a)
c− a

�
f (b)− f (c)

b− c
o´����u

f (b)− f (a)
b− a

3.4.11 ���êêêððð���0���¼¼¼êêê´́́~~~¼¼¼êêê¶¶¶

3.4.12 rrr(((ØØØ���\\\^̂̂���¶¶¶

¶l^�í�Ñn�¼êØN´§���y²K§Áò(Ø�\^�§g,ÒÑyn�¼ê
¶�y{§Áò

y (x)− λ cosx− µ sinx = g (x)

�\^�§wwg (x) 6= 0�UÄíÑgñ§uyg (x)�÷v�©�§y” + y = 0§¢Sþl(ØÑu§�u¼
êÚ{u¼ê�?¿�5|Ül (cosx, sinx)Ñ÷v��©�§§XJ(Ø´é�§�½kg (x) = l£lL«�«G
�g ∈ span (cosx, sinx)§Ø´äN�,�¼ê¤¶�âK8J«§�\��^��

g2 = y2 + ly + l2

g′2 = y′2 + l′y′ + l′2

g2 + g′2 = y2 + y′2 + ly + l′y′ + l2 + l′2

C = K + ly + l′y′ + l2 + l′2

²��z�~ê
§5¿�l′ = l§wwUÄÀ�Ü·�ü�Ü·�l§��)Ñy5§�{ü�

(y + sinx)
2
+ (y + sinx)

′2
= C

(y + cosx)
2
+ (y + cosx)

′2
= C

3



Ó�/§C�L«�«G�=�~ê§Ø´äN�,�ê

y sinx+ y′ cosx = C

y cosx− y′ sinx = C

Ø��cosx 6= 0

y
sin2 x

cosx
+ y′ sinx = C

sinx

cosx
y cosx− y′ sinx = C

y
sin2 x

cosx
+ y cosx = C

sinx

cosx
+ C

y sin2 x+ y cos2 x = C sinx+ C cosx

·�âK8J«Ú(Ø§��U����µnÑyÚy′�,«�5|Ü= l§,�)Ñ5¶

3.4.13 nnn)))(((ØØØ///���¼¼¼êêêvvvkkk111���aaammmäää:::000¶¶¶

¶dL’Hospital{K£3.6!¤´y¶·Lagrange¥�½n¶
d½Â

f (n) (0) = lim
x→0

f (n−1) (x)− f (n−1) (0)
x− 0

= lim
x→0

f (n) (ξ) , ξ ∈ (0, x) or (x, 0)

= lim
ξ→0

f (n) (ξ)

4


