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1 前言

考试内容：静电学、电介质、静电学的能量问题、稳恒电流（电路分析）

参考教材：《电磁学与电动力学（上册）》胡友秋，程福臻，叶邦角，刘之景

由于是个人复习使用的内容整理，故不会事无巨细地阐述。但考虑到这份讲义被用作电磁学 B 等
课程的考前习题课（赛博天台1专属 ver），所以在 2022 年进行更新时加入了一些更详细的描述。

希望这个文档能为正在准备考试的你提供有力的帮助。作者是使用 LATEX 的萌新，可能在排版上
存在一些问题（甚至于有大病），希望得到您的谅解，也欢迎您与我联系，和我交流。

个人主页：http://home.ustc.edu.cn/~liuyuanche，欢迎访问，在这里你也可以找到本文档的
最新版和其他（或许）有用的内容。

1一个神秘的组织
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2 静电学

2.1 两个静止电荷之间的相互作用力：Columb 定律

定理 2.1.1 (Columb 定律). 两个静止电荷，带电量是 q1, q2，相对位矢是 r⃗，则他们的相互作用力

为：

F⃗ = 1
4πε0

q1q2
r3 r⃗

严格来说，Columb 定律的应用条件是两个电荷均静止；但在实际运用中常常将 Columb 定律视为
超距作用的表达式，并忽视运动电荷产生电流引发的磁效应作用，因此 Columb定律也常常用来计算运
动电荷的受力。

再给出一个常用的推论：

推论 2.1.2 (电偶极子). 两个带异号电量 ±q 的点电荷，距离为 l，在远场处可视作一个电偶极子，

p⃗ = ql⃗ 被称为电偶极矩。其在远场（r >> l）处的电势表达式为：

φ(r⃗) ≈ 1
4πε0

p cos θ

r2

在极坐标下对这个式子求梯度就得到了电场强度的表达式：

E⃗(r⃗) = −∇φ = 1
4πε0

2p cos θ

r3 r̂ + 1
4πε0

p sin θ

r3 θ̂

2.2 利用边界条件刻画区域内部的电荷性质：Gauss 定理

定理 2.2.1 (Gauss 定理). 对 R3 中的闭合区域 D，其边界记为 ∂D，标量场 ρ(r⃗) 是电荷密度分布，
矢量场 E⃗(r⃗) 是电场强度分布。他们满足如下积分关系：

1
ε0

∫∫∫
D

ρdV =
∮

∂D
E⃗ · d⃗S

和如下微分关系：

∇ · E⃗ = ρ

ε0

上面两式分别称为积分形式和微分形式的 Gauss 定理。

微分形式用来刻画局部的电场强度和电荷密度的关系，积分形式通常是构造高斯面来计算对称性

较强的体系的电场分布；

2.3 电场是保守场：Ampere 环路定理

定理 2.3.1 (Ampere 环路定理). 对 R3 中的任一闭合路径 L2，矢量场 E⃗(r⃗) 是电场强度分布，则满
足如下积分关系： ∮

L
E⃗ · d⃗l = 0

和如下微分关系：

∇ × E⃗ = 0

上面两式分别称为积分形式和微分形式的 Ampere 定理，也叫 Ampere 环路定理/电场无旋条件。
2不要求 L 必须是简单曲线或 Jordan 曲线，只要满足 R3 上的几何都可以

3



由于静电场的保守性，静电力做功大小和做功路径无关；同时允许定义一个势函数 ϕ(r⃗)，使得
E⃗ = −∇ϕ，自然地可得出电场旋度为 0 的结果。

以上定律仅对真空中的静电场有效；需要注意的是，Columb定律同时等价于 Gauss定理和 Ampere
环路定理，两者中的任意一个定理是无法推导出 Columb定律的；而在两者同时成立的情形下可以导出
平方反比定律（即 Columb 定律）

2.4 二级结论

重要的对称体系的电场强度计算，如果没有特殊说明，这里都是在使用简单的 Gauss 定理或者
Ampere 环路定理。

例 2.1. 一无限大均匀带电平板，电荷面密度为 σ，则平板两侧电场强度

E⃗ = σ

2ε0
n̂

n̂ 为平板平面法向的单位向量。这表明，电场方向必然垂直于平板平面。

例 2.2. 一无限长带电直导线3带有电荷线密度 λ。则导线周围电场强度

E⃗ = λ

2πε0r
r̂

r̂ 是以导线为中心，垂直导线的平面里径向的单位法向量。可以看出，这个电场表达式与距离有关，以

1/r 的速度衰减。

例 2.3. 均匀带电球壳半径为 R，带电量为 Q，则电场分布为：

E⃗ =

 0 (r ≤ R)
Q

4πε0r2 r̂ (r > R)

例 2.4. 均匀带电球体半径为 R，带有电荷密度 ρ。则电场分布为：

E⃗ =


ρr⃗
3ε (r ≤ R)
Q

4πε0r2 r̂ (r > R)

均匀带电球体内部的场强决定了：当两个电荷密度反号（即为 ±ρ）的均匀带电半径相同球体几乎

重合4时，他们重合部分的场强将会是完全匀强的：

E⃗ = ρr⃗ab

3ε0

r⃗ab 是从带正电球指向带负电球的球心的矢径。

例 2.5. 证明上面这个结论对两个不同半径的均匀带电球（电荷密度仍然是 ±ρ）仍然成立。

孤立导体球在匀强的外电场中，会产生电荷分布来抵消球内部区域的外电场。而这个电荷分布，在
内部区域恰好形成反向匀强电场，而在外部，其可以被等效为一个电偶极子。

3粗细并不很重要，因为我们通常考察的是导线外部的区域。有粗细和无粗细会给出相同的结论——但考察导线内部电场

分布时，他们有区别
4物理人总喜欢做一些奇怪的假设，比如他们会认为这时候两个球几乎重合但不完全重合，这样，中间重合的部分电荷互相

抵消，而边缘没有抵消的电荷可以近似认为是“面电荷”，相当于一个完美的球表面带的电荷——这看起来很扯，但如果我们

取一个 r⃗ab → 0 的过程，会发现这是一个数学上完全合法的等效
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例 2.6. 证明这个结论，并证明等效电偶极子的偶极矩大小为

p⃗ = 4πε0R3E⃗

事实上，我们可以据此求出此时外电场的分布——这是严格解。

引理 2.4.1 (平均场). 闭合导体的某个面元 dS 外部的电场为 E⃗，那么我们可以用平均场思想，认

为该面元和导体剩余部分在此处贡献的电场强度各为 1
2E⃗

3 电介质

3.1 重要概念

电极化：介质不同于导体，在受外电场作用时产生的电场不能完全抵消外电场，这正是极化电场

位移极化：分子原本电正负中心重合，不表现极性；但在外电场激发下，正负中心偏移，产生极性

取向极化：分子原本电正负中心不重合，等效于一个偶极子；原本排列散乱，宏观的极化电场互相

抵消，在外电场作用下顺序排列，形成极化电场；这种极化的强度显著大于位移极化；

3.2 电场强度、极化强度、电位移矢量之间的关系

以下内容在线性各向同性均匀电介质中考虑，并设介质具有相对介电常数 εr

定义 3.2.1 (电介质中的特殊矢量5). 极化强度矢量是在特定体积内，电偶极矩的总贡献。记考察区
域的体积为 V，定义式为

P⃗ =
∑
V

p⃗/V

而为了方便起见，我们可以给出一个辅助矢量——电位移矢量，它被定义为：

D⃗ = P⃗ + ε0E⃗

推论 3.2.1. 在各向同性介质中，我们可以额外给出如下关系：

P⃗ = (εr − 1)ε0E⃗

D⃗ = εrε0E⃗

D⃗ = P⃗ + ε0E⃗

同时，这些物理量也具有对应的物理意义：P⃗ 常常与极化电荷相联系，D⃗ 与自由电荷相联系，E⃗ 与

体系总的电荷（极化电荷与自由电荷相叠）相联系

比如，可以通过以下方式来求取介质表面的电荷密度（我们假设 E⃗1 和 E⃗2 分别是一个界面两侧的

电场强度，下面的其他假设类同）：

σfree = (D⃗1 − D⃗2) · n̂ (1)

σpolar = −(P⃗1 − P⃗2) · n̂ (2)

σtotal = ε0(E⃗1 − E⃗2) · n̂ (3)

5这两个定义式不要求各向同性均匀介质。换言之，任何电介质中都成立
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其中，n̂ 是界面的法向量。实际运用中，通常给定了自由电荷的分布（人工撒上去的电荷一般都是

所谓自由电荷，比如常见的“把一个带电荷 Q 的球体塞入某介质中”，那么这里的 Q 即为自由电荷）；

如果能够确定自由电荷本身的分布没有发生改变，则可以先求取 D⃗，然后利用上面的公式反求 E⃗。

以上式子也正是静电场（含介质）问题的边界条件（法向条件）。值得注意的是，有一个式子比较

特殊，在含有静电场问题的时候，由于所知道的量通常是自由电荷，可得到推论：

推论 3.2.2. 若介质界面不存在自由电荷，则介质法向的电位移矢量 D⃗ 连续

边界条件的另外一部分是所谓切向条件：

推论 3.2.3. E⃗ 切向分量在介质分界处是连续的（也即在分界面两侧，切向电场强度相等；但这意

味着，D⃗ 和 P⃗ 的切向分量是可以发生突变的）。利用环路定理可以证明，这式子等价于介质界面两侧
电势连续

3.3 边界和特殊线重合的情况

首先给出两个引理：

引理 3.3.1 (介质边界与电场线重合). 当介质的边界和电场线重合时，电场强度 E⃗ 在介质存在与否

时同分布；换言之，对单一体系，任意处的在有无介质时电场强度都只相差同一个因数 α；

这个定理常用于计算类似球对称体系按照角度剖分的情形。据此引理，我们知道介质不存在时，电

场是球对称分布的。然后利用引理，我们知道在介质中仍然有球对称分布的电场。然后就可以用介质存

在时的 D⃗ = ε0εrE⃗ 计算各处的电场强度。

引理 3.3.2 (介质边界与电场线垂直). 当介质的边界和等势线重合时，电位移矢量 D⃗ 在介质存在与

否时保持一致。

解决此类问题时可以先忽略电介质，计算出电位移 D⃗ = ε0E⃗free，接着考虑电介质，能保证电位移

矢量 D⃗ 不变；于是可以直接用 E⃗′ = D⃗/(εrε0) 求出电介质体系下的电场强度。

4 静电场的能量问题

4.1 点电荷体系相互作用能的几种表述

相互作用表述（求和指标对称）：

E = 1
2

N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=N

1
4πε0

qiqj

rij
(4)

相互作用表述（求和指标不对称）：

E =
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

1
4πε0

qiqj

rij
(5)

势能表述：

E = 1
2

N∑
i=1

qiU(r⃗i) (6)

其中 U(r⃗i) 表示的是，除了 r⃗i 处的那个电荷 qi 其他的电荷在该处产生的电势之和。
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4.2 自能

线电荷和面电荷不能计算自能（发散困难），而体电荷体系是可以定义自能的：

W自 = 1
2

∫∫∫
D

ρe(r⃗)U(r⃗)dV (7)

这里的 U(r⃗) 是整个体系中，仅除去 r⃗ 一点的电荷量，剩下所有的电荷引起的电势；由于 dV → 0，
可以从数学上证明这个电势等价于完整的整个体系产生的电势。所以要特别注意电势绝对值（以无穷远

为电势 0 点计算是比较保险的）

例 4.1. 求一个均匀带电（电荷密度为 ρ），半径为 R 的带电球体的自能。

解. [定义法]
根据定义，我们考虑带电部分（球内区域），给出球内部分的电势：

U(r⃗) = ρ

6ε0
(3R2 − r2)

然后积分给出自能：

W自 = 1
2

∫∫∫
r<=R

ρ · ρ

6ε0
(3R2 − r2)r2 sin θdrdθdφ

= ρ2

12ε0

R∫
0

(3R2 − r2)r2dr

π∫
0

sin θdθ

2π∫
0

dφ

= 4πρ2R5

15ε0

另一种计算自能的方法是：构造某种方法，将许多本来散布在无穷远、且没有相互作用的电荷移动

并形成待求的体系；此过程中所花费的功即为体系的自能。（例子：计算均匀带电球的自能，可以构造

一个“分层制造球壳”的方案进行计算）

解. [构造过程法]
我们构造一个分层转移球壳的过程，将一层层厚度为 dr 的球壳从无穷远搬运到应该所处的位置。

计算这中间花费的所有做功（考察电势能改变）

应该在 r 处的那一层球壳带电量 q2 = 4πρr2dr，搬运时已有的电荷总量为 q1 = 4
3πρr3，于是将 q2

从无穷远搬运到 r 处所需要的能量正是两者之间的相互作用能：dW = 1
4πε0

q1q2
r

W自 =
∫ R

0

1
4πε0

4
3πρr3 · 4πρr2dr

r

= 4πρ2

3ε0

∫ R

0
r4dr

= 4πρ2R5

15ε0

另一种方法是，考虑体系的能量密度 ω = 1
2ε0E2，对于全空间积分可以得到体系的自能。对上面的

球体也可得到同样的结果，此处暂时不计算（留待有空时计算）
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4.3 能量密度及其物理意义

在真空中，体系的能量密度可以被定义为

ω = 1
2

ε0E2

考虑极化，极化后的电场强度分为两部分：极化电荷所持的极化能，和电场能

ωe = 1
2

D⃗ · E⃗

ωpolar = 1
2

P⃗ · E⃗

所谓的“电场能”是不依赖介电常数的，但是真正可用的能量是静电能（密度）ωe。

回到真空中的情形，利用虚功原理可以得到一个重要的结论：

推论 4.3.1 (电场能量密度和静电力的关系6). 处于静电场中的某个面元 dS 受到外电场的作用力大

小恰为 dF = ωdS，其中 dω 是板所处环境中的电场能量密度

此结论非常适合用来解平行板电容器的极板受力问题，可以立即得到解答。

4.4 虚功原理

常常用来解决液面升高问题和介质板抽离问题。

例 4.2. 在抽介质/抽电容器板的问题中，如果电容器不连接电源，则能够保持电容器电荷不变，此
时外力的虚功与能量改变之和为 0：

F = −δW

δr

这里 W 指的是电容器内部的总能量，下同。

一个变种问题是，如果电容器不连接电源，想要转动某个板/电介质，所花费的力矩满足

L = −δW

δθ

例 4.3. 如果电容器连接了电源，则除了以上的分析外，还会有一个电源做功项。在平凡情况下，将
会恰好得到外力的虚功正等于能量改变：

F = δW

δr

同样，如果是转动的情形，转动所需的力矩为

L = δW

δθ

5 电像法

5.1 猜测的艺术——电像法是什么

求解静电场，本质上是一个偏微分方程问题：我们只需要在给定的边值条件 φ(r⃗), ρ(r⃗) 下，求解如
下的偏微分方程：

∇2φ(r⃗) = −ρ(r⃗)
ε0

6这里只考虑真空中情形的原因是，考虑介质时存在一个问题：两块板夹一块电介质和两块板浸泡在电介质内是两个不同

的模型。确切地说，前者应该认为，板实际所处的环境介电常数是 ε0，而后者板所处的环境介电常数是 ε0εr，这种时候也要

分别计算这两种环境内的电场强度，而不能全部用介质中的电场强度去计算 ω
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这是 Poisson 方程，在 ρ(r⃗) = 0 处，求解会稍显容易——因为这退化为调和方程7。但为了求取全

空间的解析解，我们还是希望有一套行之有效的办法来处理一些简单的体系，避免在任何情况下都陷入

痛苦繁冗的求解中8。

幸运的是，Poisson 方程有一个很好的性质：

定理 5.1.1 (唯一性定理9). 若给定第一类边界条件，即电荷密度 ρ 在所研究区域 V 的边界 ∂V 上

的取值，则满足 Poisson 方程的静电场解是唯一的。

而电像法，更广义地说，就是一种试探解。我们根据经验和对称性，猜测一些可能合理的解，然

后进行检证——如果猜测解能够在全空间10满足 Poisson 方程，则唯一性定理确保了这个解一定是正确
的。

5.2 两个经典的例子

例 5.1. 一个电荷 q 放在无限大接地金属平板距离为 d 处，求金属板上面的电荷分布。

例 5.2. 一个半径为 R 的中空金属球，在距离球心为 d 处放置了一个电荷 q。在以下情形中，分别

求空间电场：

1. 金属球接地，d < R

2. 金属球接地，d > R

3. 金属球原本不带电荷，d > R

4. 金属球原本带电荷 Q，d > R

5.3 电像法的注意事项

能量问题：电像法中的能量问题素来是一个扯皮很多的事情，但这里我们只要遵循一个原则：

引理 5.3.1 (像电荷能量). 像电荷的任何能量在能量守恒计算中不应该被考虑11。换言之，像电荷不

“具有”电势能。

推论 5.3.2 (计算离散带电像体系电势能). 在计算离散带电像体系的电势能时，像电荷与像电荷间
的相互作用能不计，像电荷与真实电荷之间的相互作用能计 1

2
1

4πε0
q1q2

d 。真实电荷之间相互作用能记为
1

4πε0
q1q2

d

而在外场中，像电荷激发的电势还是照常计算的（这与上面的推论是自洽的）。

有效区域问题：问题中的导体边界通常将全空间分为若干个区域，需要注意的是，像电荷等效只在

像电荷所处区域以外生效，在生效区域它和点电荷完全无差别（计算能量除外，上面已经提到）。而在
像电荷所处区域内，其作用效果与外场恰好相互抵消，从而实现静电平衡。

7尽管这解的求解难度还是难得超乎想象，但，who cares——数学人和计算机总会帮你解决这个问题
8过度的和 Trivial 的数学会极大抹杀物理的美感
9我不会证明，但不妨碍我用

10电荷存在的奇点除外
11这件事情解释起来很复杂，一个直观的例子是例 5.1。如果将电荷移动，按照受力方法来计算，将会给出我们所预言的能
量改变，但实际上平板上的电荷分布有所改变，而这部分能量我们是没有计入的。当然，你可以 Argue 说这是因为接地平板
势能为 0，但不接地的情形也会有这个问题。所以我们从不考虑像电荷本身的电势能，而实验证明这是正确的（理论证明懒得
证了）

9



6 稳恒电流

6.1 稳恒条件和微观定律

电流密度的定义：

定义 6.1.1 (电流密度). R3 空间中某曲面 S，其上有电流 I 通过，则电流密度矢量定义为单位面积

上流过的电流强度，也即满足
∫∫

S j⃗ · d⃗S = I

定理 6.1.1 (电流的稳恒条件). 设 R3 空间中有一闭合曲面 S，矢量场 j⃗(r⃗) 是电流密度矢量，则下
列式被称为积分形式的稳恒电流条件： ∮

S
j⃗ · d⃗S = −dq

dt

其中，q 为闭合曲面 S 所包围空间的总电荷量。而它具有等价的微分形式：

∇ · j⃗ = −∂ρ

∂t

其中，ρ(r⃗, t) 是空间中点在某时刻的电荷体密度。

定理 6.1.2 (Ohm 定律). 设 R3 空间中，矢量场 j⃗(r⃗) 是电流密度，矢量场 E⃗(r⃗) 是所谓的稳恒电场
强度。Ohm 定律表明：

j⃗ = σE⃗

其中，σ 是电导率，它是介质的固有属性。其与介质的电阻率 ρR 存在倒逆关系：σρR = 1

定理 6.1.3 (Joule 定律). 矢量场 j⃗(r⃗) 是电流密度，则在 r⃗ 处的体元，其热功率密度（单位体积热

功率）为：

p = j2

σ

6.2 稳恒电路

定义 6.2.1 (电源电动势). 在可区分内外电路的电路中，非静电力 K⃗ 只能在电源中存在，此时电源

的电动势定义为：

ε =
∫ +

−
K⃗ · d⃗l

如果无法区分内外电路，则电动势重新定义为：

ε =
∮

L
K⃗ · d⃗l

在一个稳恒电路中，所有的导体都满足稳恒条件（这和静电平衡条件略有不同），电荷只能出现在

导体表面或导体内部非均匀部分。“稳恒电场”实际上不是静电场，并且一定要理解：不是电流形成电
场，而是电场驱动、形成并维持了稳恒电流。

求解稳恒电路的过程中，会涉及到如下两个基本方程12，这里描述如下：

定理 6.2.1 (Kirchhoff 第一定律). 汇合于任一节点处的各电流的代数和为 0，也即：
∑

I =
∑

Iin −
∑

Iout = 0

这定理也常被称为 Kirchhoff 节点电流方程（KCL）
12他们实际上在时变电路中也成立
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定理 6.2.2 (Kirchhoff 第二定律). 电路中的任一闭合回路的全部支路上的电压的代数和等于 0，也
即 ∑

U =
∑

(±ε ± Ir ± IR) = 0

其中 r 是电源内阻，ε 是电源电动势，R 是电路的负载电阻，根据 I 的方向来标记正负号。

这定理也常被称为 Kirchhoff 回路电压方程（KVL）

例 6.1 (常用的电路解法). 节点电压法，支路电流法，回路电压法——本质：线性电路满足叠加原
理

6.3 电场问题综合求解

这里主要是在对称性较强的体系中，我们需要综合利用以下的基本方程：∮
L

E⃗ · d⃗l = 0∮
S

j⃗ · d⃗S = 0

j⃗ = σE⃗

然后考虑边界条件：

n̂ × (E⃗1 − E⃗2) = 0

n̂ · (⃗j1 − j⃗2) = 0

这两个方程分别刻画了电场的切向分量连续，电流密度的法向分量连续。

例 6.2. 漏电电容器（《电磁学与电动力学（上册）》P109）

例 6.3. 针状电极。思考：可以存在尺寸忽略不计的电极吗？

例 6.4. 稳恒电路与静电场问题的类比：j⃗ ↔ D⃗i，E⃗ ↔ E⃗i，σ ↔ εi。此时就可以暂时忽略掉原有的

电介质和电导率，按照静电问题解出虚拟量。试再解一遍例 6.2。
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