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答案

第 1 题的偶数小题

(2) (x− i√y)(−x− 2i√y) = −x2 − ix√y − 2y

(4) 5i√
2−

√
3i

= −
√
3 +

√
2i

这题非常基本，不多讲了。

第 2 题的偶数小题

用三角式及指数式表示下列复数, 并求辐角的一般值:
(2)z = −

√
3i

三角式：
√
3
(

cos−π

2
+ i sin−π

2

)
在三角式这里要注意，即使 cos(−π/2) = 0，也不应该省略不写。因为

题目要的就是三角式，就是这个形式。

指数式：
√
3e−i π2

辐角的一般值：−π

2
+ 2kπ, k ∈ Z

(4)z = 1− cos θ + i sin θ

最佳答案

设 θ = θ0 + 2kπ, θ0 ∈ [0, 2π), k ∈ Z，则：

三角式：2 sin θ0
2

(
cos π − θ0

2
+ i sin π − θ0

2

)
指数式：2 sin θ0

2
ei π−θ0

2

辐角的一般值：θ0 = 0 时辐角无意义，除此之外为
π − θ0

2
+ 2kπ, k ∈ Z



2

常见问题

多数人会这么做：

1− cos θ + i sin θ = 2 sin2 θ

2
+ i2 sin θ

2
cos θ

2
(1)

= 2 sin θ

2
(sin θ

2
+ i cos θ

2
) (2)

这看上去很像三角形式 z = r(cosϕ+ i sinϕ) 对吧？令 r = 2 sin θ

2
, ϕ =

θ

2
就

可以了，是吗？

很抱歉，不对。这样做得到的是 z = 2 sin θ

2
(cos θ

2
+ i sin θ

2
)

那么，考虑到 sin(π
2
− x) = cosx, cos(π

2
− x) = sinx，令 ϕ =

π

2
− θ

2
是

不是就可以了？

看上去没什么问题：

z = 2 sin θ

2
(cos(π

2
− θ

2
) + i sin(π

2
− θ

2
)) (3)

= 2 sin θ

2
(sin θ

2
+ i cos θ

2
) (4)

所以，z 的模长就是 r = 2 sin θ

2
，而 z 的辐角就是

π

2
− θ

2
，辐角的一般

值就是它加 2kπ。

等等！模长好像应该是非负实数？

所以你知道上面的做法问题在哪了吧。

如果想要沿着这个方法做下去，应该讨论 θ 的取值范围，以确保你写出

来的 r(cosϕ+ i sinϕ) 里面的 r 是一个非负实数。

还有很多人这么做：

首先计算模长：

|1− cos θ + i sin θ| =
√
(1− cos θ)2 + sin2 θ (5)

=
√
2− 2 cos θ (6)

=

√
4 sin2 θ

2
(7)

= 2| sin θ

2
| (8)
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接着计算辐角的正切：

tanϕ =
sin θ

1− cos θ (9)

=
2 sin θ

2
cos θ

2

2 sin2 θ
2

(10)

=
cos θ

2

sin θ
2

(11)

= tan(π
2
− θ

2
) (12)

从而得到结论：ϕ =
π

2
− θ

2
.

且不说这样做的时候分母 1 − cos θ = 0 应该单独拿出来讨论，就问问

你自己：能从

tanϕ = tan(π
2
− θ

2
) (13)

导出 ϕ =
π

2
− θ

2
吗？能吗？？？

有的人不是算正切，而是算余弦：

cosϕ =
1− cos θ
2| sin θ

2
|

(14)

=
2 sin2 θ

2

2| sin θ
2
|

(15)

= | sin θ

2
| (16)

于是就说：

ϕ = arccos | sin θ

2
| (17)

同学们，这是对的吗？？？你真的知道反余弦函数是什么吗？？

x = arccos y 只是 y = cosx 在 x ∈ [0, π] 这个单调区间上的反函数，所

以 arccos 的值只会取 [0, π]，但辐角又不是只有 [0, π] 呀！

以上各种做法，为了正确得到 z 的辐角，必须对 θ 的取值范围做出讨

论！！

不讨论 θ 的范围的，一律扣分。
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如果你懒得讨论，请参考最佳答案的做法，那种做法就不需要讨论。

不过，在这里要说明，由于这题的特殊性，可能你自己都没意识到，如

果你计算正弦：

sinϕ =
sin θ

r
=

sin θ

2| sin θ
2
|

(18)

从而说 ϕ = arcsin sin θ

2| sin θ
2
|
+ 2kπ, k ∈ Z，那倒是正确的。或者写：ϕ =

arctan(tan(π
2
− θ

2
)) + 2kπ, k ∈ Z 也是正确的。

因为此题中这个复数的实部 1 − cos θ 总是非负的，所以它的辐角一定
落在第一、第四象限，刚好跟反正弦、反正切函数的值域吻合。（写反余弦

是不对的，因为反余弦反到的是第一、二象限）。

第 4 题的偶数小题

(2) 求解 z3 = −i.

答案

i,
√
3

2
− 1

2
i,−

√
3

2
− 1

2
i

常规做法

这题放在这个教学阶段，最佳的做法是用老师上课讲过的指数形式把 z

和 −i 都表示出来，然后令模和辐角分别相等，解出来模和辐角。
即：设 z = reiθ, 则 z3 = r3ei3θ，而 −i = e−

π
2 i，所以说：

r3 = 1 (19)

3θ = −π

2
+ 2kπ, k ∈ Z (20)

由此知

r = 1 (21)

θ = −π

6
+

2kπ

3
, k ∈ Z (22)
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所以

z = e−
π
6 + 2kπ

3 , k ∈ Z (23)

写到这里，就已经完成了求解。

不过，这么写有点不太符合我们的习惯：

（1）上面虽然写 k ∈ Z，但实际上 z 只取 3 个值。对于 k 和 k + 3，

e−
π
6 + 2kπ

3 的值总是一样的，所以写 k = 0, 1, 2 更合适.

（2）因为 −π

6
是个特殊的角，e−

π
6 + 2kπ

3 是可以算出来的：

i,
√
3

2
− 1

2
i,−

√
3

2
− 1

2
i ，写出来更清楚些（不写也是对的）。

任性的做法

这个题多数人做的是对的，但是有些人似乎没听课，做起来非常任性。

如果你没听课，不知道指数表示，硬要设 z = x+ iy 来解 x, y，我们来

试试：由二项式定理（二项式定理只依赖于代数运算的交换律、结合律、分

配律等规则，对复数也是成立的）

(x+ iy)3 = x3 + 3x2(iy) + 3x(iy)2 + (iy)3 (24)

= (x3 − 3xy2) + i(3x2y − y3) = −i (25)

所以

x3 − 3xy2 = 0 (26)

3x2y − y3 = −1 (27)

解这个方程组，你也能得到三组解，也是正确的答案。

离谱的错误

有的人只给了一个解 z = i，我只能认为这样的同学没听课，也没看书。

漂亮的做法

z3 = −i 等价于 z3 + i = 0，而 z3 + i = (z − i)(z2 + iz − 1).
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所以 z = i 或者 z2 + iz − 1 = 0，后者是一个二次方程，由二次方程求

根公式得 z =
−i ±

√
3

2
.

实际上这是利用了因式分解的技巧，习题课上会详细讲讲它的基础知

识。

第 7 题的偶数小题

(2) 求证：
n∑

k=1

sin kθ =
1

2
cot θ

2
−

cos
(
n+ 1

2

)
θ

2 sin 1
2
θ

, 0 < θ < π

最佳证明

证明. 由于 (eiθ)k = cos kθ + i sin kθ, 所以式子左边是
n∑

k=1

(eiθ)k 的虚部. 利

用等比数列前 n 项和公式得到：

n∑
k=1

(eiθ)k =
eiθ(1− (eiθ)n)

1− eiθ (28)

分子分母同除以 eiθ/2,

eiθ(1− (eiθ)n)

1− eiθ =
eiθ/2 − ei(n+1/2)θ

e−iθ/2 − eiθ/2
(29)

因为分母是纯虚数 −i2 sin θ

2
, 所以为了得到整个分数的虚部，只需关注分子

的实部.

Im
(
eiθ/2 − ei(n+1/2)θ

e−iθ/2 − eiθ/2

)
= Im

(
cos(θ/2)− cos(n+ 1/2)θ

−i2 sin(θ/2)

)
(30)

=
1

2
cot(θ/2)− cos(n+ 1/2)θ

2 sin(θ/2) (31)

证毕.

这题利用等比数列求和公式是一个关键步骤，多数人能想到这一点。后

面的代数恒等变形也很关键，但是稍微困难些。不过变形的途径不是唯一
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的，有的人利用了三角和角公式，有的人用了和差化积，有的人用了积化和

差。都行。

不要试图“伪证”（即省略关键步骤）。证明就是要把变形所依赖的公

式交代清楚，如果不交代清楚，我只能认为你根本不知道能够这样变形的理

由。

交代清楚变形的理由也不是事无巨细，而是要审时度势，把握分寸，详

略得当。

像作业、考试这种场合，你最好在了解课程脉络的前提下猜测一下关键

的采分点。

第 14 题

设 z1, z2 是两复数, 如果 z1 + z2 和 z1z2 都是实数, 证明 z1 和 z2 或者

都是实数, 或者是一对共轭复数.

最佳答案

证明. 设 z1 + z2 = −b, z1z2 = c, 由题意 b, c 都是实数. 由二次方程根与
系数的关系（或者说韦达定理）, z1, z2 是关于 z 的实系数一元二次方程

z2 + bz + c = 0 的两个根. 由求根公式,

z =
−b±

√
b2 − 4c

2
(32)

若 b2 − 4c ≥ 0，则 z1, z2 都是实数, 否则 z1, z2 是一对共轭的复数.

常规做法

第 14 题，很多同学是这样做的：

证明. 设 z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2,
则 y1 + y2 = 0, x1y2 + x2y1 = 0.
如果 y2 = 0，则 y1 = 0，z1, z2 都是实数.
如果 y2 ̸= 0，则 y1 = −y2 代入 x1y2 + x2y1 = 0 得 (x1 − x2)y2 = 0,
故 x1 = x2，z1, z2 为共轭复数. 证毕。
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这么做对吗？对，完全正确。但是如果把问题改成：

若 z1 + z2 + z3, z1z2 + z1z3 + z2z3, z1z2z3 都是实数，请证明：z1, z2, z3 或者

都是实数，或者是一对共轭复数和一个实数.
你又该如何证明？那种设 z = x+ iy 然后列方程的方法还好用吗？
实际上，有更加一般的引理：

引理 1. 一元实系数多项式方程虚根成对共轭出现.

引理证明如下：

证明. 设 f(x) = anx
n+an−1x

n−1+...+a1x+a0是关于 x的 n次实系数多项

式. 注意：当我们谈论实系数多项式时，我们的意思是系数 a0, a1, ..., an−1, an

都是实数，并不要求 x 是实数. 事实上，你可以让 x 是任何本身可进行乘方

运算并且可以同 a0, a1, ..., an 进行乘法运算的对象，甚至是方阵、求导算符.
如果 z 是方程的一个复数根（不论它是实数还是虚数），即 f(z) = 0,

则 f(z) = 0,
请注意，由于系数都是实数，所以

f(z) = an zn + an−1 zn−1 + ...+ a1 z + a0 (33)

= anz
n + an−1z

n−1 + ...+ a1z + a0 (34)

= f(z) (35)

这就是说，从 f(z) = 0 可推出 f(z) = 0, 从而推出 f(z) = 0. 即：
只要 z 是方程的根，那么其共轭复数 z 也是方程的一个根！

如果 z 是实数，那么其共轭复数 z = z 就是它本身. 如果 z 不是实数，

那么其共轭复数 z 就与 z 不同，只要其中有一个是 f(x) 的根，则另一个也

一定是。

这就是说：实系数一元多项式方程虚根成对共轭出现。

第 16 题

下面复数列是否有极限? 如果有则求出其极限值;如果没有则说明理由：

(1) 3 + 4i
6

,

(
3 + 4i

6

)2

, · · · ,
(
3 + 4i

6

)n

, · · · .
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(2) 1,
i
2
,−1

3
,− i

4
,
1

5
,

i
6
,−1

7
,− i

8
, · · · .

(3) 1, i,−1,−i, 1, i,−1,−i, · · · .

答案

(1)(2) 极限为 0。根据数列极限的定义，数列的模收敛于 0，则数列收

敛于 0。

(1) 数列的通项是 zn = (
3 + 4i

6
)n，关于复数的模有这样一个性质：

|z1z2| = |z1||z2| (36)

从而

|zn| = |z|n (37)

所以，对于上述 zn = (
3 + 4i

6
)n，|zn| = |(3 + 4i

6
)n| = |3 + 4i

6
|n = (

5

6
)n，

所以当 n → ∞ 时，|zn| → 0，所以 zn → 0. 根本无需顾及辐角！无需顾及
实部虚部！

其实这里暗暗用了一个简单的性质∣∣∣∣z1z2
∣∣∣∣ = |z1|

|z2|
(38)

这里是

∣∣∣∣3 + 4i
6

∣∣∣∣ = |3 + 4i|
|6|

=

√
32 + 42

6
=

5

6
.

(2) 是类似的。|zn| → 0 (n → ∞) 所以 zn → 0 (n → ∞). 根本无需顾
及辐角！无需顾及实部虚部！

(3) 无极限.
要说明 1, i,−1,−i, 1, i,−1,−i, ... 没有极限的最好方式是：
子列 1, 1, 1, 1, ... 极限为 1，子列 i, i, i, i... 极限为 i，1 ̸= i，所以原数列

没有极限。

这里用到了数列收敛的必要条件

定理 1. 若数列 zn 收敛，则其任意子列都收敛，并且各个子列的极限相等.

利用数列极限的定义，很容易证明这个定理。这是数学分析头一个月就

讲过的内容。
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第 19 题偶数小题

试在复平面上画出满足下列关系的点集的图形, 其中哪些关系确定的点
集是区域? 它们的边界是什么?

正确答案

(2) Im z ⩾ 3

不是区域，因为它不是开集。

边界：直线 y = 3。

(4) π

4
< arg z <

π

3
且 1 < |z| < 2
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是区域。

边界：两段弧和两条线段，即：

|z| = 1,
π

4
≤ arg z ≤ π

3
；

|z| = 2,
π

4
≤ arg z ≤ π

3
；

arg z =
π

3
, 1 ≤ |z| ≤ 2；

arg z =
π

4
, 1 ≤ |z| ≤ 2。

(6) 2 < |z + 1| < 3 且 −2 < Re z ⩽ 3

2

不是区域，因为它不是开集（x =
3

2
, 2 ≤ |z + 1| ≤ 3 这里出了问题）。

边界：三条线段，三段弧，即：

x = −2, 2 ≤ |z + 1| ≤ 3；

x =
3

2
, 2 ≤ |z + 1| ≤ 3；

|z + 1| = 3,−2 ≤ x ≤ 3

2
；

|z + 1| = 2,−2 ≤ x ≤ 3

2
。

(8) Im z > 1 且 |z| < 2



12

是区域。

边界：一条线段，一段弧，即：

y = 1, |z| ≤ 2；

|z| = 2, y ≥ 1。

(10)
∣∣∣∣z − 1

z + 1

∣∣∣∣ > 1.

区域中不包含 z = −1，因为它使得分母为 0. （很少有同学注意这一
点）

是区域。
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边界：y 轴和 z = −1。

请注意！这里的 z = −1 也是边界！这一点，几乎全军覆没。习题课会

详细讲这一点。

常见错误

要强调一点：边界有范围的，要注明。是线段，就不要只写一个直线。

是弧，就不要写整个圆。

边界总是闭集，要带上端点。

第 22 题

zz + z + z = 1, 或者写成 |z + 1| =
√
2.

作业中的问题

要点 1. 三角式必须严格符合

r(cos θ + i sin θ), r ≥ 0, θ ∈ R (39)

的形式.

请注意，在三角式中，即使遇到 cos(π/2), sin(0)之类值为 0的东西，也

不要省略。

三角式中模长需为非负实数。

在三角式中，i 需要和 sin 而不是 cos 放在一起。
i cos θ + sin θ 不是三角式！

要点 2. 指数式必须严格符合

reiθ, r ≥ 0, θ ∈ R (40)

的形式.

注意不要把 i 漏掉。

要点 3. 积累数学常识
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第 14题，我们给的做法，利用了根与系数的关系（或者叫韦达定理）以
及 一元实系数多项式方程虚根成对共轭出现，这是基本且重要的数学常识，

各位同学应该了解一下。习题课上也会详细地讲。

另外一个基本常识也要强调一下：一元复系数多项式有且只有 n 个复

数根. 这个事实如此的重要，以至于人们叫它代数基本定理。高斯给了它很
多种证明，在《复变函数》课程中，我们将利用全纯函数的性质给出一个非

常漂亮的证明。

这里要说明一下，n 个复数根未必互不相同，就像我们中学学习二次多

项式的时候一样，可能会遇到重根，我们是把重根按其重数计，得到 n 个根

的。

所以更准确地说法是：一元复系数多项式可以分解为 n 个形如 (x−xi)

的一次因式的乘积，其中 xi 都是复数，i = 1, 2, ..., n.
而根与系数的关系就是说：

定理 2. 对于一元 n 次多项式 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0, 如
果它有 n 个根 x1, x2, x3, ..., xn，那么有如下关系式：

x1 + x2 + ...+ xn = −an−1

an
(41)∑

1≤i<j≤n

xixj =
an−2

an
(42)

∑
1≤i<j<k≤n

xixjxk = −an−3

an
(43)

...... (44)

x1x2...xn = (−1)n
a0
an

(45)

要点 4. 根据数列极限的定义，|zn| → 0 就能说明 zn → 0，不要多费笔墨求

zn 的表达式.

要点 5. 求方程表示的几何图形时，注意去掉导致分母为 0 等使得式子无意

义的点.

要点 6. 什么是区域？什么是集合的边界？

区域就是连通的开集，这是在数学分析 B2 中首次提到的概念，大家应
该都学过。连通，直观地看就是没有断开为两部分。开集，直观地看就是边

界都没有包含在集合内（不是没有边界，是不包含它自己的边界）。



15

习题课会详细讲：什么叫开集？什么叫连通？什么叫区域？

有的同学错误地以为，开集就没有边界。

比如，开的单位圆盘 |z| < 1，有没有边界？有！边界就是圆周 |z| = 1。

闭的单位圆盘 |z| ≤ 1，边界也是圆周 |z| = 1。

开的单位圆盘只是不包含它的边界，而不是没有边界。

再问一问：平面上的一条线段有没有边界？有，它的边界就是它本身。

平面上的一个点有没有边界？也有，它的边界也是它本身。

你可能会觉得奇怪，线段、点怎么也有边界呢？其实，边界有统一的定

义：

定义. 平面上一个集合 D 的边界一般记为 ∂D，是指所有这样的点构成的

集合：它的任何邻域既包含 D 中的点，也包含不在 D 中的点.

所以，不要傻傻地以为开集就没有边界了。

请你自己验证一下：属于单位圆周 |z| = 1 的点，确实满足：它的任何

邻域中既包含满足 |z| < 1 的点，又包含不满足 |z| < 1 的点。

第 19 题第 (10) 小问，请你自己根据边界的定义验证一下，如果从左半
平面挖掉 z = −1，得到集合 G = {z : Rez < 0, z ̸= −1} 确实以 y 轴以及点

z = −1 为边界。


