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1. 波包的半经典运动方程如下（取 h̄ = 1）：

ẋc =
∂εM
∂kc

− k̇c ×Ωn(kc)

k̇c = −eE − eẋc ×B

简便起见，我们在只有电场微扰的情况下推导这一运动方程。

在考虑电场微扰的情况下，体系的哈密顿量可以写成位置算符 x̂ 和动量算符 p̂ 的函数：

Ĥ = Ĥ0(x̂, p̂)− eϕ̂(x̂, t)

其中，Ĥ0 代表不考虑外场时的哈密顿量，满足晶格平移对称性，而电势项的存在破坏了

Ĥ 的晶格平移对称性（我们把规范选择为磁矢势为 0）。我们期望利用微扰论来解决这
一困难，但是问题在于，−eϕ̂(x̂, t) 并不是微扰项，以匀强电场情况下 −eϕ̂ = −eE · x̂ 为
例，当 x̂ → ∞ 时，这一项甚至会发散。但是如果我们假设体系是局域的，电子波函数
在实空间和动量空间都形如一个波包（分别以 xc 和 kc 为波包中心），那么我们就可以

在我们关心的有限区域内把 −eϕ̂(x̂, t) + eϕ(xc, t) 视作微扰：

Ĥ = Ĥ0(x̂, p̂)− eϕ(xc, t)− e
∂ϕ(xc, t)

∂xc

· (x̂− xc) = Ĥc + Ĥ ′

Ĥc = Ĥ0(x̂, p̂)− eϕ(xc, t) 的本征态是 Bloch 态，我们将 n 能带的本征态记作 |ψn(k)⟩ =
eik·x̂|un(k)⟩。

体系的拉氏量 L =
〈
Ψ
∣∣∣i ∂

∂t
− Ĥ

∣∣∣Ψ〉
，如果对 |Ψ⟩不施加限制，对应的欧拉拉格朗日方程就

是薛定谔方程。我们限制 |Ψ⟩的形式是一个在动量空间非常窄的波包，由 n能带不同 k对

应的 Bloch 态叠加而成：|ψ⟩ =
∫

d3k C(k, t)|ψn(k)⟩。叠加系数 C(k, t) = |C(k)|e−iγ(k,t)

仅在 kc 附近很小的区域取值，在计算时我们可以认为 |C(k)|2 = δ(k − kc)。把 |Ψ⟩ 代
回 L 后，其欧拉拉格朗日方程就对应于波包的半经典运动方程。
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(a) 我们定义 xc = ⟨Ψ|x̂|Ψ⟩，试证明：

xc =
∂γ(kc, t)

∂kc

+

〈
un

∣∣∣∣i∂un∂kc

〉
证明过程中可以直接使用结论：

⟨ψn(k)|x̂|ψn′(k′)⟩ = i
∂δ(k′ − k)

∂k
δnn′ +

〈
un(k)

∣∣∣∣i∂un′(k)

∂k

〉
δ(k′ − k)

(b) 把 |Ψ⟩ 的波包形式代入到拉氏量，试证明拉氏量可以化简为如下形式：

L = −εn(kc) + eϕ(xc, t)− k̇c · xc + k̇c ·
〈
un

∣∣∣∣i∂un∂kc

〉
其中 εn 是没有电场微扰的哈密顿量 Ĥ0 的 n 能带的本征值。

注意：如果两个拉氏量之差可以写成某个物理量的时间全导数，那么这两个拉氏量

可以视为等价。

参考文献：Ganesh Sundaram and Qian Niu, Wave-packet dynamics in slowly perturbed
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2. 类比课上讲的时间反演 T 对称性下的情况，分别考虑在空间反演 P（x → −x, t → t）

对称性和镜面反演 Mz（x → x, y → y, z → −z, t → t）对称性下贝里曲率 Ω(k) 满足的

关系。
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