
半经典理论框架

物理中的几何相位（专题3）

高阳



固体中的电子I

经典理论
• 单电子行为：经典运动方程

      ሶ𝒓 =
𝒑

𝑚
 ,      

    ሶ𝒑 = −𝑒 𝑬 − 𝑒 ሶ𝒓 × 𝑩 −
𝒑

𝜏

• 多电子系综的统计行为：Maxwell—Boltzmann分布

           𝑓𝑀𝐵 = 𝜆0 𝑒
−

𝐸

𝑘𝐵𝑇

• 物理量（多指某种密度）的测量值

𝑂 = ∫ 𝑑𝒑 𝑂 𝒓, 𝒑 𝑓𝑀𝐵 𝐸 𝒓, 𝒑

比如能量，动量，角动量等



固体中的电子II

量子理论
• 单电子行为：布洛赫态与布洛赫能带（平均场意义下）

      ෡𝐻 =
ො𝑝2

2𝑚
+ 𝑈 𝒓 ,  𝑈 𝒓 + 𝑹 = 𝑈(𝒓)

       ෡𝐻𝜓𝑛𝒌 = 𝐸𝑛 𝒌 𝜓𝑛𝒌            𝜓𝑛𝒌 𝒓 = 𝑒𝑖𝒌⋅𝒓𝑢𝑛 𝒌; 𝒓
         k的取值范围有限，为布里渊区 𝐸𝑛 𝒌 = 𝐸𝑛(𝒌 + 𝑮)
• 多电子系综的统计行为：Fermi—Dirac分布
                                                         𝑓𝐹𝐷 =

1

1+exp
𝐸𝑛𝒌−𝜇

𝑘𝐵𝑇

• 物理量的测量值

𝑂 = ∫𝐵𝑍

𝑑𝒌

8𝜋3  𝑂𝑛 𝒌 𝑓𝐹𝐷 𝐸𝑛𝒌 , 𝑂𝑛 𝒌 = ⟨𝜓𝑛𝒌
෠𝑂 𝜓𝑛𝒌⟩



量子理论半经典化

• 目的：
       1. 以经典运动方程为模板，融合量子理论元素，理解
电子的动力学行为；
       2. 保证对物理量预测的准确性；

• 难点：经典力学以相空间标记一个态，而量子力学有
力学量完全集，位置与动量不能同时确定。



波包的构造

• 方法：构造波包

𝑊 = ∫ 𝑑𝒑 𝐶 𝒑 𝜓𝑛𝒑  

• 归一化
𝑊 𝑊 = 1 ⇒ ∫ 𝑑𝒑 𝐶 𝒑 2 = 1

• 动量空间局域
𝐶 𝒑 2 ≈ 𝛿(𝒑 − 𝒑𝒄)， 𝐶 𝒑 = 𝐶 𝒑 𝑒𝑖𝛾(𝒑)

• 实空间局域

         𝒓𝒄 = 𝑊 𝒓 𝑊 =
𝜕𝛾

𝜕𝒑𝒄
+ 𝐴(𝒑𝒄) 

           𝐴 𝒑𝒄 = 𝑢𝑛 𝒑𝒄 𝑖𝝏𝒑𝒄
𝑢𝑛 𝒑𝒄

• 呈现粒子行为



波包的动力学演化

• 拉格朗日量

                      𝐿 = 𝑊 𝑖𝜕𝑡 − ෡𝐻 𝑊

• 对左矢变分可得完整的薛定谔方程

• 对波包的要求限制了解空间
            𝐿(⟨𝑊|, |𝑊⟩) → 𝐿(𝒓𝒄, 𝒑𝒄, ሶ𝒓𝒄, ሶ𝒑𝒄, 𝑡) 

• 与经典动力学的拉氏量不同 𝐿(𝒓, ሶ𝒓, 𝑡) 



半经典动力学方程（电场）
• 拉格朗日量（电场情形）：

                      𝐿 = − 𝒓𝒄 − 𝑨 𝒑𝒄 ⋅ ℏ ሶ𝒑𝑐 − 𝐸 𝒑𝒄 − 𝜙(𝒓𝒄)

            𝐸 𝒑𝒄 = 𝑊 ෡𝐻𝑘𝑖𝑛 𝑊     𝜙 𝒓𝒄 = 𝑊 𝜙 𝑟 𝑊

• 半经典运动方程

      ሶ𝒓𝒄 =
1

ℏ

𝜕𝜀

𝜕𝒑𝒄
− ሶ𝒑𝒄 × 𝛀 ,      

    ℏ ሶ𝒑𝒄 = −
𝜕𝜙

𝜕𝒓

• 贝里曲率与反常速度
                    − ሶ𝒑𝒄 × 𝛀



磁场情形
• 量子行为：

                 ෡𝐻 =
ෝ𝒑+𝑒𝑨 𝒓 2

2𝑚
+ 𝑈 𝒓             𝛁 × 𝑨 𝒓 = 𝑩 𝒓

• 失去平移对称性，特定情形下可定义磁平移对称性
• 半经典处理：局域哈密顿量
            ෡𝐻 = ෡𝐻𝑐 + ෡𝐻1 + ෡𝐻2 + ⋯

            ෡𝐻𝑐 =
ෝ𝒑+𝑒𝑨 𝒓𝒄

2

2𝑚
+ 𝑈 𝒓         

            ෡𝐻𝑐𝜓𝑛𝒌,𝑟𝑐
= 𝐸𝑛 𝒌 + 𝑒𝑨(𝒓𝒄) 𝜓𝑛𝒌,𝒓𝒄

       𝜓𝑛𝒌,𝑟𝑐
= 𝑒𝑖𝒌⋅𝒓𝑢𝑛𝒌+𝑒𝑨(𝒓𝑐)(𝒓)

• 波包构造

𝑊 = ∫ 𝑑𝒑 𝐶 𝒑 𝑒𝑖𝒑⋅𝒓 𝑢𝑛𝒑+𝑒𝑨(𝒓𝑐)



半经典动力学方程（电磁场）

• 拉格朗日量：

           𝐿 = − 𝒓𝒄 − 𝑨 𝒌𝒄 ⋅ ℏ ሶ𝒌𝑐 −
1

2
𝑒𝑩 × 𝒓𝑐 ⋅ ሶ𝒓𝒄 − 𝐸 𝒌𝒄 − 𝜙(𝒓𝒄)           

            𝒌𝒄 = 𝒑𝒄 + 𝑒𝑨(𝒓𝒄)
• 半经典运动方程

              ሶ𝒓𝒄 =
1

ℏ

𝜕𝜀

𝜕𝒌𝒄
− ሶ𝒌𝒄 × 𝛀 ,      

         ℏ ሶ𝒌𝒄 = −
𝜕𝜙

𝜕𝒓
− 𝑒 ሶ𝒓𝑐 × 𝑩

• 贝里曲率与磁场对应

• 能量修正：𝜀 = 𝑊 ෡𝐻 𝑊 = 𝜀𝑛𝒌𝒄
− 𝑩 ⋅ 𝒎(𝒌𝒄)            

                          𝒎 𝒌𝒄 = −
𝒆

𝟐
× σ𝒏≠𝟎 𝑨0𝑛 × 𝒗𝑛0 

            



对称性

• 从运动方程判断：（时间反演与空间反演）

                      ሶ𝒓𝒄 =
1

ℏ

𝜕𝜀

𝜕𝒌𝒄
− ሶ𝒌𝒄 × 𝛀 ,      

               ℏ ሶ𝒌𝒄 = −
𝜕𝜙

𝜕𝒓
− 𝑒 ሶ𝒓𝑐 × 𝑩

• 从定义式判断

                 𝛀 = 𝛁𝐤 × 𝑢𝑛𝒌 𝑖𝜕𝒌 𝑢𝑛𝒌



非正则性：拉格朗日量

• 拉格朗日量（电磁场情形）：

 𝐿 = − 𝒓𝒄 − 𝑨 𝒌𝒄 ⋅ ℏ ሶ𝒌𝑐 −
1

2
𝑒𝑩 × 𝒓𝑐 ⋅ ሶ𝒓𝒄 − 𝐸 𝒌𝒄 − 𝜙(𝒓𝒄)

• 拉格朗日量（经典情形）

       𝐿 𝒓, ሶ𝒓, 𝑡 = −
1

2
𝑚 ሶ𝒓𝒄

𝟐 −
1

2
𝑒𝑩 × 𝒓𝑐 ⋅ ሶ𝒓𝒄 − 𝜙(𝒓𝒄)

      通过勒让德变换可得哈密顿方程

• 物理变量非正则
            



非正则性：刘维尔定理

• 相空间体积元：
                      Δ𝑉 = Δ𝒓Δ𝒑
• 刘维尔定理

𝑑Δ𝑉

𝑑𝑡
= 0

• 体积元变化
𝑑Δ𝑉

𝑑𝑡
= Δ𝑉 (𝛁𝒓 ⋅ ሶ𝒓 + 𝛁𝒑 ⋅ ሶ𝒑)

• 对于正则变量
               𝛁𝒓 ⋅ ሶ𝒓 + 𝛁𝒑 ⋅ ሶ𝒑 = 𝟎

• 对于半经典变量

        𝛁𝒓 ⋅ ሶ𝒓 + 𝛁𝒑 ⋅ ሶ𝒑 = −
𝒆

ℏ
𝑩 ⋅ 𝛀 𝛁𝒓 ⋅ ሶ𝒓 + 𝛁𝒑 ⋅ ሶ𝒑 −

𝒆

ℏ

𝒅 𝑩⋅𝛀

𝒅𝒕
, 



相空间态密度的修正

• 相空间体积元：
1

Δ𝑉

𝑑Δ𝑉

𝑑𝑡
= −

1

𝐷

𝑑𝐷

𝑑𝑡
 ,  𝐷 = 1 +

𝑒

ℏ
𝑩 ⋅ 𝛀

• 刘维尔定理
              𝐷Δ𝑉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

• 新积分体积元

             ∫𝐵𝑧

𝑑𝑘𝑐

8𝜋3  𝐷 … …

            



半经典理论框架：平衡态性质

• 物理量的测量值：

   𝑂 = ∫𝐵𝑍

𝑑𝒌𝒄

8𝜋3  𝐷 𝑂𝑛 𝒌𝒄 𝑓𝐹𝐷 𝐸 , 𝑂𝑛 𝒌𝒄 = 𝑊 ෠𝑂 𝑊 , 𝐸 = ⟨𝑊| ෡𝐻|𝑊⟩

• 响应函数
                  𝑑𝐹 = −𝑀 𝑑𝐵 − 𝜌𝑑𝜇 − 𝑃𝑑𝐸 − 𝑆𝑑𝑇 − 𝑓 𝑑𝑥

• 自由能的计算

            𝐹 = ∫𝐵𝑍

𝑑𝑘𝑐

8𝜋3 𝐷 𝑔(𝐸) 𝑔 𝐸 = −𝑘𝐵𝑇𝑙𝑛 (1 + exp
𝜇−𝐸

𝑘𝐵𝑇
) 



平衡态性质举例：磁化强度

• 目标

                   𝑴 = −
𝜕𝐹

𝜕𝑩
 

• 自由能

               𝐹 = ∫𝐵𝑍

𝑑𝒌𝒄

8𝜋3 𝐷 𝑔(𝐸) 

            
• 结论

态密度修正𝐷 = 1 +
𝑒

ℏ
𝑩 ⋅ 𝛀

能量修正𝜀 = 𝜀𝑛𝒌𝒄
− 𝑩 ⋅ 𝒎(𝒌𝒄)

𝑴 = න
𝐵𝑍

𝑑𝒌𝒄

8𝜋3 𝒎 𝒌𝒄 𝑓 𝜀𝑛𝒌𝒄
−

𝑒

ℏ
𝛀 𝑔 𝜀𝑛𝒌𝒄

 



半经典理论框架：稳态性质

• 物理量测量值：

𝑂 = ∫𝐵𝑍

𝑑𝒌𝒄

8𝜋3  𝐷 𝑂𝑛 𝒌𝒄  𝑓

• Boltzmann方程
𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ ሶ𝒓 ⋅

𝜕𝑓

𝜕𝒓
+ ሶ𝒌 ⋅

𝜕𝑓

𝜕𝒌
=

𝑑𝑓

𝑑𝑡
|𝑐𝑜𝑙 = −

𝑓−𝑓0

𝜏
    

• 非平衡修正与弛豫时间相关



稳态性质举例：反常霍尔效应
• 电流：

                      𝐽 = −𝑒 ∫
𝑑𝒌𝒄

8𝜋3  ሶ𝑟𝑐 𝑓

• 半经典运动方程

                           ሶ𝒓𝒄 =
1

ℏ

𝜕𝜀

𝜕𝒌𝒄
− ሶ𝒌𝒄 × 𝛀 ,      

                   ℏ ሶ𝒌𝒄 = −
𝜕𝜙

𝜕𝒓
− 𝑒 ሶ𝒓𝑐 × 𝑩 

• 纵向电导：波尔兹曼方程的解

             𝑓 = 𝑓0 + 𝑒𝜏𝑬 ⋅ 𝒗
𝜕𝑓

𝜕𝜀
 𝐽 = −

𝑒2

ℏ
𝜏 ∫

𝑑𝒌𝒄

8𝜋3  𝒗 𝑬 ⋅ 𝒗
𝜕𝑓

𝜕𝜀

• 横向电导：反常霍尔效应

                   𝐽 = −
𝑒2

ℏ
𝑬 × ∫

𝑑𝒌𝒄

8𝜋3  𝛀 𝑓 (𝜀𝑛𝒌𝒄
)


