
固体中的电子

物理中的几何相位（专题2）
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固体理论发展的起始：输运问题

• 金属导电与导热现象
• 理论：Drude模型
• 导电：材料中有带电的、能自由运动的粒子

      ሶ𝒓 =
𝒑

𝑚
 ,      

    ሶ𝒑 = −𝑒 𝑬 −
𝒑

𝜏
 。（原始的Drude理论为保证电中性，会考虑多种粒子。）                
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• 导热：两次碰撞之间的热流
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Drude理论的若干重大缺陷

• 金属中的弱顺磁

• 实际观测的弛豫时间过大

• 霍尔效应中的负质量



首次改进：量子统计

• 气体理论：Maxwell-Boltzmann分布

                             𝑓𝑀𝐵 = 𝜆0  𝑒
−

𝐸

𝑘𝐵𝑇

• 电子的量子统计：Fermi-Dirac分布
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• 在低温有极为不同的特征，
      但尾部相似

不同温度下的麦克斯韦分布（a）与费米-狄拉克分布（b）。



示例：泡利顺磁 (1)

• 具有固定磁矩的原子气（假设磁矩由自旋产生）
• 塞曼能
                  𝐸 = 𝑔𝜇𝐵𝑚𝐵, 𝑚 = ±1
• Maxwell-Boltzmann分布
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• 磁矩
                    ҧ𝜇 = 𝑛 σ𝑚 𝑓𝑀𝐵 𝑔𝜇𝐵𝑚

• 磁化率
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示例：泡利顺磁 (2)

• 具有固定磁矩的原子气（假设磁矩由自旋产生）
• 塞曼能
                  𝐸 = 𝐸0 + 𝑔𝜇𝐵𝑚𝐵, 𝑚 = ±1  （动能部分不独立）
• Fermi-Dirac分布

                     𝑓𝐹𝐷 =
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• 磁矩
                    ҧ𝜇 = ∫ 𝑑𝐸0 𝑔 𝐸0 𝑓𝐹𝐷 𝐸 𝑔𝜇𝐵𝑚

• 磁化率
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• 不同方式的磁化率的比值
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再次改进：布洛赫理论

• 周期性势场中的电子

        𝐻 =
ො𝑝2

2𝑚
+ 𝑈 𝒓 ,  𝑈 𝒓 + 𝑹 = 𝑈(𝒓)

• 势场来源：周期排布的原子，原子-电子、电子-电子的库伦势
• 本征值： 𝐻𝜓 = 𝐸𝜓
• 平移算符： 𝑇𝑹𝜙 𝒓 = 𝜙(𝒓 + 𝑹)
• 平移算符本征态： 𝑇𝑹𝜓𝒌 𝒓 = 𝑒𝑖𝒌⋅𝑹 𝜓𝒌(𝒓)
• 调幅平面波
       𝜓𝒌 𝒓 = 𝑒𝑖𝒌⋅𝒓𝑢 𝒌; 𝒓 , 𝑇𝑹𝑢 𝒌; 𝒓 = 𝑢(𝒌; 𝒓)
• 能带：𝐸 = 𝐸(𝒌)     𝒌取值于布里渊区（由于周期性）

• 分子概念的延申：𝐸 = 𝐸𝑛 𝒌 , 𝜓 = 𝜓𝑛(𝒌)
固体中电子感受到的周期势场与能带。黄线展示每个原子中的
电子能级，其初始值对于不同位置的原子相同。紫色区域则为
不同原子的电子云重叠导致原子能级弥散而成的能带区域。



示例：材料分类与负质量
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波函数的规范依赖

• 本征方程

               𝐻 =
ො𝑝2

2𝑚
+ 𝑈 𝒓             𝐻𝜓𝑛(𝒌) = 𝐸𝜓𝑛 𝒌

• 规范变换 𝜓𝑛 𝒌 → 𝑒𝑖𝜙 𝒌 𝜓𝑛(𝒌)
• 复平面内的转动

• 若存在简并 𝜓𝑛 𝒌 → 𝑈𝑛𝑚 𝒌 𝜓𝑚(𝒌)



波函数的规范依赖：示例
• 狄拉克型哈密顿量

                   𝐻 = 𝑘𝑥𝜎𝑥 + 𝑘𝑦𝜎𝑦 + 𝑘𝑧𝜎𝑧 =
𝑘𝑧 𝑘𝑥 − 𝑖𝑘𝑦

𝑘𝑥 + 𝑖𝑘𝑦 −𝑘𝑧

• 能带 𝐸 = ±𝑘

• 正能带波函数

            𝜓+ =
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• 规范变换

                           𝑒𝑖𝜙 𝒌 =
𝑘𝑥+𝑖𝑘𝑦

𝑘2−𝑘𝑧
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电子的贝里联络

• 参数空间的贝里联络
                𝜙𝐵 = ∫ 𝑑𝑅 ⟨𝜓(𝑅) 𝑖𝜕𝑅 𝜓 𝑅 ⟩

• 以动量为参数 𝑅 → 𝒌

• 贝里联络
       𝑨𝑛 𝑘 = 𝑢𝑛 𝒌 𝑖𝝏𝒌 𝑢𝑛 𝒌

• 规范变换 𝑢𝑛 𝒌 → 𝑒𝑖𝜙(𝒌) 𝑢𝑛 𝒌
                         𝑨𝑛 𝒌 → 𝑨𝑛 𝒌 − 𝝏𝒌𝜙 𝒌
                    



电子的贝里曲率

• 斯托克斯定理

             𝜙𝐵 = ∮ 𝑨𝑛 𝒌 ⋅ 𝑑𝒌 = ∫ ∫ 𝑑𝒌 ො𝑛 ⋅ 𝛁𝒌 × 𝑨𝑛 𝒌  

• 贝里曲率：贝里相位密度
               𝛀𝑛 = 𝛁𝒌 × 𝑨𝑛 𝒌

• 规范变换： 𝑢𝑛 𝒌 → 𝑒𝑖𝜙(𝒌) 𝑢𝑛 𝒌
                             𝑨𝑛 𝒌 → 𝑨𝑛 𝒌 − 𝝏𝒌𝜙 𝒌
                             𝛀𝑛 𝒌 → 𝛀𝑛 𝒌



贝里曲率的计算

• 𝛀𝑛 = 𝛁𝒌 × 𝑨𝑛 𝒌 = ො𝑛𝑖𝜖𝑖𝑗ℓ𝜕𝑘𝑗
𝑢𝑛 𝑖𝜕𝑘ℓ

𝑢𝑛        重复指标默认求和

                                        = ො𝑛𝑖𝜖𝑖𝑗ℓ 𝜕𝑘𝑗
𝑢𝑛 𝑖𝜕𝑘ℓ

𝑢𝑛

                                        = ො𝑛𝑖𝜖𝑖𝑗ℓ𝑖 σ𝑚≠𝑛 𝜕𝑘𝑢𝑛 𝑢𝑚 𝑢𝑚 𝜕𝑘 𝑢𝑛

• 𝐻 𝒌 = 𝑒−𝑖𝒌⋅𝒓 𝐻𝑒𝑖𝒌⋅𝒓 =
(ෝ𝒑+ℏ𝒌)2
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• ො𝑣 𝑘 = −𝑖 𝒓, 𝐻 𝒌 =
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𝜕𝒌 

• 𝐻 𝑘 𝑢𝑛 = 𝐸𝑛 𝑢𝑛 , 𝜕𝑘
𝐻 𝑘 𝑢𝑛 + 𝐻 𝑘 𝑢𝑛 = 𝜕𝑘𝐸𝑛 𝑢𝑛 + 𝐸𝑛𝜕𝑘|𝑢𝑛⟩

• 𝑢𝑚 𝝏𝒌 𝑢𝑛 =
𝑢𝑚 𝜕𝒌 𝐻(𝒌) 𝑢𝑛

𝐸𝑛−𝐸𝑚

• 𝛀𝑛 𝒌 = 𝑖 ො𝑛𝑖𝜖𝑖𝑗ℓ
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