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摘 要 文章回顾了电子的拓扑几何理论发展的初期， 大约二十多年的历史。

首先介绍拓扑陈数在凝聚态物理中的两个重要应用。其一关于量子霍尔效应，绝缘条件

下霍尔电导可以写成一个陈数拓扑不变量，从而解释实验结果的精确量子化。其二关于

绝热泵浦，它描述布洛赫能带的绝热电流响应，与电子极化有密切联系。拓扑陈数是布

里渊区上贝里曲率的积分，后者本身也有独立的物理意义。接着介绍贝里曲率对电子动

力学的影响，包括反常速度和轨道磁化等概念。作者还将这个理论推广到多带情况，使

其可以应用到自旋输运等现象。最后，文中展示了再量子化方法，从半经典模型来获得

布洛赫电子的有效量子理论。在非相对论极限下，泡利—薛定谔方程可以看作是狄拉克

电子在正能谱上的等效量子理论，其中的自旋轨道耦合即是一种几何物理效应。
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Abstract We review the early development of electronic topological and geometric

theory over a period of twenty some years, and explore two important applications of

topological Chern numbers in condensed matter physics. The first is the quantum Hall effect,

where the Hall conductivity can be written as a Chern number topological invariant under

insulating conditions; its exact quantization found in experiment will be explained. The second

is adiabatic pumping, which describes the adiabatic current response of Bloch bands and is

closely related to electronic polarization. The topological Chern number is the integral of the

Berry curvature over the Brillouin zone, wherein the latter has its own physical significance. We

then describe the effect of Berry curvature on electron dynamics, including the anomalous

velocity and orbital magnetization. We also generalize this theory to multi-band situations,

which enables us to study spin transport phenomena. Finally, we demonstrate how to obtain an

effective quantum theory by re-quantizing the semiclassical model. In the non-relativistic limit,

the Pauli-Schrödinger equation can be seen as an equivalent quantum theory of Dirac electrons

in the positive energy spectrum, where spin-orbit coupling is found to be a geometric effect.
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前文《电子粒子观的蜕变》 (详见《物理》

2024年第 1期)回顾了百多年来人们对固体中电子

的认识历程。从经典的自由粒子假设开始，经过

量子力学的初步改造，人们有了布洛赫粒子的概

念，获得了金属、半导体、绝缘体的基本图像。

二战后，经过对多体相互作用的细致梳理，并发

展对布洛赫能带有效的计算方法，人们开始了基

于第一性原理的对固体物理的定量研究。上世纪

八十年代初，索利斯等人发现分布在布里渊区上

的布洛赫态可拥有整体的、非平庸的拓扑结构。

支撑这个拓扑结构的几何量被称为贝里曲率，它

刻画了布洛赫态在动量空间里的微分结构。本文

将展开讨论这些拓扑几何概念如何进一步刷新人

们对固体中电子的认识。

我们熟悉的拓扑几何概念源于对曲面的理解。

在观察曲面时，最容易捕获的几何特征就是曲面

在每个点处是如何弯曲的。这在数学上可用一个

内禀的曲率，即高斯曲率来表征。它实际上刻画

了曲面上一个点的小邻域与它的切平面偏差的程

度。如果在这个小邻域里用三条短程线做一个曲

面三角形，它的内角和会偏离 π。偏离的程度就

等于高斯曲率乘以三角形的面积。高斯曲率通过

著名的高斯—博内特定理也支撑了曲面的拓扑结

构：一个封闭曲面上高斯曲率的积分是个整数，

可以用来刻画曲面的拓扑，区分它是否可以连续

地(不剪断不粘连)拉扯成为一个球面还是一个环

面，或者是有多个孔的曲面。

上面说到的贝里曲率源于1984年贝里(Michael

Berry)对于量子力学里绝热演化问题的思考[1]。根

据量子力学中的绝热定理，如果哈密顿量依赖一

些参数，一个非简并的能量本征态在参数缓慢变

化时不会发生跃迁，只是会随时间积累相位。积

考虑一个由哈密顿量 Ĥ (R)描述的系统，其中 R = ( R1, R2,…) 是一组随着时间缓慢变化的外界参数。量子绝热定理

说，如果体系初始处在一个非简并的瞬时本征态 n ( R ( t = 0 ) ) ，以后它就会待在 n ( R ( t ) ) 上，其中瞬时本征态满足

Ĥ (R) || n ( R ) = εn ( R ) n ( R ) 。这个状态的相位由含时薛定谔方程确定。除了由能量的时间积分给出的动力学相位，还

有一部分可以写为参数空间一个线积分的几何相位。贝里注意到，如果系统在参数空间的演化是一个回路，这个几何

相位

γn = ∮
C

An ( R )∙dR , An ( R ) = n ( R )|i∇R|n ( R ) (1)

还具有规范不变性，也就是不依赖于瞬时本征态的相位如何选取，只要在参数空间里保持单值即可。由于他的深刻见

解，我们经常把几何相位称为贝里相位，把An ( R )称为贝里联络。根据斯托克斯定理，贝里相位也可以写为

γn = ∫
S
dS∙Ωn ( R ) , Ωn ( R ) = ∇R × An ( R ) ， (2)

其中被积函数称为贝里曲率。

我们考虑一个具体的例子：一个用哈密顿量 Ĥ = h ( R ) ⋅ σ描述的两能级系统，其中 σ是泡利矩阵。它的两个本征

态的能量分别是 ±h。对于低能级，它的贝里曲率是Ω =
1
2

h
h3

。我们看

到贝里曲率描述了一个位于 h = 0 的磁单极子的磁场，在 h = 0 处两个

能级变为简并能级：简并点因此表现为贝里曲率通量的源或漏。沿闭合

路径的贝里相位由 h 在单位球上路径的立体角的一半给出(图 1)。如果

对整个球体上的贝里曲率进行积分，我们会发现∯
S
dS ⋅ Ω = 2π。一般

来说，贝里曲率在闭合流形上的积分是以 2π为单位量子化，等于内部

单极子的数量，这个数被称为陈数，因陈省身先生在微分几何方面的工

作而得名。

Box 1 贝里相位

h(0)=h(τ)

h(t)
Ω

图1 量子态的绝热演化产生贝里相位的示意图

·· 216



·53卷 (2024年) 4期

累的速率等于本征能量除以普朗克常数(也即动力

学相位)，再加上一个正比于参数变化率的修正。

后者在参数空间里一个闭合路径上的积分就是贝

里相位(Box 1)。这个贝里相位是几何的，因为它

的表达式不依赖于参数空间内的坐标变换，就像

一条曲线的长度并不依赖于曲线方程用什么参数

来表达。它还是物理的，因为它不依赖于本征波

函数的相位如何选取，具有所谓规范不变性。

我们所说的贝里曲率就是一个无穷小闭合路

径上的贝里相位除以路径所围绕的面积，而布洛

赫态所在的布里渊区就对应于贝里所说的参数空

间。这个定义与高斯曲率有些类似，但它度量的

不是参数空间本身，而是附在其上的(布洛赫)量

子态随参数变化的某种弯曲。在三维情况下，一

个无穷小面积可以有不同的朝向，因此贝里曲率

就成为布里渊区这个动量空间上的(赝)矢量场。

贝里相位的规范不变性也传递到贝里曲率上，后

者在数学结构上类似于一个磁场，可以写成动量

空间上一个规范矢势的旋度。

因此，当加州理工学院的数学物理学家

Simon看到贝里的工作时，立即联想到索利斯等

人的量子霍尔电导的表达式，评论说它其实代表

了纤维丛微分几何中的一个陈省身拓扑整数[2]。

贝里曲率在布里渊区上的积分给出这个陈数，就

如同高斯曲率的积分给出一个封闭曲面的欧拉示

性数一般。早年狄拉克讨论的磁单极也代表了一

种拓扑陈数[3]，但对其多年的物理探测一无所获。

量子霍尔效应呈现给人们的是二维布里渊区这个

环面包含的一个虚拟空间里面的磁单极。多年以

后，人们也终于在三维动量空间上找到了磁单极，

就是现在固体物理学家们常说的外尔点，那里有

许多奇特的物理现象[4]。

除了拓扑陈数可以带来令人震撼的宏观量子

化现象，贝里曲率所代表的布洛赫态的几何特征

也不可忽视地反映在电子系统对外场的响应中，

有时甚至起主导作用。 前文我们曾指出，贝里曲

率出现在布洛赫电子的运动方程中。一般说来，

只要体系不同时具有时间反演和空间反演对称，

或者体系的自旋轨道耦合不可忽略，贝里曲率就

非零，因而可以在更广泛(即使陈数为零)的条件

下影响到电子的行为。在磁单极出现的附近，贝

里曲率甚至可以发散，它引起的物理效应就尤其

显著，为人们调制材料的性能提供了一种特殊的

手段。

下面将回顾电子的拓扑几何理论发展初期大

约二十多年的历史。主要内容将分五个小节，拓

扑陈数、绝热泵浦、运动方程、简并情形、再量

子化，对这一理论做出比前文更为细致但仍然相

对简单的描绘[5]。其中，拓扑陈数与运动方程前

文已有所提及；绝热泵浦描述布洛赫能带的绝热

电流响应，和电子极化密切相关。简并情形与再

量子化这两小节将把相关几何物理概念作适当扩

展，并应用在能带子空间内的量子化问题上。非

相对论极限下的泡利—薛定谔方程就是狄拉克电

子在正能谱上的等效量子理论，其中的自旋轨道

耦合即是一种几何物理效应。

1 拓扑陈数

1980 年，冯·克利青对半导体界面上一层二

维电子气做了低温强磁场条件下的霍尔效应测

量[6]。电子气在厚度方向处在量子基态，因而只

有平面上两个自由度。磁场加在垂直方向，平面

上一个方向通电流，另一方向测得电压，电压与

电流的比值就是霍尔电阻(Box 2)。霍尔电阻随磁

场的变化在低场段就是一条过零点的直线，这也

是前文讲到的德鲁德经典理论所预言，而且还可

以从直线的斜率读出电子的密度来。

但是，随着磁场增强，直线渐渐变成从小到

大的一个个台阶。台阶的高度可以用一个普适量

子除以一个整数来表达，这个普适量子等于普朗

克常数除以电子电荷的平方，大约 25813 Ω。冯·

克利青的实验精度达到百万分之一的量级，短短

几年后实验学家们把这个精度又提高了三个数量

级，超出国际上已有的实体电阻基准提供的可能

衡量标准。因此，从 1990年开始，国际上就改用

冯·克利青发现的量子霍尔效应的平台作为新的

电阻测量基准[7]。

发生平台的地方，也伴随着沿电流的纵向电

阻的消失。前文提到，电子在强磁场下其能带会
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1980 年冯·克利青发现，在强磁场下，二维电子气的霍尔电阻以
h
e2

为单位精确量子化，同时纵向电阻消失(图 2)。

严格的量子化是一个意外惊喜，索利斯与合作者把这个现象解释为电子状态的一个拓扑特性。他们考虑了周期势场和

磁场作用下的所谓磁布洛赫能带，发现在满带情况下，电场会引起一个垂直方向的电流，对应电导可以写成

σxy =
ie2

2πh ∬d2 k
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú∂un∂kx

∂un∂ky

-
∂un∂ky

∂un∂kx

， (3)

其中 unk ( x ) 是磁布洛赫函数的系数部分。从贝里相位的角度来看，这里的参数空间就是动量的布里渊区，具有环面的

拓扑结构(图3)。因而，这个式子代表了一个以
e2

h
为单位的拓扑陈数，必须是量子化的。

Box 2 量子霍尔效应

3.0

2.0

1.0ρ x
x 
/(k
Ω
/□
)

ρ x
y 
/(h
/e
2 )

0 2 4 6 8 10
B/T

i=4
i=3

i=2

T = 66 mK
n = 1.93×1011/cm2
μ = 52000 cm2/Vs

i=1 1.0

0.5

图2 整数量子霍尔效应(摘自 Tsui D. Reviews of

Modern Physics, 1999, 71: 891)

ky

kx

kx

ky

2π

2π0

图3 二维布里渊区等价于环面

以一条条高度简并的朗道能级的形式呈现。而纵

向电阻的消失让人们联想到完整的朗道能级的填

充，平台所对应的那个整数就应该是有多少个朗

道能级被填满。这些填满了的朗道能级不会在体

系内部导电，但Laughlin[8]和Halperin[9]认为电子气

的边缘应该仍然有边界态可以携带电流，但它们

的流向是相反的。同向状态的碰撞不改变电流，

而反向的边界态像高速公路那样被隔离在两侧而

互不干扰。因此，体系不能在纵向积累电压，但

如果两侧电流有个净差值，横向就会有个压降，

而比例系数正是冯·克利青发现的电阻量子除以边

界态的数目。

索利斯等人按照输运系数传统的久保公式，

考察了霍尔电导率在电子气的内部的行为[10]。在

他们的模型里，二维电子同时受磁场和一个周期

势的影响；之前很多人研究过，Hofstadter用数值

方法还得到了能谱的细致图像。当周期元胞里磁

通是 h/e的分数时，电子本征态呈现为类似布洛赫

状态的样子。久保公式其实就是一个微扰论的公

式，通常以速度算符在填充态和空态之间的矩阵

元来表达，但索利斯等人却把最后结果简化成填

充的布洛赫态在布里渊区上的一个整体行为，让

人一目了然地看到电导率必须为 e2/h的整数倍。

这一工作没有用到朗道能级的概念，故可推

广应用到通常意义下的布洛赫能带，比如Haldane

于 1988年提出的一个模型[11]。人们还发现，如果

能带的陈数非零，体系就自然会在边界处产生单

向流动的边界态，从而携带量子霍尔电流[12]。

2013年，薛其坤团队首次验证了量子化的霍尔效

应可以在无磁场但有剩余磁化的条件下实现[13]。

另一方面，Haldane模型被Kane和Mele应用到石

墨烯[14]，引发了对时间反演对称的拓扑绝缘体的

研究热潮。

从一开始人们就在问，为什么实验观察到的

量子平台可以有那么高的精度？原子物理中的精

密测量除了实验手段的精妙，也依赖于原子系统

的完全确定。固体材料和器件不可能做到完美无

缺，其内部的杂质类型和分布也不完全清楚。另

外，电子间也有相互作用，布洛赫态只是平均场

意义下的一个单粒子近似。作者之一有幸于

·· 218



·53卷 (2024年) 4期

1982—1985年间跟随导师索利斯，接受并解决了

这一难题[15]。我们的做法是考虑多体基态波函数

对周期边界条件中相位参数的依赖，证明霍尔电

导在绝缘条件下仍然可以写成一个陈数拓扑不变

量。后来，利用同样的绝缘条件，我们又把证明

中用到的周期边条件放宽到实验中的情形，从而

彻底解决了那个精度难题[16]。

1982年，崔琦等人在高质量的二维电子器件

中又发现了分数量子霍尔效应[17]。Laughlin 认为

这是电子相互作用造成的特殊关联效应，并写出

多体波函数来描述这一现象。那么，我们的多体

拓扑理论如何才能给出分数来呢？答案只能从多

体基态的简并得到，苏武沛在周期边界条件下的

数值计算确实表明了这一点[18，19]。对此，Haldane

在 Aspen物理中心的一个讨论会上提出了严重质

疑，因为他在球面上做的计算根本看不到简并[20]。

后来，在与文小刚的一篇文章里，我们证明简并

度确实依赖于二维曲面的拓扑，才最终解决了这

个争论[21]。类似于整数情形，我们的多体拓扑理

论并不依赖于强磁场的特殊条件，也可以应用到

最近实验上观察到的分数量子反常霍尔效应[22]。

2 绝热泵浦

Laughlin在 1981年论证霍尔电导量子化的时

候，提出了下述的理想实验[23]。假设可以将二维

电子系统弯成一个圆柱面，然后在它的中心穿过

一个缓慢增加的磁通，而原本的垂直于二维电子

系统的磁场此时变为与柱面相垂直。根据法拉第

效应，变化的磁通自然会在圆周方向感应出来一

个电动势，这个电动势在垂直柱面的外磁场下通

过霍尔效应又会在柱面的纵向造成一个电流。这

个霍尔电流会有多大呢？Laughlin发现，磁通增

加一个量子 h/e的时候，体系内部相当于做了一个

规范变换，能谱和本征态都没有发生变化；如果

内部有整数个朗道能级被填充，磁通缓慢增加是

个绝热过程，不会在内部引起激发。唯一的可能

只是有整数个电子在磁通增加的过程中从柱面的

一端转移到了另一端，而这个整数就是量子霍尔

电导中的整数。

Laughlin 关于规范不变和绝热演化的论述可

以推广到杂质等引起的无序情形，但整数个电子

转移的推论还需要量子力学框架下的严格论证。

1983年，索利斯考虑了在周期势场随时间缓慢且

周期的变化时，填满的一维布洛赫能带绝热演化

的问题，并计算了演化过程中伴生的绝热电流。

他发现此电流可以写成布洛赫态在时间和动量这

个参数空间上贝里曲率的积分，故一个时间周期

内的电荷转移是个陈数，必须是量子化的。这就

是文献中常提到的索利斯泵浦(Box 3)[24]。最近绝

热泵浦也在冷原子系统中被观察到[25—27]。

如何把绝热电荷转移量子化的结论进一步推

广到一般情形，容许体系有杂质无序和多体相互

作用呢？当时，我们还没有想到直接攻克量子霍

尔效应的一般证明。上节讲到的利用周期边条件

的相位的那个方法还是首次在解决这个问题的时

候找到的。我们的结论是绝缘状态下的泵浦必然

是量子化的[28]。这弥补上了 Laughlin 规范论说的

一个逻辑漏洞，因而也可以认为是对一般情况下

量子霍尔效应的间接证明。

绝热泵浦也提供了一个建立电流基准的途径，

因为它的高精度由我们关于拓扑量子化的一般理

索利斯考虑了一维绝缘体经历循环绝热演化的电荷泵浦问题。在这种情况下，参数

空间是二维的，由晶体动量和时间 t 张成，构成一个环面。索利斯发现，泵浦电荷等于 Q =

e
2π ∫dk ∫dtΩkt，因此也是量子化的一个拓扑陈数。绝热电荷泵浦可以作为一个电流量子基准，

它与量子霍尔效应和超导约瑟夫森效应一起，把电流 I、电压 V 和频率 f 用两个自然常数联系

了起来(图4)。

Box 3 电荷泵浦

f

V I

e2e
h
__

e2
h_

图4 电流—电压—

频率的量子基准关系
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论来保证，而温度和非绝热效应可以指数性地被

抑制[29]。后来，剑桥大学的 Pepper研究组利用表

面声波通过一个二维电子气的人工结构实现了这

一设想[30]。他们观察到一系列电流的平台，等于

整数个电子电荷与频率的乘积，实验精度达到 20

个 ppm(百万分之一，精密测量领域常用的标示)。

这些平台对应于每个势阱有整数个电子占据，其

中包括奇数。理论分析表明，电子的库仑相互作

用非常重要，确实需要一个多体拓扑理论来保证

绝热泵浦的精度。

最新的这类实验已经把精度提高到了 0.1 ppm

的水平[31]，再提高一个数量级就可以实现量子化

的电流基准，取代传统上基于导线之间安培力的

测量。上节我们讲到，量子霍尔效应已经于 1990

年在国际上被采用为新的电阻基准。同时被采

用的还有一个基于超导约瑟夫森效应的电压基

准，它把电压降表达为频率乘以超导磁通量子

(h/2e)[32]。如果能补充上基于量子电荷泵浦的电流

基准，人们就有了完整的基于电子电荷、普朗克

常数和频率的三个基本的量子电测量手段。这里，

频率的测量最终基于原子钟，其原理也是一个量

子现象。

顺着索利斯绝热泵浦的思路，我们也可以得

出一个电荷密度量子化响应的结论[33]。比如，如

果一个周期势场里的电子体系处在绝缘状态，电

荷密度就是某个整数除以元胞的大小，其中奇数

对应于莫特绝缘体情形。如果有多个非公度周期

场，绝缘态中电子的密度就等于这样一些项的加

和，其中每项都是某个整数除以一种元胞的大小。

在一维情况下，索利斯就得到过这个结论。在二

维情况下，如果电子还受到磁场的影响，绝缘状

态下的密度还要加上正比于磁场和霍尔电导的一

项，正如早先瓦尼尔给出的结论一样[34]。

绝热电流的概念也可以用到绝缘体中电极

化强度的计算。在布洛赫波的观念下，晶体中

的电子不能被认为是束缚在任何一个特定的原

子上，因而基于电偶极子概念的计算都不成立。

King-Smith 和 Vanderbilt 注意到，如果通过选择

相位规范使得布洛赫态在布里渊区上具有周期

性，索利斯关于绝热电流的表达式就可以写成

一个 Zak 相位(布洛赫态沿着布里渊区一大圈的

贝里相位 [35])对时间的导数。这导致了那个著名

的用 Zak 相位来表达电极化强度的式子，大大

方便了后者的第一性原理计算[36]。需要考虑多体

效应的时候，也可以利用多体基态波函数对于周

期边条件的相位依赖而把这个 Zak相位的概念加

以推广[37]。

3 运动方程

前面讲到，索利斯等人发现的拓扑陈数是布

里渊区上贝里曲率的积分，那么后者是否还有独

立的物理意义呢？为了理解Hofstadter能谱的分形

结构[38]，在单元格包含的磁通为有理数倍磁通量

子的情况下，我们仔细研究了布洛赫能带中波包

的运动规律(Box 4)[39]。我们发现，除了通常由能

谱给出的群速度之外，电子的速度还有个正比且

垂直于外力的反常项，其比例系数就是布洛赫态

的贝里曲率。在零磁场情况下，这个反常速度早

年曾被Karplus和拉廷格发现并用来解释反常霍尔

效应，但可惜没有引起持续的重视[40]。

我们还发现，一般情况下，波包除了平动以

外还会有自转，这会让电子获得一个磁矩，被称

为轨道磁矩。这个磁矩在外磁场中让能量发生塞

曼移动，其动量依赖也会影响到电子的平动群速

度。对于真空中自由电子在狄拉克能带里的波包，

也有这种自转引起的磁矩，正好对应自旋的玻尔

磁子[41]。固体物理中，人们习惯用非相对论极限

下的泡利—薛定谔方程来描述电子的量子行为，

自旋塞曼项被单独列出。

运动方程的推导利用了变分方法，在计算波

包的拉格朗日量的时候使用了局域和绝热近似，

因为直接进入薛定谔方程的是规范势，其在弱外

场情况下可以写成随时空缓慢变化的函数。1999

年Sundaram利用了同样的技术，考虑到更一般的

缓变微扰，推导出来的运动方程涉及到相空间和

时间域里方方面面的贝里曲率分量[42]。这个方程

后来有更广阔的应用，但本文不打算展开讨论，

我们把目光仍然聚焦在电磁场作用的情形。

动量空间贝里曲率在学界受到广泛的重视，
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还是得益于在反常霍尔效应中的成功应用。2002

年在与 Jungwirth 和 MacDonald 合作的一个工作

中，我们具体研究了一个铁磁半导体材料中的贝

里曲率，计算了反常速度引起的霍尔电导，发现

与实验结果相当符合[43]。以前近半个世纪，人们

习惯了用 Smit的偏斜散射[44]或者Berger的散射横

移[45]等外禀机制去理解反常霍尔效应，缺乏定量

的理论检验。我们这项工作重新确立了早年由

Karplus和拉廷格首次提出的内禀机制，开启了这

个领域的定量研究[46]。

由于贝里曲率完全由布洛赫态决定，单晶体

材料的这种内禀反常霍尔效应完全可以纳入第一

性原理计算。比如，姚裕贵等人研究了体心立方

结构的铁单晶材料[47]，方忠等人也考虑了金属铁

磁体 SrRuO3
[48]，获得贝里曲率在布里渊区的详细

分布。由此积分获得的反常霍尔电导与实验结果

也有很好的对应。由于自旋轨道耦合所造成的能

带精细结构，贝里曲率的分布在好几个数量级上

正负波动，曾令人十分担心计算结果的精确程度。

但是，后来王新杰等人用另一种方法，利用瓦尼尔

函数插值，完全重复了姚裕贵等人的计算结果[49]。

除了反常速度，贝里曲率还会引起态密度的

改变[50]。在经典统计力学中，微观状态的数目是

以相空间的体积来度量的，度量的单位在半经典

极限下被确定为普朗克常数的d次方，其中 d是体

系的空间维度。2005年，肖笛等人发现，受贝里

曲率的影响，相空间的体积元会随时间演化而改

变。为了维持体积元中的状态数目不变，量子态

密度就要有个正比于贝里曲率和磁场的修正。这

样，许许多多宏观物理性质就可以通过贝里曲率

被磁场所调控。

作为一个典型案例，电子的自由能就有这么

一个修正，其对磁场的微商给出电子系统的一个

反常的磁化强度。磁化强度的正常项来自于电子

贝里曲率本身也可以参与布洛赫电子的波包动力学。我们发现，在外部电磁场存在的情况下，波包的运动方程由

下式给出：

ṙ =
∂εnk

ℏ∂k
- k̇ × Ωn ( k ) ， (4)

ℏk̇ = - eE - eṙ × B ， (5)

其中 k̇ × Ωn ( k ) 这一项被称为反常速度，它是磁性金属中反常霍尔效应的来源。如果系统具有时间反演对称性，则有

Ωn ( k ) = -Ωn (-k )；如果系统具有空间反演对称性，则有Ωn ( k ) = Ωn (-k )。因此，对于同时具有时间反演对称性和空

间反演对称性的材料，贝里曲率消失(如果考虑电子自旋，还要对自旋指标求迹)。下图分别反映了单晶铁(时间反演破

缺，图5(a))和单层MoS2 (空间反演破缺，图5(b))的动量空间中贝里曲率的分布。

除了反常速度，能量也被轨道磁矩 mn ( k ) 所修正，εnk = ε0
nk -mn ( k ) ⋅ B。轨道磁矩来源于波包的自转，与 g因子密

切相关。

波包动力学的另一个关键因素是相

空间的体积测度不再是一个常数。这是

因为在贝里曲率和磁场存在的情况下，

波包的动量和位置不再是一对正则坐标。

通过研究相空间中体积元随时间的演化，

我们发现态密度被修正为

D ( r, k ) =
1

(2π )d ( )1 +
e
ℏ

B ⋅ Ω ， (6)

才能保证相空间量子状态的数目在演化

中守恒。

Box 4 波包动力学

H (001) Γ (101)

H (100)Γ (000)

(a) (b)

K

MΓ

K′

图5 单晶铁(a)和单层MoS2(b)的贝里曲率在动量空间中的分布(分别摘自文献[47]

和Feng W et al. Physical Review B，2012，86：165108)
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能量对磁场的依赖，等于电子磁矩的加和平均。

这个反常磁化强度蕴藏丰富的物理，当化学势或

者温度有个空间梯度造成的统计力，它会导致一

个反常霍尔和能斯特电流[51]。类似地，在体系的

边缘处由于约束电子的势场具有非均匀性，它也

会导致一个宏观的霍尔环流。

4 简并情形

贝里于 1984年得出的几何相位与曲率，适用

于非简并量子态的绝热演化。同一年，维尔切克

(Frank Wilczek)与徐一鸿将几何相位的理论推广至

简并量子态[52]，几何相位成为简并空间里的一个

幺正变换，而贝里联络和贝里曲率成为矩阵。一

般说来，晶体若同时具有时间和空间反演对称，

自旋相关的两条能带在动量空间将处处重合。人

们也研究过四重简并能带，探讨其中的高阶拓扑

特性[53]和自旋霍尔效应[54]。

简并能带中波包的运动方程该怎么写呢(Box

5)？2005年Culcer等人以及Shindou等人分别对此

做了推广，发现除了贝里曲率、自转角动量等须

改为矩阵之外，波包运动方程的形式与非简并时

大致相同。除此之外，还应附加一个旋量方程描

述简并能级里的内在自由度的变动[55，56]。当内在

自由度为自旋时，这套方程即可来研究固体中的

自旋输运现象。

探讨波包运动轨迹时，需要知道能带的贝里

曲率与自转角动量。对于简并能级，自旋方程里

除了塞曼能还有一个贝里矢量势，反映了轨道运

动对自旋的一种非阿贝尔几何物理效应。除此之

外，波包自转所造成的磁矩，正是能带里电子或

空穴的反常磁矩，这会让自旋的 g 因子值偏离

于2。

以石墨烯模型为例，当空间反演对称被破坏

时，狄拉克点处会出现能隙，使得载流子的贝里

曲率与自转磁矩皆不为零，在两个狄拉克谷间大

小相等符号相反。所以施加电场后，这两类谷载

流子会往相反的横向移动，造成谷霍尔效应[57]，

表现为样品两侧反方向的磁化[58]。

在真空中电子的狄拉克相对论性量子理论里，

有正、负两个能谱分支以巨大的能隙相隔，各自

具有二重简并。非相对论电子的等效理论基于正

能量分支底部的性质。有意思的是，即便在真空

里存在时间和空间反演对称，电子波包的贝里曲

率并非为零，而是正比于自旋[59]。在外加电场下，

贝里曲率给出垂直于电场和自旋的横向位移，反

映了电子的自旋轨道耦合。黄克孙也曾于 1952年

提过类似的图像，相对论性电子的颤动现象可以

简并能态里的波包，除了位置 r与动量 ħk之外，还带有赝自旋变量 ηa (a = 1, 2, …, N )，描述波包在各能带的占比。

其运动方程式为

iℏ
Dηa

Dt
= Habηb,

Dηa

Dt
=

dηa

dt
+ ua

dub

dt
ηb ， (7)

其中我们用到了爱因斯坦求和规则。除此之外，贝里联络 R和贝里曲率Ω皆成为 N阶矩阵，Rab = i ua ∂/∂k ub ，Ωab =

∇ × Rab - iRac × Rcb。波包中心的运动方程稍有变化，

ℏṙ = é
ë
êêêê ù

û
úúúúi

D
Dk

, H -ℏk̇ × Ω ， (8)

ℏk̇ = - eE - eṙ × B ， (9)

其中D/Dk为协变导数，其形式类似D/Dt，只是 t置换为k，而 … 为赝自旋平均。

这套理论不只适用于固体能带，也适用于狄拉克的相对论性电子理论。这时电子的能带有正、负两支，每支均为

双重简并。我们发现在正能带低(非相对论电子)，Ω = -
λ2

c

2
σ，其中 λc = h/mc为康普顿波长，σ为泡利矩阵。另外，计

算表明，波包自转的轨道角动量为L = ℏσ，是自旋角动量的两倍，解释了为何自旋的磁矩会带有一个ge = 2的因子。

Box 5 简并能态的半经典动力学
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想像为是平移与自转叠加后的结果[60]。

量子力学发展初期，人们曾试图以自转的电

荷球解释电子自旋。如果把电荷球的库仑势能理

解为电子质量的相对论来源，人们就会得到一个

所谓的电子经典半径，大约等于玻尔半径乘以精

细结构常数的平方。但是，为了得出自旋的角动

量和玻尔磁子，转动的电荷球在表面的速率须大

大超过光速，此图像因而被舍弃。

其实，非相对论电子应该被理解为正能带底

部的一个波包。由于量子度规的限制，电子波包

的尺度不能小于康普顿波长，这较经典电子半径

大了两个数量级，没有上述的问题。的确，波包

自转轨道角动量等于自旋角动量的两倍，也给出

一个玻尔磁子，解释了自旋的 g因子为什么是 2。

因此，用电子波包来理解，早年的自转电荷球图

像就对了。

5 再量子化

完美晶体的能带结构，会因为受到杂质、外

加磁场、边界等影响而变动。探讨其能谱时，通

常并非重头求解薛定谔方程。较简单的做法是以

能带为基础，将理论再次量子化。例如，为了计

算能带因外加磁场所造成的分裂，昂萨格提出

类似玻尔—索末菲量子化的量子化条件，由布

里渊区里回旋轨道面积的量子化得出朗道能级，

并用来解释德哈斯—范阿尔芬效应，推断费米面

的形状[61]。

Kuratsuji等人发现，当体系存在贝里曲率时，

玻尔—索末菲的作用量积分需因闭合的积分轨迹

上积累的贝里相而做修正[62]。之后在固体的波包

理论里也发现了类似的修正项，这个修正会影响

朗道能级的位置。例如石墨烯中的狄拉克点是贝

里曲率的奇点，故动量空间中电子轨迹环绕狄拉

克点一圈后的贝里相位为 π。这会造成所有朗道

能级移动半阶，从而可在位于能量零点的狄拉克

点处出现。

不可积体系由于经典轨道不封闭，不适用于

玻尔—索末菲的量子化方法。更为一般的做法是

正则量子化，也就是将物理量转变为算符。例如

半导体里掺入一个受主原子，在计算其能级时并

非以“晶体加杂质”的总势能重新求解，而是由

已知能带出发，先将布洛赫电子近似为有等效质

量的自由电子，这时已不再需要考虑晶格，然后

将其动量转化为算符。考虑受主的电势能后得出

类氢原子模型，而杂质能级即为类氢原子能级。

计算能带因外加磁场而分裂为朗道能级时，

若采用正则量子化，则是以派尔斯替换将能带中

的波矢转变为梯度算符加磁矢势。如此一来，布

洛赫能带函数即成为再量子化理论中的哈密顿量，

求解其薛定谔方程之后即得到 Hofstadter 量子能

谱。这种再量子化方法的严谨性，约于 1950年由

斯莱特、拉廷格等人加以确认[63，64]，但他们的推

导用到了局域的瓦尼尔函数，只适用于陈数为零

的能带。

具有贝里曲率的半经典力学，其丰富的规范

结构成了再次量子化的障碍。关键还是在于找出

正则变量，而达布定理可确保正则变量在相空间

局部的存在。微扰计算表明，波包动量与正则动

量的主要差异仍然是磁矢势，而波包位置与正则

位置的主要差异是贝里联络，另加电磁场的一阶

或高阶项。这种广义派尔斯替换体现了相空间中

更为丰富的规范结构，是正则量子化方法的关键

步骤[59]。

以狄拉克的相对论性电子理论为例，其正能

谱子空间里的等效理论是二分量的泡利理论。传

统上这是以 Foldy—Wouthuysen 变换得出，也就

是经由幺正变换将狄拉克哈密顿矩阵块对角化，

移除矩阵里因外场导致的电子、空穴耦合项，得

出适用于正能谱子空间的等效理论[65]。科恩曾于

1959年以类似的方法得出单一能带的等效理论[66]。

由于涉及的能带数目众多，这是项令人生畏的艰

巨推导。这个工作后来曾由 Roth、Blount等人加

以简化[67，68]。

从半经典波包理论出发更容易得出等效量子

理论，也有更清晰的物理图像。我们先得到狄拉

克正能谱的波包能量，然后以广义派尔斯替换将

能量函数再量子化，其结果正是泡利理论的等效
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哈密顿量。其中有个自旋轨道耦合项，来源于电

势能中正则位置和波包位置的差异，即非阿贝尔

贝里矢量势。

6 总结和展望

通常我们考察一个量子体系对外界的响应时，

微扰论的结果往往以填充态和空态之间的矩阵元

来表达外场的作用。索利斯等人在研究量子霍尔

效应时发现，霍尔电导可以表达成为填充态在动

量空间的一个微分形式的积分，把霍尔电导的精

确量子化解释成为了填充态的拓扑不变量陈数。

索利斯关于绝热泵浦的量子化结论也是表达成为

了填充态在参量空间(动量和时间)的这种几何拓

扑特征。

这个后来被称为贝里曲率的微分形式强调的

是填充态之间的横向联系，而不是与空态之间的

纵向关系。在黎曼几何中，高斯曲率强调的也是

曲面的内禀性质，尽管它也可以更直观地从包含

曲面的一个高维平直视角来表达。一般情况下，

我们用的量子力学模型的态空间在整体上往往是

几何平直的，因而也是拓扑平庸的。非平庸的拓

扑只是发生在状态的子空间上，比如一个或几个

能带。

代表这个子空间横向联系的贝里曲率会影响

布洛赫粒子在能带中的运动，应该是一件恰如其

分的事情。如果说布洛赫当年发现了电子的动量

空间被限制到了一个有限而周期的区域，半个多

世纪以后的 80年代以来，我们才真正认识到了这

个区域上的拓扑与内禀几何。粒子运动不但受到

周期能动量关系的直接影响，也受到贝里曲率引

起的非正则相空间结构的制约。这个非正则结

构也改变了能带子空间上的统计测度和有效量子

理论。

上世纪 50年代，很多物理学前辈曾经努力构

造单带、双带等子空间上的有效量子理论。由于

量子理论是用正则变量来表达的，而有效哈密顿

量往往只适用于能带的某个局部，我们所讲的拓

扑和几何是显示不出来的。能够显示的应该是物

理位置和动量与相应正则变量之间的关系，也就

是新的派尔斯替换，其中出现了磁矢势和贝里联

络。如果能带的拓扑非平庸，贝里联络只能分片

定义，正则变量以及相应的量子理论也只能分片

成立。

时间反演破缺是反常霍尔效应出现的必要条

件。早期研究的实际体系绝大多数是铁磁体，但

后来发现反铁磁也可以承载这种效应，只要某些

空间对称也被破缺。我们完全有理由期待，将来

会有陈数非零甚至分数量子化的非铁磁绝缘材料

被发现。在时间反演对称的体系里，贝里曲率仍

然可以非零，只要有自旋轨道耦合存在或者空间

反演破缺。这可导致自旋/谷霍尔效应。

量子自旋霍尔效应在自旋不守恒的情况下仍

然可以保持一种微妙的二重拓扑特征，而且也有

边界态的对应，但能带内部似乎找不到支撑这种

拓扑的几何特征。这有点像具有空间反演对称的

绝缘晶体，其中电极化强度可以为零(整格矢)也

可以不为零(半整格矢)，但相应Zak相位的积分表

达式的被积函数是个规范依赖的量，因而在局部

没有确定的物理意义。

贝里曲率的应用远远不止反常霍尔效应和本

文提到的轨道磁化。后续我们将系统介绍这些几

何拓扑概念在各种响应问题中的应用。除了电磁

场，我们还将涉及其他物理量(比如温度、应变和

序参量)的梯度场。除了电流和热流，我们也会考

虑非守恒物理量(比如自旋)的产生与输运。在这

些线性交叉和非线性响应中，相空间的各种贝里

曲率及其高阶形式以及新的几何量(比如量子度规

和位移)也会出现。

致 谢 本文在成文过程中得到周建辉和高阳

的大力协助，收到沈顺清等同仁的专业点评，作

者在此表示深切感谢。
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