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1 随机变量的数字特征

r.v.的分布函数/密度函数是对它的概率性质最完整的刻画
有时更关注 r.v.的某些特征 (也是由分布决定)

如果是 value,就称为数字特征

1. 度量中心:期望/中位数

2. 度量散布程度:方差/绝对偏差/极差

3. 分布形状:偏度系数/峰度系数

4. 相关程度:相关系数 (这是对于两个随机变量而言的)

1.1 数学期望与中位数

1. 数学期望
定义

(a) 离散型:

E X =
N∑

n=1

xi P (X = xi )

(b) 连续型:

E X =
∫

x f (x)

(c) 条件期望:(以连续型为例)

E(X |Y = y) =
∫

x f (x|Y = y)

但期望存在有要求:绝对收敛/绝对可积,否则称期望不存在
e.g. Cauchy分布

f (x) = 1

π(1+x2)∫+∞

−∞

∣∣∣∣ x

π(1+x2)

∣∣∣∣d x =+∞

故不存在期望
常见期望

(a) 二项分布 X ∼ B(n, p)

E X = np

E X =
n∑

i=0

i
n!

i !(n − i )!
p i (1−p)n−i

=
n∑

i=1

np
(n −1)!

(i −1)!((n −1)− (i −1))!
p i−1(1−p)(n−1)−i−1

= np
n−1∑
j=0

(n −1)!

j !(n −1− j )!
p j (1−p)n−1− j

= np
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凑配

E [X (X −1)] =
n∑

j=1

j ( j −1)p j qn− j C j
n

= p2 d2

dx2

(
n∑

j=1

x j qn− j

)∣∣∣
x=p

= p2 d2

dx2

(
x +p

)2
∣∣∣

x=p

= n(n −1)p2

(b) 负二项分布 X ∼ N B(r, p)

E X = r

p

(c) Poisson分布 X ∼ P (λ)

E X =λ

E X =
+∞∑
i=0

i
λi

i !
e−λ

=
+∞∑
i=1

λ
λi−1

(i −1)!
e−λ

=λ
+∞∑
j=0

λ j

j !
e−λ

=λ

(d) 指数分布 X ∼ E xp(λ)

E X = 1

λ

E X =
∫+∞

0
xλe−λx d x

=−xe−λx
∣∣∣+∞

0
+

∫+∞

0
e−λx d x

= 0− 1

λ
e−λx

∣∣∣+∞
0

= 1

λ

(e) 卡方分布 X =
n∑

i=1

X 2
i ∼χ2

n

其中 X i ∼ N (0,1)

E X = n

(f) t分布 X = X1p
X2/n

∼ tn

其中 X1, X2独立,X1 ∼ N (0,1), X2 ∼χ2
n

E X = 0

(g) F分布 X = X1/m

X2/n
∼ Fm,n

其中 X1 ∼χ2
m , X2 ∼χ2

n

E X = n

n −2
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计算 E(X 2):

E(X 2 +Y 2) =
Ï

R2
(x2 + y2) f (x, y)d xd y (1)

=
∫+∞

0
r 3e− r 2

2 dr = 2 (2)

由E(X 2 +Y 2) = 2,以及i i d .

得到

E(X 2) = 1 (3)

(4)
卡方分布可轻

易得到该结论

数学期望的性质
以下均假设 r.v.期望存在

(a) r.v.线性组合之期望

E(
n∑

i=1

ci X i ) =
n∑

i=1

ci E(X i )

这里 ci 为常数
神奇之处:等式始终成立,不要求 X i 相互独立!

(b) r.v.乘积之期望

E(
n∏

i=1

X i ) =
n∏

i=1

E(X i )

这里要求 X i 相互独立!

(c) 全期望公式

E X = E [E(X |Y )]

这里 E(X |Y )是随机变量 Y 的函数,故也是随机变量,具有分布与期望

(d)

E X =
∫+∞

0
P (X > x)d x (5)

证明

E X =
∫+∞

0

∫+∞

x
f (t )d td x

=
∫+∞

0
f (t )

∫t

0
d xd t

=
∫+∞

0
t f (t )d t

2. 中位数/p分位数
定义

(a) 连续型中位数
m为 X 的中位数⇔ P (X ≤ m) ≥ 1

2 ,P (X ≥ m) ≥ 1
2
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(b) 连续型 p分位数
µp 为 X 的 p分位数⇔ P (X ≤µp ) ≥ p,P (X ≥µp ) ≥ 1−p

中位数特点
优点:

(a) 中位数总存在

(b) 中位数受极端值影响小.如收入,收入差距大时中位数比均值更有效

缺点:(这使得数学期望重要性超过中位数)

(a) 期望有 E(
∑n

i=1 ci X i ) =∑n
i=1 ci E(X i ),E X = E [E(X |Y )]这些优良性质,而中位数没有这些简单的关系

(b) 中位数不唯一,对于离散型 r.v.不易定义

1.2 方差与协方差

1. 方差 (Variance)

定义
给定随机变量 X ,平方可积

V ar (X ) = E(X −E X )2 =σ2

为方差,
p

V ar (X ) =σ为标准差 (为了与原 r.v.保持量纲一致而引入)

(若上述积分不收敛,则称不存在方差或方差为正无穷)

性质

(a) V ar (X ) = E(X 2)− (E X )2

(b)

0 ≤V ar (X ) = E(X 2)− (E X )2

⇒ E(X 2) ≤ (E X )2

(c) V ar (c X ) = c2V ar (X )

(d) X 退化到常数 c⇔V ar (X ) = 0,E(X ) = c

(e) V ar (X ) ≤ E((X − c)2)

,等号成立但且仅当 c = E X ,E(X − c) = 0

(f) 若 X1,X2相互独立,

V ar (X1 +X2) =V ar (X1)+V ar (X2)

证明:

V ar (X1 +X2) = E((X1 +X2)2)− (E(X1 +X2))2

= E(X 2
1 +X 2

2 +2X1 X2)− (E(X1)+E(X2))2

= E(X 2
1 )+E(X 2

2 )+2E X1 X2 − (E X1)2 − (E X2)2 −2E X1E X2

=V ar (X1)+V ar (X2)+2E X1E X2 −2E X1E X2

=V ar (X1)+V ar (X2)
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内积不等式

let

g (t ) = E (t X −Y )2 = t 2E X 2 −2tE X Y +EY 2 for(t X −Y ) ≥ 0, g (t ) ≥ 0

⇒∆= B 2 −4AC ≤ 0

then we have

|E X Y |2 ≤ E X 2EY 2

常见方差

(a) 二项分布 X ∼ B(n, p)

V ar (X ) = np(1−p)

V ar (X ) =
n∑

i=0

i 2 n!

i !(n − i )!
p i (1−p)n−i − (E X )2

=
n∑

i=1

np(i −1+1)
(n −1)!

(i −1)!((n −1)− (i −1))!
p i−1(1−p)(n−1)−i−1 − (np)2

= np +np
n−1∑
j=0

j
(n −1)!

j !(n −1− j )!
p j (1−p)n−1− j − (np)2

= np +n(n −1)p2
n−2∑
k=0

(n −2)!

k !(n −2−k)!
pk (1−p)n−2−k − (np)2

= np +n2p2 −np2 −n2p2

= np(1−p)

(b) Poisson分布 X ∼ P (λ)

V ar (X ) =λ

V ar (X ) =
+∞∑
i=0

i 2 λ
i

i !
e−λ

=
+∞∑
i=1

λ((i −1)+1)
λi−1

(i −1)!
e−λ− (E X )2

=λ
+∞∑
j=0

λ j

j !
e−λ+λ

+∞∑
j=0

j
λ j

j !
e−λ−λ2

=λ+λ2
+∞∑
k=0

λk

k !
e−λ−λ2

=λ

(c) 均匀分布 X ∼U (a,b)

V ar (X ) = (b −a)2

12
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V ar (X ) =
∫b

a
(x − a +b

2
)2 1

b −a
d x

= 1

3(b −a)
(x − a +b

2
)3

∣∣∣b

a

= 1

3(b −a)
(

b −a

2
)3 − 1

3
(

a −b

2
)3

= (b −a)2

12

(d) 指数分布 X ∼ E xp(λ)

V ar (X ) = 1

λ2

V ar (X ) =
∫+∞

0
x2λe−λx d x − (E X )2

=−x2e−λx
∣∣∣+∞

0
+

∫+∞

0
2xe−λx d x − 1

λ2

= 0− 2x

λ
e−λx

∣∣∣+∞
0

+
∫+∞

0

2

λ
e−λx d x − 1

λ2

=− 2

λ2
e ( −λx)

∣∣∣+∞
0

− 1

λ2

= 1

λ2

(e) 卡方分布 X =
n∑

i=1

X 2
i ∼χ2

n

其中 X i ∼ N (0,1)

V ar (X ) = 2n

(f) t分布 X = X1p
X2/n

∼ tn

其中 X1, X2独立,X1 ∼ N (0,1), X2 ∼χ2
n

V ar (X ) = n

n −2

(g) F分布 X = X1/m

X2/n
∼ Fm,n

其中 X1 ∼χ2
m , X2 ∼χ2

n

V ar (X ) = 2n2(m +n −2)

m(n −2)2(n −4)

标准化随机变量
随机变量 X 的标准化随机变量定义为

X ∗ = X −E Xp
V ar (X )

特点:E X ∗ = 0,V ar (X ∗) = 1,且两者分布图相同.可以用于在比较不同随机变量时消除单位的影响而比
较分布图
e.g.标准正态分布
X ∼ N (µ,σ2),Y = X−µ

σ
∼ N (0,1)

2. 矩 (Moments)

定义:

随机变量 X ,c为常数,r 为正整数,则 E [(X − c)r ]称为 X 关于 c点的 r 阶矩
依据 c的不同,主要分为两种:
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(a) c = 0,记作 ar = E X r ,称为 X 的 r 阶原点矩

(b) c = E X ,记作 µr = E [(X −E X )r ],称为 X 的 r 阶中心矩

偏度系数

γ1 = E [(
X −µ

si g ma
)3] = µ3

si g ma3

峰度系数

γ2 = E [(
X −µ

σ
)4] = µ4

σ4

3. 协方差 (Covariance)

定义

V ar (X +Y ) = E((X +Y )−E(X +Y ))2

= E((X −E X )+ (Y −EY ))2

= E(X −E X )2 +E(Y −EY )2 +2E((X −E X )(Y −EY ))

=V ar (X )+V ar (Y )+2Cov(X ,Y )

Cov(X ,Y ) = E((X −E X )(Y −EY ))

= E(X Y )− (E X )(EY )

协方差有正有负有零这里 X Y 可以认为是随机向量 (X ,Y )的函数,也可以利用全期望公式求得

E(X Y ) = E(E(X Y |Y )) = E(Y E(X |Y ))

性质

(a) Cov(X ,Y ) = E(X Y )− (E X )(EY )

若 X ,Y 相互独立,Cov(X ,Y ) = 0

(b) Cov(X1 +X2,Y ) =Cov(X1,Y )+Cov(X2,Y )

证明:

Cov(X1 +X2,Y ) = E((X1 +X2)Y )−E(X1 +X2)(EY )

= E(X1Y +X2Y )− (E X1 +E X2)(EY )

= E(X1Y )+E(X2Y )− (E X1)(EY )− (E X2)(EY )

Cov(X1,Y )+Cov(X2,Y ) = E(X1Y )− (E X1)(EY )+E(X2Y )− (E X2)(EY )

(c) Cov(
m∑

i=1

ai X i ,
n∑

j=1

b j Y j ) = ∑
0≤i≤m,0≤ j≤n

ai b j Cov(X i ,Y j )

借助上面的结论可证
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协方差矩阵
若 ξ1 . . .ξn 为定义在同一概率空间下的随机变量,且都平方可积 (方差存在).记 ξ= (ξ1, . . . ,ξn),称矩阵

Σ= E [(ξ− ξ̄)(ξ− ξ̄)>]

= [bi j ] = [Cov(ξi ,ξ j )]

=


V ar (ξ1) Cov(ξ1,ξ2) · · · Cov(ξ1,ξn)

Cov(ξ2,ξ1) V ar (ξ2) · · · Cov(ξ2,ξn)
...

...
. . .

...

Cov(ξn ,ξ1) Cov(ξn ,ξ2) · · · V ar (ξn)


为 ξ= (ξ1, . . . ,ξn)的协方差矩阵性质

(a) Σ≥ 0

∀u ∈ Rn ,令c =< u,ξ>
u>Σu = u>ξξ>u

= c2 ≥ 0

(b) 设 Z = (X ,Y ) ∼ N (a,b,σ2
X ,σ2

Y ,ρ),则关于 Z = (X ,Y )的协方差矩阵有

Σ=
[

σ2
X ρσXσY

ρσXσY σ2
Y

]

fZ (x, y) = 1

2πσXσY

√
1−ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)
[ (x−a)2

σ2
X

−2ρ (x−a)(y−b)
σX σY

+ (y−b)2

σ2
Y

]

= 1

(2π)k/2
p|Σ| exp−1

2
z>Σ−1z

z = (x −a, y −b)>,k = 2

2 大数定理与中心极限定理

符号 意义

a.s. almost sure 几乎处处收敛
iid Independent Identically

Distribution

独立同分布

d−→ 依分布收敛 样本均值趋于

总体均值

2.1 强大数定理

X
a.s.−→µ
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2.2 (弱)大数定理

X
P−→µ

题 1 : 如何理解“弱”

用随机变量U 表示一位专职司机在一个工作日内因交通事故造成的损失，U 取值越大说明损失越
大，U = 0表示没有造成实际损失.对于正数 ε，用U ≥ ε表示造成较大的损失.对于一位优秀的老司
机来讲，假设他的U已经很小.为方便，假设他的U = 0.

设甲某是一位新的专职司机，用Un 表示他在第 n个工作日的交通事故造成的损失.因为他的开车
经验在不断提高，所以随着时间的推移，他的Un 会向老司机的U = 0收敛.

如果Un
P−→U ,则 n →∞时，我们只能得到

P (U ) = P (|Un −U | ≥ ε) → 0. (6)

所以对任意大的 n，都不能保证 P (Un ≥ ε) = 0.

也就是说，无论有多长的开车经验，这位新司机因交通事故造成较大损失的概率都是正数，从而都
有可能造成较大的损失.

用 un 表示Un 的观测值，如果Un
a.s.−→U

说明存在 n0,使得 n ≥ n0,un < ε.也就是说，从某天开始
这位新司机就再也不会发生有较大损失的交通事故了.

2.2.1 切比雪夫不等式

lim
n→∞P

(∣∣∣X −µ
∣∣∣≥ ε

)
≤ 1

ε2
V ar (X ) (7)

X1, · · · , Xn i .i .d . ∼ X ,E X =µ,∀ε> 0

lim
n→∞P

(∣∣∣X −µ
∣∣∣≥ ε

)
= 0 (8)

不需要方差存在,期望存在即可
一般样本会是多个独立同分布的随机变量,可以应用大数定理

2.3 中心极限定理

部分和的分布会趋向标准正态分布，依分布收敛

1. 一般中心极限定理

X1, · · · , Xn i .i .d . ∼ X ,E X =µ,V ar X =σ2

lim
x→∞P

(
p

n
X −µ

σ
≤ x

)
=Φ(x)

也记作

p
n

X −µ

σ

d−→ N (0,1)
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2. 针对两点分布的中心极限定理

X1, · · · , Xn i .i .d . ∼ B(1, p)

lim
x→∞P

(
p

n
X −p√
p(1−p)

≤ x

)
=Φ(x)

3. 针对二项分布的中心极限定理

X ∼ B(n, p)

lim
x→∞

X −E Xp
V ar X

∼ N (0,1)

P (t1 < X ≤ t2) = P (
t1 −E Xp

V ar X
< X −E Xp

V ar X
≤ t2 −E Xp

V ar X
)

≈Φ(y2)−Φ(y1),

y2 = t2 −E Xp
V ar X

,

y1 = t1 −E Xp
V ar X

4. 修正

y2 = t2 +1/2−E X

V ar X

y1 = t1 −1/2−E X

V ar X

5. 针对泊松分布的中心极限定理

X ∼ P (λ(n))

lim
n→∞

X −λ(n)p
λ(n)

∼ N (0,1)

λ(n) ∼ n

经验分布函数

Fn(x) =
n∑

k=1

I(Xi≤x)

n

lim
n→∞Fn(X ) = lim

n→∞

n∑
k=1

I(Xi≤x)

n

= E I(Xi≤x)

= F (x)

2.4 三大分布

1. 卡方分布 (chi-square distribution)

χ2 = X 2
1 +X 2

2 +·· ·+X 2
n

X 2
1 , X 2

2 , · · · , X 2
n 是来自标准正态总体 N (0,1)的样本主要性质：
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(a) 可加性;

(b) 若 χ2 ∼χ2(n),则 E(χ2) = n,D(χ2) = 2n;

(c) 上侧分位点
设 X ∼χ2(n)对给定的正数 α(0 <α< 1)

称满足 P
(
X >χ2

α(n)
)=α的点 χ2

α(n)为 χ2分布的上α分位点
例如 χ2

0.1(25) = 34.382

2. t分布 (student’ s dtstribution)

T = Xp
Y /n

记作 T ∼ t (n)

其中 X ∼ N (0,1),Y ∼χ2(n).

(a) 概率密度函数 f (t )是偶函数,关于纵轴对称分布;

(b) n > 45时,T
近似−→ N (0,1),因此 tα(n) ≈ zα;

(c) 若 t ∼ t (n),则 E(t ) = 0,D(t ) = n
n−2 (n > 2) n = 1 是柯西分布

(d) 上侧分位点
设 t ∼ t (n)对给定的正数 α(0 <α< 1)

称满足 P (X > tα(n)) =α的点 tα(n)为 t 分布的上α分位点
由对称性，有 t1−α(n) =−tα(n)

3. F分布 (F-dtstribution)

F = U /m

Y /n
记作 T ∼ F (m,n)

其中 X ∼χ2(m),Y ∼χ2(n).

(a) 1
F ∼ F (n,m);

(b) t 2 ∼ F (1,n);

(c) 上侧分位点
设 F ∼ F (m,n)对给定的正数 α(0 <α< 1)

称满足 P (X > Fα(m,n)) =α的点 Fα(m,n)为 F 分布的上α分位点

有 F1−α(m,n) = 1

Fα(n,m)

3 估计

3.1 点估计

1. 矩估计
适合非参数分布
能用低阶矩不用高阶矩

2. 极大似然估计
只适合参数分布
有 n个参数时有 n个方程,用已有估计量代替未知量
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3. 柯西分布使用中位数估计

4. 点估计的优良性准则

(a) 特性:无偏性
对于不同的参数,估计量的期望总等于参数真值

ES2 =σ2

ES 6=σ

σ2 = E(S2)

=V ar (s)+ (ES)2

∴ E(cnS) = cnES =σ

cn > 1

对于正态总体

cn =
√

n −1

2
Γ(

n −1

2
)/Γ(

n

2
)

(b) 数量性指标:有效性:均方误差小为佳
例子:

在期望 µ已知的条件下,作为对于 σ2的估计,
n∑

k=1

(Xk −µ)

n
比

n∑
k=1

(Xk − X̄ )

n −1
更优

3.2 区间估计

给定一个很小的数 α> 0,

n个样本 X1, · · · , Xn ,

得到两个统计量 θ̂1(X1, · · · , Xn), θ̂2(X1, · · · , Xn),

Pθ(θ̂1(X1, · · · , Xn) < θ ≤ θ̂2(X1, · · · , Xn)) = 1−α,

且区间长度尽可能小
则得到了对于 θ的一个区间估计,

此区间估计的置信系数/置信水平为 1−α

枢轴变量法

常用分布

1. 卡方分布 X =
n∑

i=1

X 2
i ∼χ2

n

其中 X i ∼ N (0,1)

2. t分布 X = X1p
X2/n

∼ tn

其中 X1, X2独立,X1 ∼ N (0,1), X2 ∼χ2
n

3. F分布 X = X1/m

X2/n
∼ Fm,n

其中 X1 ∼χ2
m , X2 ∼χ2

n
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上分位数

1. 正态

uβ,Φ(uβ) = 1−β

2. 卡方分布

χ2
n(β)

3. t分布

tn(β)

4. F分布

Fn,m(β)

常用枢轴变量

1. 样本来自一个正态总体

samples X1, · · · , Xn i .i .d . ∼ N (µ,σ2)

×表示未知,
p
表示已知

µ ×,σ
p

,估计 µ

p
n

X̄ −µ

σ
∼ N (0,1)

µ ×,σ ×,估计 µ

T =
p

n(X̄ )−µ

S
∼ tn−1

µ
p

,σ ×,估计 σ

n∑
k=1

(
X i −µ

σ
)2 ∼χ2

n

µ ×,σ ×,估计 σ

(n −1)S2

σ2
=

n∑
k=1

(
X i − X̄

σ
)2 ∼χ2

n−1

2. 样本来自两个正态总体

samples X1, · · · , Xn i .i .d . ∼ N (µX ,σ2
X )

Y1, · · · ,Ym i .i .d . ∼ N (µY ,σ2
Y )
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µX ,µY 都已知,方差 σ2
X =σ2

Y =σ2相等且未知,估计 µX −µY

X̄n ∼ N (µ1,
σ2

1

n
), Ȳm ∼ N (µ2,

σ2
2

m
)

X̄n − Ȳm ∼ N (µ1 −µ2,
σ2

1

n
+ σ2

2

n
)

Z = (X̄n − Ȳm)− (µ1 −µ2)√
σ2

1

n + σ2
2

n

∼ N (0,1.)

µX ,µY 都未知,方差 σ2
X =σ2

Y =σ2相等且未知,估计 µX −µY

S2 =
∑n

i=1(X i − X̄ )+∑m
j=1(Y j − Ȳ )2

σ2
∼χ2

n+m−2

Z = (X̄ − Ȳ )− (µX −µY )

σ
√

1
n + 1

m

∼ N (0,1)

∴ T = Zp
S2/(n +m −2)

∼ tn+m−2

= (X̄−Ȳ )−(µX −µY )p
(
∑n

i=1(Xi−X̄ )2+∑m
j=1(Y j −Ȳ )2)(n+m−2)

√
nm

n +m
∼ tn+m−2

µX ,µY ,σ2
X ,σ2

Y 都未知,方差不一定相等,估计
σ2

X

σ2
Y

(n −1)S2
X

σ2
X

∼χ2
n−1

(m −1)S2
Y

σ2
Y

∼χ2
m−1

∴ F =
(n−1)S2

X

σ2
X

/(n −1)

(m−1)S2
Y

σ2
Y

/(m −1)
∼ Fn−1,m−1

S2
X

S2
Y

σ2
Y

σ2
X

∼ Fn−1,m−1

3. 样本来自指数分布总体

samples X1, · · · , Xn i .i .d . ∼ exp(λ)

f (x,λ) =λe−λx I[x>0]

2λX i ∼χ2
2

∴ 2λnX̄ = 2λ
n∑

i=1

X i ∼χ2
2n

大样本法 对于很多上面没有列举的总体,特别是离散型总体,则可以考虑极限分布,利用中心极限定理建
立枢轴变量.下面举一些例子
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1. 两点分布,估计 p

samples X1, · · · , Xn i .i .d . ∼ Ber (p)

lim
n→∞

p
n

X̄ −p√
p(1−p)

∼ N (0,1)

出于计算方便,可用 p̂ = X̄ 代替分母中的 p

lim
n→∞

p
n

X̄ −p√
p̂(1− p̂)

∼ N (0,1)

2. 泊松分布,估计 λ

samples X1, · · · , Xn i .i .d . ∼ P (λ)

lim
n→∞

p
n

X̄ −λp
λ

∼ N (0,1)

3. 总体分布图未知,期望 θ、方差 σ2存在但未知,做期望 θ的区间估计

lim
n→∞

p
n

X̄ −θ

σ
∼ N (0,1)

由于 σ未知,无法直接作为枢轴变量.由于样本均方差 S是 σ的相合估计,n →∞时可近似用 S代替 σ

lim
n→∞

p
n

X̄ −θ

S
∼ N (0,1)

4. 贝伦斯-费歇尔问题

samples X1, · · · , Xn i .i .d . ∼ N (µX ,σ2
X )

Y1, · · · ,Ym i .i .d . ∼ N (µY ,σ2
Y )

µX ,µY ,σ2
Xσ

2
Y 未知,方差不一定相等,估计 µX −µY

(X̄ − Ȳ )− (µX −µY )√
σ2

X /n +σ2
Y /m

∼ N (0,1)

次式严格成立,但同样由于 σ2
Xσ

2
Y 未知而无法作为枢轴变量.由于样本方差 S2是 σ2的无偏估计,n →∞

时可近似用 S2代替 σ2

(X̄ − Ȳ )− (µX −µY )√
S2

X /n +S2
Y /m

∼ N (0,1)
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4 假设检验

4.1 问题提法和基本概念

原假设与对立假设
一般来说,待检验命题作为对立假设,才可以以较大的把握肯定
但对于形如"什么什么相等""什么等于多少"的命题 (如方差检验),则将"什么等于什么"作为原假设 (出于
可行性)

功效函数 区分不同的检验法的优劣
一个给定的检验法,在不同的未知参数下,都会给出一个原假设被拒绝的概率 (源于样本是随机变量)

此时该概率为未知参数的函数,即为功效函数
当未知参数处于原假设时我们希望该概率小以避免第一类错误,并且一个满足要求的检验法应确保该概率
在此时小于等于检验的水平 α

当未知参数处于对立假设时,我们则希望该概率尽可能得高,以避免第二类错误

重要参数检验 假设检验临界值,借助枢轴变量构造功效函数 (含检验临界值与未知参数,不含统计量),类
比区间估计,得到包含已知枢轴变量上分位数、已知原假设临界值和待定检验临界值的方程,解出检验临界
值即可.

所依赖枢轴变量与区间估计相同

拟合优度检验 检验随机变量是否服从假设的分布
只提零假设不提对立假设

离散总体情形

1. 理论总体不含未知参数 (所有参数都有假设值)时
X 为离散型随机变量,零假设:

H0 : P (X = ai ) = pi , i = 1, · · · ,k

经过观测,得到 n个样本,其中各个取值观测频数 ni , · · · ,nk ,检验统计量:

T =
k∑

i=1

npi (
ni −npi

npi
)2 =

k∑
i=1

(ni −npi )2

npi
=∑ (O −E)2

E
∼χ2

k−1

其中O代表观测值,E 代表预测值
拒绝域

T >χ2(α)

2. 理论总体分布含未知参数 (有的参数需要你估)时
修正

T ∼χ2
k−1−r

其中 r 为需要你估计的独立参数的个数
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列联表的独立性和齐一性检验

1. 独立性
原假设:两属性独立.

基于此估计参数、根据独立性乘得预测值、检验原假设即可.

2. 齐一性
原假设:不同条件 (某一属性的不同水平)下另一属性条件分布相同.

方法与独立性检验无异

3. 两者比较
两种检验区别在于两个属性的地位相同与否,但检验方法无异

连续总体情形 离散化总体分布,化为离散总体情形,进行检验
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