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Ch. 2 确定性系统和常微分方程

2.1 行星轨道

2.2 摄动理论初步，包括关于周期轨道的
Poincaré 方法

2.3 常微分方程组
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2.1 行星轨道

1. Kepler定律和万有引力定律

2. 反问题：行星或慧星的轨道

3. 广义相对论的行星轨道

4. N个粒子，一个确定性的系统

5. 线性

3

1. Kepler定律和万有引力定律

1.行星以太阳为一焦点做椭圆运动

2.相同时间里从太阳到行星的矢量扫过的面积

相同

3.周期的平方与长轴的3次方成正比

Kepler定律
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Kepler第二定律

2r h  两倍面积速度

xy yx h  

x y r i j y x  s i j

0,       r s r s

0xy yx  

//r r 行星的加速度
永远指向太阳0,       r s r s 
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Kepler第一定律
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由运动学轨道得到
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Kepler第三定律
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牛顿（1684）

普适常数
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万有引力定律

1687年，牛顿在他的巨著
《自然哲学的数学原理》
中提出了三大运动定律和
万有引力定律。
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GMm
F

r


 苹果落地
 行星绕日
 第二定律
 叠加原理
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2.反问题：行星或慧星的轨道

从牛顿运动定律和万有引力定律出发，可以
反过来研究行星的运动规律。

控制方程：
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d r d GM
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dt dt r

    
 
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r dt dt

   
 

径向运动
非线性

周向运动

2 0r r   
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2r h  运动积分
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2
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d h
 
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2 2

d r d GM
r

dt dt r

    
 

通解： 02
[1 cos( )]
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h
   

特解 齐次通解
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
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线性
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彗星

11

3.广义相对论的行星轨道

考虑广义相对论时
2

2
2 2

(1 )
d u GM

u u
d h




  

小参数

精确解：椭圆函数

近似解：摄动法

数值解

广义相对论效应：近日点进动 /周
2

2
2

GM

h
  

 
 

方法的选择？
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4.N个粒子，一个确定性的系统

考虑引力相互作用下一个N个质点的系统

运动方程：

其中

,     1, 2,m N    r F 
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更一般，有 ( , , ),   , , 1, 2,  t N      F F r v

可写为：,    1, 2,m N    r F 

( , , ),   ,    , , 1, 2,
d d

m t N
dt dt

 
         

v r
F r v v 

一阶微分方程组

(0) (0),     at 0,      1, 2,t N       r r v v 
初始条件

初始值问题 解的存在性？唯一性？
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5.线性

定义向量值函数

其中 n 维列向量

nxn 阶矩阵

则 是线性函数，即

( )
d

dt
  

x
L x A x

( )tA A

( )tx

( )L x

( ) ( ) ( )     L x y L x L y

( ) 0L x 一阶线性齐次微分方程组
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2.2 摄动理论初步，包括关于周期轨道的
Poincaré方法

1.摄动理论：初步考虑

2.单摆运动的逐次近似

3.用于单摆问题的摄动级数

4.Poincaré 的摄动理论（PLK方法）
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其中 小参数

1.摄动理论：初步考虑

0 0

( , , )  

    when
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 
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f x y

dx
y y x x



 

( , )y y x 

| | 1 

时解 已知： (0) ( ,0)y x0  ( , )y y x 
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假设解 可展为 的Taylor级数( , )y y x  

(0) (1) ( )( , ) ( ,0) ( ,0) ( ,0)n ny x y x y x y x       

( ) 1
( ,0)

0!

n
n

n

y
y x

n 
 
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      
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1
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微分方程

(0) (1) ( )( ,0) ( ,0) ( ,0)n
ndy dy x dy x dy x

dx dx dx dx
      
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线性微分方程组
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    

(0) (1) ( )( , ) ( ,0) ( ,0) ( ,0)n ny x y x y x y x       
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初始条件
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
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一般形式和显式解

( )
( ) ( )

n
n ndy

Ay B
dx

 

(0)

( ) ( )

( , ,0)

                                , ( )

y

n k

A f x y

B x y k n



依赖于 和所有的

积分形式的显式解： ( ) Adx Adxny e Be C
      

一阶线性非齐次
微分方程
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例

2 ,         (0) 1y y y y   

(0)0,         xy e  

(0) (1) 2 (2)y y y y    令

(0) (1) 2 (2)y y y y       

22 (0) (0) (1)2y y y y  
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(0) (0) (0)0,     (0) 1y y y   

2(1) (1) (0) (1),      (0) 0y y y y   

(2) (2) (0) (1) (2)2 ,      (0) 0y y y y y   



(0) xy e

(1) (1) 2 (1),      (0) 0xy y e y    (1) 2x xy e e  

2 2( ) ( )x x xy e e e O      

2 32 2x xe e 
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(2) (2) 2 3 (2)2 2 ,         (0) 0x xy y e e y     

(2) 2 32x x xy e e e    

2 2 2 3 3( ) ( 2 )+ ( )x x x x x xy e e e e e e O            

精确解
1 (1 )
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e
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
 
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1
 


   



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精确解

2 ,         (0) 1y y y y   

xy Ce齐次方程解：

常数变易法：令 ( ) xy C x e

( ) ( )x xy C x e C x e   

代入，得： 2( ) ( ) xC x C x e  

1
( )

x
C x

e D 
 1 (1 )

x

x

e
y

e




 
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2.单摆运动的逐次近似（迭代法）

sinmL mg  

1/ 2
2
0 0sin 0        0      

,     0,         at   0

g
t

L

a t

   

 

      
 

  





运动方程：

L
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精确解

1 / 2
2
0 0sin 0         0       

,     0,         at   0

g
t

L

a t

   

 

      
 

  











第一积分：

2 2 2 2 2
0 0

1
(cos cos ) 2 (sin sin )

2 2 2

a
a

      

令

sin sin sin
2 2

a 

2 2

2 2

2 2

2sin cos1 2
2 1 sin sin

2

a

a


 






 
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2

1

2

d d d d

dt dt dt dt

     
 

1
cos sin cos

2 2 2

a      

2 2 2
02 sin cos

2

a 
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周期为

/ 2 2 2 1/ 2

0
0

4
(1 sin sin )

2

a
P d


 


 

2 2 2 2
0 (1 sin sin )

2

a   

2 2 1/ 2

0

1
(1 sin sin )

2

a
t d 


  椭圆积分

sin sin sin
2 2

a 
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迭代法

取 sin 

2 2
0 0 ( sin )       

解：

周期：

改写方程:

0 0cosa t 

1/ 2

0
0

2
2

L
P

g

 


 
   

 

2
0 0

(0)      (0) 0a

  

 

 

 




3( )O 

近似方程 1
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改进： 2 2
1 0 1 0 0 0

1 1

( sin )

(0)      (0) 0a

     

 

  

 





近似方程 2
3

2 2 0
1 0 1 0

1 1

3!

(0)      (0) 0a

   

 

 

 





或：

3 3 2 3
2 2 0 0

1 0 1 0 0 0

cos
(cos3 3cos )

3! 24

a t a
t t

         
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迭代方程：

2 2
1 0 1 0

1 1

( sin )

(0)      (0) 0

i i i i

i ia

     

 
 

 

  

 




3

1 0 0 0 0 0cos (cos cos3 12 sin )
192

a
a t t t t t        

2 3
2 0

1 0 1 0 0(cos3 3cos )
24

a
t t

      

共振项

3a精确到 的解

久期项

32

3.用于单摆问题的摄动级数

1/ 2
2
0 0sin 0        0      

,     0,         at   0

g
t

L

a t

   

 

      
 

  











2 2
0 0 ( sin )       

引入新变量：
( )

( )
t

t
a


  | | 1,     ~ 1 

2 1
2 2 2 1 2
0 0 0

1

1
( sin ) ( 1)

(2 1)!

(0) 1,     (0) 0

n
n n

n

a a
a n

  







      



   




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2 1
2 2 1 2
0 0

1

( 1)
(2 1)!

(0) 1,     (0) 0

n
n n

n

a
n

 







   



   











(0) (1) 2 (2)( , ) ( ) ( ) ( )t a t a t a t         

3

(0) (1) 2 (2)

2 (0) (1) 2 (2)
0

2 (0)
2
0

( )

3!

a a

a a

a





     

      

 
   

 

   



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(0) 2 (0)
0

(0) (0)

0            

(0) 1,     (0) 0

   

   




(1) 2 (1)
0

(1) (1)

0            

(0) 0,     (0) 0

   

   




3(0)
(2) 2 (2) 2

0 0

(2) (2)

 
3!

(0) 0,     (0) 0

 
 
   

   





0:a

1:a

2:a

(0)
0( ) cost t 

(1) ( ) 0t 

35

3(0)
(2) 2 (2) 2

0 0

(2) (2)

 
3!

(0) 0,     (0) 0

 
 
   

   





(0)
0( ) cost t 

2
(2) 2 (2) 0

0 0 0(cos3 3cos )
24

t t
      

(2)
0 0 0 0

1 1 1
( ) cos cos3 sin

192 192 16
t t t t t      

2

0 0 0 0 0cos (cos cos3 12 sin )
192

a
t t t t t         

久期项

36

讨论

2

0 0 0 0 0cos (cos cos3 12 sin )
192

a
t t t t t         

 级数并不收敛，“渐近级数”

 若 足够小，在一定时间内是有用的近似

 当 ，或 时失效

 周期变化？

0 1t  1 2
0~t a 
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4. Poincaré 的摄动理论

PLK方法 Poincaré-Lighthill-郭永怀

(0) (1) 2 (2)

(1) 2 (2)

( ) ( )

( ) ( )         

a a

t at a t

 
  

       


   




(0) 2 (2)

2
2

( )

(1 )         

a

t a h




     


  




2 2 2
2

22 2 2 2 2
2

1
(1 2 )

(1 )

d d d
a h

dt a h d d 
   

 




改变了时间尺度
增加了自由度

38

3

2 (0) 2 (2)
2 2

2 2 2

2
2 (0) 2 (2) 2 (0)0
0

(1 2 )

          ( )
6

d d
a h a

d d

a a

 



  
     

 

      

 

 

0:a

2:a

(0)
0( ) cost   

3
22 (2) 2 (0)

2 (2) (0)0
0 22 2

2
20

0 0 2 0

2
6

1
          cos3 2 ( )cos

24 16

d d
h

d d

h


 

     

 
    

  

3
2 2 2 2
0 0 0

1
( sin )

3!
a a

a
   

       

39

22 (2)
2 (2) 0
0 02

cos3
24

d

d

  



  2

1

16
h 

(0) 0
2( ) cos

1
16

t
t

a


 

 

周期：
2

0
0

2
1

16

a
P




 
   

 


40

与精确解一致：

/ 2 2 2 1/ 2

0
0

2
2

10

4
(1 sin sin )

2

2 (2 1)!!
   1 sin

2 ! 2
n

n
n

a
P d

n a

n


 












 

         





 PLK方法可用于需要将解曲面映射到一个畸
变的自变量区域的情况

 很多情况下有用而无法严格证明

41

2.3 常微分方程组

1.初值问题：定理的陈述

2.失去唯一性的例子

（其它内容略）

42

1.初值问题：定理的陈述

对一 维空间 中一个给定的点

，常微分方程组

1n 1 2( , , , )nP t z z z

0 1 2( , , , )nP    

1 2( , , , ),       1, 2, ,         (1)k
k n

dz
f t z z z k n

dt
  

的初始值问题为：求函数

( )             1,2, ,m mz g t m n  

满足方程组(1)，且

( )              1, 2, ,m mg m n   
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43

为简化，以下

1 2( , , , )                 nz z z z

1 2( , , , )                n   

44

定理１（存在性）：设函数 在

矩形域

( , )kf t z

:  | | ,  | | ,     1, 2, ,k kR t a z b k n      

1 2 1 2

1 1 2 2

| ( , , , , ) ( , , , , ) |

  [| | | | | |]
n n

n n

f t z z z f t z z z

K z z z z z z


      

 


连续，并满足Lipschitz条件

则在区间 中，初始值

问题的解存在且解函数 有连续的一阶导数

| | ,  min( , )
b

t a
M

    

mg

闭区域中的
连续函数有界

有限时间
有限范围

| |kf M

M – “速度”

光滑

45

Lipschitz条件：只要变量 z 空间中两点的“距离”

足够小，其函数值 f 的差至多与其同阶

1 2 1 2

1 1 2 2

| ( , , , , ) ( , , , , ) |

   [| | | | | |]
n n

n n

f t z z z f t z z z

K z z z z z z



      

 


如果每一个函数 都有连续的偏微商，则

Lipschitz条件满足
kf

46

定理2（唯一性）：初始值问题的解是唯一的

( , , )      1,2,  kf t z k n  

定理3（对参量的连续依赖性）：令函数

满足定理１的要求，且这些函数在 的某个邻

域 中连续地依赖于参量 ，则解函

数在 的某个邻域中也是 的连续函数

0| | c  
0



0 

( , , ),       2,  1, ,k
k

dz
f t z k n

dt
   ( ),k kz z t 

47

定理3’（稳定性）：令 表示第 m 个

解函数，则对任给的 和固定的时间 ，

存在 ，只要 ，在

中，有

0 

t T  

( ; )m m mz g t 

T 

( , )T   | |m m    

| ( ; ) ( ; ) |m m m mg t g t   

初始值的微小变化只引起解的微小变化

48

定理4（可微性）：如 个函数( 1)n n

,{ }mt z

( , )mz t 

, ,        , 1,2, ,k k

m

f f
k m n

z 
 


 





( , ) ( , )m mu t z t 






k k k
m

m m

du f f
u

dt z 
 

 
 

为变量 和参量 的连续函数，则定理3的解

函数 对 可微，且偏导数

满足微分方程

和初始条件 0ku 

( , , ),       2,1, ,k
k

dz
f t z k n

dt
  
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注意：

 学会所做处理合法的典型条件

 不断掌握新的数学概念

逐点收敛、一致收敛

渐近序列、渐近级数

集合、测度

积分方程、泛函

函数空间、模

50

如 为定义在 [a, b] 上的两个函数，定义

模 (norm) 范数，函数空间中两个点的“距离”

( ), ( )x x 

|| ( ) ( ) || max | ( ) ( ) |
a x b

x x x x   
 

  

|| ( ) || 0,       || ||= || ||

|| + || || || +|| ||

x   
   




1/ 221
|| ( ) ( ) || [ ( ) ( )]

b

a
x x x x dx

b a
        或

性质

51

2.失去唯一性的例子

3

4 2

0                      ( , ) (0,0)

( , ) 4
            ( , ) (0,0)

x y

f x y x y
x y

x y


   

( , )
dy

f x y
dx



( , )f x y

2 4 4y c x c  

(0,0)易证： 在 处连续，但不满足 Lipschitz

条件，解 多值，满足初始条件

，且所有积分曲线在原点的斜率为 0(0,0)

3

4 4

2
( , ) (0,0)      

dy x
x y

dx x c
  



3 2 4 4 3

4 4 2 4 4 4 4

2 ( ) 2
( , )

x c x c x
f x y

x c c x c x c

 
  

   

52

考察函数在 附近的形态。当 沿某条路

径趋近 时，该路径的主项可表为

3 3

4 2 4 2 2( , ) (0,0) 0

4 4
lim lim

i

ix y x

x y ax

x y x a x



 


 

(0,0)

连续性：

(0,0) iy ax

( , )x y

0

0

0

2

3

0

1

4
  2

1

4
lim    2

4    2







  
 




i

x

i

ax
i

a

x
i

a
ax i

53

 Lipschitz 条件：

仅举一反例，取 ，则

,   t x z y 
2y x

5

4

4
| ( , ) (0,0) | 2 | |

2

x
f x y f x

x
  

2| 0 |y x 

22 | |x Kx

3

4 2

4x y

x y

当 时， 不成立!0x 

| ( , ) ( , ) | | |f t z f t z K z z  

54

积分曲线的曲率：

2

2 ( , ) (0,0)
(0,0)

2

4 2( , ) (0,0) ( , ) (0,0)

( , ) (0,0)
lim

0

( , ) 4
lim lim

x y

x y x y

dy dy
x yd y dx dx

dx x

f x y x y

x x y



 






 

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55

2

2 2 2

4 2 4 2 2( , ) (0,0) 0 0

2

4
   2

1

4 4 4
lim lim lim    2

4    2

 

  



  
    



i i

ix y x x

i

a
i

a

x y ax x
i

x y x a x a
ax i

iy ax同样，令 ，则

0

0

0

解曲线的曲率在 点没有定义！(0,0)


