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Ch. 11 应用于单摆问题的三种技巧

11.2 多重尺度展开

附1：其它奇异摄动方法

11.1 单摆正常平衡和倒置平衡的稳定性

11.3 相平面

附2：分岔现象和奇异吸引子

介绍其它奇异摄动方法以及稳定性分析
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11.2 多重尺度展开

1. 用多重尺度法解单摆方程

2. 高阶近似，消去共振项

3. 进一步的例子
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1. 用多重尺度法解单摆方程
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   
t f t

f t f t f t

  

    

引入 ，将 展开，得

考虑已尺度化的单摆方程

1/ 2sin 2 a 
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其中  t  双尺度级数，要求 ( ) (1)if O慢变 4

则

代入微分方程，得
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      f f f f f f

下标 i 表示对 f 的第 i 个宗量的导数，并假定二阶导数连续
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 

  

f f

f f f f
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d

dt


   

2
(0) (0) (1) 2 (0) (1) (2)

11 12 11 22 12 112
( , , ) [2 ] [ 2 ]      d

f t f f f f f f
dt

   

充分而非必要

(非 的幂级数)
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最低阶近似：

初始条件要求

初始条件：
(0)(0)

1
(1) (0)(1)

1 2

(0,0) 0              (0,0) 1
(0) 1:         (0) 0 :   

(0,0) (0,0)(0,0) 0


   

 
 ff

f ff

对 t 的微分方程
将 视为参数

(0) ( , ) ( ) cos ( )sin f t A t B t  
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 

  

f f

f f f f

(0) (0) (1)
1 2 1( , , ) [ ]   d

f t f f f
dt

  

(0) (1)( , , ) ( , ) ( , )  f t f t f t    

(0) (0) (0) (0)
11 10,     (0,0) 1,  (0,0) 0   f f f f

无法直接得
到 ( ), ( )A B  6

为消去共振项，要求：

2. 高阶近似，消去共振项

 3(1) (1) (0) (0)
11 12

1
2

6
f f f f  

(0) ( , ) ( )cos ( )sin f t A t B t  
2 (1)

(1) 3
2
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1
( cos sin ) 2( sin cos )

6
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    2 ( ) cos 2 ( ) sin
8 8

1 1
         ( 3 )cos3 ( 3 )sin 3

24 24
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f A t B t A t B t

t

B A AB t A B A B t

A AB t B A B t

       

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   

3 2 3 21 1
2 ( ) 0,    2 ( ) 0

8 8
B A AB A B A B       
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( )

d

d
 
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由此得最低阶近似

2 2 16 16B A
A B

A B

 
   

2 2 const 1A B  

0AA BB  

2 2 2
(0) 2( , ) cos cos sin sin cos 1

16 16 16

a t a t a
f t a t t t t

 
    

 

16 0,   16 0B A A B     

( ) cos ,   ( ) sin
16 16

A B
   

3 2 3 21 1
2 ( ) 0,   2 ( ) 0

8 8
B A AB A B A B        (0) 1,   (0) 0A B 

(0) ( , ) ( ) cos ( )sinf t A t B t   

上式直到 仍有效4( )t O a
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但其控制方程需从二阶方程消去共振项的要求得到

1
(0) ,   (0) 0

192
C D 

2 (1)
(1) 3 2 3 2

2

1 1
( 3 )cos3 ( 3 )sin 3

24 24

f
f A AB t B A B t

t


    



( ) cos ,   ( ) sin
16 16

A B
   

(1)

3 2 3 2

( ) cos ( )sin

1 1
        ( 3 )cos3 ( 3 )sin 3

192 192

f C t D t

A AB t B A B t

  

   

(1) (1) (0)
1 2(0,0) 0,    (0,0) (0,0)f f f  

(0) ( , ) ( ) cos ( )sinf t A t B t   

二阶方程将出现更高次谐波

三次谐波
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引入问题包含两个尺度：1, 

例 1：用多重尺度法求解

(0) (1)( , ) ( , , ) ( , ) ( , )y x Y x Y x Y x        

x




3. 进一步的例子

2

2
2 0,     (0) 0,  (1) 1,   0 1

d y dy
y y y

dx dx
       

令

(0) (0) (1) (1)
2 1 2 1

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

dy
Y x Y x Y x Y x

dx
    


    

2
(0) (0) (1)

22 12 222 2

1 1
( , ) 2 ( , ) ( , )

d y
Y x Y x Y x

dx
  

 
      

快变
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(0) (1) 2( , ) ( , ) ( , ) ( )  y x Y x Y x O    

(0) (0) (1)
2 1 2

1
( , ) ( , ) ( , ) ( )

dy
Y x Y x Y x O

dx
   


   

2
(0) (0) (1)

22 12 222 2

1 1
( , ) 2 ( , ) ( , ) (1)

d y
Y x Y x Y x O

dx
  

 
     

2

2
2 0,   (0) 0,  (1) 1    

d y dy
y y y

dx dx


x




(0) (0) (1) (1) (0) (0) (0)
22 2 22 2 12 1
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2 2 2 2 0              Y Y Y Y Y Y Y


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( , ) ( , , )y x Y x  

(0) (0) (0) (0)
22 22 0,     (0,0) 0,  (1, ) 1Y Y Y Y    

(1) (1)(0,0) 0,  (1, ) 0  Y Y
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非齐次项与齐次方程通解相同，解将出现 项2,  e  

(0) (0) (0) (0)
22 22 0,   (0,0) 0,  (1, ) 1Y Y Y Y    

(0) 2
1 2( ) ( )Y C x C x e   1 2

1

(0) (0) 0

(1) 1

C C

C

 


2

2
2 0,     (0) 0,  (1) 1,   0 1

d y dy
y y y

dx dx
       

x




(1) (1) (0) (0) (0)
22 2 12 12 2 2    Y Y Y Y Y
(1) (1) 2 2 2

22 2 2 1 2 1 2

2
1 1 2 2

2 4 2 2

                 (2 ) (2 )

  



       

     

Y Y C e C C e C C e

C C C C e

  



但 时， ，不满足 要求0 (1)O
1 12 0  C C

1( ) :O  

(1) :O
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如取 ，则

而

由边界条件，得：

1/ 2
1 2 2(0) (0) (0) 0   C C e C

/ 2
1 1( )  xC x c e

(0) (1 ) / 2 1/ 2 2( , )   xY x e e e 
(1 ) / 2 1/ 2 2 / 1/ 2 / 2 2 /

0 ( , ) ( )      x x x xy x e e e e e e 

1 2 1(0) (0) 0,   (1) 1  C C C

1 12 0  C C

(1 ) / 2
1( )  xC x e

1/ 2
2 (0)  C e

1/ 2
2 ( )  C x e

(0) 2
1 2( ) ( )  Y C x C x e 
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也可令 ，则
充分而非必要，但
对求高阶近似有利

/ 2 1/ 2
2 2 2 2( ) ,   (0)xC x c e C c e   

2 22 0  C C

(1) (1) 2
22 2 1 1 2 22 (2 ) (2 )       Y Y C C C C e  1/ 2

2 (0)  C e

(1 ) / 2
2 ( )   xC x e

(0) (1 ) / 2 (1 ) / 2 2( , )    x xY x e e e 

2 21 1 1

22 2 2 2
0 ( , ) ( )

    
   

x x xx x x

y x e e e e e e 

可忽略只相差一个超越小项
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精确解：

正则摄动：

0 1( ) ~ ( ) ( )y t y t y t 

弱阻尼衰减振荡
非保守系统

 / 2 2

2

1
( ) sin 1 / 4

1 / 4

 


ty t e t 


1
( ) ~ sin sin

2
y t t t t 

0,     0,     (0) 0,  (0) 1       y y y t y y

例 2：

久期项

衰减
频率降低

保守
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引入两个时间尺度：
1 2,    t t t t

慢变

2 2 2
2

2 2
1 1 2 2 1 2

2 0
     

            

y y y y y
y

t t t t t t
     

1 2

  
 

 
 

d

dt t t
0,     0,     (0) 0,  (0) 1       y y y t y y

增加自由度
解不唯一

令 0 1 2 1 1 2~ ( , ) ( , )y y t t y t t 
2 2

0 12
1 1 2

0 0 1
1 2

2 ( )

        ( ) 0

  
       

  
         

 

 

y y
t t t

y y y
t t





 

  

导致久期项 抵消久期项

1
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(1) :O

01
1

1 2

(0,0) 0,  (0,0) (0,0)


  
 

yy
y

t t

0 0 2 1 0 2 1 0 0( )sin ( )cos ,   (0) 1,  (0) 0   y a t t b t t a b

2
0 0

0 02
1 1

0,     (0,0) 0,  (0,0) 1
 

   
 

y y
y y

t t

初始条件： 1 2
1 2

0,  1,     when 0
 

    
 

y y
y t t

t t


2 2

0 1 0 0 12
1 1 2 1 2

2 ( ) ( ) 0
      

                    
   y y y y y

t t t t t
    

( ) :O 
22

0 01
12

1 1 2 1

2
 

   
   

y yy
y

t t t t

(0) 0,  (0) 1y y 
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为消去久期项，要求：

2 2
1

1 0 1 0 12
1 1 2 1

0 0 1 0 0 1

2 ( sin cos )

              (2 )sin (2 )cos

   
         

    

y
y a t b t

t t t t

b b t a a t

0 0 2 1 0 2 1

0 0

( )sin ( )cos

(0) 1,  (0) 0

 

 

y a t t b t t

a b

22
0 01

12
1 1 2 1

2
 

   
   

y yy
y

t t t t

0 0 0 02 0,   2 0    a a b b

2 / 2
0 0 0 0 22 0,   (0) 1    ( ) ta a a a t e     

0 0 0 0 22 0,   (0) 0    ( ) 0     b b b b t

2 / 2
0 1 2 1( , ) sin ty t t e t /2~ sinty e t即：
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精确解

近似解

0.1 

/2( ) ~ sinty t e t

 / 2 2

2

1
( ) sin 1 / 4

1 / 4

ty t e t 


 

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 多重尺度法可用于存在边界层的情况

 多重尺度法也适用于多个尺度共存的情况

 有些问题存在很多个不同尺度

 引入多尺度后增加了自由度，确定低阶展开式中系

数的原则是使高阶项尽可能小（最小化原则）
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附1：其它奇异摄动方法

1. WKB方法

2. 均匀化方法
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1. WKB方法 (Wentzel, Kramers, Brillouin)

考虑方程 ，其中 光滑

这一方法适用于对边界层变量有指数依赖性的情况，

可大大减少工作量，曾用于获得 Schrödinger 方程

的近似解

( )/
0 1~ [ ( ) ( ) ]xy e y x y x

   

2 ( ) 0y q x y   

当 q 为常数时，得：
1 1

0 0( )
x q x q

y x a e b e 


 

设

( )q x

/
0 0 1~ ( ]y y y y e

         

 2 2 2 /
0 0 0 1~ ( ) [ 2 ( ) ]y y y y y e

                 

/e
  快变

线性方程
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2 2 2
0 0 0 12

0 1

1 1
( ) [ 2 ( ) ]

            ( )( ) 0

y y y y

q x y y

 



    
 



         
 

   



 1 

2
0 0 1 12 ( ) ( )y y y q x y       

( ) ( )
x

x q s ds  

1 1
( ) ( )1/4

0 0~ ( )
x x

q s ds q s ds
y q x a e b e 

    
 

2( ) ( )q x  

0 ( )
( )

c
y x

x




( )/
0 1~ [ ( ) ( ) ]xy e y x y x

   
2 ( ) 0y q x y   

2 2 2 /
0 0 0 1~ [ ( 2 ) ]x xx x xy y y y y e

             

(1) :O

( ) :O 

0 02 0y y    

要求 q 非零
可为复数

非线性

线性

程函方程

0 0,a b
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其中

边界条件：

2( ) xq x e 

(0) ,  (1)y a y b 

1  

例 1

2 2 0xy e y   

1 1
( ) ( )1/4

0 0~ ( )
x x

q s ds q s ds
y q x a e b e 

    
 

 /2 / /
0 0

/2
0 0

~

  [ cos( ) sin( )]

x xx ie ie

x x x

y e a e b e

e e e

 

   

 





 

1/2
/2 sin ( 1) sin ( )

~
sin ( 1)

x x
x be e a e e

y e
e

 


    
  

24

为第一类和第二类零阶 Bessel 函数

其中

精确解：

0 0 0 1 0 0

1 1
[ ( ) ( )],   [ ( ) ( )]c bY aY e c aJ e bJ

d d
      

近似解与精确解比较

0 0 1 0( ) ( ) ( )x xy x c J e c Y e  

0 0 J Y和

0.1,  1,  0a b   

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )d J e Y Y e J    

1/2
/2 sin ( 1) sin ( )

~
sin ( 1)

x x
x be e a e e

y e
e

 


    
  
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25

本征值：

当 ，令 ，方程与例 1 相同，通解近似为

求方程 的本征值

1  1/ 

~
1

n

e




例 2

2 2 0,  (0) (1) 0xy e y y y    

1/2
/2 sin ( 1) sin ( )

~
sin ( 1)

x x
x be e a e e

y e
e

 


    
  

精确解：

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0J e Y Y e J    

0 0 0 1 0 0

1 1
[ ( ) ( )],   [ ( ) ( )]c bY aY e c aJ e bJ

d d
      

0 0 1 0( ) ( ) ( )x xy x c J e c Y e   0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )d J e Y Y e J    

的根
近似解与精确解比较

0a b 

26

相对较易，但只适用于线性微分方程

程函方程（解的快变部分）是非线性的，有时很难

解

 的零点是方程解的转折点（一侧为指数函数另

一侧为正弦函数），两个区域需要分别求解，然后

在过渡层（尺度为 ）进行匹配

( )q x

2/3

27

一些工程和科学问题常常需要处理具有多种组元的

材料，如层合板、纤维增强复合材料、泡沫材料、

多孔介质中的流动等。通常希望找到简化方程以描

述其光滑了的平均行为

非均匀介质

复杂细观结构

多尺度

2. 均匀化方法

以宏观参数描

述的约化问题
均匀化

单一尺度

28

例：

考虑方程 ( , / ) ( ),   (0) ,  (1)
d du

D x x f x u a u b
dx dx

      

avg 0

1
( ) lim ( , )

y

y
D x D x r dr

y
 

问题：是否可将 D 光滑 (不依赖于 )？如何平均？

方法一：D 对 y 求平均

?D




0 ( ) ( , ) ( )m MD x D x y D x  

记 /y x  x 慢变，y 快变（微尺度）

其中

0 

29

复合材料的弹性模量

E1 E2

假设两种材料体积分数相同

F1 = A11 = A1E1

F2 = A22 = A2E2

A1 = A2 = A/2

F = F1+F2 = A(E1+E2)/2

Eavg = (E1+E2)/2

F

1 = 1/h1 = /E1

2 = 2/h2 = /E2

h1 = h2 = h/2

21

21

21

2121

2
2

11
   

2

EE
EE

EE

)/ε(ε)/hδ(δε

















1 2
avg

1 2

2E E
E

E E




F

30

考虑 两个尺度，方程写为

设

,x y

1d

dx x y
 

 
 

2
0 1 2( , ) ( , ) ( , )u u x y u x y u x y    

( , / ) ( ),   (0) ,  (1)
d du

D x x f x u a u b
dx dx

      

2( , ) ( )
u u

D x y f x
y x y x

  
       

             

0 0 01

2 02 1 1 ( ) 0

u u uu
D D D

y y y y x x y

uu u u
D D f x

y y x x y x





                                  
                                     



/y x 
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但

而 u0 有界

另一方面，有：

增长限于 y 线性函数

0 0 0( ) 0,   ( )c x u u x 

(1) :O

0
0 1 0( , ) ( ) ( )

( , )

y

y

ds
u x y c x c x

D x s
  

0( , ) 0
u

D x y
y y

 
   

y0  任意

0 0

0 ,   when 
( , ) ( ) ( )

y y

y y
M M

y yds ds
y

D x s D x D x


    

0

0 ,   when 
( , ) ( )

y

y
m

y yds
y

D x s D x


 

仅与慢变量有关

32

后两项无界，但均为 ，因此要求( )O y

0

0
0

1
lim ( ) 0

( , )

y

yy

duds
b x y

y D x s dx

 
  

 


( ) :O 

0 0 01 0
u u uu

D D D
y y y y x x y


                                    



0 0 ( )u u x

01 0
duu

D
y y dx

  
      

0

0
1 1 0( , ) ( ) ( )

( , )

y

y

duds
u x y b x b x y

D x s dx
  

0

10
0 0

1
( ) lim ( )

( , )

y

yy

du ds
b x D b x

dx y D x s



 或

01
0 ( )

duu
D b x

y dx

 
   

33

只有最后一项为 2( )O y 0 ( ) ( )b x f x 

2( ) :O 

02 1 1 ( ) 0
uu u u

D D f x
y y x x y x

         
                     

2 1
0( , ) ( ) ( ) ( , )

u u
D x y f x b x D x y

y y y x

               

0

0 0

2 1 0

1
0

( , ) ( ) ( )
( , )

( , )
               ( )

( , )

 

   




 

y

y

y y

y y

ds
u x y d x d x

D x s

u x s sds
ds f b

x D x s

01
0 ( )

duu
D b x

y dx

 
   

34

即， 应满足方程

其中

可见：直接对 D 平均是不妥的

  1
1 0( )

dud
f x D

dx dx






    

0u

1

1
( )D x

D





10
0 ( )

du
D b x

dx





0 ( ) ( )b x f x 

0
0 0( ) ( ),   (0) ,  (1)

dud
D x f x u a u b

dx dx
       均匀化方程

不依赖于 

D D




0

1 1
lim

( , )

y

yy

ds
D

y D x s


 
 

35

精确解：

取

如取

( ) 0,  0,  1,  ( ) 1,  0f x a b g x     

sin( / )
( )

1 sin(1/ )

x x
u x

 
 




 0 ( )u x x

例：

1
( , )

1 ( )cos
D x y

x g x y 


 

( , / ) ( ),   (0) ,  (1)
d du

D x x f x u a u b
dx dx

      

则：
0

1 1
lim [1 ( )cos ] 1

y

yy
D x g x s ds x

y
  

 
    

1
0,   (0) 0,  (1) 1

1 cos( / )

d du
u u

dx x dx 
 

    

近似解：

2
0

2
0

d u

dx
1 1D




36

sin( / )
( )

1 sin(1/ )





x x

u x
 
 

0 ( ) u x x

1

1 cos( / )



D

x 

0,   (0) 0,  (1) 1
      

d du
D u u

dx dx

0.01

0.75
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均匀化方法可看作多重尺度法的推广，不同的是即

使对双尺度，也必须考虑三阶方程

此方法的关键是得到一个仅包含慢变量的问题，其

系数由对快尺度的平均得到

当尺度更多时，很难找到正确的约束条件。因此，

此方法多用于周期结构

此方法也可用于导热等其它问题以及系数 D 是间断

的情况

38

11.1 单摆正常平衡和倒置平衡的稳定性

1. 确定平衡的稳定性

2. 结果讨论

确定平衡点并引入小扰动分析其稳定性

39

单摆的控制方程：

正常平衡

倒置平衡

平衡解：不随时间变化

0 
 

* const  

*   

1. 确定平衡的稳定性

1/ 22 *
* *

2
sin 0,    


 

    
 

d L
t t

dt g

 

稳定性分析：引入一个度量与稳定态偏离的变量

*sin 0 

40

假定与平衡态的偏离很小，线化后得

不稳定

控制方程：

随遇稳定
neutrally stable

0 1 0 1cos sin ,   (0),  (0)


    
d

t t
dt

     

2 *
*

2
sin 0 

d

dt

  *   

2

2
sin( ) 0


  

d

dt

 

2

2
0 :   0


   

d

dt

 

2

2
:   0


   

d

dt

 

0 1cosh sinh  t t  

稳定

41

2. 结果讨论

微小扰动是不可避免的，因此不稳定平衡实际上观

察不到

小扰动分析只适用于失稳起始，失稳后期的行为是

非线性的

通常存在阻尼，偏离正常平衡的小扰动最终会完全

消失，称为渐近稳定

42

11.3 相平面

1. 无阻尼单摆的相图

2. 分离线、临界点和极限环

3. 临界点附近相轨迹的行为

4. 阻尼摆

稳定性问题的相平面描述
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43

方程化为

记 并视为 的函数，则

引入变量
1/ 2

sin 0,   (0) ,  (0)
L

a b
g

   
 

      
 

 

方程中不显含自变量

* *
0,  t t   

2 22cos 2cos  a b 


2

2

d d d d d

dt dt d dt d

    
 

  

  

1. 无阻尼单摆的相图

2 * *
* *

*2 *
sin 0,   (0) ,  (0)

d g d
a

dt L dt

      

sin 0  
44

曲线关于 轴和 轴对称

关于 的周期为

 时，在 ，在

当 时，当

而对 ， 不确定

给定初始条件 ，方程

给出了摆的运动在相平面 上的轨迹( , ) 
( , )a b



 

2

2 22cos 2cos a b   

对不同的初始条件，方程构成了相平面上的曲线族



0 (0, ),  0   ( ,0),  0  

0, , 2      0,    

(0,0), ( ,0),

sin 0   

45

2 2

0

const

d d   

 

 

 
(0,0) :

2 22cos 2cos a b   sin 0   

2 2

0

const

d d   

 

 

 
( ,0) :    

( )    退化曲线：

摆动

旋转

相图

46

2. 分离线、临界点和极限环

2 22cos 2cos a b   

2 2cos 2  ,  0a b 分离线：

0  2 4,   2   

47

临界点就是平衡点，平衡点的稳定性

可由临界点附近的相轨迹描述

除临界点外，相轨迹的斜率单值，但在临界点， 多

值。因此，除临界点外，相轨迹不相交

确定

当 时

临界点：( ,0)n

sin


  

( , ) ( ,0)n  



sin 0 

2 22cos 2cos a b   sin 0   

48

可引入速度 ，得

控制方程中不显含 t 的动力学系统称为自治系统

对可用单坐标描述位置的自治系统

自治系统 (autonomous system)

 v x

( , ) x g x x

( , )
dv

v g x v
dx

因此，此系统在相平面 v-x 的轨迹固定
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49

于是，过 点的轨迹为

令轨迹以参数 t 给出，则

除了临界点（ ）外，相平面轨

迹的斜率 唯一确定

更一般地，考虑一阶方程

/dy dx

t 不一定是真实时间

( , ) 0,  ( , ) 0 f x y g x y

0 0( , )x y

dy dy dx
dt dtdx



0 0 0 0( , ),  ( , ),     ( ) ,  ( )   
dx dy

f x y g x y x t x y t y
dt dt

( , ) ( , )
dy

f x y g x y
dx

50

1. 过 的轨迹就是 本身

2. 过 的轨迹回到 ，得到一简单闭曲线

3.  过 的轨迹即不在原地，也不回来，而是或

趋向无穷远，或到达其它平衡点，或趋近于一条闭

曲线（极限环或通过几个临界点）

极限环，周期解

平衡点

过一点 的轨迹可分为三类：0 0( , )x y

极限环

0 0( , )x y 0 0( , )x y

0 0( , )x y 0 0( , )x y

0 0( , )x y

51

引入偏差 ：

如 为临界点，则 平衡点

3. 临界点附近相轨迹的行为

0 0 0 0( , ),  ( , ),     ( ) ,  ( )   
dx dy

f x y g x y x t x y t y
dt dt

( , ) ( , )
dy

f x y g x y
dx

( , ) 0,   ( , ) 0 f X Y g X Y

( , )X Y

( ) ( ),   ( ) ( )   x t X x t y t Y y t,x y

( , ) ( , ) ( , ) ( , )      x y

dx
f X x Y y f X Y f X Y x f X Y y

dt

( , ) ( , ) ( , ) ( , )      x y

dy
g X x Y y g X Y g X Y x g X Y y

dt
52

其解为

略去高阶项，得

( , ),  ( , ),  ( , ),  ( , )   x y x ya f X Y b f X Y c g X Y d g X Y

ˆ 0

ˆ 0

     
          

a m b x

c d m y

ˆ

ˆ
   

   
   

mtx x
e

y y

2 0,     ( ),         m m a d ad bc   

为积分常数ˆ ˆ,x y

( , ) ( , )  x y

dx
f X Y x f X Y y

dt
( , ) ( , )  x y

dy
g X Y x g X Y y

dt

,   
dx dy

ax by cx dy
dt dt

   

m 满足 特征方程

非平凡解：

当 时有两个相异非零根20,  4 0    

53

如 则

如 则

I ：

两个实根

不稳定，鞍点

2 4 0  

吸引子

2
1,2 4 / 2m        

1 20,   0 m m0

1 2, 0m m0

2 0,     ( ),         m m a d ad bc   

I(a) ：

0I(b) ：

不稳定，节点

1 2, 0m m0

渐近稳定，节点

ˆ

ˆ
mtx x

e
y y

   
   

   

54

II ：

两个共轭复根

周期性扰动，轨迹封闭

2 4 0  

不发展，不衰减

0

0

2 0,     ( ),         m m a d ad bc   

II(a) ：

II(b) ：

不稳定

0

渐近稳定

中性稳定，Liapunov 稳定，中心点

0  螺旋线，焦点

吸引子

ˆ

ˆ
mtx x

e
y y

   
   

   

2
1,2 4 / 2m i       
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55

中心点和
的情

况需要进一步
讨论

2 4 0  

0,

线化需满足一
定条件，充分
条件是 及
其一阶导数在

连续，
但中心点并不
满足此条件

,f g

( , )X Y

,   
dx dy

ax by cx dy
dt dt

   

( ),  a d ad bc     

56

记 ，则得

平衡点：

sin 0,   0       

,  x x y 

(0,0) :

sin

x y

y y x

  




0,   sin 0y x 

4. 阻尼摆

,   0x n y 

2 2,  1,   4 4         

0,  1,  1,  a b c d      

,   x y y y x    

,   
dx dy

ax by cx dy
dt dt

   

( ),  a d ad bc     

稳定节点2 

稳定焦点2 

过阻尼

欠阻尼

57

( ,0) :

2 2,  1,   4 4 0           

0,  1,  1,  a b c d     

,   x y y y x    

,   
dx dy

ax by cx dy
dt dt

    ( ),  a d ad bc     

鞍点
不稳定

引入 ,  x x y y  

58

小阻尼时的相图 (0 2) 

推广：

3 维空间，6 维相

空间

N 个质点，6N 个

自由度的系统，

6N 维相空间

连续体，无限维

相空间，Fourier

变换



分离线





无周期解

59

附2：分岔现象和奇异吸引子

1. 分岔现象

2. 奇异吸引子

非线性问题常常出现多值解

何时出现多值解？ 这些解是否稳定？

60

例 1：非线性振动方程

3 0y y  

32 0,   0y y y y t      

0

if 0



  

y

y  

平衡态：

1. 分岔现象
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相轨迹

1/ 4,   1

(i)   (0) 0,  (0) 1

(ii)  (0) 2,  (0) 0

y y

y y

  
 
 




32 0,   0y y y y t      



62

例 2：一个子环在旋转环上的运动

控制方程：

问题：

大环和子环光滑、无摩擦

大环以角速度 转动

当 变化时，子环如何运

动？

2
2

2
sin cos sin

d
ma m a mg

dt

     



a



2 sinm a 
mg




63

(2) 仅当 时有实值解

平衡点：

写成一阶方程组：
2 (cos )sin

d

dt
d

dt

 

   



  

足够大时

2
2

2 2
(cos )sin ,     

d g

dt a

       


(1) sin 0,  0,
0,     

(2) cos                 

  


 
  




1 

0 

2
2

2
sin cos sin

d
ma m a mg

dt

     

64

当 时出现分叉

稳定

不稳定

稳定性：

0,  1  

0 1,  cos    

1 

  

(1) 0,
 

(2) cos

 
 

 


0,  1  

不稳定

稳定

2
2

2 2
(cos )sin ,     

d g

dt a

       


    

平衡点

65

吸引子： 在 平面的

稳定渐近轨道（当 时）

( , )x y( , ),  ( , )
dx dy

f x y g x y
dt dt

 

节点 焦点

t 

2. 奇异吸引子 (strange attractor)

极限环

奇异吸引子：非经典的吸引子

度量为零，覆盖范围广

度量为零，集中

66

扰动可能引起对流

（考虑二维问题）

定常状态：

背景：温升引起的对流

0

z
T T T

H
 

例：Lorenz 方程

,   x zV V
z x

  
  

 
可引入速度势 ：

0 ( , , )
z

T T T x z t
H

  

x

1T

0T

H

0

z

0 1 0T T T   

g
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67

边界条件（自由边界）：

控制方程：

2( , )

( , )

T

t x z H x

       
    

  

2
2 4( , )

( , )
g

t x z x

        
     

  

20,   0,   at 0 and z z H     

粘性系数

热膨胀系数

热扩散系数






N-S 方程

平凡解： 0,   0  
68

令

当 时发生对流

Rayleigh 讨论了线性问题：设解在 x 向为周期函数

0 0sin sin ,   sin sin
ax z ax z

H H H H

       
a 为参数

2 3
2

(1 )a cR R a
a


  

3

a

g H T
R







2 1

2
a 

4

min

27

4cR


而

其中 Rayleigh 数

时

69

其中

并令

得到一非线性方程组（Lorenz 方程）

( ),  ( ),  ( )X X t Y Y t Z Z t  

2
2 sin sin

(1 )

2
2 sin sin sina

c

a ax z
X

a H H

R ax z z
Y Z

R T H H H

 


   




 


2 2

2

( 1)a
t

H

 


Lorenz 将问题扩展到非线性，设解为

70且 O 解不稳定，而 解当 时稳定

当 时，另有两个解

其中

平衡解：当 时， （O 解）

X X Y

Y rX Y XZ

Z bZ XY

   

  

  





稳定
无对流

2

4
,  ,  

1
a

c

R
b r

a R




  


1r  0X Y Z  

,  :C C

( 1),  1X Y b r Z r     

1r 

1b  ,  C C
对流，定常

71

发现 平面上轨道是不规则的，一会儿绕 C，一

会儿绕 ，一会儿绕 两个点，不存在极限环，只是

相当于两个吸引子，将轨道束缚在其周围。

如 ，且 ，则 不稳定

数值解：取
8

10,  ,  28        ( 24.74)
3

   cb r r

非随机行为，称为奇异吸引子

 cr r

C

,X Y

1 b ,  C C 对流，不定常

,  :C C

( 1),  1     X Y b r Z r2

4
,  ,  

1
  


a

c

R
b r

a R




X

Y
C

C
72


