
图论第七次作业参考答案  

5.2  

证明：树至多有一个完备匹配

方法一：

反设存在两个不同的完备匹配 和 ，考虑它们的对称差 ，由于对称差非空且对称差中非
孤立点的度数为2，则其中会有交错圈，与树没有圈矛盾。

方法二：

利用叶子节点在完备匹配中的唯一性。对于每个叶子节点，它只能和唯一与它相邻的点匹配，如果有一
个结点连接了两个及以上的叶子节点，那么其中至少会有一个叶子节点不能匹配，则此时不存在完美匹
配。所以，只有每个结点最多只与一个叶子结点相连时，才有可能存在完美匹配。于是在这种情况下，
可以去掉叶子结点和与它相邻的结点会得到森林，对森林中的每棵树不断重复上面过程，直到所有的结
点都被匹配或者有点不能被匹配。在这个过程中，如果存在完美匹配，匹配的方法都是唯一确定下来
的。

 

5.4  

两个人在图 上博弈，交替选择不同的顶点 , , ,…，使得当  时, 与 相邻，直到不
能选到顶点为止，谁最后能选到一个顶点谁赢。证明：第一个选顶点的人有必胜策略，当且仅当
中无完备匹配，并给出一个必胜的策略

:

反设 有完备匹配 ，则第一个人每选择一个顶点 ，第二个人都可以选择在 中与 相匹配的点，所
以由匹配中边不相邻的性质，无论第一个人如何选择，第二个人永远有点可以选且不会重复，故第二个
选点的人有必胜策略，矛盾，则假设不成立，即当第一个选顶点的人有必胜策略时， 中无完备匹配。

:

当 没有完备匹配时，找到 的最大匹配 ，则存在不被 许配的点。第一个人选择 中任一未被
许配的点 ，如果第二个人能选到不被 许配的另一个点 ，则 是比 更大的匹配，这与
是最大匹配矛盾，故第二个人只能选到被 许配的点 。之后第一个人可以选到在 中与 相匹配的那
个点，记为 ，如果第二个人能选到不被 许配的点 ，则存在可增广轨道 ，与 是最大匹配
矛盾，则以此类推，只要之后第一个人选择在 中与第二个人选择的点匹配的点，第二个人只要有点可
选一定只能选到被 许配的点，所以无论第二个人如何选择，第一个人永远有点可以选且不会重复，故
第一个人有必胜策略。
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