
主成分分析(Principal Component Analysis)

• 在许多领域的研究与应用中，往往需要对反映事物
的多个变量进行大量的观测，收集大量数据以便进
行分析寻找规律。

• 多变量大样本无疑会为研究和应用提供了丰富的信
息，但也在一定程度上增加了数据采集的工作量，
更重要的是在大多数情况下，许多变量之间可能存
在相关性，从而增加了问题分析的复杂性，同时对
分析带来不便。

• 如果分别对每个指标进行分析，分析往往是孤立的
，而不是综合的。盲目减少指标会损失很多信息，
容易产生错误的结论。



主成分分析

• 因此需要找到一个合理的方法，在减少需要分析
的指标同时，尽量减少原指标包含信息的损失，
以达到对所收集数据进行全面分析的目的。

• 由于各变量间存在一定的相关关系，因此有可能
用较少的综合指标分别综合存在于各变量中的各
类信息。主成分分析与因子分析就属于这类降维
的方法。

• 主成分分析与因子分析是将多个实测变量转换为
少数几个不相关的综合指标的多元统计分析方法
。



主成分分析

• 例1：生产服装有很多指标，比如袖长、肩宽、身
高等十几个指标，服装厂生产时，不可能按照这么
多指标来做，怎么办？一般情况，生产者考虑几个
综合的指标，象标准体形、特形等。

• 例2：企业经济效益的评价，它涉及到很多指标。
例百元固定资产原值实现产值、百元固定资产原值
实现利税，百元资金实现利税，百元工业总产值实
现利税，百元销售收入实现利税，每吨标准煤实现
工业产值，每千瓦时电力实现工业产值，全员劳动
生产率，百元流动资金实现产值等，我们要找出综
合指标，来评价企业的效益。



主成分分析

• 例3：假定你是一个公司的财务经理，掌握了公司
的所有数据，比如固定资产、流动资金、每一笔
借贷的数额和期限、各种税费、工资支出、原料
消耗、产值、利润、折旧、职工人数、职工的分
工和教育程度等等。

• 如果让你向上司介绍公司状况，你能原封不动地
介绍所有指标和数字吗？

• 当然不能。

• 你必须要对各个方面作出高度概括，用一两个指
标简单明了地说清楚情况。



主成分分析

• 很多应用都会遇到有很多变量的数据，这些数据的
共同特点是变量很多，在如此多的变量之中，有很
多是相关的。

• 因此我们希望从中综合出一些少数主要的指标，这
些指标所包含的信息量又很多。这些特点，使我们
在研究复杂的问题时，容易抓住主要矛盾。

• 如何才能找出综合指标？



主成分分析
• 由于实测的变量间存在一定的相关关系，因此有可能用较

少数的综合指标分别综合存在于各变量中的各类信息，而
综合指标之间彼此不相关，即各指标代表的信息不重叠。
综合指标称为主成分（提取几个主成分）。

• 若有一些指标 ，取综合指标即它们的线性组合F
，当然有很多，我们希望线性组合F包含很多的信息，即
var(F)最大，这样得到F记为 ，然后再找 ， 与 无关
，以此类推，我们找到了一组综合变量 ，这组
变量基本包含了原来变量的所有信息。
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主成分分析



主成分分析

• 在数据挖掘领域，以及图像处理、通讯技术等信息处理
领域，主成分分析是很常用的一种方法

• 通过对一组变量的几种线性组合来解释这组变量的方差
和协方差结构，以达到数据的降维和数据的解释的目的
。



成绩数据

• 学生的数学、物理、化学、语文、历
史、英语的成绩如下表（部分）。



问 题

• 目前的问题是，能否将该数据的6个变量用
一两个综合变量来表示？

• 这一两个综合变量包含了多少原来的信息？

• 能不能利用找到的综合变量来对学生排序？
这一类数据所涉及的问题可以推广到对其他
应用的分析、排序、判别和分类等问题。



主成分分析

• 例中的数据点是六维的，即每个观测值是6维空间中的一个
点。我们希望将6维空间用低维空间表示。

• 先假定只有二维，即只有两个变量，它们由横坐标和纵坐标
所代表；因此每个观测值都有相应于这两个坐标轴的两个坐
标值；如果这些数据形成一个椭圆形状的点阵，那么这个椭
圆有一个长轴和一个短轴。在短轴方向上，数据变化很少；
在极端的情况，短轴如果退化成一点，那只有在长轴的方向
才能够解释这些点的变化了；这样，由二维到一维的降维就
自然完成了。



主成分分析

• 当坐标轴和椭圆的长短轴平行，那么代表长轴
的变量就描述了数据的主要变化，而代表短轴
的变量就描述了数据的次要变化。

• 但是，坐标轴通常并不和椭圆的长短轴平行。
因此，需要寻找椭圆的长短轴，并进行变换，
使得新变量和椭圆的长短轴平行。

• 如果长轴变量代表了数据包含的大部分信息，
就用该变量代替原先的两个变量（舍去次要的
一维），降维就完成了。

• 椭圆（球）的长短轴相差得越大，降维也越有
道理。
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主成分分析

• 对于多维变量的情况和二维类似，也有高维的椭球，只
不过无法直观地看见罢了。

• 首先找出高维椭球的主轴，再用代表大部分数据信息的
最长几个轴作为新变量；这样，就基本完成了主成分分
析。

• 注意，和二维情况类似，高维椭球的主轴也是互相垂直
的。这些互相正交的新变量是原先变量的线性组合，称
为主成分(principal component)。



主成分分析

• 正如二维椭圆有两个主轴，三维椭球有三个主轴一样，有几
个变量，就有几个主成分。

• 选择越少的主成分，降维幅度就越大。什么是降维标准呢？
那就是这些被选的主成分所代表的主轴的长度之和占主轴长
度总和的大部分。有些研究工作表明，所选的主轴总长度占
所有主轴长度之和的大约85%即可，其实，这只是一个大
体的说法；具体选多少个，要看实际情况而定。



• 对于上面的数据，主成分分析的结果

• 这里的Initial Eigenvalues就是这里的六个主轴长度，又称特
征值（数据相关阵的特征值）。头两个成分特征值累积占了
总方差的81.142%。后面的特征值的贡献越来越少。

Total Variance Explained

3.735 62.254 62.254 3.735 62.254 62.254
1.133 18.887 81.142 1.133 18.887 81.142
.457 7.619 88.761
.323 5.376 94.137
.199 3.320 97.457
.153 2.543 100.000

Component
1
2
3
4
5
6

Total % of Variance Cumulative % Total % of Variance Cumulative %
Initial Eigenvalues Extraction Sums of Squared Loadings

Extraction Method: Principal Component Analysis.



• 特征值的贡献还可以从碎石图看出
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• 怎么解释这两个主成分。前面说过主成分是原始六个变量的线性
组合。是怎么样的组合呢？具体结果见下表。

C om p on e nt  Ma t ri xa

-.806 .353 -.040 .468 .021 .068
-.674 .531 -.454 -.240 -.001 -.006
-.675 .513 .499 -.181 .002 .003
.893 .306 -.004 -.037 .077 .320
.825 .435 .002 .079 -.342 -.083
.836 .425 .000 .074 .276 -.197

MATH
PHYS
CHEM
LITERAT
HISTORY
ENGLISH

1 2 3 4 5 6
Component

Extraction Method: Principal Component Analysis.

6 components extracted.a. 

• 这里每一列代表一个主成分作为原来变量线性组合的系数
（比例）。比如第一主成分作为数学、物理、化学、语文、
历史、英语这六个原先变量的线性组合，系数（比例）为-
0.806, -0.674, -0.675, 0.893, 0.825, 0.836。



• 如用x1,x2,x3,x4,x5,x6分别表示原先的六个变量，而用y1,y2,y3,y4,y5,y6表
示新的主成分，那么，第一和第二主成分 y1,y2 同原来 6 个变量

x1,x2,x3,x4,x5,x6与的关系为：

y1= - 0.806x1 - 0.674x2 - 0.675x3 + 0.893x4 + 0.825x5 + 0.836x6
y2= 0.353x1 + 0.531x2 + 0.513x3 + 0.306x4 + 0.435x5 + 0.425x6

• 这些系数称为主成分载荷（loading），它表示主成分和相应的原先变量的

相关系数。

• 比如y1表示式中x1的系数为-0.806，这就是说第一主成分和数学变量的相关

系数为-0.806。

• 相关系数(绝对值）越大，主成分对该变量的代表性也越大。可以看出，第

一主成分对各个变量解释得都很充分。而最后的几个主成分和原先的变量

就不那么相关了。

主成分分析



主成分分析的一些注意事项

• 主成分分析从原理上是寻找椭球的所有主轴。因此，原先
有几个变量，就有几个主成分。

• 可以看出，主成分分析都依赖于原始变量，也只能反映原
始变量的信息。所以原始变量的选择很重要。

• 另外，如果原始变量都本质上独立，那么降维就可能失败
，这是因为很难把很多独立变量用少数综合的变量概括。
数据越相关，降维效果就越好。

• 在得到分析的结果时，并不一定会都得到如我们例子那样
清楚的结果。这与问题的性质，选取的原始变量以及数据
的质量等都有关系



数学模型

• 设有n个数据样本，每个样本观测p个变量（指标）：X1，
X2，…，XP，得到原始数据矩阵：

X =                       =（X1，X2，…，XP）

其中，X i＝ ,  i = 1, …, p
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数学模型

• 用数据矩阵X的p个向量（即p个指标向量）X1，X2，…，
XP，作线性组合（即综合指标向量）为：

• 简写成

• 上述方程组要求： ,  i  =1,…，p
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数学模型

• 且系数aij由下列原则决定 ：

• Fi与Fj（i ≠j，i，j＝1，…，p）不相关；

• F1 是X1，X2，…，X P ，的一切线性组合（系数满足上
述方程组）中方差最大的，F2 是与 F1 不相关的X1，
X2，…，X P ，一切线性组合中方差最大的，……, Fp 是
与F1，F2，…，F P-1 ，都不相关的X1，X2，…，X P ，一
切线性组合中方差最大的。

• 从代数学观点看主成分就是p个变量X1，X2，…，X P
的一些特殊的线性组合，而在几何上这些线性组合正
是把X1，X2，…，X P构成坐标系旋转产生的新坐标系
，新坐标轴通过样本方差最大的方向（或说具有最大
的样本方差）。



主成分的几何意义

• 设有n个样品，每个样品有两个观测变量 二
维平面的散点图。n个样本点，无论沿着 轴方向
还是 轴方向，都有较大的离散性，其离散程度可
以用 或 的方差表示。

• 当只考虑一个时，原始数据中的信息将会有较大的

损失。若将坐标轴旋转一下：

,, 21 XX

1X

2X

主元分析示意图

1X 2X



数学模型
• 若在椭圆长轴方向取坐标轴F1，在短轴方向取F2，这相当于

在平面上作一个坐标变换，即按逆时针方向旋转θ角度，根据
旋轴变换公式新老坐标之间有关系：

• F1 ，F2 是原变量X1 和X2 的线性组合，用矩阵表示是

＝ =  U ·X

• 显然 且是正交矩阵，即 U ＝ I

• 则n个样品在 轴的离散程度最大（方差最大），变量 代
表了原始数据的绝大部分信息，即使不考虑 ，信息损失也
不多。而且， 不相关。只考虑 时，二维降为一维。
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主成分的推导

• 设F＝a1X1 + a2X2 + … + apXp =         ,其中 a＝(a1，a2，…
，a P)’,  X=( X1，X2，…，XP ) ’, 求主成分就是寻求X 的线性
函数 使相应的方差尽可能地大，即

Var(a,X) = E (a’X – E (a’X) ) (a’X – E (a’X) )’

= a’ E (X – E (X) ) (X – E (X) )’a

= a’∑a   

达到最大值，且a’a=1。

Xa ,

Xa ,



主成分的推导

• 设协差阵∑的特征根为λ1≥λ2≥…λp >0，相应的单位

特征向量为u1 ,…, up ,

• 令U＝（u1，…，uP）＝

• 则UU’ = U’U=I ，且 ∑＝U                U’  =
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主成分的推导

• 因此

a’ ∑a=              =                =     

• 所以

a’ ∑a≤            =                =         

=         =

• 而且，当a=u1时有

=                =            =         =   

• 因此a= u1 使 Var(a’,X)= a’ ∑a达到最大值
，且Var(u1’,X)= u1’ ∑u1=λ1。
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主成分的推导

• 同理Var(ui’, X)=λi, 而且Cov(ui’X, uj’X) = ui’ 
∑uj = ui’(          )uj =                      ，i≠j

• 上述推导表明：X1，X2，…，XP 的主要成分就
是以∑的特征向量为系数的线性组合，它们互不
相关，其方差为∑的特征根。

• 由于∑的特征根λ1≥λ2≥…≥λp>0,所以Var(F1) 
≥Var(F2) ≥…≥Var(Fp) >0。主要成分的名次是按

特征根取值大小的顺序排列的。
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主成分的推导

• 在解决实际问题时，一般不是取p个主成分，而是根据累
计贡献率的大小取前k个。

• 定义：称第一主要成分的贡献率为λ1/      , 由于Var(F1)

＝λ1，所以λi/      ＝ Var(F1)/ 。因此第一主成

分的贡献率就是第一主成分的方差在全部方差中的比值。

这个值越大，表明第一主成分综合X1，X2，…，XP信息的

能力越强。

• 前k个主成分的累计贡献率定义为 /     。如果前k个主
成分的贡献率达到85%，表明取前k个主成分基本包含了
全部测量指标所具有的信息，这样既减少了变量的个数又

方便于对实际问题的分析和研究。
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主成分的推导

• 值得指出的是：当协差阵∑未知时，可用其估计
值S（样本协差阵）来代替。

• 设原始数据矩阵为：

• 则S=（sij），其中

• 而相关系数阵 R=（rij）

其中 ，显然当原始变量X1，X2，…，XP

标准化后，则 S=R=X’ X/n
标准化就是已知随机变量X的期望Q，方差为S的平方的话，令新变量为（X-Q）

/S，新变量就是一个标准的方差
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主成分的推导

• 实际应用时，往往指标的量纲不同，所以
在计算之前先消除量纲的影响，而将原始
数据标准化，这样一来S和R相同。因此一
般求R的特征根和特征向量，并且不妨取
R=X’X。因为此时的R和X’X/n只差一个系数
，特征根差n倍，但特征向量不变，不影响
求主成分。



计算步骤

• 设有n个样品，每个样品观测p个指标，将原始
数据写成矩阵

1）将原始数据标准化
2）建立变量的相关系数阵R=X’X

3）R的特征根λ1≥λ2≥…≥λp>0及相应的单位特征向量：
ai=[a1i，a2i，…，api]’。

4）写出主成分Fi＝a1iX1 + a2iX2 + … + apiXp
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Data Preprocessing: Summary

• Problems during data 
integration:

• Different attribute names

• Different units

• Different scales

• Derived attributes

• Redundant data

• Missing values

• Imputation

• Prediction

• Noisy data:

• Outlier removal

• Smoothing

• Normalization 

• Data Reduction:

• Attribute selection

• Fitting parametric models

• Sampling

• Histograms

• Discretization

• Aggregation


