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摘 要

摘 要

海森方程是一类很重要的完全非线性二阶椭圆偏微分方程。而方程的边界

值问题主要分为狄利克雷边界问题和纽曼边界问题。关于海森方程的狄利克雷

边界问题已经早有研究，其解的存在性，正则性结果已经被领域内所熟知。而对

应的纽曼问题的解的存在性还是未知问题。本文主要研究海森方程的纽曼边界

问题存在性问题，完全解决了关于海森方程纽曼问题的解的存在性的猜想。本文

主要贡献是构造了一个新的辅助函数然后用极大值原理证明了解在边界上的二

阶导数估计从而得到解的存在性。进一步我们用此类边界问题重新证明了一些

几何不等式。

关键词： 二阶椭圆方程，海森方程，纽曼边界，几何不等式
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ABSTRACT

ABSTRACT

Hessian equations are important kind of fully nonlinear second order elliptic pari-
tial differential equations. Boundary values problems of these equations are mainly di-
vided into two categories: Dirichlet problems and Neumann problems. Dirichlet prob-
lems have studied for a long time. Its existence and regularity results are well known
in this area. While the Neumann problems are still unkown for many decades. In this
paper, we mainly study Neumann boundary problems of Hessian equations. We com-
pletely solve Neumann problems for Hessian equaions which is also a conjecture of
Trudinger. The main contribution of this paper is that we construct a new auxiliary
function and use maximum principle to prove second order derivative estimates on the
boundary then existence results. Moreover, we use the solutions of these boundary
problems to obtian a new proof of some geometric inequalities.

Keywords: Second order elliptic equations, Hessian equations, Neumann boundary,
geometric inequalities
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第一章 引言

第一章 引言

本篇论文我们主要研究如下 k海森方程的纽曼边值问题{
σk(D

2u) = f(x) Ω,

uν = φ(x, u) ∂Ω,
(1.1)

这里 σk(D
2u)表示关于 D2u的特征值的第 k个基本对称多项式函数，ν为边界

的外法向。本文所指的海森方程特指 1 < k < n对应的方程不包含拉普拉斯方程

（对应 k = 1）和蒙日安培方程（对应 k = n）。

我们首先给出一些关于 k海森方程的基本定义。

定义 1.0.1. 对任意的 k = 1, 2, · · · , n,以及 λ = (λ1, · · · , λn) ∈ Rn定义

σk(λ) =
∑

16i1<···<ik6n

λi1λi2 · · · λik。 (1.2)

另外定义 σ0(λ) = 1。

我们记 σk(λ|i) = σk(λ)|λi=0和 σk(λ|ij) = σk(λ)|λi=0,λj=0。

定义 1.0.2. 设 A为 n× n的对称矩阵. 对 k ∈ 1, 2, · · · , n定义

σk(A) = σk(λ(A)) =
∑

16i1<···<ik6n

λi1λi2 · · · λik , (1.3)

其中 λ(A)为矩阵 A的特征值. 也就是说 σk(A)为矩阵 A的所有 k阶主子
式的和。所以海森方程也可以理解成函数二阶导数矩阵的特征值方程。

定义 1.0.3. k-Garding锥 Γk定义为

Γk = {(λ1, · · · , λn) ∈ Rn|σj(λ) > 0, ∀j = 1, · · · , k}。 (1.4)

因此我们说一个函数是某个二阶偏微分方程的 k允许解定义为 λ(D2u) ∈ Γk
并且 u为这个方程的 C2解。在文章中我们经常把 k允许解就叫做允许解。

定义 1.0.4. 一个 Rn中的 C2有界区域Ω如果其边界的曲率 κ满足

σk−1(κ) > c0 > 0, on ∂Ω, (1.5)

我们就说该区域Ω为严格 k− 1凸的。这里的边界曲率是相对于边界 ∂Ω的
内法向来说的。

当 k = 1时，方程 (1.1)是著名的带纽曼边界的拉普拉斯方程，对于其先验估
计和存在性请参考标准椭圆方程书 [13]。对于 k = n，严格凸区域上凸解的存在

性是由 Lions-Trudinger-Urbas[37]得到的。而对于 2 6 k 6 n − 1，Trudinger[50]
仅在区域是球的时候证明了解的存在性，并且他在其文章中第 305页提出在一
般光滑凸区域允许解的存在性的猜想。
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第一章 引言

对比 k-海森方程的狄利克雷边界问题，{
σk(D

2u) = f(x) Ω,

u = φ(x) ∂Ω,
(1.6)

Caffarelli-Nirenberg-Spruck[3]得到了欧式空间有界光滑严格 k − 1凸区域上允许

解的存在性。Ivochkina[23]研究了更复杂形式的海森方程。Trudinger[52]研究了
海森商方程的狄利克雷问题。Chou-Wang [8]得到了海森方程的的 Pogorelov型
内估计和变分解的存在性。Trudinger-Wang[53]建立了海森方程的位势理论。
可见对于海森的狄利克雷边界问题理论已经非常完善，而海森方程的纽曼

问题一直没有什么进展。为完善椭圆方程边界值理论，我们研究并解决了海森方

程的纽曼问题存在性问题。这也是本文最主要的目的。本篇论文主要研究 k-海
森方程纽曼边界问题光滑严格凸区域允许解的存在性，从而给出了 Trudinger猜
想的一个完整证明。这主要来源于Ma-Qiu[40]的文章。

定理 1.0.1. 设 Ω是 Rn 中 C4 有界严格凸区域。对于任意固定的 c > 0，f ∈
C2(Ω)且是正函数，φ ∈ C3(Ω)。那么存在唯一的 k允许解 u ∈ C3,α(Ω)满足如
下纽曼边界问题, {

σk(D
2u) = f(x) Ω,

uν = −cu+φ(x) ∂Ω.
(1.7)

海森方程是一类重要的完全非线性二阶椭圆偏微分方程。在超曲面几何，共

形几何，和 Kähler几何中都会出现类似的海森方程。以下我们简单介绍一下这
类方程的历史和一些进展。更详细的可以参照Wang[60]的文章。
对于超曲面几何中的预定 k曲率问题，目前主要分两种情形。一种是研究紧

的无边流形，为了研究其几何问题对应的偏微分方程经常用高斯映射把其参数

在球面上或者把其看成球面上的镜像函数。Pogorelov[42]，Caffarelli-Nirenberg-
Spruck [4]，Guan-Guan [15]，Guan-Ma[15]，Sheng-Trudinger-Wang[48]，Guan-Lin-
Ma[17]和 Guan-Li-Li[16]分别研究了和 k-海森方程对应的几何问题：Minkowski
问题，预定曲率问题，预定Weingarten曲率问题，Christoffel-Minkowski问题和
预定曲率测度问题。另一种是研究带边的情形。这方面主要有 Rn中图上预定曲

率的狄利克雷问题。如 Jenkins-Serrin[25]，Serrin[46]证明了平均曲率方程的狄利
克雷问题得存在性，Ivochkina[24]以及 Trudinger[51]研究了 k曲率的方程的狄

利克雷问题的存在性。

不仅在欧式空间中，还有很多学者研究流形上的海森方程，如 Y.Y.Li [30]，
Urbas [58] 和 Guan [14] 等等。近期也有很多人对共形几何中海森型方程进行
了研究，如 Viaclovsky [59]，Chang-Gursky-Yang [5]，Guan-Wang[18]，Li-Li[29]，
Gursky-Viaclovsky[19]，Sheng-Trudinger-Wang[47]，Ge-Wang[11]。在 Kähler几何
中，Hou-Ma-Wu [21]和 Dinew-Kolodziej [9]研究了海森型方程的存在性。

本文的一个主要动机来源于很多几何上带边的问题可以归结成解一个纽曼

边界条件问题而不仅是狄利克雷问题。这方面很重要并且很有名的问题是带边
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第一章 引言

Yamabe问题。这方面首先是由 Escobar [10]证明了对于大部分带边流形都共形
于常数量曲率流形并且边界平均曲率为零。这个几何问题可以归结为解一个带

临界指标的半线性椭圆方程边界为纽曼边界条件。很自然的，海森方程的纽曼出

现在 Chang-Gursky-Yang[5]对完全非线性方程带边问题的研究中。具体地，找到
一个共形度量使得 Schouten张量的第 k个基本对称多项式函数为常数，并且其

边界为常平均曲率。具体的对这个方程的研究可以参看 Jin-Li-Li [28], Chen [7],
He-Sheng [20]和 Li-Nguyen [31, 32]，但是这些文章的存在性定理需要加上边界是
全脐或者是全测地的条件，然而这个条件放在欧式空间就类似于 Trudinger [50]
论文中假设区域是球。

对于线性和拟线性方程的纽曼边界和斜边界问题基本研究的比较清楚了，详

见 Lieberman [33]的书。这方面主要有与物理有关的毛细血管问题，数学模型即
平均曲率方程加上预定夹角边界值问题。对于经典解的梯度估计及存在性主要有

Ural’tseva [55], Simon-Spruck [49]和 Gerhardt [12]。若边界是纽曼边界则有近期
Ma-Xu[41]对于平均曲率方程的梯度估计及其相应的存在性结果。而对于完全非
线性方程特别是海森方程的纽曼问题只有Urbas[56–58]有一些部分结果。其中值
得一提的是，最优运输问题可以转化成对斜导数问题的研究，而纽曼问题就是最

特殊的斜导数问题。正是来源于最优运输问题和共形几何问题，Jiang-Trudinger
[27] 研究了海森方程中带参数项的方程，得到了类似于 Ma-Trudinger-Wang[39]
文章中的强 A3条件（也被称为MTW条件）下的一些存在性结果。海森方程虽
然是带参数项方程的特例但其对应于还未被解决的弱 A3 条件下的问题。所以
Jiang-Trudinger [27]在文章中提出能否在弱 A3条件下证明带参数的海森方程的
存在性。

首先简要的说下我们证明解的存在性的主要想法和步骤。Gilbarg-Trudinger
的书告诉我们由连续性方法我们只需要证明满足方程(1.1)的解具有 C2,α 先验估

计。然后 Lieberman-Trudinger [35] (参看 [36], [33])证明了一致椭圆条件下的完全
非线性方程纽曼问题的存在性。因此我们只需要证明直到二阶导数的全局估计。

C0估计在这种边界条件(1.1)下是简单的，而且 C1估计刚刚由麻-邱-徐 [1]得到，
那篇文章的主要贡献是我们构造了一个适当的辅助函数并且巧妙地选择了一个

可以计算的坐标系。对于全局 C2估计，我们首先把其约化成边界的双法向估计，

这步基本来源于 Lions-Trudinger-Urbas[37]。然后再利用这个估计去得到边界双
法向估计。这个和Monge-Ampere方程有很大的不同，因为Monge-Ampere方程的
边界双法向估计是很容易得到的。但海森方程因为有这种“

∑
ijk

FijuikDjν
k”项所

以很难直接得到边界双法向估计。我们受到 Lions-Trudinger-Urbas [37]，Trudinger
[50]，Ivochkina-Trudinger-Wang [22]和 Urbas [56]的启发找到了一个新的辅助函
数，从而构造了关于 uν的新的闸函数。这样我们就能提出一个好项来控制那个

麻烦的项。

海森方程的纽曼问题不仅仅是以上所提及的几何问题的基本模型，其自身
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也可以有一些几何应用。由 Reilly的工作 [45]我们知道纽曼边界问题的解可以
用来证明一些几何不等式。所以文章的第二部分是用海森方程的纽曼问题来重

证一系列 Alexandrov-Fenchel不等式，这部分是和夏超 [44]的合作。证明的难点
在于要证这类几何应用一般需要解经典的纽曼边界问题{

σk(D
2u) = 1 Ω,

uν = c ∂Ω.
(1.8)

但是这个方程的解在加减常数还是解。所以没有唯一性，也没有 C0 估计。所

以更没法直接得到高阶的估计从而用连续性方法。为了解决这个问题我们类似

于 Lions-Trudinger-Urbas[37]文中一样先考虑如下方程(1.9)，然后去证明一个和
ϵ无关的一致估计，再对其中 ϵ取极限得到(1.8)，{

σk(D
2u) = 1 Ω,

uν = −ϵu ∂Ω.
(1.9)

这和 Lions-Trudinger-Urbas的方法不太一样，那里他们很依赖于解的凸性，我们
知道在解凸的情形下梯度估计一般相对简单。我们的方法也和拉普拉斯方程的

纽曼问题的证明不一样，那里因为是线性方程，可以运用 Fredholm理论只要有
齐次方程解的常数意义下的唯一性就得到存在性。但这里对应的齐次方程是个

退化方程。我们用的方法来源于 [41]，观察到在严格凸假设下可以做到个不依赖
于最大模的梯度估计。之后的几何应用即是 Reilly的工作 [45]的推广。
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第二章 准备知识

这一章我们主要介绍一些关于海森算子的一些准备知识。陈的笔记 [6]有更
详细的总结。

记 Fij := ∂σk(D
2u)

∂uij
，F :=

∑
16i6n

Fii。做二阶导数估计时我们经常把原方程

写成这种形式

F̃(D2u) := σ
1
k

k (D
2u) = f

1
k =: f̃, (2.1)

并且我们记

F̃ij :=
∂F̃

∂uij

, F̃ij,pq :=
∂2F̃

∂uij∂upq

. (2.2)

σk算子有如下简单的性质。

命题 2.0.1. 对任意的 1 6 k 6 n，和 λ = (λ1, · · · , λn) ∈ Rn有

σk(λ) = σk(λ|i) + λiσk−1(λ|i),∀1 6 i 6 n, (2.3)

Fijuij = kσk, (2.4)

和

F = (n− k+ 1)σk−1. (2.5)

证明. 参见 [34]。

命题 2.0.2. 若 λ ∈ Γk，那么

σh(λ|i) > 0, ∀h < k and 1 6 i 6 n, (2.6)

并且 σ
1
k

k 是关于 λ的凹函数。

证明. 参见 [34]。

命题 2.0.3. 对于 k > l > 1，若 λ ∈ Γk则有如下 Newton-MacLaurin不等式

[
σk(λ)

Ck
n

]
1
k 6 [

σl(λ)

Cl
n

]
1
l . (2.7)

还有，
n∑
1

∂σ
1
k

k (λ)

∂λi
> [Ck

n]
1
k . (2.8)

证明. 参见 [34]。
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第二章 准备知识

命题 2.0.4. 若 λ ∈ Γk。并且假设

λ1 > · · · > λk > · · · > λn,

则有

λ1σk−1(λ|1) >
k

n
σk(λ), (2.9)

对 ∀i > k
σk−1(λ|i) > σk−1(λ|k) > c(n, k)σk−1(λ) > 0, (2.10)

和
λ1 > λ2 > · · · > λk > 0. (2.11)

证明. 参见 [6]。

命题 2.0.5. 假设W 是对角的，对于 1 6 k 6 n，有

∂2σk(W)

∂Wij∂Wrs

=


σk−2(W|ir), 如果 i = j, r = s, i ̸= r;
−σk−2(W|ij), 如果 i ̸= j, r = j, s = i;
0, 其它情形。

(2.12)

证明. 参见 [6]。
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第三章 纽曼问题存在性证明

3.1 C0和 C1估计

这一节我们主要对方程 (1.7) 的允许解得到先验地 C0 和 C1 估计。这里的

C0估计来自于 Trudinger [50]。

定理 3.1.1. [50] 有界 C1 区域 Ω ⊂ Rn ，令 ν 为 ∂Ω 的单位外法向。设
u ∈ C2(Ω)

∩
C3(Ω)为以下纽曼边界方程的 k -允许解{

σk(D
2u) = f(x) Ω,

uν = −u+φ(x) ∂Ω.
(3.1)

则
sup
Ω

|u| 6M0, (3.2)

这里常数M0只和 k，n，diamΩ，φ，和 sup f有关。

证明. 设 0 ∈ Ω，我们首先考虑函数 u−A|x|2。固定依赖于 k, n和 sup f的常数
A大，使得

F[D2u] = f 6 F[D2(A|x|2)]. (3.3)

比较原理告诉我们 u−A|x|2在边界点 x0达到最小值。

0 > (u−A|x|2)ν(x0) = −u+φ− 2Ax · ν. (3.4)

类似地，因为 u是允许解，特别地它为下调和函数，所以 u在边界上达到最大
值。最终我们得到

inf
∂Ω
φ− 4AdiamΩ 6 u 6 sup

∂Ω

φ。 (3.5)

海森方程的梯度估计来源于Ma-Qiu-Xu的文章 [1]。我们定义边界距离函数

d(x) = dist(x, ∂Ω),

和

Ωµ :={x ∈ Ω : d(x) < µ}.

则可以找到一个正的小常数 1 > µ̃ > 0使得d(x) ∈ C4(Ωµ̃)。由 Simon-Spruck [49]
或者 Lieberman [33]书上 131页一样，我们能把 ν延拓到Ωµ̃定义为 ν = −Dd，

并且 ν为 C2(Ωµ̃)向量场。就像 Lieberman书中提到 [33]，我们还有如下的公式

|Dν|+ |D2ν| 6C0(n,Ω) in Ωµ̃,∑
16i6n

νiDjν
i = 0,

∑
16i6n

νiDiν
j =0, |ν| = 1 in Ωµ̃.

(3.6)
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第三章 纽曼问题存在性证明

和 [33]书中一样，我们定义

cij =δij − ν
iνj in Ωµ̃, (3.7)

和一个Rn中的向量 ζ，然后我们把 ζ ′这个新向量的第 i个分量定义为
∑

16j6n c
ijζj。

则 u的切向梯度模长为，

|D ′u|2 =
∑

16i,j6n

cijuiuj。 (3.8)

我们首先陈述 Chou-Wang[8]文章中一个有用的引理。

引理 3.1.1. (Chou-Wang) [8] 如果 u 为海森方程的 k 允许解，并且 u11 <

−h′|Du|2

128
，这里 h′为一个正的函数。则有

1

n− k+ 1
F 6 F11, (3.9)

和

F > Ck−1
n−1[

kh′

128(n− k)
]k−1|Du|2k−2. (3.10)

为了陈述纽曼问题的梯度估计，我们得先引用 Chou-Wang [8]的梯度内估计
的引理 (也可参考 Trudinger [54]的文章)。

引理 3.1.2. (Chou-Wang) [8]有界区域Ω ⊂ Rn。假设 u ∈ C3(Ω)为以下海森
方程的 k -允许解

σk(D
2u) = f(x, u) in Ω (3.11)

并且有满足 |u| 6M0。若 f ∈ C2(Ω× [−M0,M0])满足：存在正常数 L1使得

f(x, z) > 0 in Ω× [−M0,M0],

|f(x, z)|+ |fx(x, z)|+ |fz(x, z)| 6 L1 in Ω× [−M0,M0].
(3.12)

则对 ∀Ω′ ⊂⊂ Ω，有
sup
Ω′

|Du| 6 M̃1, (3.13)

这里正常数 M̃1和 n，k，M0，dist(Ω
′
, ∂Ω)，L1有关。

现在我们来做全局梯度估计。

定理 3.1.2. 有界C3域Ω ⊂ Rn，同样ν为∂Ω的外法向量。若u ∈ C2(Ω)
∩
C3(Ω)

为以下边界问题的 k-允许解{
σk(D

2u) = f(x, u) Ω,

uν = φ(x, u) ∂Ω,
(3.14)

且满足 |u| 6M0，这里 f, φ都是定义在 Ω̄× [−M0,M0]的函数。如果 f,φ满足
如下条件：∃两正常数 L1, L2使得

f(x, z) > 0 in Ω× [−M0,M0],

|f(x, z)|+ |fx(x, z)|+ |fz(x, z)| 6 L1 in Ω× [−M0,M0],
|φ(x, z)|C3(Ω×[−M0,M0])

6 L2.
(3.15)
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则存在一个很小的只和 n, k, ,M0, L1, L2有关的正常数 µ0使得下式成立

sup
Ωµ0

|Du| 6 max{M̃1, M̃2}, (3.16)

这里 M̃1 是来源于内梯度估计的且关于 n, k, µ0,M0, L1 的正常数；M̃2 是关于
n, k, , µ0,M0, L1, L2的正常数。

这个近边估计的辅助函数来源于 Lieberman [33], Jin-Li-Li [28]和Ma-Xu [1]。

3.1.1 定理 3.1.2的证明

证明. 我们考虑这个辅助函数

G(x) := log |Dw|2 + h(u) + g(d), (3.17)

这里
w(x) := u(x) +φ(x, u)d(x); (3.18)

h(u) := − log(1+ 4M0 − u); (3.19)
以及

g(d) := α0d, (3.20)
α0为很大的正常数待定。
由 (3.19)我们有

−log(1+ 5M0) 6 h 6 −log(1+ 3M0)， (3.21)
1

1+ 5M0

6 h′ 6 1

1+ 3M0

， (3.22)

1

(1+ 5M0)2
6 h′′ 6 1

(1+ 3M0)2
。 (3.23)

由 (3.18)我们有

wi =ui + (φi +φzui)d+φdi。 (3.24)

如果我们假设 |Du| > 8nL2和 µ0 6 1
2L2
，就可以从上式 (3.24)得出

1

4
|Du| 6 |Dw| 6 2|Du|。 (3.25)

我们假设 G(x)在 x0 ∈ Ωµ0
达到最大值，这里 0 < µ0 < µ̃ 6 1为待定地充分小

的常数。
我们现在把定理3.1.2的证明分成三种情形。
情形 I：如果 G(x)在 x0 ∈ ∂Ω达到最大，则我们将用 Hopf引理证明 G(x0)

的上界。
情形 II：如果 G(x)在 x0 ∈ Ωµ0

达到最大，对于充分小的常数 µ0 > 0，那么
我们将用最大值原理得到 G(x0)的上界。
情形 III:如果 G(x)在 x0 ∈ ∂Ωµ0

∩
Ω达到最大，则我们由 Chou-Wang[8]梯

度内估计的定理得到 |Du|(x0)的上界，从而进一步得到 G(x0)的上界。
因为 G(x) 6 G(x0)，这样我们就得到 G的上界，进而得到 |∇u|在 Ωµ0

的近边
估计。
以下所有计算在点 x0 处算。我们习惯用 Einstein求和约定，即所有重复上下指
标从 1到 n求和。
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3.1.2 情形 I:边界估计

的最大值是在边界上达到，对于边界最大值点

0 6 Gν =
|Dw|2pν

p

|Dw|2
− g′ + h′uν. (3.26)

我们在边界上对 w的梯度有分解如 |Dw|2 = |D′w|2 +w2
ν。因为边界上有 wν =

uν +Dνφd−φ = 0，所以我们有

|Dw|2pν
p =Cij

pwiwjν
p + 2Cijwipwjν

p + 2wνDpwνν
p，

=Cij
pwiwjν

p + 2Cij(uip +Dipφd+Diφdp +Dpφdi

+φdip)wjν
p，

=Cij
pwiwjν

p + 2Cijuiνwj − 2C
ijDiφwj + 2C

ijDpφν
pdiwj

+ 2Cijφdipwjν
p。 (3.27)

另一方面，对纽曼边界条件求切向导数得：

CpqDq(uiν
i) = CpqDqφ，

及

Cpquqν + CpquiDqν
i = CpqDqφ。 (3.28)

然后上式 (3.28)和 wp作缩并，并且带入到 (3.27)中，这样就可以把其中关
于 u的二阶导数项消去得到，

|Dw|2pν
p 6C(n,Ω, L2)|Dw|2 + C(n,Ω, L2)|Dw|。 (3.29)

这时我们选择 α0 = 2C+ L2

1+3M0
+ 1，使得

0 6 Gν 6− α0 + C+
C

|Dw|
+ h′|φ|C0

6− C+
C

|Dw|
。 (3.30)

这样我们就有估计 |Dw|(x0) 6 1，和 G(x0) 6 −log(1+ 3M0)+ 2C+ L2

1+3M0
+ 1。

3.1.3 情形 II:近边估计

如果 G在Ωµ0
内达到最大值。则在最大值点的一阶导数为零，二阶导数的

海森矩阵小于零：

0 = Gi =

2
n∑

p=1

wpwpi

|Dw|2
+ g′Did+ h′ui， (3.31)

Gij =

n∑
p=1

2wpjwpi + 2wpwpji

|Dw|2
−

4
n∑

p,q=1

wpwpiwqwqj

|Dw|4

+ g′′DidDjd+ g′Dijd+ h′′uiuj + h
′uij。 (3.32)
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因为我们假设了 u是 k-允许解 Fij(D2u) > 0。在 G的最大值点有

0 > FijGij =

2
n∑

p=1

Fijwpiwpj

|Dw|2
+

2
n∑

p=1

Fijwpwpij

|Dw|2
−

4
n∑

p,q=1

Fijwpwpiwqwqj

|Dw|4

+ g′′FijDidDjd+ g′FijDijd

+ h′′Fijuiuj + h
′Fijuij。 (3.33)

回忆 w = u+φd,它的二阶导数是

wij =uij + (φij +φizuj +φzjui +φzzuiuj +φzuij)d

+ (φi +φzui)dj +φjdi +φzujdi +φdij。 (3.34)

所以 wij和 uij的关系式为

wij 6 (1+φzd)uij + C(L2, n)µ0|Du|
2 + C(L2, n)|Du|+ C(L2, n)， (3.35)

和

wij > (1+φzd)uij − C(L2, n)µ0|Du|
2 − C(L2, n)|Du|− C(L2, n)。 (3.36)

把 wij再做一次微分，

wijp =uijp + (φijp +φijzup +φizpuj +φizzupuj +φizujp +φzjpui

+φzzjupui +φzjuip +φzzpuiuj +φzzzupuiuj +φzzuipuj

+φzzuiujp +φzpuij +φzzupuij +φzuijp)d

+ (φij +φizuj +φzjui +φzzuiuj +φzuij)dp

+ (φip +φizup +φzpui +φzzupui +φzuip)dj

+ (φi +φzui)djp +φjpdi +φjzupdi +φjdip

+φzpujdi +φzzupujdi +φzujpdi

+φzujdip +φpdij +φzupdij +φdijp。

(3.37)

现在我们在 x0选取坐标系为 |∇w| = w1和 (uij)26i,j6n对角。
则由 (3.24)和 (3.31)，对于 i = 1我们有

u1 =
w1 −φ1d−φd1

1+φzd
， (3.38)

w11 =−
1

2
(g′d1 + h

′u1)w1， (3.39)

对于 2 6 i 6 n,有

ui =
−φid−φdi
1+φzd

， (3.40)

w1i =−
1

2
(g′di + h

′ui)w1， (3.41)

这里我们假设 µ0 6 µ1 := 1
2L2
，使得 3

2
> 1+φzd > 1

2
.

假设 |Du|(x0) > M1 := 64nL2，我们对 i > 2有，

|ui| 6
1

16n
|Du|， (3.42)
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和

u1 > 1

2
|Du|。 (3.43)

更有

|Du|(x0) >M2 := 32n(1+ 5M0)α0 + 128C+ (1+ 5M0) + 1 (3.44)

推出了

|g′di| 6
h′u1

16n
。 (3.45)

这样从 (3.36)和 (3.39)我们得到了以下关键的估计

u11 6 −
1

128
h′|Du|2 < 0, (3.46)

这里我们假设了 µ0 6 µ2 := 1
64C(1+5M0)

。

对于 i > 2，我们有
|w1i| 6

h′|Dw|2

32n
, (3.47)

以及

|u1i| 6 (Cµ0 +
1

1+ 3M0

)|Du|2 + 2C|Du|. (3.48)

我们继续计算 FijGij。用 (3.24)，(3.36)和 (3.37)推出

FijGij >− C(n, k, L2,Ω)µ0F|Du|
2 +

2Fijuij1(1−φzd)

w1

−
4Fij(φizuj1d+φzzui1ujd+φzui1dj)

w1

−
2Fijuij[(φzp +φzzup)d+φzdp]

w1

− 2
Fijw1iw1j

w2
1

− C(n, k, L2, α0,Ω)F|Du|+ h′′F11u2
1 + h

′Fijuij. (3.49)

方程 (1.1)为 k-齐次方程，微分它得

Fijuij =kf, (3.50)
Fijuij1 =f1 + fuu1. (3.51)

通过 (3.47)，(3.48)，(3.50)和 (3.51)有

FijGij >− C(n, k, L2,M0,Ω)µ0F|Du|
2 + h′′F11u2

1 −
(h′)2F|Dw|2

32

− C(n, k, L2, L1,M0, α0,Ω)F|Du|− C(L1, n, L2). (3.52)

(3.9)告诉我们如果 µ0 6 µ3 := 1
32C(1+5M0)2(n−k+1)

小，我们有

h′′F11u2
1

8
> Cµ0F|Du|

2. (3.53)

通过 h的定义，我们有 h′′ = (h′)2。这样 (3.9)

h′′F11u2
1

8
> (h′)2F|Du|2

32
. (3.54)
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如果我们假设 |Du|2(x0) >M3 := 32(n− k+ 1)(1+ 5M0)
2C，我们得到

h′′F11u2
1

8
> CF|Du|. (3.55)

通过以上估计 (3.9)，(3.53)，(3.54)和 (3.55)，我们有

0 > FijGij >
h′′F|Du|2

32(n− k+ 1)
− C. (3.56)

最后，引理3.1.1中不等式 (3.10)推出

0 > h′′F|Du|2

32(n− k+ 1)
− C > 0, (3.57)

这其中假设了 |Du|(x0) >M4 := 32(n−k+1)(1+5M0)
2C[(1+5M0)128(n−k)]k−1

kk−1Ck−1
n−1

+ 1.
不等式 (3.57)推出矛盾。
总之，如果 µ0 = min{µ̃, µ1, µ2, µ3}，我们有估计

|Du|(x0) 6 max{M1,M2,M3,M4}. (3.58)

这样我们就得到了 G(x0)的估计。
由于 h, g是由上界的，梯度 u的估计可从上述三种情形得到。

3.2 定理 1.0.1中的 C2估计

我们现在来证明对严格凸区域以下方程的先验估计{
σk(D

2u) = f(x, u) Ω ⊂ Rn，

uν = φ(x, u) ∂Ω。
(3.59)

我们有如下定理。

定理 3.2.1. 令 Ω为 Rn 中的 C4 严格凸区域，ν为 ∂Ω的单位外法向。如果
u ∈ C4(Ω)∩C3(Ω)为纽曼问题 (3.59)的一个 k-允许解。其中 f ∈ C2(Ω×R)为
正函数和 φ ∈ C3(Ω× R)关于 z递减。则有

sup
Ω

|D2u| 6 C， (3.60)

这里常数 C只依赖于 n，k，||u||C1(Ω)，||f||C2(Ω×[−M0,M0])
，min f，

||φ||C3(Ω×[−M0,M0])
和Ω严格凸性，其中M0 = sup

Ω

|u|。

在接下来的证明中，我们首先类似于 Lions-Trudinger-Urbas[37]得到边界切
法估计（见引理 3.2.1）。然后结合引理 3.2.4和引理 3.2.5，我们在引理 3.2.6中得
到了方程 (3.59)的严格凸解的边界双法向估计。最后由引理3.2.1，引理 3.2.2和
引理 3.2.6，我们完成了定理 1.0.1中方程 (3.59)的严格凸解的 C2估计。
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3.2.1 边界切法估计

对于纽曼边界问题很容易得到边界切法估计。

引理 3.2.1. 记 τ为边界点的切方向，ν为边界的外法向。如果 u ∈ C4(Ω) ∩
C3(Ω)为纽曼问题的 k-允许解{

σk(D
2u) = f(x, u) Ω ⊂ Rn,

uν = φ(x, u) ∂Ω。
(3.61)

这里 f ∈ C2(Ω× R)为正函数，φ ∈ C3(Ω× R)。则我们有

|Dτνu(y)| 6 C， (3.62)

这里常数 C只和 ||u||C1，||φ||C1 以及 ||∂Ω||C2 有关。

证明. 对边界条件求切向导数
uν = φ， (3.63)

像在 (3.28)一样有，

Cijujν + CijulDjν
l = CijDjφ。 (3.64)

和 τi做缩并有
τiuliν

l + ulDiν
lτi = Diφτ

i。 (3.65)

所以
|uτν| = |Diφτ

i − ulDiν
lτi| 6 C。 (3.66)

3.2.2 把 C2估计约化成边界法法估计

所以为了得到定理 3.2.1，我们需要证明当 φ ∈ C3(Ω× R)关于 z递减和Ω

是 C4严格凸区域时证明如下引理。

引理 3.2.2. 让M = sup
∂Ω

|uνν|。条件同 3.2.1，如果 u满足 (3.59)。则

sup
Ω,ξ∈Sn−1

uξξ 6 C0(1+M)， (3.67)

这里 C0依赖于 ||u||C1，||φ||C3，||∂Ω||C4，||f||C2，min f，和 ∂Ω的严格凸性。

证明. 考虑函数

v(x, ξ) := uξξ − v′(x, ξ) + K1|x|
2 + K2|Du|

2， (3.68)

其中 v′(x, ξ) := 2(ξ · ν)ξ′ · (Dφ − ulDν
l) = alul + b，ξ

′ = ξ − (ξ · ν)ν，al =
2(ξ · ν)(ξ′lφz − ξ

′iDiνl)，和 b = 2(ξ · ν)ξ′lφxl
。我们计算如下

vi = uξξi −Dia
lul − a

luli −Dib+ 2K1xi + 2
∑
l

K2ululi， (3.69)

14



第三章 纽曼问题存在性证明

和

vij = uξξij −Dija
lul −Dia

lulj −Dja
luli − a

lulij −Dijb

+2K1δij + 2K2

∑
l

uliulj + 2K2

∑
l

ululij。 (3.70)

对方程求一次导 (2.1)有，

F̃ijuijl = f̃xl
+ f̃zul。 (3.71)

由 σ
1
k

k 的凹形

F̃ijuijξξ > F̃ijuijξξ + F̃ij,pquijξupqξ = f̃xξxξ
+ 2f̃xξzuξ + f̃zuξξ。 (3.72)

然后用 F̃ij和 (3.70)作缩并，用 (3.72)和 (3.71),

F̃ijvij = F̃ijuξξij − F̃
ijDija

lul − 2F̃
ijuljDia

l − F̃ijulija
l

−F̃ijDijb+ 2K1

∑
i

F̃ii + 2K2

∑
l

F̃ijuljuli + 2K2

∑
ijl

F̃ijulijul

> −C1(||u||C1 , ||φ||C3 , ||∂Ω||C4 , ||f||C2 ,min f, K2)(
∑
i

F̃ii + 1)

+f̃zuξξ + 2K1

∑
i

F̃ii + 2K2

∑
l

F̃ijuliulj − 2F̃
ijuljDia

l。 (3.73)

在内部最大值点，我们假设 (uij)是对角的以及 u11 > u22 > · · · > unn。这样通
过 (2.9)

2K2

∑
i

F̃iiu2
ii > 2K2σ

1
k−1

k F11u2
11

> 2K2

σ
1
k

k

n
u11

> 2K2

σ
1
k

k

n
uξξ。 (3.74)

这里我们可以假设 uξξ > 0，否则就有估计 (3.67)了。如果选取 K2 > n|f̃z|

2min f̃
+ 2，

∑
ij

F̃ijvij > 2
∑
i

F̃iiu2
ii − 2C2(||u||C1 , ||φ||C3 , ||∂Ω||C3)

∑
i

F̃ii|uii|

+2K1

∑
i

F̃ii − C1(
∑
i

F̃ii + 1)

> 2
∑
i

F̃ii(|uii|−
C2

2
)2 + (2K1 −

C2
2

2
− C1)

∑
i

F̃ii − C1。 (3.75)

现在如果选 K1大，使得 K1 > C2
2

2
+ C1和 K1(C

k
n)

1
k > C1，通过 (2.8)我们有∑

ij

F̃ijvij > 0。 (3.76)
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这样 v(x, ξ)在 ∂Ω达到最大。
Case a: ξ为切向。
我们对边界条件求两次切向导数然后和 ξiξp作乘积，就得到

uξξν = −2ξpξiuliDpν
l − ulξpDipν

lξi + uνν

∑
i

ξpDpν
iξi

−
∑
i

ξpξiν
jDpν

iDjφ+φzuξξ + ξpξiφip

+φzzu
2
ξ + 2uξξiφzi。 (3.77)

这样我们有

uξξν 6 −2ξpξiuliDpν
l +φzuξξ

+C(||u||C1 , ||∂Ω||C3 , ||φ||C2) + C(||∂Ω||C2)|uνν|

6 −2ξpξiuliDpν
l + C+ C|uνν|。 (3.78)

在第二个不等式中我们用了假设 φ关于 z递减。
如果假设 ξ = e1，容易得到 u1i(x0) 对 i ̸= 1 的估计。由于边界时严格凸的，
D1ν1 > κ > 0我们有

uξξν 6 −2κuξξ + C(1+ |uνν|)。 (3.79)

注意这里是我们在二阶导估计中唯一用严格凸性的地方。
另一方面，我们从 Hopf引理，(3.62)和

∑
i

aiνi = 0知道，

0 6 vν

= uξξν −Dνa
lul − a

lulν − bν + 2K1(x · ν) + 2K2

∑
l

ululν

6 uξξν + C(||u||C1 , ||∂Ω||C2, ||φ||C2, K1, K2) + 2K2φuνν。 (3.80)

结合 (3.79)和 (3.80)，因此推得

uξξ(x0) 6 C(1+ |uνν|(x0))。 (3.81)

Case b: ξ为非切向。
记 ξ = ατ+ βν，这里 α = ξ · τ, |τ| = 1, τ · ν = 0, β = ξ · ν ̸= 0和 α2 + β2 = 1。

uξξ = α2uττ + β
2uνν + 2αβuτν

= α2uττ + β
2uνν + 2αβ(Diφτ

i − ulDiν
lτi)。 (3.82)

由 v(x, ξ)定义，我们有

v(x0, ξ) = α2v(x0, τ) + β
2v(x0, ν)

6 α2v(x0, ξ) + β
2v(x0, ν)。 (3.83)

因此
v(x0, ξ) 6 v(x0, ν)。 (3.84)

这样我们就得到了估计

uξξ(x0) 6 C0(||u||C1 , ||φ||C3 , ||∂Ω||C4 , ||f||C2 ,min f, κ)(1+ |uνν(x0)|)， (3.85)

所以同样把问题归结为证明双法向的估计。
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第三章 纽曼问题存在性证明

3.2.3 边界双法向估计

在这一小节中，我们得出边界的双法向估计。这也是海森方程纽曼边界问题

里面最难的部分。由于纽曼边界条件不能对边界条件求法向导数很难直接得到

双法向估计。处理边界问题一般都是用闸函数的办法。即找一个函数（例如 A）

在边上等于要估计的函数（例如 B），内部 A比 B大或者小。然后 B的法向导数

就可以由 A的法向导数控制住，从而得到 B的法向导数估计。具体做法是我们

构造 A使得其和 B在边上相等，然后去证明我们找出的函数确实是 B的闸函数，

这主要是通过方程用极值原理证明的。对于海森方程的狄利克雷边界问题是由

Caffarelli-Nirenberg-Spruck [3]（也可参见 [2]，[52]）得到的。他们在严格 k − 1

凸的有界光滑区域上证明了允许解的存在性。而对比于Monge-Ampere方程的纽
曼问题，是因为Monge-Ampere算子的特殊性其边界双法估计可以直接得出。在
这一小节我们也可以在严格 k−1凸的情形下得到定理 1.0.1里 (3.59)的允许解的
双法向估计。

让我们先给出一些记号。

h(x) = −d(x) + K3d
2(x)， (3.86)

K3常数待定。

由经典椭圆方程的书 [13] 14.6节，存在小常数 µ依赖于Ω使得 h在以下区域为

C4函数

Ωµ := {x ∈ Ω : 0 < d(x) < µ}。 (3.87)

而且 h在Ωµ中满足：

− µ+ K3µ
2 6 h 6 0。 (3.88)

当然对边界外法向
Dh

|Dh|
= ν。 (3.89)

引理 3.2.3. 如果Ω为 C4严格 k− 1-凸区域。u ∈ C4(Ω)∩C3(Ω)为 (3.59)问
题的 k允许解。在方程中 f ∈ C2(Ω)为正函数以及φ ∈ C3(R)关于 z递减。存在
δ > 0小，K3大的常数依赖于 ∂Ω的曲率，n，k，min f。如果我们选取 µ 6 1

4K3

有，
Fijhij > δ(F + 1)。 (3.90)

还有在边界 ∂Ω上 h = 0，和在 ∂Ωµ/∂Ω上 h 6 −µ

2
< 0。还有

2 > |Dh| > 1

2
. (3.91)

证明. 对 x0 ∈ Ωµ，存在 y0 ∈ ∂Ω使得 |x0 − y0| = d(x0)。则在主坐标系下我们
有（参见 [13] section 14.6），

[−D2d(x0)] = diag[
κ1(y0)

1− κ1(y0)d(x0)
, · · · , κn−1(y0)

1− κn−1(y0)d(x0)
, 0]， (3.92)
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第三章 纽曼问题存在性证明

和
−Dd(x0) = ν(y0) = (0, 0, · · · , 1)。 (3.93)

因为 Ω为严格 k − 1 -凸的即 σk−1(κ) > 2b0 > 0，存在依赖于 κ，k，n的小常
数我们有

σk−1(κ− 8δ) > b0。 (3.94)

在主坐标系中只要让 K3 大和 µ 6 1
4K3
，很容易验证 h − δ|x|2 为 k-允许的。由 F̃

的凹性推出，只要让 K3充分大以及 f > 0

F̃ij(h− δ|x|2)ij > F̃[D2(u+ h− δ|x|2)] − F̃[D2u]

> F̃[D2(h− δ|x|2)]

> b
1
k

0K
1
k

3 − C(κ, k, n, δ)

> 1

k
σ

1
k−1

k δ。 (3.95)

这样我们得到
Fij(h− δ|x|2 + δ|x|2)ij > δ(F + 1)。 (3.96)

在 ∂Ω上，h = 0显然。
在 ∂Ωµ/∂Ω上，我们有

h = −µ+ K3µ
2

6 −
µ

2
。 (3.97)

如果我们取 µ 6 1
4K3
，很容易看出

2 > |Dh| > 1

2
。 (3.98)

为了得到双法估计我们构造一个关于 uν 的闸函数。受 [37]，[50]，[22]和
[57]文章的启发，我们构造了以下新的辅助函数。在Ωµ中记

g(x) := 1− βh， (3.99)

G(x) := (A+ σM)h(x)， (3.100)

ψ(x) := |Dh|(x)φ(u)， (3.101)

这里 σ, β, µ, A都是待定正常数，M = supuνν。

我们考虑这个下闸函数，

P(x) := g(x)(Du ·Dh(x) −ψ(x)) −G(x)。 (3.102)

我们想得到如下引理

引理 3.2.4. 在定理 1.0.1同样条件下，固定 σ = 1
2
，对所有 x ∈ Ωµ 如果依次

选取 β大，µ小，A大，我们有

P(x) > 0。 (3.103)
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证明. 我们用极值原理证明这个引理。首先假设函数在 Ωµ 内部达到最小值点
x0。我们对 P求两次导数

Pi = gi(
∑
l

ulhl −ψ) + g(
∑
l

ulihl +
∑
l

ulhli −ψi) −Gi， (3.104)

和

Pij = gij(
∑
l

ulhl −ψ) + gi(
∑
l

uljhl +
∑
l

ulhlj −ψj)

+gj(
∑
l

ulihl +
∑
l

ulhli −ψi) −Gij (3.105)

+g(
∑
l

ulijhl +
∑
l

ulihlj +
∑
l

uljhli +
∑
l

ulhlij −ψij)。(3.106)

在最小值点 x0，我们依旧设 (uij(x0))对角。用 Fij和 (3.106)做缩并然后运用引
理 3.2.3，我们得到

FijPij = Fijgij(
∑
l

ulhl −ψ) + 2giF
ij(

∑
l

uljhl +
∑
l

ulhlj −ψj)

+gFij(
∑
l

ulijhl + 2
∑
l

ulihlj +
∑
l

ulhlij −ψij)

−FijGij

6 βC3(||u||C1 , ||∂Ω||C3 , ||φ||C2 , ||f||C1)(F + 1) (3.107)
−(A+ σM)δ(F + 1) − 2βFiiuiih

2
i + 2F

iiuiihiig。

其中不等式中我们用了

|βh| 6 βµ 6 1

2
， (3.108)

进而推得

1 6 g 6 3

2
。 (3.109)

在 (3.108)中我们选取 µ 6 1
2β
。

然后我们把指标 1 6 i 6 n分了两类。
(i)如果

|βh2
i | 6

δ

2
， (3.110)

我们就说 i ∈ B。
选取 β > 2nδ，从而得到

|h2
i | 6

1

4n
。 (3.111)

(ii)如果
|βh2

i | >
δ

2
, (3.112)

我们记 i ∈ G.
对任意的 i ∈ G，用 Pi(x0) = 0得到

uii =
A+ σM

g
+

β(
∑
l

ulhl −ψ)

g
−

∑
l

ulhli

hi

+
ψi

hi

。 (3.113)
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因为 |hi|
2 > δ

2β
和 (3.109)，我们有

|

β(
∑
l

ulhl −ψ)

g
−

∑
l

ulhli

hi

+
ψi

hi

|6 βC4(δ, ||u||C1 , ||∂Ω||C2 , ||φ||C1)。 (3.114)

通过选取 A大让 A
3
> βC4推得

4A

3
+ σM > uii >

A

3
+
2σM

3
， for i ∈ G。 (3.115)

由于 2 > |Dh| > 1
2
和 (3.111)，存在 i0 ∈ G，不妨设为 i0 = 1使得

h2
1 > 1

4n
。 (3.116)

然后我们继续计算 P，

FijPij 6 [βC3 − (A+ σM)δ](F + 1)

−2β
∑
i∈G

Fiiuiih
2
i − 2β

∑
i∈B

Fiiuiih
2
i

+c1
∑
uii>0

Fii|uii|+
c1

2

∑
uii<0

Fii|uii|， (3.117)

这里 c1 > 2δ为依赖 ||∂Ω||C2 的正常数。
因为

− 2β
∑
i∈G

Fiiuiih
2
i 6 −2βF11u11h

2
1 6 −

β

2n
F11u11， (3.118)

和

− 2β
∑
i∈B

Fiiuiih
2
i 6 −2β

∑
i∈B,uii<0

Fiiuiih
2
i 6 −δ

∑
uii<0

Fiiuii， (3.119)

推得

− 2β
∑
i∈G

Fiiuiih
2
i − 2β

∑
i∈B

Fiiuiih
2
i 6 −

β

2n
F11u11 − δ

∑
uii<0

Fiiuii。 (3.120)

从 (3.118)和 (3.120)得出

FijPij 6 [βC3 − (A+ σM)δ](F + 1) −
β

2n
F11u11

+c1
∑
uii>0

Fii|uii|+ c1
∑
uii<0

Fii|uii|。 (3.121)

我们来分情形仔细分析以上几项。不妨设 u22 > · · · > unn。

Case 1: uii > 0, ∀ i.
这是最简单的情形。用方程得到

kf =
∑
uii>0

Fii|uii|。 (3.122)
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如果选取 A > (C3β+c1kmax f)
δ

，

FijPij < 0。 (3.123)

在一下的情形中我们假设 unn < 0。

Case 2: δ
4c1
u11 > |unn|.

由方程有
kf =

∑
uii>0

Fii|uii|−
∑
uii<0

Fii|uii|. (3.124)

(3.121)中的各项变成

c1
∑
uii>0

Fii|uii|+ c1
∑
uii<0

Fii|uii|

= c1(kf+ 2
∑
uii<0

Fii|uii|)

6 c1kf+ 2c1F|unn|

6 c1kf+
δ

2
Fu11

6 c1kf+ Fδ(
2A

3
+
σM

2
)。 (3.125)

这么为得到结果 (3.123)选择在方程 (3.121)中 A > 3(βC3+c1kmax f)
δ

。
在以下的各情形中我们假设

unn < 0, |unn| >
δ

4c1
u11。 (3.126)

我们记 λ := (u11, · · · , unn)和选择 A > 2σ。

Case 3: σk−1(λ|1) > δ1(−unn)σk−2(λ|1n)，这里 δ1为待定小常数。
如果 u11 > u22，我们从 (2.9)知道，

u11σk−2(λ|1n) >
k− 1

n− 1
σk−1(λ|n)。 (3.127)

否则 u11 6 u22，从式子 (3.115), (3.67)和 (2.9)有

u11σk−2(λ|1n) > (
A

3
+
2σM

3
)σk−2(λ|2n)

> 2σ

3C0

u22σk−2(λ|2n)

> k− 1

n− 1

2σ

3C0

σk−1(λ|n)。 (3.128)

所以由我们的假设得

F11 = σk−1(λ|1)

> δ1(−unn)σk−2(λ|1n)

> δ1
δ

4c1
u11σk−2(λ|1n)。 (3.129)
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注意我们在上面第二个不等号中只用了假设 |unn| > δ
4c1
u11 ，这点我们在

下个情形还会用到。
用 (2.5)，以及假设 unn < 0，我们从 (2.3)有

1

n− k+ 1
F 6 Fnn。 (3.130)

假设 C0 > 1使得 σ = 1
2
6 3C0

2
，则我们把 (3.127)和 (3.128)带入 (3.129)，

并且用 (3.130)得，

F11 > δ1
δ

4c1
u11σk−2(λ|1n)

> δ1
δ

4c1

k− 1

n− 1

2σ

3C0

σk−1(λ|n)

> k− 1

(n− 1)(n− k+ 1)

δδ1σ

6c1C0

F。 (3.131)

用 (3.67)，和选取 β > 18n(n−k+1)(n−1)c2
1C

2
0

(k−1)δδ1σ
2 使得，

c1
∑
uii>0

Fii|uii|+ c1
∑
uii<0

Fii|uii|−
β

2n
F11u11

6 [−
(k− 1)βδδ1σ

12n(n− 1)(n− k+ 1)c1C0

(
A

3
+
2σM

3
)

+c1C0(M+ 1)]F

6 [−(
(k− 1)βδδ1σ

2

18n(n− 1)(n− k+ 1)c1C0

− c1C0)M

−(
Aβδ(k− 1)δ1σ

36n(n− k+ 1)(n− 1)c1C0

− c1C0)]F

6 0。 (3.132)

所以在式子 (3.121)中选 A > C3β+c1kmax f
δ

+ 2σ再用 (3.132)，我们就得到
了估计 (3.123)。

Case 4: 0 6 σk−1(λ|1) 6 δ1(−unn)σk−2(λ|1n).
由假设当 i > 2时，

σk−1(λ|1) − uiiσk−2(λ|1i) = σk−1(λ|1i)。 (3.133)

我们按以下计算，

kσk(λ|1) =

n∑
i=2

uiiσk−1(λ|1i)

6
∑

uii>0,i ̸=1

uii[δ1(−unnσk−2(λ|1n)) − uiiσk−2(λ|1i)]

+
∑

uii<0,i ̸=1

uii(−uiiσk−2(λ|1i))

6 −unn

∑
uii>0,i̸=1

δ1uiiσk−2(λ|1n) − u
2
nnσk−2(λ|1n)

6 −nδ1unnu22σk−2(λ|1n) − u
2
nnσk−2(λ|1n)。 (3.134)
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用 (3.67)和 (3.115)，我们接着有

kσk(λ|1) 6 −nδ1C0(M+ 1)unnσk−2(λ|1n) − u
2
nnσk−2(λ|1n)

6 −nδ1C0

3

2σ
u11unnσk−2(λ|1n) − u

2
nnσk−2(λ|1n)

6 6c1nδ1C0

δσ
u2
nnσk−2(λ|1n) − u

2
nnσk−2(λ|1n)。 (3.135)

现在我们令 δ1 = δσ
12c1nC0

。就像 (3.129)和 (3.131)中计算一样，

kσk(λ|1) 6 −
u2
nn

2
σk−2(λ|1n)

6 unn

(k− 1)σδ

12(n− 1)(n− k+ 1)c1C0

F

6 −
(k− 1)σδ2

48(n− 1)(n− k+ 1)c21C0

u11F。 (3.136)

把 (3.115)带入到以上不等式，我们有

−
β

2n
F11u11 6 −

β

2n
(kf− σk(λ|1)) (3.137)

6 −
β

2n
kf−

(k− 1)βσδ2

96kn(n− 1)(n− k+ 1)c21C0

(
A

3
+
2σM

3
)F。

如果选 β > 144kn(n−1)(n−k+1)c3
1C

2
0

(k−1)σ2δ2 ，像 (3.132)类似得到

−
β

2n
F11u11 + c1

∑
uii>0

Fii|uii|+ c1
∑
uii<0

Fii|uii| 6 −
β

2n
kf。 (3.138)

最后，选 A > 3(C3β+c1kmax f+βkmax f)
δ

就得到了不等式 (3.123)。

那么函数 P在Ωµ的边界上达到最小值。
在 ∂Ω，容易看出

P = 0。 (3.139)
在另外一边界 ∂Ωµ/∂Ω有，

P > −C5(k,max f, ||u||C1 , ||φ||C0) + (A+ σM)
µ

2
> 0， (3.140)

这里要 A > 2C5

µ
。

总结一下，我们先选取

δ1 =
δσ

12c1nC0

，

然后

β =
144kn(n− k+ 1)(n− 1)c31C

2
0

(k− 1)σ2δ2
+
18n(n− k+ 1)(n− 1)c21C

2
0

(k− 1)δδ1σ2
+ 2nδ，

再另

µ = min{µ0,
1

2β
}，
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最后选

A =
3(C3β+ c1kmax f+ βkmax f)

δ
+ 3βC4 + 2σ+ 1+

2C5

µ
。

用最大值原理得到
P(x) > 0, in Ωµ。

类似地，我们也能构造出 uν的上闸函数。

引理 3.2.5. 另 P := g(x)(Du · Dh(x) − ψ(x)) + G(x)。固定 σ = 1
2
，对任意

x ∈ Ωµ，如果依次选取 β大, µ小，A大，则有

P(x) 6 0。 (3.141)

证明. 假设最大值在Ωµ的内点 x0达到。我们把其求两次导数，

Pi = gi(
∑
l

ulhl −ψ) + g(
∑
l

ulihl +
∑
l

ulhli −ψi) +Gi， (3.142)

和

Pij = gij(
∑
l

ulhl −ψ) + gi(
∑
l

uljhl +
∑
l

ulhlj −ψj)

+gj(
∑
l

ulihl +
∑
l

ulhli −ψi) +Gij

+g(
∑
l

ulijhl +
∑
l

ulihlj +
∑
l

uljhli +
∑
l

ulhlij −ψij)。(3.143)

在最大值点 x0假设矩阵 (uij(x0))对角。用 Fij和 (3.143)作缩并得，

FijPij = Fijgij(
∑
l

ulhl −ψ) + 2giF
ij(

∑
l

uljhl +
∑
l

ulhlj −ψj)

+gFij(
∑
l

ulijhl + 2
∑
l

ulihlj +
∑
l

ulhlij −ψij) + F
ijGij

> −βC6(||u||C1 , ||∂Ω||C3 , ||φ||C2 , ||f||C1)(F + 1)

+(A+ σM)δ(F + 1) − 2βFiiuiih
2
i + 2F

iiuiihiig。 (3.144)

像原来一样我们把指标 1 6 i 6 n分成两类。
(i)如果

|βh2
i | 6

δ

2
， (3.145)

我们就说 i ∈ B.
选 β > 2nδ使得

|h2
i | 6

1

4n
。 (3.146)

(ii)如果
|βh2

i | >
δ

2
， (3.147)
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我们记为 i ∈ G。
对任意的 i ∈ G，由 Pi(x0) = 0得到

uii = −
A+ σM

g
+

β(
∑
l

ulhl −ψ)

g
−

∑
l

ulhli

hi

+
ψi

hi

。 (3.148)

因为 |hi|
2 > k0

2β
和 (3.148)，我们有

|

β(
∑
l

ulhl −ψ)

g
−

∑
l

ulhli

hi

+
ψi

hi

|6 βC4(k0, ||u||C1 , ||∂Ω||C2 , ||φ||C1)。 (3.149)

通过选择 A大使得 A
3
> βC4，我们推出

−
4A

3
− σM 6 uii 6 −

A

3
−
2σM

3
, for i ∈ G。 (3.150)

由于 2 > |Dh| > 1
2
和 (3.146)，存在一个指标 i0 ∈ G，例如说 i0 = 1使得

h2
1 > 1

4n
。 (3.151)

则继续计算有，

FijPij > [−βC6 + (A+ σM)δ](F + 1)

−2β
∑
i∈G

Fiiuiih
2
i − 2β

∑
i∈B

Fiiuiih
2
i

−c1
∑
uii>0

Fiiuii − c1
∑
uii<0

Fii|uii|。 (3.152)

首先处理下以上几项

− 2β
∑
i∈G

Fiiuiih
2
i > −2βF11u11h

2
1 > −

β

2n
F11u11， (3.153)

然后

−2β
∑
i∈B

Fiiuiih
2
i > −2β

∑
i∈B,uii>0

Fiiuiih
2
i

> −δ
∑

i∈B,uii>0

Fiiuii = −δ
∑
uii>0

Fiiuii。 (3.154)

由 (3.67)得出

−2β
∑
i∈G

Fiiuiih
2
i − 2β

∑
i∈B

Fiiuiih
2
i

−c1
∑
uii>0

Fiiuii − c1
∑
uii<0

Fii|uii|

> −
β

2n
F11u11 − 2c1FC0(M+ 1)。 (3.155)
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那么我们有

FijPij > [−βC6 + (A+ σM)δ](F + 1)

−
β

2n
F11u11 − 2c1FC0(M+ 1)。 (3.156)

当 u11 < 0时很容易处理，因为由 (2.11)和 (2.10)

F11 > c(k, n)F。 (3.157)

从 (3.150)得到

−
β

2n
F11u11 − 2c1FC0(M+ 1) > βc

2n
F(
A

3
+
2σM

3
) − 2c1FC0(1+M)。 (3.158)

如果选取 β > 6nc1C0

cσ
and A > 2σ+ βC6

δ
，然后通过 (3.156)的 (3.158)得到

FijPij > 0。 (3.159)

所以 P在Ωµ的边界点上达到最大值。
在 ∂Ω上，很容易看到

P = 0。

而在 ∂Ωµ/∂Ω有

P 6 C7(k,max f, ||u||C1 , ||φ||C0) − (A+ σM)
µ

2
6 0， (3.160)

这里要求 A > 2C7

µ
。

我们总结下，首先取

β > 6nc1C0

cσ
，

然后

µ = min{µ0,
1

β
}，

最后

A > 2σ+
βC6

δ
+ 3βC4 + 1+

2C7

µ
。

再用极值原理我们得到了

P(x) 6 0, in Ωµ。

利用闸函数我们可以得到双法向估计。

引理 3.2.6. 令Ω为 Rn中的 C4严格 k− 1-凸区域，再令 u ∈ C4(Ω)∩C3(Ω)
为纽曼问题 (??)的一个 k-允许解。其中 f ∈ C2(Ω)为正函数 φ ∈ C3(R)关于 z

递减。则存在和 n，k，||u||C1，min f，||φ||C3，||f||C2，∂Ω的 k−1凸性以及 ||∂Ω||C4

有关的常数 C使得
sup
∂Ω

|uνν| 6 C。 (3.161)
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证明. 假设 z0为 uνν边界上的最大值，

0 > Pν(z0)

> g(
∑
l

ulνhl + ulhlν −ψν) − (A+ σM)hν

> uνν − C(||u||C1 , ||∂Ω||C2, ||ψ||C2) − (A+ σM)。 (3.162)

在第二个不等号中我们假设了 uνν(z0) > 0。则得到不等式

sup
∂Ω

uνν 6 C+ σM。 (3.163)

类似地，通过 0 6 Pν(z0)这里 z0为 uνν边界上的最小值，我们得到

inf
∂Ω
uνν > −C− σM。 (3.164)

这么选取 σ = 1
2
得到估计

sup
∂Ω

|uνν| 6 C。 (3.165)

定理 1.0.1的证明: 结合引理 3.2.1，引理 3.2.2 和引理3.2.6，我们得到了定
理1.0.1。

3.3 边界值问题的存在性

I这一节我们完成定理 1.0.1的证明。如 [37]，结合定理 3.1.1，定理3.1.2和定
理 3.2.1还有全局的 C2,α估计（见 [36]和 [35]），我们对严格凸解得到全局估计

||u||C2,α(Ω) 6 C， (3.166)

这里的常数 C，α依赖于 k，n，Ω，||Ω||C4，||f||C2，min f和 ||φ||C3。运用连续性

方法（见 [13]，定理 17.28或 [33]），我们完成了定理 1.0.1的证明。
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第四章 经典纽曼问题

这一章我们主要研究以下经典的纽曼问题。这是为了做下一章的一个几何

不等式的应用，主要来源于和夏超的合作 [44]。

σk(D
2u) = f(x), Ω

uν = λ+φ(x). ∂Ω
(4.1)

我们想证明如下定理：

定理 4.0.1. 设 Ω 是 Rn 中 C4 有界严格凸区域。对于 f ∈ C2(Ω) 且是正函
数，φ ∈ C3(Ω)。那么存在唯一的常数 λ和在加减常数意义下唯一的 k允许解
u ∈ C3,α(Ω)满足纽曼边界问题 (4.1)。

由于解 u加减常数还是问题 (4.1)的解，所以没有也不能期望有直接的 C0

估计。虽然我们定理3.1.2的 C1估计和定理3.2.1的 C2估计包含了型如 (4.1)的方
程，但这些估计都依赖于 C0估计。所以我们需要得到不依赖于最大模的梯度估

计。

定理 4.0.2. 设 Ω 是 Rn 中 C4 有界严格凸区域。对于任意固定的 ϵ > 0，
f ∈ C2(Ω)且是正函数，φ ∈ C3(Ω)。那么存在唯一的 k允许解 u ∈ C3,α(Ω)满
足以下纽曼边界问题： {

σk(D
2u) = f(x), Ω

uν = −ϵu+φ(x). ∂Ω
(4.2)

更重要地是对于 ϵ充分小，u满足以下估计：

sup
Ω

|∇u| 6 C, (4.3)

和

sup
Ω

|u−

∫
Ω

u| 6 C (4.4)

这里常数 C只依赖于 k，n，||f||C1，||φ||C3，Ω的严格凸性和光滑性，不依
赖于 ϵ和 u的最大模。
进而得到以下不依赖于 ϵ的 Schauder估计：

||u−

∫
Ω

u||C2,α 6 C, (4.5)

这里常数 C只依赖于 k，n，||f||C2，||φ||C3，Ω的严格凸性和光滑性。

注解 4.0.1. 正是由于此方程 (4.2)的特殊结构和边界的严格凸性才得到这种
不依赖于最大模的梯度估计。一般情形下梯度估计都要依赖于 C0估计。
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证明. 容易知道 (4.4)为 (4.3)的简单推论。
首先由简单的极值原理我们可以证明

sup
Ω

|ϵu| 6 C (4.6)

设 0 ∈ Ω，我们首先考虑函数 u−A|x|2。固定依赖于 k, n和 sup f的常数 A

大，使得

F[D2u] = f 6 F[D2(A|x|2)]. (4.7)

比较原理告诉我们 u−A|x|2在边界点 x0达到最小值。

0 > (u−A|x|2)ν(x0) = −ϵu+φ− 2Ax · ν. (4.8)

类似地，因为 u是允许解，特别地它为下调和函数，所以 u在边界上达到最大
值。最终我们得到

inf
∂Ω
φ− 4AdiamΩ 6 ϵu 6 sup

∂Ω

φ。 (4.9)

所以我们可以考虑 v = u−
∫
Ω
u，以及 ϕ(x) = φ(x) − ϵ

∫
Ω
u。v满足方程{

σk(D
2u) = f(x), Ω

uν = −ϵu+ ϕ(x). ∂Ω
(4.10)

这里 f,ϕ可以由原来的 f,φ控制。
以下我们在条件

∫
Ω
u = 0下证明不依赖于 ϵ和最大模的梯度估计。然后定

理中的其它结论是定理1.0.1的推论。
考虑辅助函数

P = log |Dw|2 + α|x|2， (4.11)

其中 w = u + (−ϵu + ϕ)d，d为到边界附近的距离函数并且光滑延拓到整
个Ω，常数 α待定。

设 P的最大值在Ω内部达到，我们在最大值点计算有

0 = Pi = 2
wlwli

|Dw|2
+ 2αxi, (4.12)

和

0 > FijPij =
2Fijwljwli

|Dw|2
+
2Fijwlwlij

|Dw|2
−
4Fijwlwliwpwpj

|Dw|4
+ 2α

∑
i

Fii (4.13)

首先我们有

wi = ui + (−ϵui + ϕi)d+ (−ϵu+ ϕ)di, (4.14)

wij = uij+(−ϵuij+ϕij)d+(−ϵui+ϕi)dj+(−ϵuj+ϕj)di+(−ϵu+ϕ)dij, (4.15)

和
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wijl = uijl + (−ϵuijl + ϕijl)d+ (−ϵuij + ϕij)dl + (−ϵuil + ϕil)dj + (−ϵui + ϕi)djl

+(−ϵujl + ϕjl)di + (−ϵuj + ϕj)dil + (−ϵul + ϕl)dij + (−ϵu+ ϕ)dijl.

在最大值点我们选取坐标系使得 |Dw| = w1和 (uij)26i,j6n对角。

2Fijwlwlij

|Dw|2
> −C[

∑
Fii(1+w1 + ϵw

2
1) + 1] − 4ϵF

iju1idjw1

w2
1

> −C[
∑
Fii(1+w1 + ϵw

2
1) + 1]

w2
1

,

这里我们选取了 ϵ 小，使得 ϵd < 1
2
，常数 C 依赖于 ||ϕ||C3 ,||f||C1，n，k，

||∂Ω||C3。

2Fijwljwli

|Dw|2
−
4Fijwlwliwpwpj

|Dw|4
> −

2Fijw1iw1j

w2
1

= −2α2Fijxixj.

所以只要取 1
max |x|2 > α > 2Cϵ并且 |Dw|充分大则有，

FijPij >
−C[

∑
Fii(1+w1 + ϵw

2
1) +w1]

w2
1

+ 2α
∑

Fii − 2α2Fijxixj > 0. (4.16)

上式和 (4.13)矛盾，所以函数 P只能在边界上达到最大值。
若在边界上达到最大值并且设 n为那点的法方向，则由 wn = 0有

0 6 Pν = 2
wlwlν

|Dw|2
+ 2αx · ν

= 2

n−1∑
i=1

wiwin

|Dw|2
+ 2αx · ν. (4.17)

对边界条件求切向导数得

uin +

n−1∑
j=1

hijuj = −ϵui + ϕi, (4.18)

其中 hij为边界曲率。
由 w的一阶导数表达式可知

(1− ϵd)ui − C 6 wi 6 (1− ϵd)ui + C， (4.19)

从而推出

1

4

n−1∑
i=1

u2
i − C 6 |Dw|2 6 4

n−1∑
i=1

u2
i + C (4.20)
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如果边界严格凸即 hij > c0则有

n−1∑
i=1

wiwin 6 −c0(1− ϵd)
2

n−1∑
i=1

u2
i − ϵ|Dw|

2 − C|Dw|− C

6 −
c0

16
|Dw|2 − ϵ|Dw|2 − C|Dw|− C

所以只要取 ϵ 6 c0

32
,α 6 c0

32maxx·ν 同样取 |Dw|大就有

Pν 6 −
c0

16
+ 2αx · ν

6 0.

就和式子 (4.17)矛盾。所以我们先取 α小依赖于边界曲率，再取 ϵ小，就得
到了 |Dw|的上界从而得到 u的梯度估计。

证明 4.0.1. 因为我们已经证明了问题 (4.2)的解的存在性，结合上个定理可以
得到和 ϵ无关的 Schauder估计。让 ϵ→ 0，则由上述定理有 −ϵ|∇u| → 0。从而
存在一个常数 λ，使得 −ϵu→ λ，即得到以下方程的经典解{

σk(D
2u) = f(x), Ω

uν = λ+φ(x). ∂Ω
。 (4.21)

下面证明唯一性。设 (λ, u)和 (µ, v)为方程 (4.21)的解。让 aij =
∫1

0
Fij[(1−

t)D2v+ tD2u]dt,则 u− v满足方程{
aij(u− v)ij = 0

(u− v)ν = λ− µ
(4.22)

所以在边界上达到最大值和最小值。从而推出 λ = µ。最后又由 Hopf原理
[13,定理 3.6]有 u− v = c。
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第五章 经典纽曼问题的几何应用

这一章我们由海森方程的经典纽曼问题得到Alexandrov-Fenchel不等式的的
一个新证明。

我们先给出一些定义：

定义 5.0.1. Newton变换张量定义为

[Tk]ij(A1, · · · , Ak) :=
1

k!
δi,i1,··· ,ikj,j1,··· ,jk (A1)i1j1 · · · (Ak)ikjk. (5.1)

当 A1 = · · · = Ak = A时，我们记 [Tk]ij(A1, · · · , Ak)为 [Tk]ij(A)。从这个定义
可以看出当 Aijk是关于指标对称时有

∂j([Tk]ij)(A) = 0。 (5.2)

定义 5.0.2. 定义 σk的极化为

σk(A1, · · · , Ak) :=
1

k!
δi1,··· ,ikj1,··· ,jk (A1)i1j1 · · · (Ak)ikjk . (5.3)

记

σk(A, · · · , A) = σk(A), (5.4)

由定义易知

σk+1(A) =
1

k+ 1
Aij[Tk]ij(A). (5.5)

引理 5.0.1.

l[Tk−1]αβ(

l−1︷ ︸︸ ︷
A, · · · , A, B, · · · , B)Aγβ = −k[Tk]αγ(

l︷ ︸︸ ︷
A, · · · , A, B, · · · , B)

−(k− l)[Tk−1]αβ(

l︷ ︸︸ ︷
A, · · · , A, B, · · · , B)Bγβ

+kσk(

l︷ ︸︸ ︷
A, · · · , A, B, · · · , B)δαγ, (5.6)

并且有

(k− l+ 2)[Tk−1]αβ(

l−2︷ ︸︸ ︷
A, · · · , A, B, · · · , B)Bγβ = −k[Tk]αγ(

l−2︷ ︸︸ ︷
A, · · · , A, B, · · · , B)

−(l− 2)[Tk−1]αβ(

l−3︷ ︸︸ ︷
A, · · · , A, B, · · · , B)Aγβ

+kσk(

l−2︷ ︸︸ ︷
A, · · · , A, B, · · · , B)δαγ. (5.7)
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证明. 直接计算有

l[Tk−1]αβ(

l−1︷ ︸︸ ︷
A, · · · , A, B, · · · , B)Aγβ

=
l

(k− 1)!
δ
α,α2,··· ,αk

β1,β2,··· ,βk
Aα2β2

· · ·Aαlβl
Bαl+1βl+1

· · ·Bαkβk
Aγβ1

= −
1

(k− 1)!
δ
α,α1,α2,··· ,αk

γ,β1,β2,··· ,βk
Aα2β2

· · ·Aαlβl
Bαl+1βl+1

· · ·Bαkβk
Aα1β1

−
k− l

(k− 1)!
δα1,α2,··· ,α
β1,β2,··· ,βk

Aα2β2
· · ·Aαlβl

Bαl+1βl+1
· · ·Bγβk

Aα1β1

+
1

(k− 1)!
δ
α1,α2,··· ,αk

β1,β2,··· ,βk
δαγAα2β2

· · ·Aαlβl
Bαl+1βl+1

· · ·Bαkβk
Aα1β1

= −k[Tk]αγ(

l︷ ︸︸ ︷
A, · · · , A, B, · · · , B)

−(k− l)[Tk−1]αβ(

l︷ ︸︸ ︷
A, · · · , A, B, · · · , B)Bγβ

+kσk(

l︷ ︸︸ ︷
A, · · · , A, B, · · · , B)δαγ.

式子 (5.7)可以类似于 (5.6)的计算证明。

我们可以把D2u分解成。指标 i, j, k从 1到 n，指标 α,β, γ从 1到 n− 1并

代表切向方向，指标 n代表边界 ∂Ω的法向方向。D表示欧式导数，∇表示边
界的导数，我们一般记∇α(un)为 unα。取正交标架，令 hαβ为边界曲率，可知

D2
αβu = uαβ + hαβun, (5.8)

和

D2
αnu = unα − hαβuβ. (5.9)

记矩阵 A和 B分别为

A :=


· · · · · · · · · ...
· · · uαβ · · · unα

· · · · · · · · · ...
· · · unα · · · unn

 , (5.10)

和

B :=


· · · · · · · · · ...
· · · hαβun · · · −hαγuγ

· · · · · · · · · ...
· · · −hβγuγ · · · 0

 . (5.11)
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所以我们可以把 D2u分解为

D2u = A+ B (5.12)

我们现在来证明以下定理：

定理 5.0.1. 令 Ω为 Rn 中的有界凸域，λ(D2u) ∈ Γk，且满足 uν = c，这里
ν是边界外单位法向，c为一个常数。则有下式

(k+ 1)

∫
Ω

σk+1(D
2u) >

∫
∂Ω

σk(h)c
k+1。 (5.13)

证明. 首先由 σk算子的定义及散度定理得到

(k+ 1)

∫
Ω

σk+1(D
2u) =

∫
∂Ω

σ
ij
k+1(D

2u)D2
iju (5.14)

=

∫
∂Ω

[Tk]ij(D
2u)uiνjdµ. (5.15)

设指标 n代表 ν的方向有，

∫
∂Ω

[Tk]ij(D
2u)uiνjdµ =

∫
∂Ω

[Tk]in(D
2u)uidµ

=

∫
∂Ω

[Tk]in(A+ B)uidµ

= I+ II

这里 I和 II分别记为：

I :=

∫
∂Ω

[Tk]nn(A+ B)un, (5.16)

和

II :=

∫
∂Ω

[Tk]αn(A+ B)uα. (5.17)

我们把 A，B的表达式带入以上两式得，

I =

∫
∂Ω

k∑
l=1

Cl
kσk(

l︷ ︸︸ ︷
∇2u, · · · ,∇2u, h, · · · , h)uk−l+1

ν +

∫
∂Ω

σk(h)u
k+1
n

=: I1 + I2. (5.18)

若加上假设 un = c，则有

II =

∫
∂Ω

[Tk−1]αβ1
(A+ B)hα1β1

uα1
uα

=

∫
∂Ω

k−1∑
l=0

Cl
k−1[Tk−1]αβ1

(

l︷ ︸︸ ︷
∇2u, · · · ,∇2u, h, · · · , h)uk−1−l

n hα1β1
uα1

uα.
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把 I1式中的 ∇2u做一次分部积分，再次利用 uν = c得

I1 =

∫
∂Ω

k∑
l=1

Cl
kσk(

l︷ ︸︸ ︷
∇2u, · · · ,∇2u, h, · · · , h)uk−l+1

n (5.19)

= −

∫
∂Ω

k∑
l=2

Cl
k

l− 1

k!
δ
α1···αk

β1···βk
uα1

· · ·uαlβlβ1
hαl+1βl+1

· · ·hαkβk
uk−l+1
n ,

其中最后一个等号用到了 Codazzi公式 hαkβkβ1
= hαkβ1βk

。
然后我们再用一次Ricci恒等式uαlβlβ1

−uαlβ1βl
= uγRγαlβlβ1

= uγhγβl
hαlβ1

−
uγhγβ1

hαlβl
,就有

I1 =

∫
∂Ω

k∑
l=2

Cl
k

l− 1

k!
δα1···αk

β1···βk
uα1

uα2β2
· · ·uαl−1βl−1

uγhγβ1
hαlβl

hαl+1βl+1
· · ·hαkβk

uk−l+1
n ,

=

∫
∂Ω

k∑
l=2

Cl
k

l− 1

k
[Tk−1]α1β1

(

l−2︷ ︸︸ ︷
∇2u, · · · ,∇2u, h, · · · , h)uα1

uγhγβ1
uk−l+1
n

=

∫
∂Ω

k−1∑
l=0

Cl+2
k

l+ 1

k
[Tk−1]α1β1

(

l+1︷ ︸︸ ︷
∇2u, · · · ,∇2u, h, · · · , h)uα1

uγhγβ1
uk−l−1
n .

我们把 II和 I1加起来有并记为 III。

III := I1 + II

=

∫
∂Ω

k−1∑
l=0

Cl+2
k+1

l+ 1

k
[Tk−1]α1β1

(

l︷ ︸︸ ︷
∇2u, · · · ,∇2u, h, · · · , h)uα1

uγhγβ1
uk−l−1
n .

为判断 III的符号，我们把 ∇2
αβu再用 D2

αβu− hαβun代替，

III =

∫
∂Ω

k−1∑
l=0

l∑
i=0

(−1)l−iCl+2
k+1C

i
l

l+ 1

k
[Tk−1]α1β1

(

i︷ ︸︸ ︷
D2u, · · · , D2u, h, · · · , h)uα1

uγhγβ1
uk−i−1
n

=

∫
∂Ω

k−1∑
i=0

k−1∑
l=i

(−1)l−iCl+2
k+1C

i
l

l+ 1

k
[Tk−1]α1β1

(

i︷ ︸︸ ︷
D2u, · · · , D2u, h, · · · , h)uα1

uγhγβ1
uk−i−1
n .

若能证明 III > 0则此定理证明完毕。
事实上，在 λ(D2u) ∈ Γk,以及 hαβ > 0的假设下由 Grading不等式知，

[Tk−1]α1β1
(

i︷ ︸︸ ︷
D2u, · · · , D2u, h, · · · , h)hγβ1

uα1
uγ > 0. (5.20)

要证明 III > 0，只须证明

E :=

k−1∑
l=i

(−1)l−iCl+2
k+1C

i
l

l+ 1

k
>0. (5.21)
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由 [43]里的技巧可以如下处理这一项。

E = (k+ 1)Ci
k−1

k−1∑
l=i

1

l+ 2
Cl−i

k−1−i(−1)
l−i

= (k+ 1)Ci
k−1

k−1−i∑
p=0

1

p+ i+ 2
C

p
k−1−i(−1)

p.

注意到以下初等恒等式，

∫1

0

ti+1(1− t)k−i−1dt =

∫1

0

t1+i

k−i−1∑
p=0

C
p
k−i−1(−1)

ptpdt (5.22)

=

k−i−1∑
p=0

C
p
k−i−1(−1)

p tp+2+i

p+ 2+ i
|t=1
t=0. (5.23)

所以

E = (k+ 1)Ci
k−1

∫1

0

t1+i(1− t)k−1−idt

=
i+ 1

k
.

最终我们得到

∫
∂Ω

[Tk]ij(D
2u)uiνjdµ

=

∫
∂Ω

σk(h)u
k+1
n +

k−1∑
i=0

i+ 1

k
[Tk−1]α1β1

(

i︷ ︸︸ ︷
D2u, · · · , D2u, h, · · · , h)hγβ1

uα1
uγu

k−i−1
n

>
∫
∂Ω

σk(h)u
k+1
n . (5.24)

结合定理4.0.2，和定理5.0.1我们可得到如下 Alexandrov-Fenchel不等式。

定理 5.0.2. 设Ω为 Rn中的有界光滑凸区域，h表示边界 ∂Ω的曲率，则有

|Ω|k
∫
∂Ω

σk(h) 6
Ck

n−1

nk
|∂Ω|k+1. (5.25)

其中常数是最优的。等号达到时Ω正好是球。

证明. 我们只要对严格凸区域证明以上不等式，因为一般有界光滑凸区域可以由
有界光滑严格凸区域逼近而得到不等式 (5.25)。
由定理4.0.2知存在 k允许解及其唯一常数 c满足方程
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{
σk(D

2u) = Ck
n, Ω

uν = c. ∂Ω
(5.26)

一方面因 λ(D2u) ∈ Γk由 Newton-MacLaurin不等式

σk+1

Ck+1
n

6 (
σk

Ck
n

)
k+1
k , (5.27)

推出 ∫
Ω

(k+ 1)σk+1 6
∫
Ω

(k+ 1)Ck+1
n (

σk

Ck
n

)
k+1
k . (5.28)

用定理5.0.1和方程 (5.26)进一步得到

ck+1

∫
∂Ω

σk(h) 6 (k+ 1)Ck+1
n |Ω|. (5.29)

另一方面由 Newton-MacLaurin不等式

(
σk

Ck
n

)
1
k 6 σ1

C1
n

, (5.30)

推出 ∫
Ω

(
σk

Ck
n

)
1
k 6

∫
Ω

σ1

n
=

∫
∂Ω

uν

n
= c

|∂Ω|

n
. (5.31)

结合 (5.29)和 (5.31)把常数 c消去就得到

|Ω|k
∫
∂Ω

σk(h) 6
Ck

n−1

nk
|∂Ω|k+1. (5.32)

取等号时，由定理5.0.1的证明知 u的切向导数为零，且 ( σk

Ck
n
)

1
k = σ1

C1
n
。所以

u满足过定方程 
σ1(D

2u) = n, Ω

uν = c, ∂Ω

u = b, ∂Ω

(5.33)

这里 b为某个常数。
由此得到不等式5.25等号成立当且仅当 Ω 为半径为 c 的球，u = |x|2

2
且

b = c2

2
。
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附录 A 纽曼问题边界二阶导赫尔德估计

这一章我们得到纽曼边界的二阶赫尔德估计，由于大部分文献或标准的椭圆

方程书籍都只写二阶导赫尔德内估计或狄利克雷边界二阶导赫尔德估计。为了

论文完整性我们把纽曼边界二阶导赫尔德估计写一遍，这主要来源于 Lieberman
和 Trudinger的论文 [35]。
记 A(r) := {x ∈ Ω|d(x, ∂Ω) < r}，A0(r) := ∂Ω ∩ ∂A(r) 和 A(r, 2r) :=

{x ∈ Ω|r < d(x, ∂Ω) < 2r}, 其中 d 为到边界 ∂Ω 的距离函数。。对边界上的

点 x ∈ ∂Ω 定义 Gx(ρ, r) := A(ρr) ∩ Br(x)，G
0
x(ρ, r) := A0(ρr) ∩ ∂Gx(ρ, r) 和

G′
x(ρ, r) = A(1

2
ρr, ρr) ∩ Br(x)。因为以后做估计是在某个固定的边界点附近做，

所以若不会引起歧义我们经常把 Gx(ρ, r),G0
x(ρ, r) 和 G′

x(ρ, r) 下指标省略记为

G(ρ, r),G0(ρ, r)和 G′(ρ, r)。

引理 A.0.1. 令 u ∈ C2(Ω)
∩
C1(Ω̄)满足方程{

aijuij 6 µ1 A(2r0)

uν > µ2, A0(2r0)
(A.1)

其中 λ 6 aij 6 Λ,r0 < λ
32Λ|∇2d|

,u > 0。则在任意边界点 x0 附近有，当

r 6 r0比较小时，存在常数 p,ρ和 C依赖于 λ,Λ, n有

(
1

|G′
x0
(ρ, 2r)|

∫
G′

x0
(ρ,2r)

up)
1
p 6 C( inf

Gx0
(ρ,r)

u+ rµ2 +
r2µ1

λ
). (A.2)

证明. 不妨设 x0 = 0。
首先证明：在 G(ρ, 2r)中有

inf
G′(ρ,2r)

u 6 inf
G(ρ,r)

u+ C(
r2µ1

λ
+ rµ2). (A.3)

为作闸函数，先引入以下几个函数

w1 = 4ρ2r2 − d2,

w2 = µ2(2ρr− d),

w3 = 2−
d2

4ρ2r2
−

d

2ρr
+

|x|2

r2
.

第一个函数 w1主要是为了满足闸函数的方程，

aij(w1)ij = −2aijdidj − 2a
ijddij

6 −2λ|∇d|2 + 4Λr|∇2d|.

取 r0小使得有
1
2
6 |∇d| 6 1并且 r 6 r0 6 λ

32Λ|∇2d|
，
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aij(w1)ij 6 −
λ

4
G(ρ, 2r)

(w1)ν = 0. G0(ρ, 2r)

第二个函数 w2主要是为了满足闸函数的在边界 G0(ρ, 2r)的要求，

aij(w2)ij = −µ2a
ijdij

6 µ2Λ|∇2d|.

在边界 G0(ρ, 2r)上有

(w2)ν = µ2.

第三个函数 w3主要是为了满足闸函数在边界 ∂B2r(x) ∩G(ρ, 2r)的要求，

aij(w3)ij = −
2aijdidj

4ρ2r2
−
2aijdijd

4ρ2r2
−
aijdij

2ρr
+ 2

∑
aii

r2

6 −
λ|∇d|2

2ρ2r2
+
Λ|∇2d|d

2ρ2r2
+
Λ|∇2d|

2ρr
+
2nΛ

r2
.

同样取 r 6 r0 6 λ
32Λ|∇2d|

，ρ 6 min{1
4
, λ
64nΛ

}就得有

aij(w3)ij 6 0 G(ρ, 2r)

(w3)ν > 1

2ρr
−
2

r
> 0 . G0(ρ, 2r)

在 G(ρ, 2r)中有 w1 > 0，w2 > 0和 w3 > 0。
在 ∂B2r ∩ ∂G(ρ, 2r)上有 w > 4，
所以考虑以下函数

w = u+
4(µ1 +Λµ2|∇2d|)

λ
w1 +w2 +

Ew

4
, (A.4)

其中 E := infG′(ρ,2r) u.
由以上计算有 

aijwij 6 0, G(ρ, 2r)

wν > 0, G0(ρ, 2r)

w > E, ∂B2r ∩ ∂G(ρ, 2r)
w > E. ∂A(2ρr) ∩ ∂G(ρ, 2r)

极值原理知：

E 6 u+
16ρ2r2(µ1 +Λµ2|∇2d|)

λ
+ 2ρrµ2 +

E

4
w3.

因为在 G(ρ, r)中有 w3 6 3。把上式右边在 G(ρ, r)上求极小有
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E 6 inf
G(ρ,r)

u+
16ρ2r2µ1

λ
+ 4ρrµ2 +

3E

4
.

即

inf
G′(ρ,2r)

u 6 4 inf
G(ρ,r)

u+
64ρ2r2µ1

λ
+ 16ρrµ2.

再由内部的弱 Harnack不等式，存在依赖于 λ,Λ, n的常数 p和 C有

(
1

|G′(ρ, 2r)|

∫
G′(ρ,2r)

up)
1
p 6 C( inf

G′(ρ,2r)
u+

r2µ1

λ
).

结合以上两式引理得证。

引理 A.0.2. Krylov
设Ω为 Rn中有界区域。u非负满足方程{

aijuij 6 µ1, A(2r0)

u = 0. A0(2r0)
(A.5)

其中 λ 6 aij 6 Λ,r0 < λ
32Λ|∇2d|

。令 v = u
h
，则在任意边界点 x0附近，有常

数 p,ρ和 C依赖于 λ,Λ, n

(
1

|G′
x0
(ρ, 2r)|

∫
G′

x0
(ρ,2r)

vp)
1
p 6 C( inf

Gx0
(ρ,r)

v+
rµ1

λ
). (A.6)

证明. 类似引进函数

w1 = 2ρrd− d2,

w3 = d(−2−
d

2ρr
+

|x|2

r2
).

我们取 ρ < 1,r0 < λ
32Λ|∇2d|

有

1

2
aij(w1)ij = ρraijdij −aijdidj − a

ijdijd

6 −2r0Λ|∇2d|− λ|∇d|2

6 −
λ

8
.

及

aij(w3)ij = −
2aijdidj

2ρr
−
2aijdijd

2ρr
− 2aijdij +

aijdij|x|
2

r2
+
2d

∑
aii

r2
+
4aijdixj

r2

6 −λ|∇d|2 +Λ|∇2d|r0

ρr
+ 6Λ|∇2d|+

2nΛ

r
+
4Λ

r

6 −
λ

32ρr
+
4nΛ

r
.
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这时若取 ρ 6 λ
128nΛ

，这有

aij(w3)ij 6 0.

考虑函数

w = u+
4µ1

λ
w1 +

1

3
( inf
G′(ρ,2r)

u

d
)w3. (A.7)

这时

所以有 
aijwij 6 0, G(ρ, 2r)

w = 0, G0(ρ, 2r)

w > 0, ∂B2r ∩ ∂G(ρ, 2r)
w > 0. ∂A(2ρr) ∩ ∂G(ρ, 2r)

则极值原理有

inf
G′(ρ,2r)

v 6 3( inf
G(ρ,r)

v+
8µ1ρr

λ
)

在 G′(ρ, 2r)中对 u用内部弱 harnack不等式，

(

∫
G′(ρ,2r)

up

|G′(ρ, 2r)|
)

1
p 6 C( inf

G′(ρ,2r)
u+

r2µ1

λ
).

且注意到 u
2r

6 v 6 u
r
,得到

(

∫
G′(ρ,2r)

vp

|G′(ρ, 2r)|
)

1
p 6 C( inf

G(ρ,r)
v+

rµ1

λ
). (A.8)

运用以上两个引理我们开始做边界二阶导赫尔德估计。以下 ρ = min{1
4
, λ
128nΛ

}

固定。

定理 A.0.1. 让 u为以下方程的 C1,1(∂Ω) ∩ C4(Ω)的 k允许解{
σk(D

2u) = f(x), Ω

uν = φ(x, u). ∂Ω
(A.9)

并且已知 |u|+ |Du|+ |D2u| 6 K。则存在常数 α和 C依赖于 n,K, f, φ有估
计

oscG(ρ,r)uiν 6 Crα 对任意 i = 1, · · · , n. (A.10)
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证明. 令 g = uν −φ(x, u)。由 λ(D2u) ∈ Γk,|D2u| 6 K和 f > c > 0知

λ 6 Fij 6 Λ.
易知 g满足方程

|Fijgij| 6 µ1(K,n, f, φ), Ω (A.11)
g = 0. ∂Ω (A.12)

记 v = g

d
。mr = infG(ρ,r) v和Mr = maxG(ρ,r) v.

则考虑G(ρ, 2r)上的非负函数 g−m2rd，其满足方程 (A.11)。由内部 harnack
估计得到

sup
G′(ρ,2r)

(v−m2r) 6 C( inf
G′(ρ,2r)

(v−m2r) + rµ1)

6 C(mr −m2r + rµ1),

这里第二个不等式可由引理A.0.2的证明中得到。
同理考虑非负函数M2rd− g,得到不等式

sup
G′(ρ,2r)

(M2r − v) 6 C(M2r −Mr + rµ1).

结合上面两式有

M2r −m2r 6 C(M2r −m2r −Mr +mr + rµ1).

若记 w(r) =Mr −mr，则存在很小的常数 r0有

w(r) 6 C− 1

C
w(2r) + rµ1 对任意的 r < r0.

应用如下引理A.0.3得到估计

oscG(ρ,r)

g

d
6 Crα 对任意 i = 1, · · · , n. (A.13)

由边界条件 (A.12)及让 d→ 0得到

oscG(ρ,r)∩∂Ωuνν 6 Crα.
而若 τ为边界法向,则由边界条件 (A.12)自然有

oscG(ρ,r)∩∂Ωuτν 6 Crα.

所以得到边界估计,

oscG(ρ,r)∩∂Ωuiν 6 Crα 对任意 i = 1, · · · , n. (A.14)

为了得到边界点例如 x0 = 0，附近的估计，我们记 a = gν(0)(0)，令
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ũ : = u−
ad2

2
,

g̃ : = g+ ad.

又因为 g̃满足和 g类似的方程

|Fijg̃ij| = |Fijgij + aF
ijdij|

6 µ1(K,n, f, φ).

同理得

oscG(ρ,r)

g̃

d
6 Crα 对任意 i = 1, · · · , n. (A.15)

由完全非线性一致椭圆方程的理论 u有内部二阶导数赫尔德估计，所以有

sup
x,y∈A(2r0)

dα
x,y

|Fijg̃ij(x) − F
ijg̃ij(y)|

|x− y|α
6 C,

sup
x,y∈A(2r0)

dα
x,y

|Fij(x) − Fij(y)|

|x− y|α
6 C

由线性方程的 Shauder内估计 [13,定理 6.2]有

sup
y∈G(ρ,r)

dy|Dg̃(y)|

6 C(|g̃|C0(G(ρ,r)) + sup
x,y∈G(ρ,r)

d2+α
x,y

|Fijg̃ij(x) − F
ijg̃ij(y)|

|x− y|α
). (A.16)

对任意的 y ∈ G(ρ, 2r0),令 r = 2dy，假设存在 x, x1, y1 ∈ G(ρ, r),使得

|g̃|C0(G(ρ,r)) = g̃(x),

sup
x,y∈G(ρ,r)

d2+α
x,y

|Fijg̃ij(x) − F
ijg̃ij(y)|

|x− y|α
= d2+α

x1,y1

|Fijg̃ij(x1) − F
ijg̃ij(y1)|

|x1 − y1|α
.

则运用 (A.16)有

|Dg̃(y)| 6 C
dy

(g̃(x) + d2+α
x1,y1

|Fijg̃ij(x1) − F
ijg̃ij(y1)|

|x1 − y1|α
)

6 C(
g̃(x)

dy
+ dy).

最后结合A.15和注意到 ∂Ω上 g̃ ≡ 0和 Dg̃(0) = 0，得到
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|Dg̃(y) −Dg̃(0)| 6 C(
rαdx

dy

+ rα)

6 Crα.

即得到边界点附近的估计

oscG(ρ,r)uiν 6 Crα, 对任意 i = 1, · · · , n. (A.17)

引理 A.0.3. 假设 w是在 (0, r0]的非减函数，且对任意的 r 6 r0 < 1都有不
等式

w(
r

2
) 6 θw(r) + µ1r

µ, (A.18)

其中 0 < θ < 1,µ 6 1为给定常数。则对任意的 r 6 r0，存在常数 C依赖于
θ, µ和 α ∈ (0, 1)依赖于 θ使得

w(r) 6 C[( r
r0
)αw(r0) + (

r

r0
)µα]. (A.19)

证明. 假设存在正整数 n,使得 r0
2n 6 r 6 r0

2n−1。并且不妨设 θ > 3
4
。由 w是非减

函数,

w(r) 6 w(
r0

2n−1
)

6 θw(
ro

2n−2
) + µ1(

r0

2n−2
)µ

6 θn−1w(r0) + r
µ
0µ1(θ

µ(n−2) + · · ·+ (
θ

2n−3
)µ + (

1

2n−2
)µ)

6 θn−1w(r0) +
µ1r

µ
0θ

µ(n−2)(1− (2θ)−µn+µ)

1− (2θ)−µ

6 θn−1w(r0) +
1

(1+ 1
2
)µ − 1

2µµ1r
µ
0θ

µ(n−1).

由于假设 log r0
r
6 n log 2,则有常数 0 < α = logθ

log 1
2

< 1,使得

w(r) 6 θ−1 θ
log

r0
r

log2 w(r0) + C(µ)θ
−µµ1r

µ
0θ

µ log
r0
r

log2

6 θ−1(
r

r0
)αw(r0) + C(µ)θ

−µr
µ
0µ1(

r

r0
)µα.

再来得到边界二阶导赫尔德估计。
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定理 A.0.2. 令 u ∈ C3(Ω) ∩ C4(Ω)为纽曼边值问题的 k允许解{
σ

1
k

k (D
2u) = f(x), Ω

uν = φ(x, u). ∂Ω
(A.20)

并且已知 |u|+ |Du|+ |D2u| 6 K。则对任意一个边界切方向例如 τ，存在常
数 α和 C依赖于 n,K, f, φ有估计

|D2u|Cα(G(ρ,r)) 6 C.

证明. 记 h(x, τ) := upqτ
pτq。因为我们已有二阶导数的全局估计，所以我们不

妨假设 0 6 h 6 1。
方程求一二阶导得

F̃ijuijp = fp,

F̃ij,lmuijpulmq + F̃ijuijpq = fpq.

我们在边界附近A(2r0)中每点建立标架 {e1, · · · , en−1, ν},其中 e1, · · · , en−1

为边界切方向的延拓，ν = − Dd
|Dd|
并用指标 n来表示。

利用凹性我们计算 h满足的方程为

F̃ijhij = F̃ijupqijτ
pτq + 4F̃ijτpi τ

qujpq + 2F̃ijτpijτ
qupq + 2F̃ijτpi τ

q
j upq

> fττ − C(
∑
p < n

i, j 6 n

|uijp|+ 1),

其中 C依赖于 K,λ,Λ,n。
由方程的一阶导数方程得到

|unnτ| 6 C

∑
j < n

i 6 n
|uijτ|

Fnn
+ fτ.

所以

F̃ijhij > −C(
∑

p, j < n

i 6 n

|uijp|+ 1).

令 ξ1, · · · , ξM为包含所有切向 ei及组合
ei±ej√

2
，i, j = 1, · · · , n− 1的单位向

量。

令

50



附录 A 纽曼问题边界二阶导赫尔德估计

hl(x) = h(x, ξl), l = 1, · · · ,M.

v′ =

M∑
l=1

(hl)
2.

选择待定地 ϵ ∈ (0, 1)，考虑函数

wl = hl + ϵv
′, l = 1, · · · ,M.

wl满足以下方程，

F̃ij(wl)ij > −µ1(K,n, λ,Λ, f) A(2r0),

(wl)ν 6 µ2(φ,Ω,n, K) A0(2r0).

这时令

M′
l(r) = sup

G(ρ,r)

hl l = 1, · · · ,M;

Wl(r) = sup
G(ρ,r)

wl l = 1, · · · ,M;

w′(r) =

M∑
l=1

oscG(ρ,r)hl.

这样我们就可以对非负函数Wl(2r) −wl应用引理A.0.1得到

(
1

G′(ρ, 2r)

∫
G′(ρ,2r)

(Wl(2r) −wl)
p)

1
p 6 C(Wl(2r) −Wl(r) + µ1r

2 + µ2r).

注意到

M′
l(2r) − hl 6 Wl(2r) −wl + 2ϵKw

′(2r),

Wl(2r) −Wl(r) 6 M′
l(2r) −M

′
l(r) + 2ϵKw

′(2r).

推出

(
1

G′(ρ, 2r)

∫
G′(ρ,2r)

(M′
l(2r) − hl)

p)
1
p

6 C(M′
l(2r) −M

′
l(r) + µ1r

2 + µ2r+ Kϵw
′(2r)).

由 Motzkin-Wasow 引理 [13, 定理 17.13]: 存在正常数 λ∗, Λ∗,N 和单位向量
ζ1, · · · , ζN依赖 n, λ,Λ。使得 F̃ij可以写成如下形式

λ∗ 6 βl 6 Λ∗,

F̃ij =

N∑
l=1

βlζ
i
lζ

j
l.
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这里 ζ1, · · · , ζN包含向量 ei和 (ei ± ej)/
√
2, i = 1, · · · , n，i < j。我们选取

之前的M = N− 1，ζN = en = ν。
令

ζ′ = ζ− (ζ · en)en

ξl =
ζ′

|ζ′|
,

gl = |ζ′l|
2h(x, ξl) + 2ζ

n
l ζ

j
lujn + (ζnl )

2unn,

g̃l = gl − |ζ′l|
2hl(x),

gN = unn.

由 (A.10)推出

|g̃l(x) − g̃l(y)| 6 Crη x, y ∈ G(ρ, r), l = 1, · · · , N.

令

Ml(r) = sup
G(ρ,r)

gl l = 1, · · · ,N;

ml(r) = sup
G(ρ,r)

gl l = 1, · · · ,N;

w(r) =

N∑
l=1

oscG(ρ,r)gl.

对任意的 l = 1, · · · , N,我们得到

(
1

G′(ρ, 2r)

∫
G′(ρ,2r)

(Ml(2r) − gl)
p)

1
p

6 C(Ml(2r) −Ml(r) + µ1r
2 + µ2r+ r

η + Kϵw(2r)). (A.21)

由 σ
1
k

k 的凹性，我们有

N∑
l=1

βl(gl(y) − gl(x)) = F̃ij(D
2u(y))(uij(y) − uij(x))

6 f(y) − f(x).

对任意的 x ∈ G(ρ, 2r)，y ∈ G(ρ, r)有

βl(gl(y) − gl(x)) 6 f(y) − f(x) +

N∑
i ̸=l

βi(gi(x) − gi(y)).

对上式 x ∈ G(ρ, 2r)取极大得
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gl(y) −ml(2r) 6 1

λ∗
(r|Df|+Λ∗

N∑
i ̸=l

(Ml(2r) − gi(y))).

再运用 (A.21)在 y ∈ G′(ρ, 2r)上积分有

(
1

G′(ρ, 2r)

∫
G′(ρ,2r)

(gl −ml(2r))
p)

1
p

6 C(

N∑
i ̸=l

Mi(2r) −Mi(r) + µ1r
2 + µ2r+ r

η + Kϵw(2r))

6 C(w(2r) −w(r) + µ1r
2 + µ2r+ r

η + Kϵw(2r)).

和 (A.21)相加然后把 l从 1加到 N得到

w(2r) 6 C(w(2r) −w(r) + rη + Kϵw(2r)).

若取 ϵ < 1
CK
使得 θ := C−1+CKϵ

C
< 1即得到

w(r) 6 C− 1+ CKϵ

C
w(2r) + Crη

6 θw(2r) + Crη.

最后由引理A.0.3得到

|D2u|Cα(G(ρ,r)) 6 C.
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