
准激发模式与几何相位

物理中的几何相位（专题10）

高阳





光与物质的耦合

速度规范，基于薛定谔方程
𝐻 = 𝐻0 + 𝐻′,

𝐻0 =
𝑝2

2𝑚
+ 𝑈 𝑟

𝐻′ =
𝑒𝒑

𝑚
⋅ 𝑨 +

𝑒2

2𝑚
𝐴2

速度规范，基于紧束缚模型
𝐻 = 𝐻0 + 𝐻′,
𝐻0 = 𝐻(𝑘)

𝐻′ =
𝜕𝐻

𝜕𝑘𝑖

𝑒

ℏ
𝐴𝑖 +

1

2

𝜕2𝐻

𝜕𝑘𝑖𝜕𝑘𝑗

𝑒2

ℏ2
𝐴𝑖𝐴𝑗 +⋯

单色光

𝑬 = −
𝜕𝑨

𝜕𝑡

𝑬 = 𝑬𝟎 𝑒
𝑖𝒌⋅𝒓−𝑖𝜔𝑡

𝑩 =
𝑬

𝑐

线偏振
𝑬 = 𝐸0 ො𝑥

圆偏振
𝑬 = 𝐸0 ( ො𝑥 ± 𝑖 ො𝑦)



电子的响应形式

• 电流
线性阶 𝐽𝑖(𝜔, 𝑞) = 𝜎𝑖𝑗 𝜔, 𝑞 𝐸𝑗(𝜔, 𝑞)

光场的q经常被忽略: 𝑞 =
2𝜋

𝜆
𝜆 ∼ 300 𝑛𝑚

相比于晶格： 𝑘 =
2𝜋

𝑎
𝑎 ∼ 1 − 2 Å

需区分光场的动量和准激发模式的动量



等离激元的产生（1）

材料中的电磁场

𝛁 ⋅ 𝑬 = −
𝜌

𝜀0

𝛁 × 𝑬 = −
𝜕𝑩

𝜕𝑡

𝛁 ⋅ 𝑩 = 0

𝛁 × 𝑩 = 𝜇𝟎𝑱𝟎 +
1

𝑐2
𝜕𝑬

𝜕𝑡

只包含电场的方程

−𝛁 × 𝛁 × 𝑬 = 𝜇0
𝜕𝑱𝟎
𝜕𝑡

+
1

𝑐2
𝜕2𝑬

𝜕𝑡2
单色光假设

𝛁 → 𝑖𝒒, 𝜕𝑡 → −𝑖𝜔

作用1：光的传播
𝑞 = 𝑛𝜔/𝑐

折射率与本征方程
𝑴 𝑛 𝑬 = 0

列矢量3×3矩阵

作用2：等离激元



等离激元的产生（2）

• 假定某种自发的交变电磁场可以在材料内部产生
• 首先认为电磁场在空间均匀

𝜇0
𝜕𝑱𝟎

𝜕𝑡
+

1

𝑐2
𝜕2𝑬

𝜕𝑡2
= −𝑖𝜔𝜇0 𝜎𝑖𝑗 𝜔 − 𝜔2𝛿𝑖𝑗 𝐸𝑗 = 0

• 一般情况下，𝑬 = 0，代表交变电场不会自发产生

• 如果满足

det −𝑖𝜔𝑝𝜇0 𝜎𝑖𝑗 𝜔𝑝 −𝜔𝑝
2𝛿𝑖𝑗 = 0

则存在一个模式，使得交变电场可以非零，此即为等离激元。

• 此结论可推广至一般的包含动量的情况
det −𝑖𝜔𝑝𝜇0 𝜎𝑖𝑗 𝜔𝑝 − 𝜔𝑝

2𝛿𝑖𝑗 + 𝑘2𝛿𝑖𝑗 = 0

这给出了等离激元的色散谱。



Weyl半金属中的手性反常

Weyl点作为贝利曲率的源和漏 手性反常

E

B

μ

𝛿𝜇1 − 𝛿𝜇2 = −
𝑒2𝜏

2𝜋2ℏ2𝑔 𝜇
𝑬 ⋅ 𝑩



Weyl半金属中的手性磁电流

• 半经典运动方程

• 态密度：𝐷 = 1 +
𝑒

ℏ
𝑩 ⋅ 𝛀

• 获得 𝐷 ሶ𝒓 =
𝜕𝜀

ℏ𝜕𝒌
+

𝑒

ℏ
𝑬 × 𝛀 +

𝑒

ℏ

𝜕𝜀

ℏ𝜕𝒌
⋅ 𝛀 𝑩

• 手性磁电流

𝐽 = −𝑒 ׬
𝑑𝒌

2𝜋 3 𝐷 ሶ𝒓 𝑓 = −
𝑒2

ℏ
׬

𝑑𝒌

2𝜋 3 𝒗 ⋅ 𝛀 𝑩 𝑓

贝利曲率的通量

ሶ𝒓 =
𝜕𝜀

ℏ𝜕𝒌
− ሶ𝒌 × 𝛀

ℏ ሶ𝒌 = −𝑒𝑬 − 𝑒 ሶ𝒓 × 𝑩

Armitage et al. Rev. Mod. Phys. 90, 015001(2018)



Weyl半金属中的特征磁阻
单个Weyl点的手性磁电流

𝐽1 = −
𝑒2

ℏ2
𝑩 ׬

𝑑𝒌

2𝜋 3

𝑣𝒌

𝑘
⋅

𝒌

2𝑘3
Θ 𝜇1 − 𝜀

= −
𝑒2

ℏ2
𝑩 ׬

𝑘2𝑑𝑘

2𝜋2
𝑣

2𝑘2

= −
𝑒2

ℏ2
𝜇1

4𝜋2
𝑩

Weyl点总是成对，手性相反，故

𝐽 = −
𝑒2

ℏ2
𝜇1−𝜇2

4𝜋2
𝑩

手性反常 𝛿𝜇1 − 𝛿𝜇2 = −
𝑒2𝜏

2𝜋2ℏ2𝑔 𝜇
𝑬 ⋅ 𝑩

特征磁阻 𝐽 =
𝑒4𝜏

8𝜋4ℏ4𝑔 𝜇
𝑬 ⋅ 𝑩 𝑩 磁场增大，电导增强

Armitage et al. 
Rev. Mod. Phys. 90, 
015001(2018)



Weyl半金属中的特征磁阻的频率依赖
含时的玻尔兹曼方程

𝜕𝑁

𝜕𝑡
+ 𝐷 ሶ𝒌 ⋅

𝜕𝑓

𝜕𝒌
= −

𝑁−𝑁0

𝜏

𝐷 ሶ𝒌 ⋅
𝜕𝑓

𝜕𝒌
= 𝑖𝜔 −

1

𝜏
𝛿𝑁 = 𝑖𝜔 −

1

𝜏
𝑔 𝜇 𝛿𝜇

静态解到含时解的替换

𝜏 →
𝜏

1−𝑖𝜔𝜏

磁场下的电流

𝐽 =
𝑒4𝜏

8𝜋4ℏ4𝑔 𝜇 (1−𝑖𝜔𝜏)
𝑬 ⋅ 𝑩 𝑩



Weyl半金属中的特殊等离激元
假设电磁场沿z方向，则普通电导部分

𝜎𝑧𝑧 =
𝑛𝑒2𝜏

𝑚
→

𝑛𝑒2𝜏

𝑚 1−𝑖𝜔𝜏

由于手性反常的磁电导部分

𝜎𝑧𝑧
𝐵 =

𝑒4𝜏

8𝜋4ℏ4𝑔 𝜇 (1−𝑖𝜔𝜏)
𝐵2

考虑如下情况：
（1）费米能靠近Weyl点，使得 n很小
（2）频率很高使得 𝜔𝜏 ≫ 1

则手性反常部分占主导

代入等离子体频率的方程
−𝑖𝜔𝜇0 𝜎𝑧𝑧

𝐵 −𝜔2 = 0

获得 𝜔𝑝 = 𝐵
𝑒4

8𝜋4ℏ4𝑔 𝜇

Son and Spivak, Phys. Rev. B 88, 104412(2013)



半导体的光吸收

摘自M. Marder, Condensed Matter Physics

𝜅 ∝ ℏ𝜔 ∓ ℏ𝜔𝑝ℎ − 𝐸𝑔
2
Θ(ℏ𝜔 ∓ ℏ𝜔𝑝ℎ − 𝐸𝑔)



激子的产生：电子-空穴对

摘自Itoh Lab的ppt



激子的波函数与能谱
激子波函数：电子-空穴对的线性组合

𝜙𝑒𝑥 = σ𝑘 𝑓 𝑘 𝑐𝑐𝑘
+ 𝑐𝑣𝑘 Φ0

固体中电子的哈密顿量：

෡𝐻 =
𝑝1
2+𝑝2

2

2𝑚
−

𝑒2

𝒓𝟏−𝒓𝟐
+ 𝑈 𝒓𝟏 + 𝑈(𝒓𝟐)

平均场近似下：
෡𝐻𝑒𝑓𝑓 𝜙𝑒𝑥 = 𝐸𝑒𝑥 𝜙𝑒𝑥

෡𝐻𝑒𝑓𝑓 = −
𝑝ℎ
2

2𝑚ℎ
+

𝑝𝑒
2

2𝑚𝑒
−

𝑒2

𝑟𝑒−𝑟ℎ

类比于氢原子模型



激子能谱与几何相位(1)

平均场近似下（一般情况）：
෡𝐻 𝜙𝑒𝑥 = 𝐸𝑒𝑥 𝜙𝑒𝑥

𝐸𝑒𝑥𝑓 𝑘 = 𝐸𝑐𝑘 − 𝐸𝑣𝑘 𝑓 𝑘 −
1

𝑆
σ𝑘2

2𝜋𝑒2

𝑘−𝑘2
𝑠𝑘𝑘2
𝑐 𝑠𝑘2𝑘

𝑣 𝑓(𝑘2)

𝑠𝑘𝑘2
𝑐 = ⟨𝑐𝑘|𝑐𝑘2⟩,  𝑠𝑘2𝑘

𝑣 = ⟨𝑣𝑘2|𝑣𝑘⟩

几何相位的作用：

𝑠𝑘,𝑘+𝑑𝑘
𝑐 = 1 + 𝑐𝑘 𝜕𝑘𝑖 𝑐𝑘 𝑑𝑘𝑖 +

1

2
𝑐𝑘 𝜕𝑘𝑖𝜕𝑘𝑗 𝑐𝑘 𝑑𝑘𝑖𝑑𝑘𝑗 +⋯

几何因子：

𝑠𝑘𝑘2
𝑐 𝑠𝑘2𝑘

𝑣 = 1 +
|Ω0|

2
𝑖𝜏 𝒌𝟐 × 𝒌 𝑧 −

1

2
𝒌 − 𝒌𝟐

2

Srivastava and Imamoglu, Phys. Rev. Lett. 115, 166802(2015);
Zhou, Shan, Yao, and Xiao, Phys. Rev. Lett. 115, 166803(2015)



激子能谱与几何相位(2)

几何相位的效果



激子动力学与几何相位

激子波函数（质心动量不为0）：
𝜙𝑒𝑥(𝒒) = σ𝑘 𝑓 𝒌, 𝒒 𝑐

𝑐𝒌+
𝑚𝑒
𝑀
𝒒

+ 𝑐
𝑣𝒌−

𝑚ℎ
𝑀
𝒒
Φ0

激子能谱：
𝐸𝑒𝑥 = 𝜀𝑒𝑥(𝒒)

激子的波包
𝑊 = ׬ 𝑑𝒒 𝐶 𝒒 𝑒𝑖𝒒⋅𝑹 𝜙𝑒𝑥 𝒒

贝利曲率

𝛀𝑒𝑥 = 𝛁𝒒 × ⟨𝜙𝑒𝑥 𝒒 𝑖𝝏𝒒 𝜙𝑒𝑥 𝒒 ⟩

运动方程
ሶ𝑹 =

𝜕𝜀

ℏ𝜕𝒒
− ሶ𝒒 × 𝛀𝐞𝐱

ℏ ሶ𝒒 = −
𝜕𝜀

𝜕𝑹
− ሶ𝑹 × 𝑫 𝑫 = 𝑒𝑑

𝜕𝐵𝑧
𝜕𝑧

Ƹ𝑧
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