
光学现象中的几何相位

物理中的几何相位（专题6）

高阳





光与物质的耦合

速度规范，基于薛定谔方程
𝐻 = 𝐻0 + 𝐻′,

𝐻0 =
𝑝2

2𝑚
+ 𝑈 𝑟

𝐻′ =
𝑒𝒑

𝑚
⋅ 𝑨 +

𝑒2

2𝑚
𝐴2

速度规范，基于紧束缚模型
𝐻 = 𝐻0 + 𝐻′,
𝐻0 = 𝐻(𝑘)

𝐻′ =
𝜕𝐻

𝜕𝑘𝑖

𝑒

ℏ
𝐴𝑖 +

1

2

𝜕2𝐻

𝜕𝑘𝑖𝜕𝑘𝑗

𝑒2

ℏ2
𝐴𝑖𝐴𝑗 +⋯

单色光

𝑬 = −
𝜕𝑨

𝜕𝑡

𝑬 = 𝑬𝟎 𝑒
𝑖𝒌⋅𝒓−𝑖𝜔𝑡

𝑩 =
𝑬

𝑐

线偏振
𝑬 = 𝐸0 ො𝑥

圆偏振
𝑬 = 𝐸0 ( ො𝑥 ± 𝑖 ො𝑦)



电子的响应形式

• 电流
线性阶 𝐽𝑖(𝜔, 𝑞) = 𝜎𝑖𝑗 𝜔, 𝑞 𝐸𝑗(𝜔, 𝑞)

非线性阶 𝐽𝑖(𝜔1, 𝜔2; 𝜔1 + 𝜔2) = 𝛼𝑖𝑗𝑘 𝜔1, 𝜔2; 𝜔1 + 𝜔2 𝐸𝑗 𝜔1 𝐸𝑘(𝜔2)

q经常被忽略: 𝑞 =
2𝜋

𝜆
𝜆 ∼ 300 𝑛𝑚

相比于晶格： 𝑘 =
2𝜋

𝑎
𝑎 ∼ 1 − 2 Å

• 磁化强度
𝑀𝑖 = 𝛽𝑖𝑗𝐸𝑗 + 𝜇𝑖𝑗𝐵𝑗

• 自旋流

𝐽
𝑖

𝑆𝑗 = 𝛾𝑖𝑗𝑘𝐸𝑘 + 𝜃𝑖𝑗𝑘ℓ 𝐸𝑘𝐸ℓ



计算方法一：线性响应理论
• 物理量的期望值：

𝑂 = 𝑇𝑟 ( ො𝜌 𝑂)
• 海森堡绘景，分布函数不变而算符演化

𝑂(𝑡) → 𝑒𝑖 𝐻𝑡/ℏ 𝑂 𝑒−𝑖 𝐻𝑡/ℏ

𝑑 𝑂

𝑑𝑡
= −

𝑖

ℏ
[ 𝑂, 𝐻]

• 等价变换

𝑂 = 𝑇𝑟 ො𝜌𝑒
𝑖𝐻𝑡

ℏ 𝑂𝑒−
𝑖𝐻𝑡

ℏ = 𝑇𝑟 𝑒−
𝑖𝐻𝑡

ℏ ො𝜌𝑒
𝑖𝐻𝑡

ℏ 𝑂
• 密度算符的演化

ො𝜌(𝑡) → 𝑒−𝑖 𝐻𝑡/ℏ ො𝜌 𝑒𝑖 𝐻𝑡/ℏ

𝑑ෝ𝜌

𝑑𝑡
= +

𝑖

ℏ
[ ො𝜌, 𝐻]

𝜌 = 𝜌0 + 𝜌(1) + 𝜌(2) +⋯



计算方法二：半经典理论

• 半经典运动方程

• 玻尔兹曼方程
𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ ሶ𝒌 ⋅

𝜕𝑓

𝜕𝒌
+ ሶ𝒓 ⋅

𝜕𝑓

𝜕𝒓
= −

𝑓−𝑓0

𝜏

• 傅里叶分解
𝑓 = 𝑓0 + 𝑓1 + 𝑓2 +⋯

• 物理量计算，适用于带内过程，无法计算跃迁过程

𝑂 = ∫ 𝑑𝑘 𝜓 𝑂 𝜓 𝑓

ሶ𝒓 =
𝜕𝜀

ℏ𝜕𝒌
− ሶ𝒌 × 𝛀

ℏ ሶ𝒌 = −𝑒𝑬 − 𝑒 ሶ𝒓 × 𝑩



线性光响应：光在介质中的传播（1）

电子的响应提供源

𝛁 ⋅ 𝑬 = −
𝜌

𝜀0

𝛁 × 𝑬 = −
𝜕𝑩

𝜕𝑡

𝛁 ⋅ 𝑩 = 0

𝛁 × 𝑩 =
1

𝑐2
𝜕𝑬

𝜕𝑡
+ 𝜇𝟎𝑱𝟎 + 𝜇0𝛁 ×𝑴+ 𝜇0

𝜕𝑷

𝜕𝑡

自由部分，可在真空存在 源，由介质提供，coarse graining方法，

𝑱 = 𝑱𝟎 + 𝛁 ×𝑴+ 𝛁 × 𝜕𝑖𝑄𝑖𝑗
𝑀 Ƹ𝑒𝑗 +⋯

+
𝜕𝑷

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑡
𝜕𝑖𝑄𝑖𝑗

𝐸 Ƹ𝑒𝑗 +⋯



线性光响应：光在介质中的传播（2）
单色光

𝑬 = 𝑬𝟎 𝑒
𝑖𝒌⋅𝒓−𝑖𝜔𝑡

折射率

𝑘 = 𝑛
𝜔

𝑐

介质中的传播方程

𝛁 × 𝑬 = −
𝜕𝑩

𝜕𝑡

𝛁 × 𝑩 =
1

𝑐2
𝜕𝑬

𝜕𝑡
+ 𝜇𝟎𝑱

𝐽𝑖(𝜔, 𝑞) = 𝜎𝑖𝑗 𝜔, 𝑞 𝐸𝑗(𝜔, 𝑞)

折射率与光轴
𝑀𝑖𝑗 𝑛, 𝜔 𝐸𝑗 𝜔 = 0



旋光二向色性与磁光克尔效应：表象



旋光二向色性与磁光克尔效应：起源

传播方程的形式

𝑛2 − 𝑛0
2 −𝑎 0

𝑎 𝑛2 − 𝑛0
2 0

0 0 𝑛2 − 𝑛1
2

𝐸1
𝐸2
𝐸3

= 0

本征值与本征矢量
𝑛2 = 𝑛0

2 ± 𝑖𝑎 𝐸± = 𝐸0( ො𝑥 ± 𝑖 ො𝑦)
反对称部分的起源

𝜎𝑥𝑦 =
𝑒2

2ℏ2𝜔
σ𝑚𝑛 ∫

𝑑𝑘

8𝜋3
𝑓𝑚−𝑓𝑛 𝜀𝑚−𝜀𝑛

2 Ω𝑧 𝑚𝑛

𝜀𝑚−𝜀𝑛+ℏ𝜔+𝑖𝜂

半经典动力学，反常速度

𝐽𝑥 = −
𝑒2

ℏ
∫

𝑑𝑘

8𝜋3
Ω𝑧 𝑚𝑓𝑚 𝐸𝑦



谷霍尔效应的实验验证

K.F. Mak, et al., Science 344,
p1489-1492 (2014)



门电压调控的磁光克尔效应

Sivadas, Okamoto, and Xiao, PRL 117, 267203(2016)



空间色散现象1：自然光活性

破坏空间反演而不是时间反演
材料需具有手性
如alpha石英



自然光活性：起源

传播方程的形式

𝑛2 − 𝑛0
2 −𝑎 0

𝑎 𝑛2 − 𝑛0
2 0

0 0 𝑛2 − 𝑛1
2

𝐸1
𝐸2
𝐸3

= 0

反对称部分的起源
𝜎𝑥𝑦 𝜔, 𝑞 = 𝜎𝑥𝑦 𝜔, 0 + 𝑞𝑧𝜎𝑥𝑦𝑧 𝜔, 0 + ⋯

空间色散：
𝐽𝑖 = 𝛽𝑖𝑗𝐵𝑗
𝛽𝑖𝑗 ∝ ∫ 𝑑𝑘 𝑓′𝑣𝑖𝑚𝑗

J

E

J

E
轨道磁矩

Zhong, Moore, and Souza, PRL 116, 077201(2016)



自然光活性：经典对应
运动方程

加上态密度之后

𝐷 ሶ𝒓 =
𝜕𝜀

ℏ𝜕𝒌
+ 𝑒𝑬 × 𝛀 +

𝑒

ℏ
𝒗 ⋅ 𝛀 𝑩

手性磁电流：

𝑱 = −
𝑒2

ℏ
∫𝑑𝑘 𝒗 ⋅ 𝛀 𝑓0 𝑩

Weyl半金属

𝑱 =
𝑒2

ℎ2
𝜇𝑅 − 𝜇𝐿 𝑩

ሶ𝒓 =
𝜕𝜀

ℏ𝜕𝒌
− ሶ𝒌 × 𝛀

ℏ ሶ𝒌 = −𝑒𝑬 − 𝑒 ሶ𝒓 × 𝑩

与动量空间的磁单极子相关



空间色散现象2：方向二向色性

External optical 

field

system



方向二向色性：起源
线偏振的响应部分的高阶依赖

𝜎𝑥𝑥 𝜔, 𝑞 = 𝜎𝑥𝑥 𝜔, 0 + 𝑞𝑧𝜎𝑥𝑥𝑧 𝜔, 0 +⋯
折射率

传播方向翻转时这一项将反号

经典对应：四极矩电场产生的电流

𝐺𝑖𝑗𝑘,𝑚 = 𝑣𝑖,𝑚𝑔𝑗𝑘,𝑚Gao and Xiao, PRL 122, 227402 (2019)



量子度规的偶极矩

Gao and Xiao, PRL 122, 227402 (2019)

量子度规：布洛赫态间的距离

𝑑(|𝜓𝑘⟩, |𝜓𝑘+𝑑𝑘⟩) = 𝜓𝑘+𝑑𝑘 − 𝜓𝑘
2

= 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑘𝑖𝑑𝑘𝑗

量子度规与贝利曲率的关联

𝜕𝑖𝑢𝑘 𝜕𝑗𝑢𝑘 − 𝜕𝑖𝑢𝑘 𝑢𝑘 𝑢𝑘 𝜕𝑗𝑢𝑘

= 𝑔𝑖𝑗 +
𝑖

2
𝜖𝑖𝑗𝑘Ω𝑘
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