
拓扑与几何

物理中的几何相位（专题1）
高阳



拓扑-橡胶膜的几何

研究物体（特定空
间）在连续形变
（连续变换）下保
持不变的性质



研究对象：附带邻域性质的点集
一维 二维 三维

𝑥𝑥 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)

确定一个点所需要的独立的参量数目

康托提出的一一映射

𝑓𝑓: 0,1 → 0,1 × [0,1]

𝑥𝑥 = .5 09 006 07 8 1 2 09 05 9 2 3⋯

𝑎𝑎 = . 5 006 8 2 05 2⋯
𝑏𝑏 = .09 07 1 09 9 3⋯

= ？

维度：
（1）空集=-1维
（2）如果任意包含P的
邻域的边界的维度小于
n，则这些n值中的最小
数即为P点的维数。



拓扑示例1：一维绕数（winding 
number）

𝑓𝑓: 𝑆𝑆1 → 𝑆𝑆1



拓扑示例2：二维绕数（winding number）
Neel-type skyrimion Bloch-type skyrmion

𝑓𝑓: 𝑆𝑆2 → 𝑆𝑆2



拓扑示例3：欧拉示性数

与剖分方式无关

𝜒𝜒 = 𝑉𝑉 − 𝐸𝐸 + 𝐹𝐹
= 2 − 4 + 4 = 2

𝜒𝜒 = 𝑉𝑉 − 𝐸𝐸 + 𝐹𝐹
= 4 − 8 + 4 = 0



欧拉示性数与亏格

推广至N维曲面：

𝜒𝜒 𝑀𝑀 = 2 − 2𝑔𝑔

𝜒𝜒 = 2 𝜒𝜒 = 0 𝜒𝜒 = −2 𝜒𝜒 = −4

𝜒𝜒 𝑀𝑀 = �
0

𝑁𝑁

− 𝑘𝑘𝛽𝛽𝑘𝑘

𝛽𝛽𝑘𝑘为k-单纯形的个数

𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3,⋯ = , ,, , ⋯



高斯-博内定理：拓扑与几何的联系

闭合曲面 𝜒𝜒 𝑆𝑆 =
1
2𝜋𝜋

∯𝐾𝐾𝐾𝐾𝑆𝑆

高斯曲率

有边界的曲面 𝜒𝜒 𝑆𝑆 =
1
2𝜋𝜋

∬𝐾𝐾𝐾𝐾𝑆𝑆 +
1
2𝜋𝜋

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑘𝑘𝑔𝑔𝐾𝐾𝑑𝑑

测地线曲率
高斯曲率的一个分量



曲线与曲面的曲率

对直线的偏离

𝑘𝑘 =
1
𝑟𝑟 =

𝐾𝐾𝑑𝑑
𝐾𝐾𝑑𝑑

考察过P点的曲线

它们将具有不同的曲率，
其中的最大值和最小值为主曲率𝑘𝑘1, 𝑘𝑘2



平均曲率与最小曲面

平均曲率（外禀）𝑘𝑘 = 𝑘𝑘1 + 𝑘𝑘2

决定肥皂膜的形状：膜的表面张力对应的自由能正比于面积

最小曲面问题：每个点附近的面积均取极小



高斯曲率

高斯曲率（内禀）𝑘𝑘 = 𝑘𝑘1𝑘𝑘2

曲面的基本形式

𝑥𝑥 = 𝑋𝑋 𝑢𝑢, 𝑣𝑣
𝑦𝑦 = 𝑌𝑌 𝑢𝑢, 𝑣𝑣
𝑧𝑧 = 𝑍𝑍(𝑢𝑢, 𝑣𝑣)

𝐾𝐾𝑟𝑟2 = 𝐸𝐸𝐾𝐾𝑢𝑢𝐾𝐾𝑢𝑢 + 𝐹𝐹𝐾𝐾𝑢𝑢𝐾𝐾𝑣𝑣 + 𝐹𝐹𝐾𝐾𝑣𝑣𝐾𝐾𝑢𝑢 + 𝐺𝐺𝐾𝐾𝑣𝑣𝐾𝐾𝑣𝑣

完全由度规决定

𝑘𝑘 =
1
2𝐻𝐻

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢

𝐹𝐹
𝐸𝐸𝐻𝐻

𝜕𝜕𝐸𝐸
𝜕𝜕𝑣𝑣

−
1
𝐻𝐻
𝜕𝜕𝐺𝐺
𝜕𝜕𝑢𝑢

+
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑣𝑣

2
𝐻𝐻
𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑢𝑢

−
1
𝐻𝐻
𝜕𝜕𝐸𝐸
𝜕𝜕𝑣𝑣

−
𝐹𝐹
𝐸𝐸𝐻𝐻

𝜕𝜕𝐸𝐸
𝜕𝜕𝑢𝑢

曲面上两点的距离

高斯极妙定理
除非产生拉伸或压缩，
否则高斯曲率不变

𝐻𝐻 = 𝐸𝐸𝐺𝐺 − 𝐹𝐹2



高斯曲率示例

𝑘𝑘 > 0

𝑘𝑘 = 0

𝑘𝑘 < 0

轮胎面（环面）



高斯-博内定理：拓扑与几何的联系(1)

闭合曲面 𝜒𝜒 𝑆𝑆 =
1
2𝜋𝜋

∯𝐾𝐾𝐾𝐾𝑆𝑆

高斯曲率

球面的曲率：𝐾𝐾 = 1
𝑅𝑅2 𝜒𝜒 𝑆𝑆 =

1
2𝜋𝜋

∯𝐾𝐾dS =
1

2𝜋𝜋R2
× 4𝜋𝜋𝑅𝑅2 = 2

𝜒𝜒 = 𝑉𝑉 − 𝐸𝐸 + 𝐹𝐹 = 2 − 4 + 4 = 2



高斯-博内定理：拓扑与几何的联系(2)

有边界的曲面 𝜒𝜒 𝑆𝑆 =
1
2𝜋𝜋

∬𝐾𝐾𝐾𝐾𝑆𝑆 +
1
2𝜋𝜋

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑘𝑘𝑔𝑔𝐾𝐾𝑑𝑑

测地线曲率
衡量对测地线的偏离

半球，边界为测地线
𝜒𝜒 𝑆𝑆 =

1
2𝜋𝜋

∬𝐾𝐾dS =
1

2𝜋𝜋R2
× 2𝜋𝜋𝑅𝑅2 = 1

𝜒𝜒 = 𝑉𝑉 − 𝐸𝐸 + 𝐹𝐹 = 2 − 3 + 2 = 1



球面三角形的内角和

𝑑𝑑 =
1
2𝜋𝜋

∬𝐾𝐾𝐾𝐾𝑆𝑆

对平直空间的偏离



平行转移

平直空间中的转移：
向量与两点连线的夹角不变

一般曲面空间中的转移：
向量与两点的测地线的夹角不
变

球面示例



平行转移约束

平行转移切平面的矢量𝒂𝒂

切平面的约束 𝒂𝒂 ⋅ 𝒏𝒏 = 𝟎𝟎

平行转移的约束： 𝛀𝛀 ⋅ 𝒏𝒏 = 𝟎𝟎

矢量𝒂𝒂的变化（转动）：�̇�𝒂 = 𝛀𝛀 × 𝒂𝒂

补充局域坐标架：𝒃𝒃 = 𝒏𝒏 × 𝒂𝒂
定义切空间的复矢量：|𝜼𝜼⟩ = 𝒂𝒂 + 𝑖𝑖 𝒃𝒃

平行转移 ⇔ 𝜂𝜂 𝑖𝑖𝜕𝜕 𝜂𝜂 = 0



非和乐角

𝑥𝑥

𝑦𝑦
𝑦𝑦′

𝒙𝒙′

𝐾𝐾𝑑𝑑

𝜂𝜂 𝑖𝑖𝜕𝜕 𝜂𝜂 𝐾𝐾𝑑𝑑 = 𝑖𝑖 𝜂𝜂 𝜂𝜂′ − 𝑖𝑖
= 𝑖𝑖𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑖𝑖
= 𝐾𝐾𝑑𝑑

𝑑𝑑 = ∮ 𝜂𝜂 𝑖𝑖𝜕𝜕 𝜂𝜂 𝐾𝐾𝑑𝑑

|𝜼𝜼⟩ = 𝒙𝒙 + 𝑖𝑖 𝒚𝒚



量子力学中的对应

曲面几何 量子力学中的对应

坐标架 局域坐标 参数空间

基矢 切平面的基矢 哈密顿量本征矢

平行转移 𝜂𝜂 𝑖𝑖𝜕𝜕 𝜂𝜂 = 0 𝜓𝜓 𝑖𝑖𝜕𝜕 𝜓𝜓 = 0
非和乐性 非和乐角 贝利相位

曲率 高斯曲率 贝利曲率

拓扑数 欧拉数 陈数



参数空间
哈密顿量依赖于参数，本征态也会有此性质

𝐻𝐻 𝑹𝑹 𝑛𝑛,𝑹𝑹 = 𝐸𝐸𝑛𝑛 𝑹𝑹 |𝑛𝑛,𝑹𝑹⟩

本征矢为复数，以其实部和虚部类比于参量空间的“切空间”

Im|𝑛𝑛,𝑹𝑹⟩

Re|𝑛𝑛,𝑹𝑹⟩

相角不确定

𝜼𝜼 = 𝒂𝒂 + 𝑖𝑖 𝒃𝒃 → |𝑛𝑛,𝑹𝑹⟩



量子态的演化

求解

𝑖𝑖𝜕𝜕𝑡𝑡 𝜓𝜓 = 𝐻𝐻 𝑹𝑹(𝑡𝑡) |𝜓𝜓⟩
薛定谔方程

𝜓𝜓 = �
𝑛𝑛

𝑐𝑐𝑛𝑛 𝑡𝑡 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑡𝑡)|𝑛𝑛,𝑹𝑹 𝑡𝑡 ⟩ 𝜃𝜃𝑛𝑛 𝑡𝑡 = �
𝑡𝑡 𝐾𝐾𝑡𝑡′

ℏ
𝐸𝐸𝑛𝑛[𝑹𝑹 𝑡𝑡′ ]

动力学相位瞬时本征矢分解

𝜕𝜕𝑡𝑡𝑐𝑐𝑛𝑛 𝑡𝑡 = −�
𝑚𝑚

𝑐𝑐𝑚𝑚 𝑡𝑡 ⟨𝑛𝑛,𝑹𝑹 𝑡𝑡 𝜕𝜕𝑡𝑡 𝑚𝑚,𝑹𝑹 𝑡𝑡 ⟩

= − 𝑐𝑐𝑛𝑛 𝑡𝑡 ⟨𝑛𝑛,𝑹𝑹 𝑡𝑡 𝜕𝜕𝑡𝑡 𝑛𝑛,𝑹𝑹 𝑡𝑡 ⟩
−∑𝑚𝑚≠𝑛𝑛 𝑐𝑐𝑚𝑚 𝑡𝑡 ⟨𝑛𝑛,𝑹𝑹 𝑡𝑡 𝜕𝜕𝑡𝑡 𝑚𝑚,𝑹𝑹 𝑡𝑡 ⟩



贝利相位：绝热循环演化

绝热条件：𝑹𝑹(𝑡𝑡) 变化足够缓慢，n指标没有变化

𝜕𝜕𝑡𝑡𝑐𝑐𝑛𝑛 𝑡𝑡 = − 𝑐𝑐𝑛𝑛 𝑡𝑡 ⟨𝑛𝑛,𝑹𝑹 𝑡𝑡 𝜕𝜕𝑡𝑡 𝑛𝑛,𝑹𝑹 𝑡𝑡 ⟩

循环演化：𝑹𝑹 𝑇𝑇 = 𝑹𝑹(0)

取如下解形式 𝑐𝑐𝑛𝑛 𝑡𝑡 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝛾𝛾𝑛𝑛 𝑡𝑡

相位满足如下方程
𝜕𝜕𝑡𝑡𝛾𝛾𝑛𝑛 𝑡𝑡 = 𝑖𝑖 𝑛𝑛,𝑹𝑹 𝑡𝑡 𝜕𝜕𝑡𝑡 𝑛𝑛,𝑹𝑹 𝑡𝑡 = 𝑖𝑖 𝑛𝑛,𝑹𝑹 𝑡𝑡 𝜕𝜕𝑹𝑹 𝑛𝑛,𝑹𝑹 𝑡𝑡 ⋅ �̇�𝑹

贝利相位 𝛾𝛾𝑛𝑛 𝑡𝑡 = 𝑖𝑖∮ 𝑛𝑛,𝑹𝑹 𝑡𝑡 𝜕𝜕𝑹𝑹 𝑛𝑛,𝑹𝑹 𝑡𝑡 𝐾𝐾𝑹𝑹



平行转移：量子版本

构造如下态矢量

|𝜂𝜂𝑛𝑛⟩ = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝛾𝛾𝑛𝑛 𝑡𝑡 |𝑛𝑛,𝑹𝑹⟩

其将满足如下方程

𝜂𝜂𝑛𝑛 𝜕𝜕𝑡𝑡 𝜂𝜂𝑛𝑛 = 0

此态矢量在参量空间中被平行转移

贝利相位即为非和乐角
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