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第⼀部分：Hofstadter Butterfly

Hofstadter模型，朗道能级

1.你应当熟悉下⾯的⼆维正⽅晶格的紧束缚模型：

 

这⾥我们只考虑了电⼦的最近邻跃迁，并假设x、y⽅向的跃迁能量相等。请使⽤下列傅⾥叶变换

将上⾯的实空间哈密顿量变为动量空间哈密顿量  ：

 

计算出  ，并给出第⼀布⾥渊区(在上式中简写为FBZ，即  的取值范围)。当你得到正

确的  ，你会发现它只是⼀个实函数，也就是说，它已经给出了系统的能带

 。

答案：  ，FBZ为  

2.考虑对该⼆维正⽅晶格施加⼀个垂直于平⾯的匀强磁场  ，在施加了磁场的情况下，系统

的实空间紧束缚哈密顿量可以由如下的Peierls代换得到：

 其中  是原系统中电⼦从格点  跃迁到格点  的跃迁能

量，  是磁场的⽮势。我们选⽤如下的⽮势：

 ，⾸先请验证  ，接着请计算出经过Peierls代换后系统的紧束缚哈密

顿量，你得到的将是Hofstadter（侯世达）哈密顿量，请将其记为  。

答案：   

3.你会发现，对于任意的  ，我们得到的Hofstadter哈密顿量⼀般来说会失去原本的晶格平移

对称性，也就是说，你可以找到格⽮  ，使得  ，请问为什么会这样？

答案：因为我们⼈为选取的依赖于  的规范  显式地出现在了哈密顿量  中，

从⽽破坏了晶格平移对称性  。

4.请在Hofstadter哈密顿量中令  ，其中  是互质的正整数，也就是说，调节

磁场强度使得通过⼀个原胞的磁通量  为  的有理数倍，我们⼀般将  称

为磁通量⼦（magnetic flux quantum），此时，请证明  和  都是哈密顿量的对称性。

答案：注意到此时  的作⽤相当于  ，⽽ 并未被破坏

即可。



5.上述的对称性  和  使得你可以定义⼀个新的原胞，称为磁原胞（magnetic unit 

cell），其为  的原胞沿  ⽅向扩⼤q倍，也就包含了q个格点。给出磁原胞的第⼀布⾥渊

区（称为磁布⾥渊区MBZ），并利⽤其将Hofstadter哈密顿量变换到动量空间，将得到的结果

记为  ，你会发现  是⼀个  矩阵。

答案：令  为位于  处的磁原胞内的第  个格点，其空间位

置为  ,得到含  个格点的磁原胞，其

格⽮为  ，从⽽磁布⾥渊区为  ，由傅⾥叶变换

 得到  其⾮零元素为

 

6.令  ，编写程序，数值计算出  的能带图。

参考答案：

7.令磁通量分数  ，并选取FBZ内⼀组⾜够稠密的点  ，编写程序在⼀张图

上绘制出  的所有本征能量关于  的图像，你只需选择  区间中⾜够

多的有理数  ，⽐如所有  的，对每个  和每个  绘制  的所有本征能量

即可。由于  ，实际上你得到的就是  处系统的能谱在调节磁场时的变化图像，你会

发现这种变化是分形的！该图像由Hofstadter⾸先发现，因此叫做Hofstadter蝴蝶。

参考答案：

8.请⽤上述⽅法绘制⼆维蜂巢晶格（⽯墨烯）的Hofstadter蝴蝶，只需考虑最近邻的电⼦跃迁。

提示：尽管磁场仍是  ，你还是需要选取⼀个与上述正⽅晶格问题不同的⽮势  



，使得蜂巢晶格的磁原胞能够被定义出来，否则你将⽆法得到有限维的动量空间Hofstadter哈密

顿量。

参考答案：

参考的蜂巢晶格⽮势：

 

晶格基⽮：

 

哈密顿量：

 

其余元素为0.

Hofstadter蝴蝶：

9. 编写好上述程序以后，你已经能够数值求解任意有理磁通量分数  ，任意动量

 的Hofstadter能带  和Bloch波函数  ，从⽽能够计算Berry曲

率。给定  ，对于正⽅晶格或者蜂巢晶格，请编写程序计算某条能带的Berry

曲率在磁布⾥渊区内的积分，你有什么发现？

参考答案：积分值是  的整数倍。
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