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5  IIR数字滤波器设计
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5.1 基本设计方法

)( ΩjH

Ω1Ω 2Ω

2δ

1δ

1δ
1Ω

2Ω

2δ

：止频率

：带内起伏

：止带起始频率

：止带衰减

：过渡带宽12 Ω−Ω

一般设计原则：构造满足要求的H(z)

非理想幅度特性
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5.1 基本设计方法

IIR滤波器的基本设计思路：

1）间接设计：模拟滤波器数字滤波器

2）直接设计：时域逼近，频域逼近
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5.1 基本设计方法

间接设计：模拟滤波器方式

a）选定模拟滤波器模型

Butterworth，Chebyshev

( )sHa

( ) ( )zHsHa → 1) 冲激响应不变法
2) 阶跃响应不变法
3) 双线性变换法

b）滤波器频域参数滤波器模型参数

幅度平方函数 ( ) ( ) 22 Ω=Ω jHA a

c）变换

得到系统函数
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5.2 模拟滤波器模型
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参数： 系统阶数 N
截止频率Ωc，3dB带宽

( ) N
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( ) dB 01.3
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一、Butterworth模型：幅度平方函数

5.2  模拟滤波器模型
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1）通带、止带内均为单调衰减，通带内平坦特性较好

2）N较大，逼近理想的矩形频率特性
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根据幅度平方模型，设计系统函数Ha(s)
5.2  模拟滤波器模型

2 2
2

1( ) ( )

1
a N

c

H j A
Ω
Ω

Ω = Ω =
 

+  
 

满足条件的系统函数H(s)应有

2

1( ) ( )
1 ( / )a a Ns j

c s j

H s H s
s jΩ

∗

= Ω
= Ω
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5.2  模拟滤波器模型

共有2N个极点：

( + )2 11
2 2 1 2 2 ,j

k c

k
N k , ,  ...  Ns Ω e π−

==  

2

1
1 ( / ) N

cs jΩ+
这里，

即，Ha(s)应满足
2

1

1( ) ( )
N

a a s j
k k s j

H s H s
s s

∗

= Ω
= = Ω

=
−∏



wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学 10

5.2  模拟滤波器模型

σ

Ωj
平面 S

cΩ

1）在Butterworth圆上，等圆周角分布；

2）在左右平面各分布N个极点，关于虚

轴对称，且在虚轴上没有极点；

3）关于实轴对称。

极点族sk的分布特征：

( + )2 11
2 2

1 2 2

j
k c

k
N

k , ,  ...  N

s Ω e π−

=

=
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5.2  模拟滤波器模型

为保证系统因果稳定，取前N个极点构成Ha(s)

( + )

1

2 11
2 21( )  ,   

N
j

a k c
k k

k
NH s s Ω e

s s
π

=

−
= =

−∏
极点均位于左半平面，虚轴上无极点
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5.2  模拟滤波器模型

考查Ha(s)的幅度平方特性
2 *( ) ( ) ( )a a a s j

H j H s H s
= Ω

Ω =

* *( ) ( )a aH s H s=

2 *( ) ( ) ( )a a a s j
H j H s H s

= Ω
∴ Ω =

极点关于实轴对称，h(t)为实函数，

则
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5.2  模拟滤波器模型

2 *

( + )

1

2
2

2 11
2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 1  ,    

1= ( )
1 ( / )

a a a s jΩ

a a
N

j
k c

k k k

N
c

k
N

H jΩ H s H s

H jΩ H jΩ

s Ω e
jΩ s jΩ s

A Ω
jΩ

π

=

=

−

=

= −

= ⋅ =
− − −

=
+ Ω

∏

如此构造的H(s) 幅度特性服从Butterworth
模型。
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模型参数：N，Ωc

①系统阶数N
通带截止频率Ω1以及对应的起伏δ 1
止带起始频率Ω2以及对应的衰减δ 2

5.2  模拟滤波器模型

2

1

/10

/10

2

1

10 1lg1 10 1
2 lg

N

δ

δ
−
−= ⋅

Ω
Ω
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② 3dB衰减点Ωc（不是通带截止频率Ω1）

5.2  模拟滤波器模型

Nc
ΩΩ

2110 110 // )( −
= δ

式中Ω是衰减δ所对应的频率点，可以由
通带Ω1/δ 1或止带Ω2/δ 2分别确定。

当N的计算值带有小数并取整，会得
到两个不同的Ωc值，通常可以折中选取。
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Ⅱ型：通带内单调衰减，止带等波纹波动

( ) ΩjH a

Ω

21
1
ε+

1

Ωc Ω2

5.2  模拟滤波器模型

二、Chebyshev滤波器
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椭圆滤波器：通带、止带均等波纹

( ) ΩjH a

Ω

21
1
ε+

1

Ωc Ω2

5.2  模拟滤波器模型



wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学 18

Ⅰ型：通带内等波纹波动，止带单调衰减

( ) ΩjH a

Ω

21
1
ε+

1

Ωc Ω2

5.2  模拟滤波器模型
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( )
)(

c
N Ω

ΩC
ΩA

22

2

1

1

ε+
=

多项式：阶， Chebyshev    )( NxCN





≥
<<
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−
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1

0

2

1

−+ −=
=
=递推表达，

幅度平方函数

5.2  模拟滤波器模型
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( )
( )

111
2
1
2
1

2

11

11

++=

+=

−=

−

−

εε
α

αα

αα

NN

NN

b

a

σ

Ωj

cbΩ

caΩ

极点分布：共2N个极点，关于实轴σ和虚轴
jΩ对称分布。

5.2  模拟滤波器模型

2 2

2 2

1( ) ( )
1 ( )

a s j

N
c

H j A sC
jΩ

ε
= Ω

Ω = Ω =
+

根据Chebyshev模型，设计系统函数Ha(s)
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取左半平面的N个极点，构成Ha(s)

ckkk ΩjbaS  )cossin( θθ +−=

2 1             1  2    
2k
k k N
N

θ π−
= = ， ， ，

1

1( )
N

a
k k

H s
s s=

=
−∏

系统稳定、因果

5.2  模拟滤波器模型
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②根据设计要求指定通带截止频率Ωc= Ω1

)lg(
 )(
 )(

lg
min

max 211020 εδ +=
Ω

Ω
=

jH
jH

a

a

2110 110 //  )(   −=⇒ δε

③根据止带衰减 δ 2 和止带起始频率 Ω2 计算 N

与Butterworth不同， Ωc所对应的衰减点，
不一定是 3 dB点

模型参数：

①根据通带波纹δ 1计算 ε

Nc           ，， Ωε

5.2  模拟滤波器模型
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)(ch
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ch

1

21
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Ω
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−

−








−

=
ε

试算法：Ω2，Ω1，ε为固定值，取不同的N值
进行试算，直到满足止带衰减条件

2 220 lg ( ) aH jΩ δ− ≥

( ) 2
2

1

20 lg  20lg 20lgCa N
ΩH jΩ
Ω

ε
 

≈ − −  
 

5.2  模拟滤波器模型
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5.3 基本变换方法
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准则：

一、冲激响应不变法

( ) ( ) nTta thnh ==

( ) [ ] ( )[ ]nTta thZnhZzH === )(

5.3 基本变换方法

定义：Ha(s) 模拟滤波器系统函数

ha(t) 模拟滤波器冲激响应

思路： Ha(s)  ha(t)  h(n)  H(z)
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根据拉氏变换的性质，得到相应的冲激响应为：

( ) ( )∑
=

=
N

k

ts
ka tueAth k

1

将 Ha(s) 用部分分式表示：

( ) ∑
= −

=
N

k k

k
a ss

AsH
1

5.3 基本变换方法
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则 ( ) ( )nThnh a=

( ) ( )∑
=

=
N

k

nTs
k nueA k

1

( ) ( )∑
∞

∞−

−=∴ nznhzH ( )∑∑
∞

= =

−=
0 1

1

n

N

k

nTs
k zeA k

( )∑ ∑
=

∞

=

−=
N

k n

nTs
k zeA k

1 0

1

∑
=

−−
=

N

k
Ts

k

ze
A

k1
11

H(z)所有参数

用Ha(s)参数表达

5.3 基本变换方法
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① Ha(s)的极点Sk， H(z)的对应极点

Ha(s) 到 H(z) 的映射关系：

ks T
kz e=

③ Ha(s) 的零点与 H(z)的零点没有明显的对
应关系

②若Ha(s)是稳定的，则H(Z)也是稳定的

位于S左半平面的极点映射到Z平面单位圆内

5.3 基本变换方法

∑
=

−−
=

N

k
Ts

k

ze
AzH

k
1

11
)(Ha(s) 



wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学 29

H(z)与 Ha(s)之间的频率响应关系

( ) ( )[ ]∑
∞

−∞=

Ω Ω−Ω=∴
m

sa
Tj mjH

T
eH 1    

5.3 基本变换方法

( ) ( ) nTta thnh ==   
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若Ha(s)频带没有限制，存在混叠现象

当Ha(s)具有锐截止特性，且取样率足够
高，混叠现象可以忽略：

( ) ( )
T

jH
T

eH a
Tj π

≤ΩΩ≈Ω 1

1）频域为线性变换关系

2）适用于低通和带通滤波器

5.3 基本变换方法
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频域参数

Ha(s)

ha(t)

h(n)

H(z)

拉氏变换

取样t=nT

Z变换

用Ha(s)的部分分

式和的参数表达

Butterworth
Chebyshev，……

基本流程

5.3 基本变换方法
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5.3 基本变换方法

Ｚ变换与拉氏变换

sTez =

)(sH )(zH

z
T

s ln1
=或

？
z

T
s ln1
=
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5.3 基本变换方法

)(sH

)(sHs

)(th

∑
∞

−∞=

−=
n

s nTtnhth )()()( δ )(zH

)(zH
L变换 Z变换

L变换 Z变换

sTez =

sTez ≠

)(sH

抽
样
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5.3 基本变换方法

结论：对一般的H(s)，不存在这样的变换关系

sTez = H(s) ▬► H(z)

H(s)   ▬► Hs(s)   ▬► H(z)

sTez =抽
样

使得
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二、阶跃响应不变法

定义： ys(n) ，数字滤波器的单位阶跃响应

ysa(t) ，模拟滤波器的单位阶跃响应

准则： ( ) ( ) nTtsas tyny ==

( )[ ] ( ) ( )[ ]nuZ
zz

zHnyZ s =
−−

⋅= −− 11 1
1      ,  

1
1

( ) ( ) ( )[ ]nyZzzH s
11 −−=

5.3 基本变换方法

思路： Ha(s)  ysa(t)  ys(n)  Ys(z)  H(z)
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设Ha(s)可以表达为部分分式和

则

( )[ ] ( )
s

sHtyLsY asasa
1)( ⋅== ( )[ ]tuL

s
=

1

( ) ∑
= −

=
N

k k

k
a ss

AsH
1

( )
( )∑

= −
=

N

k k

k
a sss

AsH
s 1

1

∑
=









−

−
=

N

k kk

k

ssss
A

1

11

5.3 基本变换方法
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由拉氏变换的性质：

( ) ( )



= − sH
s

Lty asa
11 ( ) ( )∑

=
−=

N

k

ts

k

k tue
s
A

k

1
1

( )[ ] ( )∑∑
∞

= =

−
= −=

0 1
1

n

N

k

nnTS

k

k
nTtsa ze

s
AtyZ k

( )∑ ∑
=

∞

=

−− −⋅=
N

k n

nnnTS

k

k zze
s
A

k

1 0

∑
=

−− 







−
−

⋅−
=

N

k
TS

k

k

zzes
A

k
1

11 1

1

1

1

5.3 基本变换方法
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系统函数极点分布与冲激响应不变法相似

( ) ( ) ( )[ ]nyZzzH s
11 −−=∴

∑
= −

−
⋅=

N

k
TS

TS

k

k
k

k

ez
e

s
A

1

1

11
1)()]([)( −−

⋅==
z

zHnyZzY ss

5.3 基本变换方法
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频率响应：

( ) ( ) ( ) ( )1 11j T j T
a s

m s

H e e H j m
T j m

∞
Ω − Ω

=−∞

= − Ω− Ω  Ω− Ω∑

阶跃响应不变法仍有频谱混叠问题，但
幅度响应随Ω的增加，有 6dB/倍频程的衰减。

5.3 基本变换方法
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当ΩT <<1 时，

在低频端有较好地近似

( ) ( )ΩΩ jHeH a
Tj ≈

若Ha(jΩ) 是带限的，则

( ) ( )Ω
Ω

Ω
Ω jH

Tj
eeH a

Tj
Tj

−−
=

1

与原型滤波器相比，频率响应有畸变

5.3 基本变换方法
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频谱混叠现象：冲激响应不变法和阶跃响应
不变法均建立在时域取样基础上

原因：经过取样，S平面的虚轴被周期性地
分段映射到Z平面的单位圆上

Ωj

sΩ2
1

sΩ2
1−

sΩ2
3−

σ

[ ]Zj Im

[ ]ZRe

5.3 基本变换方法
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Ωj

σ

Ω ′j

σ ′

平面 S 平面 S ′
T
π

T
π−

三、双线性变换法

避免变换引起的频谱混迭

S平面全部 S’平面有限区域 Z平面

5.3 基本变换方法
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完成S平面 S’平面的一种映射关系：

C 为任意常数

左半平面 左半平面

右半平面 右半平面

Ts

Ts

e
eCs ′−

′−

+
−

=
1
1

2
TtgC ΩΩ
′

⋅=

S ′
S ′

S
S

+∞<<∞− Ω
TT
πΩπ

<′<−

5.3 基本变换方法
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S’平面上的窄区间 被映射到整
个Z平面上

则，原S平面与Z平面最终的映射关系为：

S’平面映射到 Z 平面

Tsez ′=

1

1

1
1

−

−

+
−

=
z
zCs sC

sCz
−
+

=或

TT
πΩπ

<′<−

5.3 基本变换方法
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以 代入变换关系：Ω+= js σ

( )
( ) 2

,
22

22 ωΩ
Ωσ
Ωσ tgC

C
Cz ⋅=

+−
++

=

jΩ Z平面单位圆上

S左半平面 Z平面单位圆内

S右半平面 Z平面单位圆外

1)σ= 0，|z|=1 ：

2)σ< 0，|z|<1 ：
3)σ> 0，|z|>1 ：

5.3 基本变换方法
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单值映射

模拟滤波器唯一的数字滤波器

极点数目不变

消除频谱混叠

幅度响应与相位响应非线性畸变

双线性变换的性质

5.3 基本变换方法
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幅度畸变 相位畸变

2
tgωΩ ⋅= C

2
tgωΩ ⋅= C

Ω

( )ΩH ω

( ) ωjeH

ω

( )Ωϕ
( )ωϕ

ω

ω

Ω

5.3 基本变换方法
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5.4 设计实例
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一、Butterworth滤波器

变换方法：冲激响应不变法

通带截止频率Ω1不是Butterworth截止频率 Ωc ，
Ωc为3 dB带宽

5.4 设计实例

滤波器模型： Butterworth

通带截止频率 f1=1.5kHz，带内起伏δ1=1dB

取样频率 fs=20kHz， T=5x10-5 s
止带起始频率 f2=4kHz，带内衰减δ2=15dB
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解：1）确定模拟滤波器指标

按要求，数字滤波器的频率响应满足，

通带

止带

当 时有（忽略频谱混叠的影响）

( )
( ) 1

0

  

  
lg20

1
δ≤

Ω Tj

j

eH

eH

( )
( ) 2

0

  

  
lg20

2
δ≥

Ω Tj

j

eH

eH

T
π

<Ω

( ) ( )Ω≈Ω jH
T

eH a
Tj 1

5.4 设计实例
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代入上式，得模拟滤波器应满足的指标，

( )
( ) 1

1   
 0 

lg20 δ≤
ΩjH
jH

a

a

( )
( ) 2

2   
 0 

lg20 δ≥
ΩjH
jH

a

a

11 2 fπΩ =

22 2 fπΩ =

5.4 设计实例
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2）计算模型参数（ Butterworth ）

( ) ( )
2
1

21
1













+
= Na

c

jH
Ω
Ω

Ω ( ) 10 =jH a

1

2

1

1

1lg10
)(
)0(

lg20     δ
Ω
Ω

jΩH
jH

N

ca

a ≤



















+=∴

2

2

2

2

1lg10
)(

)0(
lg20     δ

Ω
Ω

jΩH
jH

N

ca

a ≥



















+=∴

5.4 设计实例
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对不等式取等号以求解参数N， Ωc

1

2

δ=



















Ω
Ω

+
N

c

1110lg 2

2

c

2110lg δ=



















Ω
Ω

+
N

解得

3
2

3
121 1042   105.12    15    1 ××Ω××Ω= ππδδ ＝，＝，＝，

数值计算：

得N＝2.43，取N＝3

5.4 设计实例

1

2

/

/

lg
10
10lg

1

2

Ω
Ω

−
−

⋅= 1

1

2

1 10

10

δ

δ

N
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确定Ωc ：可分别按通带要求或止带要求，
如果取N＝2.43，则两种计算结果相同

①按通带，
4.86

1

c

10lg 1 1
  Ω + = Ω   

解得 c 1.98 2k πΩ = ⋅

②按止带，
4.86

2

c

10lg 1 15
  Ω + = Ω   

解得 c 1.98 2k πΩ = ⋅

5.4 设计实例
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如果取N＝3，则两种计算结果不同：

①按通带，
6

1

c

10lg 1 1
  Ω + = Ω   

解得

在止带起始处：

π2 879.1c ⋅=Ω k

1573.19
879.1
4110lg

6

>=

















+

在通带截止频率处： 1355.0
26.2
5.1110lg

6

<=

















+

②按止带，
6

2

c

10lg 1 15
  Ω + = Ω   

解得 π2 26.2c ⋅=Ω k

5.4 设计实例
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为使两边均有裕量，取中间值， π2 2 ⋅=Ω kc

则，通带

止带

1711.0
2
5.1110lg

6

<=

















+

1513.18
2
4110lg

6

>=

















+

5.4 设计实例
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最后确定：





⋅=Ω
=

π22
3

k
N

c

( ) dB  lg20 ΩjH a

Ω
1Ω cΩ 2Ω0

7.0−
3−

13.18−

5.4 设计实例
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3）求模拟系统函数 Ha(s)
ππ ΩΩΩ 3

2
3
2

321       j
cc

j
c esses −=−== ，，

( )
( )( )( )321

0
1

ssssss
KsH a −−−

⋅=

( ) 3
0        10 ca KH Ω== 得

( )
))()((

   
3
2

3
2

3

c
j

c
j

c

c
a

seses
sH

Ω+Ω−Ω−

Ω
=∴

− ππ

5.4 设计实例
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一般情况 ∏∑∏
≠== −

=
−

=
− ij ji

i

N

i i

i
N

i i ss
c

ss
c

ss
1       1

11

，

得：

( )

3 33 3
2 2 2 2

3 31 1
2 2 2 2

1 1
1

( ) ( )

a

c
c c c

H s

j j
s s j s j

=

 
 − + − − Ω ⋅ + +

+Ω −Ω − + −Ω − − 
  

将 Ha(s) 作部分分式展开，

5.4 设计实例
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( )H z =4）进行脉冲响应不变的变换，

将 代入，经过整理，得，6283.02
20
2

=⋅=Ω πTc

( ) 







+−

−
−

−
= −−

−

− 21

1

1 533.0252.11
843.01

533.01
1

zz
z

z
zH cΩ

3 31 1
2 2 2 2

3 33 3
2 2 2 2

1 ( ) ( )1 1

1 1
1

1 1 1c c c
c T j T j T

j j
z e z e z e

−Ω− − + Ω − − Ω− −

 
 − + − − Ω ⋅ + +
− − −

  

5.4 设计实例
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5）对数字滤波器进行验算，fs=20kHz

( ) 







+−

−
−

−
⋅Ω= −−

−

− ωω

ω

ω
ω

jj

j

jc
j

ee
e

e
eH

533.025.11
843.01

533.01
1

通带 πω 2
20

5.1
1 ⋅=

( )
( ) dB 1  dB 70.0lg20

1

0

<=
ωj

j

eH

eH

止带 πω 2
20
4

2 ⋅=
( )
( ) dB 15  dB 2.18lg20

2

0

>=
ωj

j

eH

eH

5.4 设计实例
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二、Chebyshev滤波器

用双线性变换设计 Chebyshev 滤波器，

指标同前：

kHz 20
dB 15          kHz   4

dB 1          kHz 5.1

22

11

=
≥=
≤=

sf
f
f

δ
δ

，

，

5.4 设计实例
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Ⅰ型：通带内等波纹波动，止带单调衰减

( ) ΩjH a

Ω

21
1
ε+

1

Ωc Ωs

5.4 设计实例

( )
)(1

1
22

2

c
NC

A

Ω
Ω

+
=Ω

ε
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解：1）频率指标预畸

ππωω

ππωω

ω

4.02         
2

tg

15.02         
2

tg

1                
2

tg

2
2

2
2

1
1

1
1

=⋅==Ω

=⋅==Ω

=⋅=Ω

s

s

f
f

f
f

cc 取，

2）确定模型参数

5088.0)110( 2/110/1 =−= δε

2
tg 1

1
ω

=Ω=Ωc

①

②

5.4 设计实例
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③试算法确定滤波器阶数 N

2
2221lg10 δε ≥















Ω
Ω

+
c

NC

dB 15dB 191lg10 22
2

2 >=















Ω
Ω

+
c

Cε









=
=Ω

=

2
240.0

5088.0

N
c

ε

当取 N=2 时，

故，模型参数为，

满足设计要求

5.4 设计实例
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3）极点与系统函数

111
2 ++=

εε
α

( )2
1

2
1

2
1 −−= ααa ( )2

1
2
1

2
1 −+= ααb

4
3          

4 21
πθπθ == ，

( ) cjbaS Ωθθ 112  1 cossin ±−=，

5.4 设计实例
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( )

         
)(2

         

)cossin(sin2
         

))((

21
4
12

1
22

1
22

1
2

21

cc

cc

a

sas
K

basas
K

ssss
KsH

Ω++Ω+
=

Ω++Ω+
=

−−
=

−αα

θθθ

模拟滤波器Ha(s)系统函数

5.4 设计实例
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21

1

ε+

4）确定归一化常数K

N为偶数，|Ha(j0)|在Ω=0 取得最小值

( )
221

4
1 1

1
)(

 0
εαα +

=
Ω+

= −
c

a
KjH

0566.0
14

)(
2

21

=
+

Ω+
=

−

ε
αα cK

( )
06355.02636.0

0566.0
2 ++

=
ss

sHa

5.4 设计实例
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5）进行双线性变换
1

1

1
1

−

−

+
−

⋅=
z
zcs

取 c=1，查表得：

( ) 21

21

 6028.0 411.11
)21(  04268.0
−−

−−

+−
++

=
zz

zzzH

6）验算

处，πω 15.01 = ( ) dB 1 lg20 1 =− ωjeH

( ) dB 19 lg20 2 =− ωjeHπω 4.02 = 处，

5.4 设计实例
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5.5 IIR滤波器频域变换法
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5.5 IIR滤波器频域变换法

数字高通，带通，带阻滤波器设计

基本方法：

1）模拟低通数字低通，高通，带通，带阻
2）模拟低通数字低通数字高通，带通，带阻

3）模拟低通模拟低通，高通，带通，带阻

数字低通，高通，带通，带阻
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一、IIR数字高通滤波器设计
1）数字高通滤波器的幅度响应与设计规定

阻 带：0～ω2，起伏δ2
通 带：ω1～π，起伏δ1
过渡带：ω2 ～ω1

( ) ωjeH

ω2ω 1ω π

5.5 IIR滤波器频域变换法

1
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2）频率变换关系

模拟低通

数字高通

( ) ΩjH

Ω

( ) ωjeH

ω

5.5 IIR滤波器频域变换法

π− 1ω− 2ω− 2ω 1ω π

2Ω1Ω
2Ω- 1Ω-
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模拟频率

数字频率

1

1

1
1

ctg
2

zS C
z

C ω

−

−

+
= − 

Ω = − ⋅


C 为任意正数

5.5 IIR滤波器频域变换法

S 虚轴Z 单位圆

S 左半平面Z 单位圆内

S 右半平面Z 单位圆外

单值映射

∞→Ω→Ω→→Ω→Ω→∞ 2112 0---
00 2112 →→→→→→ ωωππωω --- ，
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二、IIR数字带通滤波器设计

1）数字带通的频率响应与设计规定

通带 起伏
止带 起伏

1 ~ ωω ′′′
1

πωω  ~   ~ 220 ′′′，
1δ

2δ

( ) ωjeH

ω

1δ

2δ

5.5 IIR滤波器频域变换法

中心频率ω0

0 2ω′ 1ω′ 0ω 1ω ′′
2ω ′′ π
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2）映射关系

模拟频率Ω：

数字频率ω：

∞ΩΩΩ−Ω−∞−                0            2112

πωωωωω                            2101 ′′′′′′
20

( ) ΩjH

Ω
2112 ΩΩΩ−Ω−                      ωπωωωωω                           210120 ′′′′′′

⇒

5.5 IIR滤波器频域变换法

( ) ωjeH
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1
1 2

2

2

−
+−

⋅=
z

zzs βα

ω
ωβα

sin
cos−

⋅=Ω

 
sinsin

)sin(    
coscos
sinsin

11

11

11

11

ωω
ωωβ

ωω
ωωα

′′+′
′′+′

=
′′−′
′′+′

= ，取

。即，，        1                     11 111 =Ω′′−′ ωω则

5.5 IIR滤波器频域变换法

变换关系：

即模拟低通的带宽为1
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这样

 
sin

)cos(

2

2
2 ω

ωβα
′

′−
=Ω′−  

sin
)cos(

2

2
2 ω

ωβα
′′

′′−
=Ω′′

22 Ω′′≠Ω′

ω
ωβαΩ

sin
cos−

⋅=

Ω

ω

1−

2ω ′′
1ω ′′

π

1ω′
2ω′

5.5 IIR滤波器频域变换法

2Ω′- 1 2Ω′′
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3）设计步骤

①数字带通指标，

通带： ，起伏

止带： ， ，起伏
1                 ~ δωω 11

′′′

2                  ~        ~ δπωω 220 ′′′

②转换为模拟低通指标，

5.5 IIR滤波器频域变换法

 
sinsin

)sin(    
coscos
sinsin

11

11

11

11

ωω
ωωβ

ωω
ωωα

′′+′
′′+′

=
′′−′
′′+′

= ，

11 =Ω

 
sin

)cos(   
sin

)cos(min








′′
′′−

′
′−

−=Ω
2

2

2

2
2 ω

ωβα
ω

ωβα
，
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则 通带
止带

，，            1 ~ 0 1δ

。，            ~ 2δ∞Ω2

③设计

④变换

( ) ...    Chebyshev     h Butterwort     ，，，sHa

( ) ( )
1

1 2s 2

2 
−

+−
⋅=

=
z

zza sHzH
βα

5.5 IIR滤波器频域变换法
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三、IIR数字带阻滤波器设计

1）数字带阻的设计规定

2）变换关系

映射关系类似带通，频率走向不同

)1 2(
1

2

2

+−
−

=
zz

zs
βα )cos(

sin
ωβα

ω
−

=Ω

ω

πωωωω             12210 ′′′′′′

5.5 IIR滤波器频域变换法

( ) ωjeH
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取  
sinsin

)sin(    
coscos
sinsin

11

11

11

11

ωω
ωωβ

ωω
ωωα

′′+′
′′+′

=
′′−′
′′+′

= ，

此时， 11 =Ω

3）设计步骤

5.5 IIR滤波器频域变换法

同数字带通

 
)cos(

sin   
)cos(

sinmin








′′−
′′

′−
′

−=Ω
2

2

2

2
2 ωβα

ω
ωβα

ω
，
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5.6 IIR滤波器的直接设计
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5.6 IIR滤波器的直接设计

时域逼近：采用数值计算方法构造系
统函数，使h(n)接近要求

频域逼近：采用数值计算方法构造系
统函数，使幅频或相频特性接近要求

选择零极点位置构造系统函数，使幅
频特性接近要求
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一、时域逼近法（Pada逼近法）
给定一个有限长冲激响应序列，

( ) 1    1  0       −= Lnnhd ，，，， 

设计的IIR滤波器，冲激响应{h(n)}与之均方
误差最小

( ) ( )[ ] min          
1

0

2 →−=∑
−

=

L

n
d nhnhF

( ) ( )∑
∑

∑∞

=

=

−

=

−

−

−
==

0

1

0

1n
N

k

k
k

M

r

r
r

n

za

zb
znhzH对因果系统

5.6 IIR滤波器的直接设计
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用系统函数 H(z) 的参数表达 h(n)，

上述误差函数表达为：

( ) ( )1 0            N Mh n f a a b b n=  ， ， ， ， ， ，

滤波器设计：关于函数F的最小值问题

最小值求解：近似解法

( ) ( ){ }
1 2

1 0
0

            
L

N M d
n

F f a a b b n h n
−

=

= −∑  ， ， ， ， ， ，

5.6 IIR滤波器的直接设计
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把h(n)当作有限长处理，并取

( ) ( )




>
−≤≤

=
Ln

Lnnh
nh d

                    
              

0

10

( )∑
∑

∑ −

=

−

=

−

=

−

≈
−

1

0

1

0

1

L

n

n
dN

k

k
k

M

r

r
r

znh
za

zb即

5.6 IIR滤波器的直接设计
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( ) 







−








= ∑∑∑

=

−
−

=

−

=

−
N

k

k
k

L

n

n
d

M

r

r
r zaznhzb

1

1

00
1

比较系数，取前L个方程

5.6 IIR滤波器的直接设计

( ) ( ) Mnknhabnh
N

k
dknd ≤≤−+= ∑

=

0                
1

( ) ( ) 11                
1

−≤≤+−=∑
=

LnMknhanh
N

k
dkd
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后一方程组有L-M-1个方程，L 一般总能满足

，超定方程组，

最小二乘法求解，

1++≥ NML
NML ≥−−∴ 1       

( ) ( ) min
1

1

2

1
⇒








−−= ∑ ∑

−

+= =

L

Mn

N

k
dkd knhanhE

Nk
a
E

k

    1         0 ，，， ==
∂
∂

5.6 IIR滤波器的直接设计
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解线性方程组，得

代入第一方程组，求出

近似分析：无限长冲激响应滤波器用有

限长冲激响应序列来表示

{ }Nkak     2  1    ˆ ，，，， =

{ }Mrbr     1  0    ˆ ，，，， =

( )
∑

∑

=

−

=

−

−
= N

k

k
k

M

r

r
r

za

zb
zH

1

0

ˆ1

ˆ

5.6 IIR滤波器的直接设计

则确定
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二、频域逼近（最小 P 误差法）

给定一组希望的幅度响应值

( ){ }Mi eH ij
d     2  1     ，，，， =ω

构造系统函数H(z)，使

( ) ( ) ( ) min]  [ 
1

2 →−= ∑
=

M

i

pj
d

j
i

ii eHeHWF ωωω

( )iWp ω       1 ，≥ 为加权函数

5.6 IIR滤波器的直接设计
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5.6 IIR滤波器的直接设计

系统函数形式： 2 阶系统的级联
有理形式或极座标形式

( ) ∏
=

−−

−−

++
++

⋅=
M

k kk

kk

zdzc
zbzaAzH

1
21

21

1
1

( ) ∏
=

−

−

−−
−−

⋅=
M

k
kj

pk
kj

pk

kj
ok

kj
ok

pp

oo

erzerz
erzerzAzH

1 ))((
))((

θθ

θθ或
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的多变量非线性函数

目标：调整上述参数使 F  min

{ }Mkdcba kkkk     1         ，，，，，， =

{ }Mkrr pkpkokok     1         ，，，，，， =θθ

数值解法：

5.6 IIR滤波器的直接设计

F 是参数

或

Fletcher – Powell 算法
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将4 M 个参数统一表达为

求得一组 ，使

[ ]T
M

 
421       θθθΦ ，，， 



=

{ } min          ** →ΦΦ


F

5.6 IIR滤波器的直接设计
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( )jΦ


( ) ( ) ( )jjj Φ∆+Φ=Φ +  1

( ) ( )jj F∇−=Φ∆ µ


( )
( ) ( ) ( ) T

M

jjj
j FFFF

 

421

     







∂
∂

∂
∂

∂
∂

=∇
θθθ

，，

5.6 IIR滤波器的直接设计

εΦ ≤+ )( 1jF


算法流程
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三、全通滤波器 ( ) ，，   0             πωω ≤≤= KeH j

( )
21

2
1

2
2 1

czcz
zczczH
++
++

=

( ) ( )
( )zQ

zQzKzH
N 1−−

⋅=

( ) N
N zazazazQ −−− ++++=   1 2

2
1

1 

( ) ∏
= ++

++
=

K

k kk

kk

czcz
zczcKzH

1 21
2

1
2

2 1

2阶全通，

N阶全通，

5.6 IIR滤波器的直接设计

或
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全通相位补偿

则 ( ) ( ) ( )zHzHzH ED=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ωϕωωϕωω ED jj
E

jj
D

j eeHeeHeH ⋅⋅⋅=   

( ) ( )   ωω j
D

j eHeH =

( ) ( ) ( )ωϕωϕωϕ ED +=

HD(z)为满足幅度特性的滤波器，设计全通相
均衡器HE(z) ，

5.6 IIR滤波器的直接设计
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用群延迟表示： ( ) ( ) ( )ωτωτωτ ED +=

群延迟定义： ( ) ( )d
d
ϕ ω

τ ω
ω

= −

线性相位系统群延迟为常数τ0 ，设计HE(z)使

( ) ( )ωττωτ DE −= 0

5.6 IIR滤波器的直接设计

( ) ( ) ( ) ( )d d
   

d d
D E

D E

ϕ ω ϕ ω
τ ω τ ω

ω ω
= − = −，
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定义目标函数

( ) ( ) ( )[ ]    1       
1

2 ≥−=∑
=

pWF
M

i

p
idii ωτωτω

5.6 IIR滤波器的直接设计

相位特性逼近

给定 ( )          2  1      ，，，，， Miid =ωτ
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( ) ( )
( )

ω
ωτ

jezdz
zdH

zH
z

=








⋅−=

 
  Re

可以证明，

这样，F 表达为系统参数的函数，

用 Fletcher – Powell 优化算法求解

( )kfF θθθ       21 ，，， =

5.6 IIR滤波器的直接设计
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5.6 IIR滤波器的直接设计

四、零极点位置累试法

系统函数用零极点表达，

( )
∏

∏

=

−

=

−

−

−
⋅= N

k
k

M

r
r

zd

zc
PzH

1

1

1

1

1

1

)(

)( Mrcr ,......,1, =M个零点：

N个极点： Nkdk ,......,1, =

∏

∏

=

=⋅= N

k
k

M

r
r

j

AD

AC
PeH

1

1

)(

)(
)(

ω

ω
ω

幅度响应

kD

)(ωA

rC

ACr

ADk

o
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极点靠近单位圆：输出大，衰耗小

零点靠近单位圆：输出小，衰耗大

极点在单位圆内，零点一般不受限制

所有复数极点和零点分别构成各自的共轭对

零极点安排的基本原则

5.6 IIR滤波器的直接设计



wei@ustc.edu.cn中国科学技术大学 104

单极点低通

极点：低频(ω=0)，靠近单位圆 z=a
零点：高频(ω=π)，单位圆上 z= -1

( ) 10                  
1
1

1

1

<<
−
+

⋅= −

−

a
az
zGzH

5.6 IIR滤波器的直接设计
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( ) 1    
2

1 0 =
−

= jeH aG ，归一化常数

[ ]Zj Im

[ ]ZRe
a              1−

π ω

( ) ωjeH
1

5.6 IIR滤波器的直接设计
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单极点高通

( )  
1
1

1

1

−

−

+
−

⋅=
az
zGzH

5.6 IIR滤波器的直接设计

极点：低频(ω=π)，靠近单位圆 z=-a
零点：高频(ω =0)，单位圆上 z=1
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[ ]Zj Im

[ ]ZRe
1            a−

π ω

( ) ωjeH
1

5.6 IIR滤波器的直接设计

( ) 1    
2

1
=

−
= πjeH aG ，归一化常数
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双极点带通，中心频率ω0

极点：通带中心频率ω0上，靠近单位圆的
共轭对

零点：频率高低端(ω=0，ω=π)单位圆上

( )
0 0

2

2

2 2
0

1
( )( )

1
2 cos

j j
zH z G

z re z re
zG

z r z r

ω ω

ω

−

−
= ⋅

− −

−
= ⋅

− +

5.6 IIR滤波器的直接设计
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若 3dB 带宽为 ，则

4
9

1( )       0 8366
2

jH e r .
π

= ⇒ =

5.6 IIR滤波器的直接设计

( )
2

2 2

1zH z G
z r

−
= ⋅

+

20
πω =若

9
π

2

21( ) 1       
2

j rH e G
π −

= ⇒ =

则
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( ) 2

2

7.01
115.0 −

−

+
−

⋅=
z

zzH

[ ]Zj Im

[ ]zRe
1                        1−

r

r−

ππππ     
9

5  
2

  
9

4     0
ω

( ) ωjeH
1

2
1

5.6 IIR滤波器的直接设计
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双极点带阻，中心频率ω0

( ) 22
0

2 1cos2
az

zzGzH
−

+−
⋅=

ω

如果极点安排靠近零点，则可以形成点阻滤波器

[ ]Zj Im

[ ]ZRe
aa              −

πω                        0 0 ω

( ) ωjeH
1

0ω−
0ω

5.6 IIR滤波器的直接设计
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( ) ( ) ( ) ( )zHzHzHzH 321=

5.6 IIR滤波器的直接设计

[ ]Zj Im

[ ]ZRe

πω                       0 0
ω

( ) ωjeH
1

0ω
0ω−

重零点3

重零点3
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( )
)1)(1(

)1)(1(
1*1

11 00
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−−−

−−
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=
zpzp

zezezH
ii

jj
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ωω

( )ijj
i eep ϕωω ∆ +−= 00
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2         0   
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5.6 IIR滤波器的直接设计
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