
概率论习题整理

Fir1247

2023 年 06 月



i

前言

本文档为 2023 年春季学期张娜老师的《概率论》课程期中之后的两次习题课笔记以及
平时的部分作业题。

为避免歧义，本文档中的 ⊂，相当于 ⊆,⫅，均表示“包含于”的意思，且只使用第一种
形式；本文档中的 ⊊，相当于 ⫋，均表示“真包含于”的意思，且只使用第一种形式。

本文档为考前临时抱佛脚，题目顺序比较随心所欲。忍不住想吐槽一下，期末两个班统
考，而刘班和张班平时作业题几乎没有交集，我到底该怎么复习啊…
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第一章 张班习题课题目整理

题目 1. X 非负，求证：
∞∑
n=1

P (X ⩾ n) ⩽ E[X] ⩽
∞∑
n=1

P (X ⩾ n) + 1

解答： X 非负，所以

E[X] =

∫ +∞

0

(1− F (x))dx

问题约化为
∞∑
n=1

(1− F (n)) ⩽
∫ +∞

0

(1− F (x))dx ⩽ 1 +
∞∑
n=1

(1− F (n))

又因为 F (0) = 0，

1 +
∞∑
n=1

(1− F (n)) =
∞∑
n=0

(1− F (n))

于是由积分的几何意义，结论得证。

题目 2. (X,Y ) ∼ N(µ1, σ
2
1;µ2, σ

2
2; ρ)，求 E[X|Y ] 和 var(X|Y).

解答：先求 fX|Y (x|y)，然后得到 E[X|Y ]。
注意：

var(X|Y ) = E[X2|Y ]− E[X|Y ]2

前者怎么求呢？
最终结论：

E[X|Y ] = µ1 + ρσ1
Y − µ2

σ2

var(X|Y ) = σ2
1(1− ρ2)

1
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题目 3. 设 X 是连续型随机变量，其密度函数是 f(x)，特征函数是 φ(t)，若∫ +∞

−∞
|φ(t)| < +∞

则

f(x) =

∫ +∞

−∞

1

2π
e−itxφ(t)dt

解答：由反转公式，对于 a < b，

F (b) + F (b− 0)

2
− F (a) + F (a− 0)

2
= lim

τ→+∞

1

2π

∫ τ

−τ

eiat − eibt

it φ(t)dt

a=x,b=x+h⇒ F (x+ h)− F (x) =
1

2π
lim

τ→+∞

∫ τ

−τ

1− eiht

it · e−ixtφ(t)dt

⇒F (x+ h)− F (x)

h
=

1

2π
lim

τ→+∞

∫ τ

−τ

1− eiht

iht · e−ixtφ(t)dt

h→0⇒ f(x) =

∫ +∞

−∞

1

2π
e−itxφ(t)dt

题目 4. X1, · · · , Xn 相互独立且服从 exp(λ) 分布，令 X(1) ⩽ · · · ⩽ X(n)，证明：

Y1 = nX(1), Yr = (n+ 1− r)(X(r) −X(r−1)) for 1 < r ⩽ n

相互独立，且 (Yi) 与 (Xi) 有相同的联合密度函数。
次序统计量的定义见笔记部分的例 2.4.4.

解答： (Xi) 的联合密度函数为：

f(x1, · · · , xn) = λnexp
(
−λ

n∑
i=1

xi

)

则 (X(i)) 的联合密度函数为：

h(x1, · · · , xn) = λn · n!exp(−λ
n∑

i=1

xi)

由题意可知

X(r) =
r∑

k=1

Yk
n− k + 1

,
n∑

i=1

X(i) =
n∑

i=1

Yi

⇒ |J | =
∣∣∣∣∂(X(1), · · · , X(n))

∂(Y1, · · · , Yr)

∣∣∣∣ = 1

n!
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故 (Y(i)) 的联合密度函数为

g(y1, · · · , yn) =
1

n!
· λn · n!exp(−λ

n∑
i=1

yi) = λnexp(−λ
n∑

i=1

yi)

题目 5. −→
X ∼ N(−→µ ,Σ)，拆分成

−→
X T = (

−→
X (1),

−→
X (2))，−→µ T = (−→µ (1),−→µ (2))，Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
，

求
−→
X (2)|

−→
X (1) 的条件分布，以及期望和方差。

解答：(
In1 0

−Σ21Σ
−1
11 In2

)(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)(
In1 −Σ−1

11 Σ12

0 In2

)
=

(
Σ11 0
0 Σ22 − Σ21Σ

−1
11 Σ12

)
= AΣAT

则令

−→
Y =

(−→
Y (1)

−→
Y (2)

)
= A

−→
X =

( −→
X (1)

−Σ21Σ11
−1−→X (1) +

−→
X (2)

)
−→
Y ∼ N

(( −→µ (1)

−Σ21Σ
−1
11
−→µ (1) +−→µ (2)

)
,

(
Σ11 0
0 Σ22 − Σ21Σ

−1
11 Σ12

))
−→
Y (1),

−→
Y (2) 独立的协方差矩阵是准对角阵，于是独立，则

−→
Y (2)|

−→
Y (1) =

−→
Y (2) ∼ N(−Σ21Σ

−1
11
−→µ (1) +−→µ (2),Σ22 − Σ21Σ

−1
11 Σ12)

于是 −→
X (2)|

−→
X (1) ∼ N(Σ21Σ

−1
11 (

−→
X (1) −−→µ (1))) +−→µ (2),Σ22 − Σ21Σ

−1
11 Σ12)

题目 6. −→
X 服从 n 维正态分布 N(µµµ,Σ)，当且仅当对于任意 n 维实向量 ttt, Y = tttT ·

−→
X 服从

一维正态分布 N(tttTµµµ, tttTΣttt).

解答：必要性显然，只证充分性：

φ−→
X
(
−→
t ) = E[eitttT ·

−→
X ] = E[eiY ] = φY (s)|s=1

又因为 Y ∼ N(tttTµµµ, tttTΣttt)，故

φY (s)|s=1 = eitttTµµµs− 1
2
tttTΣtttT s2 |s=1 = eitttTµµµ− 1

2
tttTΣtttT = φX(ttt)

所以
−→
X ∼ N(µµµ,Σ).

题目 7. −→
X 各分量均服从一维正态分布是否能推出

−→
X 服从 n 维正态分布？
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解答：不正确，反例如下：X,Y ∼ N(0, 1)，令

Z =

{
|Y | , x ⩾ 0
−|Y | , x < 0

则 Z ∼ N(0, 1)，但 P (Y + Z = 0) = 1
2
，Y + Z 不服从一维正态分布，由上一题结论可知

(Y, Z) 不服从二维正态分布。

题目 8. Xn 是正态随机变量列，且 Xn
D→X，证明 X 服从正态分布（可能退化为常数）。

解答： Xn 的特征函数记作 φn(t) = exp(iµnt − 1
2
σ2
nt

2) → φ(t). 只需证明存在 µ, σ2 使得
φ(t) = exp(iµt− 1

2
σ2t2).

φn(t) 收敛 ⇒ |φn(t)| = exp(−1
2
σ2
nt

2) 收敛，则 σ2
n → σ2

下证 µn 收敛，

exp(iµnt) = exp(1
2
σ2
nt

2)φn(t) → exp(1
2
σ2t2)φ(t)

|exp(iµnt)| ⩽ 1，由 DCT，

eiµnt − 1

iµn

=

∫ t

0

exp(iµnt)dt→
∫ t

0

exp(1
2
σ2t2)φ(t)dt > 0

实际上

µn =
iµn

eiµnt − 1

eiµnt − 1

i
故 µn → µ.

题目 9.

定理 1.1 (课本定理 5.10.(5)) X1, · · · , Xn 相互独立，E[Xj] = 0，var(Xj) = σ2
j，E|X3

j | <
+∞，且

1

σ(n)3

n∑
j=1

E|X3
j | → 0 as n→ ∞

其中

σ(n)2 = var
(

n∑
i=1

Xj

)
=

n∑
j=1

σ2
j

则有
1

σ(n)

n∑
j=1

Xj
D→N(0, 1)

根据这个定理证明：X1, · · · , Xn 相互独立，P (Xi = 1) = P (Xi = −1) = 1
2
，则√

3

n3

n∑
k=1

k ·Xk
D→N(0, 1) as n→ ∞
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解答：令 Yk = k ·Xk，E[Yk] = 0，var(Yk) = k2，E|Y 3
k | = k3，令 Sn = Y1 + · · ·+ Yn，则

1

var(Sn)
3
2

n∑
k=1

E|Y 3
k | ∼ C · n

4

n
9
2

→ 0

于是由定理可得
Sn√

var(Sn)

D→N(0, 1)

又因为 var(Sn) =
∑n

k=1 k
2 ∼ 1

3
n3，故√
3

n3

n∑
k=1

k ·Xk
D→N(0, 1) as n→ ∞

另一种解法：用 L-F CLT.
|Yk| = k ⩽ n，s2n =

∑n
i=1E|Yi|2，则

n
sn

→ 0 as n→ ∞. 故当 n 充分大时，

I{|Yk|>εsn} = 0

于是

lim
n→∞

1

s2n

n∑
k=1

E|Yk|2I{|Yk|>εsn} = 0

这就证明了 Yk 满足 Lindeberg 条件。

题目 10. 任意连续函数 f，如果 Xn
P→，证明 f(Xn)

P→ f(X)

解答：

引理 1.1 (笔记中的引理 4.1.3) Xn
P→X 当且仅当 {Xn} 的任意子列 {Xnm}，可以找到几

乎处处收敛的子列 {Xn(mk)
}∞k=1.

题目 11. 设 {Xn} 独立同分布，均值为 µ，二阶矩有限，令

X =
1

n

n∑
k=1

Xk

证明： ∑n
k=1(Xk − µ)√∑n
k=1(Xn −X)2

D→N(0, 1)

解答：

引理 1.2 (Slutsky) 如果 Xn
D→X，Yn

P→ b，Zn
P→C，则 XnYn + Zn

D→ bX + C.
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回到问题，只需证： ∑n
k=1

Xk−µ√
nσ√∑n

k=1
(Xk−X)2

nσ2

D→N(0, 1)

由 CLT
n∑

k=1

(Xk − µ)√
nσ

D→N(0, 1)

注意到

n∑
k=1

(Xk −X)2

nσ2
=

1

nσ2

n∑
k=1

(Xk − µ)2 − 2

nσ2
(X − µ)

n∑
k=1

(Xk − µ) +
1

σ2
(X − µ)2

由 WLLN
1

nσ2

n∑
k=1

(Xk − µ)2
P→ 1

且其余两项依概率收敛到 0. 结合 Slutsky 引理得证。

题目 12. Xn 独立，且服从泊松分布，满足 E[Xn] = λn，令 Sn = X1 + · · · + Xn，如果∑
λn = ∞，证明：

Sn

E[Sn]

a.s.→ 1

解答：

分析 证明强收敛，即 a.s. 收敛的常用方法：
(1). 直接证明 Complete 收敛：

∀ε > 0,
∞∑
n=1

P (|Xn −X| > ε) <∞

见笔记定理 4.1.4(3).
(2). 先找子列：

∀ε > 0,
∞∑
k=1

P (|Xnk
−X| > ε) <∞

于是子列 a.s. 收敛，然后考虑 sup|Xn −Xnk
| a.s.→ 0(nk < n < nk+1).

回到本题：考虑子列，定义 nk 为

nk = inf
{
n :

n∑
i=1

λi ⩾ k2

}

所以
∞∑
k=1

P

(∣∣∣∣ Snk

E[Snk
]
− 1

∣∣∣∣ > ε

)
⩽ 1

ε2

∞∑
k=1

1∑nk

i=1 λi
⩽ 1

ε2

∑
k

1

k2
<∞
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于是由 B-C 引理第一条，

P

(∣∣∣∣ Snk

E[Snk
]
− 1

∣∣∣∣ > ε i.o.
)

= 0, ∀ε > 0

于是子列
Snk

E[Snk
]

a.s.→ 1

注意到 Snk
⩽ Sn ⩽ Snk+1 时有

Snk

E[Snk
]
· E[Snk

]

E[Snk+1]
⩽ Sn

E[Sn]
⩽ Snk+1

E[Snk+1]

E[Snk+1]

E[Snk
]

所以只需证明
E[Snk+1]

E[Snk
]

→ 1

而
E[Snk+1]

E[Snk
]

⩽ (k + 1)2

k2
+
λnk+1

k2

我们假设所有的随机变量都是有界的（这里写的都 tm 什么啊）
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题目 13. 证明：连续型随机变量 X 的分布函数是连续函数，那么 E|X − a| 取最小值当且
仅当 a 是 X 的中位数。

由此证明：X 的期望和中位数相差不到一个标准差。

解答：令 Y = |X − a|，则 Y 是非负随机变量，所以

E[Y ] =

∫ ∞

0

(1− FY (y))dy

=

∫ ∞

0

(1− FX(y + a) + FX(−y + a))dy

d
daE[Y ] =

d
da

∫ ∞

0

(1− FX(y + a) + FX(−y + a))dy

=

∫ ∞

0

(−F ′
X(y + a) + F ′

X(−y + a))dy

= −F ′
X(y + a)− F ′

X(−y + a)|∞0 = 2F (a)− 1

d2

da2E[Y ] = 2F ′(a) ⩾ 0

故 E|X − a| 取最小值 ⇔ FX(a) =
1
2
⇔ a 是中位数。

|E[X]− a| = E[X − a] ⩽ E|X − a|
⩽ E|X − E[X]|
⩽
√
E|X − E[X]|2 = σ

所以 X 的期望和中位数相差不到一个标准差。

题目 14. {Xr}nr=1独立同分布，且 var(Xi) <∞, ∀i.记X 是平均数，证明：cov(X,Xr−X) = 0.

解答： E(X = µ), E(Xr −X) = 0

⇒ E(X(Xr −X)) =
1

n
E(
∑
s

XrXs)− E(X
2
)

=
1

n
(σ2 + nµ2)− (var(X) + E(X)2)

=
1

n
(σ2 + nµ2)− (

σ2

n
+ µ2) = 0

8
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题目 15. {Xr}∞r=0 是独立同分布的随机变量，密度函数为 f，分布函数为 F，令 N = min{n ⩾
1 : Xn > X0}，M = min{n ⩾ 1 : X0 ⩾ X1 ⩾ · · · ⩾ Xn−1 < Xn}.

证明：XN 的分布函数为 F + (1− F )ln(1− F )，并求出 P (M = m).

解答： {N > n} 意味着 X0 是 X1, · · · , Xn 中最大的概率是 P (N > n) = 1
n+1

.

P (N = n) = P (N > n− 1)− P (N > n) =
1

n
− 1

n+ 1
=

1

n(n+ 1)

P (XN ⩽ x) =
∞∑
n=1

P (XN ⩽ x,N = n) =
∞∑
n=1

F (x)n+1 1

n(n+ 1)

=
∞∑
n=1

F (x)n+1

n
−

∞∑
n=1

F (x)n+1

n+ 1

= F (x)
∞∑
n=1

F (x)n

n
−

∞∑
n=1

F (x)n

n
+ F (x)

= F (x) + (F (x)− 1)
∞∑
n=1

F (x)n

n
= F (x) + (1− F (x))ln(1− F (x))

P (M = m) = P (X0 ⩾ X1 ⩾ · · · ⩾ Xm−1)− P (X0 ⩾ X1 ⩾ · · · ⩾ Xm)

=
1

m!
− 1

(m+ 1)!

题目 16. (X,Y ) ∼ N(0, 1; 0, 1; ρ)，即密度函数为

f(x, y) =
1

2π
√

1− ρ2
exp

{
− 1

2(1− ρ2)(x2 − 2ρxy + y2)

}
证明：X 和 Z = Y−ρX√

1−ρ2
独立都服从 N(0, 1) 分布，并且

P (X > 0, Y > 0) =
1

4
+

1

2π
arcsinρ

解答： ∣∣∣∣∂(x, z)∂(x, y)

∣∣∣∣ = 1√
1− ρ2

因为 x2 + 2ρxy + y2 = (x2 + z2)(1− ρ2)，

fX,Z(x, z) =
1

2π
√

1− ρ2
exp

(
− 1

2(1− ρ2)
(x2 + z2)(1− ρ2)

)√
1− ρ2dxdz

=
1

2π
e−

1
2
(x2+z2) = fX(x)fZ(z)
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所以独立且都服从 N(0, 1) 分布。

{X > 0, Y > 0} = {X > 0, Z > − ρx√
1− ρ2

}

P (X > 0, Y > 0) =

∫ π
2

α

∫ ∞

0

1

2π
e−

1
2
r2rdrdθ

=

∫ π
2

α

1

2π
dθ

=
1

4
+

1

2π
arcsinρ

题目 17. 点 (X,Y, Z) 在 R3 中的单位球内随机选取（选到每个点的概率相同），求 Z,R 的
联合密度函数，其中 R2 = X2 + Y 2 + Z2.

解答： {R ⩽ r, Z ⩽ z} 内体积为

V ′ =

∫ z

−r

π(r2 − ω2)dω

所以

P (R ⩽ r, Z ⩽ z) =
3

4π

∫ z

−r

π(r2 − ω2)dω

求导得 f(r, z) = 3
2
r as |z| < r < 1.

题目 18.[4.8.7] 任取中心对称的正态分布随机变量 X,Y 满足

E(X|Y ) =
cov(X,Y )

varY Y, var(X|Y ) = {1− ρ(X,Y )2}var��X������

题目 18 的注记. 重要结论，记住。

题目 19. {Yr}nr=1 是独立且服从 N(0, 1) 的随机变量，定义 Xj =
∑n

r=1 cjrYr, 1 ⩽ j ⩽ n，其
中 cjr 是常数。证明：

E[Xj|Xk] =

(∑
r cjrckr∑
r c

2
kr

)
Xk

并求出 var(Xj|Xk).

解答：用 [4.8.7] 的结论：

E(Xj|Xk) =
cov(Xj, Xk)

varXk

Xk =
cov(

∑n
r=1 cjrYr,

∑n
r=1 ckrYr)

var
∑n

r=1 ckrYr
Xk

=

∑
r cjrckr∑
r c

2
kr

·Xk

var(Xj|Xk) = {1− ρ(Xj, Xk)
2}varXj

=

{
1− (

∑
r cjrckr)

2∑
r c

2
jr

∑
r c

2
kr

}∑
r

c2jr
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题目 20. {Xn} 满足 E(
∑∞

i=1 |Xi|) <∞，证明：

E

(
∞∑
i=1

Xi

)
=

∞∑
i=1

E(Xi)

解答：令 Zn =
∑n

i=1Xi，Z =
∑∞

i=1 |Xi|，则 |Zn| ⩽ Z，由控制收敛定理得证。

题目 21. {Xr}nr=1 满足多元正态分布，协方差矩阵为 V = (vij). 证明：在事件
∑n

r=1Xr = x
的条件下，X1 服从 N(a, b) 分布。其中，

a =
ρs

t
x, b = s2(1− ρ2), s2 = v11, t

2 =
∑
i,j

vij, ρ =
∑
i

vi1
st
.

解答：根据题目给出的条件可知，事实上：

var(X1) = s2, var(
n∑

r=1

Xr) = t2, cov(X1,
n∑

r=1

Xr) = stρ

即证：

a = E[X1|
n∑

r=1

Xr = x]�b = var(X1|
n∑

r=1

Xr = x)

使用 [4.8.7] 的结论，

E[X1|
n∑

r=1

Xr = x] =
cov(X1,

∑n
r=1Xr)

var(
∑n

r=1Xr)

n∑
r=1

Xr|∑n
r=1 Xr=x =

stρ

t2
x =

ρs

t
x = a

var(X1|
n∑

r=1

Xr = x) = {1− ρ(X1,
n∑

r=1

Xr)} · var(X1)

=

(
1− ρ2s2t2

s2t2

)
s2 = (1− ρ2)s2

题目 22. 设 E|Xr| <∞, r > 0. 证明 xrP (|X| ⩾ x) → 0 as x→ ∞.
反过来，设 xrP (|X| ⩾ x) → 0 as x→ ∞, r ⩾ 0. 证明：

E|Xs| <∞ for 0 ⩽ s < r

解答：若 E|Xr| <∞，r > 0，则

xrP (|X| ⩾ x) ⩽
∫
[x,∞)

urdF (u) → ∞
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其中 F 为 |X| 的分布函数。
反之，令 0 ⩽ s < r，

E|Xs| = lim
M→∞

∫ M

0

usdF (u)

分部积分得到 ∫ M

0

usdF (u) = [−us(1− F (u))]M0 +

∫ M

0

sus−1(1− F (u))du

第一项为负数。当 u 足够大时，P (|X| > u) ⩽ u−r，即 1− F (u) ⩽ u−r，所以

sus−1(1− F (u)) ⩽ sus−r−1

因此 ∫ M

0

sus−1(1− F (u))du

关于 M 一致有界，从而 E|Xs| <∞.

题目 23. 如果 φ 是一个特征函数，证明：

Re{1− φ(t)} ⩾ 1

4
Re{1− φ(2t)}

并推出
1− |φ(2t)| ⩽ 8{1− |φ(t)|}

解答：

Re(1− φ(2t)) =

∫ +∞

−∞
(1− cos(2tx))dF (x)

= 2

∫ +∞

−∞
(1− cos(tx))(1 + cos(tx))dF (x)

⩽ 4

∫ +∞

−∞
(1− cos(tx))dF (x) = 4Re(1− φ(t))

若 X，Y 独立，同有特征函数 φ，则 X − Y 的特征函数为

ψ(t) = E(eitX)E(e−itY ) = φ(t)φ(−t)
= |φ(t)|2

于是

1− ψ(2t) ⩽ 4(1− ψ(t))

⇒1− |φ(2t)|2 ⩽ 4(1− |φ(t)|2)

又 |φ(t)| ⩽ 1，所以

1− |φ(2t)| ⩽ 1− |φ(2t)|2 ⩽ 4(1− |φ(t)|2) ⩽ 8(1− |φ(t)|)
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题目 24. 用反转公式证明：∫ +∞

−∞

sin(at)sin(bt)
t2

dt = πmin{a, b}

解答：设 X 在 [−a, a] 上均匀分布，Y 在 [−b, b] 上均匀分布，且二者独立。那么特征函数为

φX(t) =
sin(at)
at

, φY (t) =
sin(bt)
bt

因为独立，所以

φX+Y (t) =
sin(at) sin(bt)

abt2

由反转公式可知

f(a) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e−itaφ(t)dt

代入 a = 0，

fX+Y (0) =
1

2π

∫ +∞

−∞

sin(at) sin(bt)
abt2

dt

而从定义的角度入手，也可以计算出

fX+Y (0) =

{ ∫ a

−a
P (Y = −x)P (X = x)dx , a < b∫ b

−b
P (X = −y)P (Y = y)dy , b < a

=

∫ min{a,b}

−min{a,b}

1

2a
· 1

2b
dt = min{a, b}

2ab

于是结论得证。

题目 25. {Xn}∞n=2 独立随机变量，且满足

P (Xn = n) = P (Xn = −n) = 1

2n · lnn, P (Xn = 0) = 1− 1

n · lnn

证明 {Xn} 服从弱大数定律，而不服从强大数定律。换言之，n−1
∑n

k=2Xk 依概率收敛到 0，
而不几乎处处收敛到 0.

解答：

分析 弱大数定律有四个：
KLLN: 直接证明均值依分布收敛；
BLLN: 仅适用于伯努利试验；
CLLN: 适用于两两独立的情况，要证明方差一致有界。
MLLN: 不需要独立或者同分布条件，要证明 n−2var(sn) → 0

这道题我们采用 MLLN.
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因为独立性，

var(sn) =
n∑

k=1

var(Xk) =
n∑

k=2

(E[X2
k ]− E[Xk]

2)

=
n∑

k=2

k2
1

klnk =
n∑

k=2

k

lnk ⩽ n2

lnn

n−2var(sn) ⩽
1

lnn → 0

所以由 MLLN 可知 n−1
∑n

k=2Xk 依概率收敛到 0.
要证明不几乎处处收敛，首先有

∞∑
k=2

P (|Xk| ⩾ k) =
∞∑
k=2

1

klnk = +∞

然后由 B-C 引理第二条可得 P (|Xk| ⩾ k i.o.) = 1，即

P (|sk − sk−1| ⩾ k i.o.) = 1

所以 n−1
∑n

k=2Xk = n−1sn
a.s.↛ 0.

题目 26. g : R → R 是有界连续函数，证明：
∞∑
k=0

g(
k

n
)
(nλ)k

k!
e−nλ → g(λ), n→ ∞

解答：设随机变量 X1, · · · , Xn 独立同参数为 λ 的泊松分布，Sn = X1 + · · ·+Xn ∼ Poi(nλ).
由弱大数定律可知

Sn

n

D→λ

对于有界连续函数 g，有
E[g(

Sn

n
)] → E[g(λ)] = g(λ)

结论得证。

题目 27. {Xn}∞n=1 满足 var(Xn) < c, ∀n. 证明 {Xn}∞n=1 满足弱大数定律，如果满足下列条
件之一：
(1) ρ(Xi, Xj) ⩽ 0, ∀i ̸= j.
(2) ρ(Xi, Xj) → 0 as |i− j| → ∞.
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