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第一章 事件与概率

1.1 基础概念

定义 1.1.1 随机实验：可重复、所有可能结果已知、每次实验结果在实验之前不可知。
令 Ω = {相同条件下所有随机实验的结果}，称为样本空间，任何 Ω 的子集 A 称为一个

事件。
事件有如下运算：

(1) . Ac，对立事件；
(2) . A ∪ B，A 发生或 B 发生；
(3) . A ∩ B，A 发生且 B 发生，可以简写为 AB；
(4) . A\B，A 发生且 B 不发生（如果 B ⊂ A，也可以写成 A− B）；
(5) . A△B = (A ∪ B) \ (A ∩ B)；
(6) . 在 {An} 中，“出现了无数次的结果全体”和“只有在有限个集合中不出现的集合全体”

分别为

limsup
n→∞

An =
∞⋂
n=1

(
∞⋃
k=n

Ak

)

liminf
n→∞

An =
∞⋃
n=1

(
∞⋂
k=n

Ak

)

事件域：样本空间 Ω 的子集族 F 满足：
(1) . ϕ,Ω ∈ F；
(2) . ∀A ∈ F , Ac ∈ F；
(3) . 可列个 An ∈ F，它们的并集

⋃∞
n=1Ai ∈ F .

称 F 是样本空间 Ω 上的事件域。

1.2 概率

定义 1.2.1 古典定义：进行 n 次重复实验，记 n (A) 为事件 A 发生的次数，如果 n(A)
n
随着

n 的增大而稳定于某个数 P (A)，称之为事件 A 发生的概率。
公理化定义：如果映射 P : F → R 满足

(1). 规范性：P (Ω) = 1；
(2). 非负性：∀A ∈ F , P (A) ⩾ 0；
(3). 可列可加性：可列个 An ∈ F，且它们两两不相容，则

P

(
∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P (An)

1



2 第一章 事件与概率

则称 P 为概率空间 (Ω,F) 上的概率测度，(Ω,F , P ) 称为一个概率空间。

定理 1.2.1 概率测度的性质包括：
1. P (ϕ) = 0；
2. P (Ac) = 1− P (A)；
3. 有限可加性：有限个 An ∈ F , n = 1, 2, · · · , k，则 P (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ak) = P (A1) + · · ·+
P (Ak)；

4. A ⊂ B ⇒ P (A) ⩽ P (B)；
5. P (A ∪ B) = P (A\B) + P (B\A) + P (A ∩B) = P (A) + P (B)− P (A ∩ B)，推广情况：

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

p (Ai)−
∑

1⩽i<j⩽n

p (Ai ∩ Aj) +
∑

1⩽i<j<k⩽n

p (Ai ∩ Aj ∩ Ak) + · · ·

+ (−1)n+1 P (A1 ∩ · · · ∩ An)

6. 如果 A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · ·，称 {An} 为一列单调递增的事件列，定义

A =
∞⋃
n=1

An = lim
n→∞

An

则

P
(
lim
n→∞

An

)
= lim

n→∞
P (An)

类似地，如果 A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · ·，称 {An} 为一列单调递减的事件列，定义

A =
∞⋂
n=1

An = lim
n→∞

An

则

P
(
lim
n→∞

An

)
= lim

n→∞
P (An)

这两个性质分别称为“下连续性”和“上连续性”。

定理 1.2.2 概率函数的第三条性质：可列可加性，可由下连续性 + 有限可加等价替代。

例 1.2.1 甲乙玩扔硬币游戏，甲扔了 n+1 次，乙扔了 n 次，问甲抛出的正面个数比乙多的
概率？

假设甲、乙抛出的正面个数分别为 a、b，反面个数分别为 c、d，

P (a > b) = P (c > d) = P (n+ 1− a > n− b) = P (a < b+ 1) = P (a ⩽ b)

= 1− P (a > b) =
1

2

例 1.2.2 现在有 n 封信和其对应的 n 个信封，现在随机的把信放入信封，求至少有一个放
对的概率。
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记事件 Ak 为信封 k 放对了，显然

P (Ai) =
(n− 1)!

n!

P (Ai ∩ Aj) =
(n− 2)!

n!
...

P (Ai1 ∩ · · · ∩ Aim) =
(n−m)!

n!

所求的概率为

P (A1 ∪ · · · ∪ Ak) = C1
n

(n− 1)!

n!
− C2

n

(n− 2)!

n!
+ · · ·+ (−1)n+1Cm

n

(n−m)!

n!

=
n∑

k=1

Ck
n

(n− k)!

n!
(−1)k−1

=
n∑

k=1

(−1)k−1

k!

值得一提的是，当 n 趋于无穷大的时候，上述概率等于 1− e−1，也就是说，全放错的概率
恰好是 e−1.

1.3 条件概率

定义 1.3.1 设事件 A 的概率 P (A) > 0，A 发生的前提下 B 发生的概率称为条件概率，定
义为

P (B|A) = P (A ∩B)

P (A)

所以有

P

(
n⋂

k=1

Ak

)
= P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1A2) · · ·P (An|A1 · · ·An−1)

例 1.3.1 n 段绳子，随机取两个绳头打结，求打了 n 个结之后正好有 n 个圈的概率（即每
个绳子都自己和自己打结）。

记事件 Ak 为第 k 次打结正好多形成了一个圈，

P (A1) =
1

2n− 1

P (A2|A1) =
1

2n− 3
...

P (Ak|A1A2 · · ·Ak−1) =
1

2 (n− k) + 1
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定理 1.3.1 全概率公式：如果
⋃n

k=1Ak = Ω 且它们两两不相容，称 {Ak} 是 Ω 的一个分割。
若 ∀P (Ai) > 0，则

∀B ∈ F , P (B) =
n∑

i=1

P (B|Ai)P (Ai)

常用

P (B) = P (B|A)P (A) + P (B|Ac)P (Ac)

定理 1.3.2 贝叶斯公式：{Ai} 是 Ω 的一个分割，则

P (Ai|B) =
P (B|Ai)P (Ai)∑∞

k=1 P (B|Ak)P (Ak)

例 1.3.2 单项选择题有四个选项，只有一个为正确选项。同学甲会做这道题的概率为 p，不
会时蒙对的概率为 1

4
，如果甲做对了这道题，那么他真的会做这道题的概率为多少？

设事件 A 为甲会做这道题，B 为甲做对了这道题。则

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B|A)P (A) + P (B|Ac)P (Ac)
=

p2

p2 + 1
4
(1− p)

例 1.3.3 某病的患病率为 p，误诊率为 q，误诊是指患病没有被确诊，或者没得病但被误诊
为患病。问如果一个人被确诊，那么他真的得了病的概率是多少？

设事件 A 为此人得病，事件 B 为此人被确诊。则

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B|A)P (A) + P (B|Ac)P (Ac)
=

(1− q) p

(1− q) p+ q (1− p)

1.4 独立性

定义 1.4.1 如果事件 A，B 满足 P (AB) = P (A)P (B)，称其相互独立。

推论 1.4.1 P (A) = 0 或 1，则 A 与任何事件独立。

推论 1.4.2 A 与 B 独立，则 Ac 与 B、A 与 Bc、Ac 与 Bc 均相互独立。

注 多个事件 Ai, i = 1, 2, · · · , n相互独立的条件为：任取 k个事件 Ai1 , · · · , Aik , k = 2, · · · , n，
有

P

(
k⋂

m=1

Aim

)
=

k∏
m=1

P (Aim)

定义 1.4.2 条件独立性：P (C) > 0, P (A ∩B|C) = P (A|C)P (B|C)，称 A，B 关于 C 条件
独立。

注 相当于 A，B 在考虑概率测度 P (·|C) 时相互独立。条件独立和独立之间没有关系。
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1.5 乘积空间

定理 1.5.1 F ,G 是 Ω 上的 σ 代数，则 F ∩ G 也是 Ω 上的 σ 代数。

注 F ∪ G 不一定是 σ 代数。

定义 1.5.1 A 是 Ω 的部分子集组成的集合类，满足 A ⊂ Fi 的 σ 代数 Fi 的交集称为由 A
生成的 σ 代数，记作 σ (A)，即包含 A 的最小的 σ 代数。

例 1.5.1 R 上的 Borel σ 代数：所有的左闭右开区间和开区间设为

A = {(a, b]|a, b ∈ R, a < b}

B = {(a, b) |a, b ∈ R, a < b}

下面证明，它们生成的 σ 代数相等，

∞⋂
n=1

(b− 1

n
, b] = {b} ∈ σ (A)

(a, b]\{b} = (a, b) ⇒ σ (B) ⊂ σ (A)
∞⋃

n=m

(a, n) = (a,∞) ∈ σ (B) ,m = inf{m ∈ N |m ⩾ a}

(a,∞) \ (b,∞) = (a, b] ⇒ σ (A) ⊂ σ (B)

所以 σ (A) = σ (B). 既然二者等价，将其统称为 R 上的 Borel σ 代数，记作 B (R).B (R) 中
的元素称为 Borel 集。

B (R) 的一些性质：此部分是实分析内容，详见实分析笔记 1.1 节
1. 开集、闭集是 Borel 集；
2. 闭集的可数并、开集的可数交是 Borel 集；
3. 闭集的可数并的可数交、开集的可数交的可数并是 Borel 集。

1.6 一些例子

例 1.6.1 掷硬币，正面乙给甲一元钱，反面甲给乙一元钱，假设初始甲有 k元钱，乙有 N−k
元钱，重复此游戏直至一方钱输光为止，求最终甲的钱输光了的概率。

解 记 Ak 为甲拥有 k 元钱并最终输光了的概率，设 P (Ak) = pk. 记 B 为抛出正面的概率，
则

pk = P (Ak|B)P (B) + P (Ak|Bc)P (Bc) =
1

2
(pk+1 + pk−1)

又有 p0 = 1, pN = 0，可知

pk = 1− k

N

例 1.6.2 古典概型：Ω 是有限集且各元素概率相等。
计数：n 个元素中任取 m 个元素有多少种取法？

1. 放回、有序：nm



6 第一章 事件与概率

2. 不放回、有序：Am
n

3. 放回、无序：相当于把 m 个等价元素放进 n 个标了序号的抽屉里，使用隔板法，n 个抽
屉意味着 n− 1 个隔板，这 n− 1 个隔板和 m 个等价元素作全排列，

(n+m− 1)!

(n− 1)!m!
= Cm

n+m−1

4. 不放回、无序：Cm
n

把 n 个球放入 N (N ⩾ n) 个盒子中，求下列事件的概率：
A. 指定的 n 个盒子中各有一球；
B. 恰好 n 个盒子中各有一球；
C. 至少有一个盒子中有两个球。

解
#Ω = CN−1

n+N−1,#A = 1,#B = Cn
N ,#C = #Ω− #B

若球可区分：
#Ω = Nn,#A = n!,#B = n! · Cn

N = An
N ,#C = #Ω− #B



第二章 随机变量及分布函数

2.1 概念介绍

定义 2.1.1 掷两个骰子，Ω = {(i, j) |i, j = 1, 2, · · · , 6}，X表示两个点数之和，X (i, j) = i+j，
则 X = l 是一个事件。

一般定义：(Ω,F , P ) 是概率空间，函数 X : Ω → R 满足 {ω|X (ω) ⩽ x} ∈ F , ∀x ∈ R.
称 X 是随机变量，简称 r.v.

例 2.1.1 盒子中有 n 个黑球，1 个白球，逐个取出球，设 X 为第 X 次取到白球。

Ω = {ei = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)，第 i 个为 1，其余为 0|i = 1, 2, · · · , n+ 1}

P ({X = k}) =
{

1
n+1

, k = 1, 2, · · · , n+ 1

0, k ̸= 1, 2, · · · , n+ 1

关于 X 的一些命题：
(1) . X : Ω → R 是单值函数；
(2) . ∀x ∈ R, {X ⩽ x} ∈ F，则 {X > x}, {X = x}, {a < x ⩽ b}, {a < x < b} ∈ F .

证明

{X > x} = {X ⩽ x}c

{X = x} = {X ⩽ x}\{X < x} = {X ⩽ x}\

(
∞⋃
n=1

{X ⩽ x− 1

n
}

)

(3) . 若 B 是 Borel 集，则 {ω|X (ω) ∈ B} ∈ F .
(4) . X，Y 都是随机变量，则 X + Y,X · Y 也是随机变量；如果 g : R → R 是 Borel 可测函

数，则 g (X) 也是随机变量。

定义 2.1.2 X 是 (Ω,F , P ) 上的随机变量，则称 F (x) = p (X ⩽ x) 为 X 的分布函数，简称
c.d.f

一些性质：
(1) . lim

x→−∞
F (x) = 0, lim

x→∞
F (x) = 1；

(2) . x ⩽ y ⇒ F (x) ⩽ F (y)；
(3) . F (x) 右连续。
(4) . p (X = x) = F (x)− lim

a→x−
F (a) = F (x)− F (x− 0).

满足前三条的函数可以认为是分布函数。

7
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2.1.1 离散型随机变量

定义 2.1.3 X 的取值至多可列个，F (x) = p (X = x). 离散型随机变量的分布律形如下表：

X X1 X2 · · · Xi · · ·
p p1 p2 · · · pi · · ·

p1 + · · ·+ pi + · · · = 1.

例 2.1.2 向目标物开炮，击中的概率为 p，每次射击结果独立，设目标物被累计击中 r 次之
后被摧毁，记 X 目标物被摧毁时开炮的次数，求 X 的分布律。

解 也就是前 X − 1 次击中了 r − 1 次，然后又击中了一次：

px = p (X = x) = F (x) =


0, x < r
pr, x = r

Cr−1
x−1p

r (1− p)x−r , x > r

2.1.2 连续型随机变量

定义 2.1.4 如果存在非负函数 f (u) 使得 F (x) =
∫ x

−∞ f (t) dt，称 X 是连续性随机变量。
f (x) 被称为（概率）密度函数，简称 p.d.f.

一些性质：
(1) . f (x) ⩾ 0；
(2) .

∫∞
−∞ f (x) dx = 1.

满足这两条的函数可以认为是密度函数。

定义 2.1.5 如果 F1 (x) 是连续型分布函数，F2 (x) 是离散型分布函数，形如

F (x) = αF1 (x) + (1− α)F2 (x) , α ∈ (0, 1)

的函数被称为混合型分布函数。

2.1.3 随机向量

定义 2.1.6 (X1, · · · , Xn) 被称为随机向量，其中 Xi 都是随机变量。
F (x1, · · · , xn) = P (∀i,Xi ⩽ xi) 被称为联合分布函数。
对于二维连续随机向量 (X,Y )，称 FX (x) = P (X ⩽ x) = lim

y→+∞
F (x, y) 为随机变量 X

的边缘分布函数。

定义 2.1.7 二维离散型随机向量 (X,Y )的取值为至多可列个，分布列中 pij = P (X = Xi, Y = Yj).
二维连续型随机变量 (X,Y ) 的联合分布可以被写成

F (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
f (u, v) dudv

其中 f (u, v) 称为联合密度函数。它同样有边缘分布：fx (x) =
∫∞
∞ f (x, y) dy.
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2.2 离散型随机变量

2.2.1 常见离散型分布

1. 均匀分布 X (ω) = {X1, · · · , Xn}，P (X = Xn) =
1
n
.

2. 二项分布 重复某试验 n 次，其中事件 A 发生的次数为 X，则 X (ω) = {0, 1, · · · , n}，
P (X = k) = Ck

np
k (1− p)n−k，其中 p 是每次试验事件 A 发生概率。X 满足二项分布记作

X ∼ B (n, p).

定理 2.2.1 如果 lim
n→∞

npn = λ，则

lim
n→∞

Ck
np

k
n (1− pn)

n−k = e−λλ
k

k!

3. 几何分布 重复某试验直到事件 A 发生时，已经进行的试验次数为 X，则 X (ω) = N+，
P (X = k) = (1− p)k−1 p.

4. 负二项分布 重复某试验直到事件 A发生 r 次时，已经进行的试验次数为 X，则 X (ω) =
{r, r + 1, · · · }，P (X = k) = Cr−1

k−1p
r (1− p)k−r.X 满足负二项分布记作 X ∼ f (n, p).

5.Poisson 分布
P (X = k) = e−λλ

k

k!

记作 X ∼ P (λ).

2.2.2 独立性

定义 2.2.1 称随机变量 X,Y 独立是指任意 {X = xi}, {Y = yj} 都独立。

例 2.2.1 现在进行随机次数的试验，成功次数为 X，失败次数为 Y，试验次数 N ∼ P (λ)，
则 X 和 Y 独立，即

P (X = n, Y = m) = P (X = n)P (Y = m)

这个看起来不独立，其实是独立的。

2.2.3 数学期望

定义 2.2.2 离散型随机变量 X，设 f (x) = P (X = x)，则 f (x) 被称为（概率）质量函数，
简称 p.m.f.

如果
∑
x · f (x) 绝对收敛，则其值称为 X 的数学期望，记作 E (X).

2.2.4 方差

定义 2.2.3 离散型随机变量 X，E
(
(X − E (X))2

)
称为方差，记作 var (X). 通过计算可知

var (X) = E (X2)− [E (x)]2.√
var (X) 为标准差。
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2.2.5 常见随机分布的期望和方差

2.2.6 示性函数举例

2.2.7 条件分布与条件期望

定义 2.2.4 如果 E ((X − E (X) (Y − E (Y )))) 存在，称之为协方差，记作 cov (X,Y ). 通过
计算可知 cov (X,Y ) = E (XY )− E (X)E (Y )，定义

ρ (X,Y ) =
cov (X,Y )√

var (X)
√
var (Y )

为 X，Y 的相关系数。
性质：

(1). cov(X,Y ) = var(X)
(2). cov(X, a) = 0, a ∈ R
(3). cov(aX, bY ) = ab · cov(X,Y )
(4). cov(X + Y, Z) = cov(X,Z) + cov(Y, Z)
(5). var(X + Y ) = var(X) + var(Y ) + 2cov(X,Y )
(6). |ρ(X,Y )| ⩽ 1，等号成立当且仅当 ∃a, b ∈ R,P (Y = aX + b) = 1.
X，Y 相互独立 ⇒ cov(X,Y ) = 0，反之不成立。

多项分布

条件期望

定义 2.2.5 Ω =
⊔n

i=1Bi，Bi = {ω|Y (ω) = yi}，定义

fX|Y (x|y) = P (X = x|Y = y) =
P (X = x, Y = y)

P (Y = y)

为在 Y = y 条件下，X 的条件分布列。

FX|Y (x|y) = P (X ⩽ x|Y = y)

为条件分布函数，

E(x|Y = y) =
∑
x

x · fX|Y (x|y)

称为 Y = y 时 X 的条件期望，记 ψ(y) = E(X|Y = y)，于是 ψ(Y (ω)) 是一个随机变量。

例 2.2.2 随即给出 N 个随机变量 Xi，N ∼ P (λ)，Xi ∼ B(1, p)，N 以及 Xi 互相独立，，令
X =

∑N
i Xi，求 E(X|N), E(N |X), E(X), var(X).



2.2 离散型随机变量 11

解

fX|N(x|n) = P (X = x|N = n) = Cx
np

xqn−x

fN |X(n|x) = P (N = n|X = x) =
P (N = n,X = x)

P (X = x)

=
P (X = x|N = n)P (N = n)∑

m⩾x P (X = x|N = m)P (N = m)

=
Cx

np
xqn−xe−λλn(n!)−1∑

m⩾xC
x
mp

xqm−xe−λλm(m!)−1
= · · · = (λq)n−x

(n− x)!
e−λq

E(X|N = n) =
∑
x

x · fx|N(x|n) =
∑
x

x · Cx
np

xqn−x = np⇒ E(X|N) = Np

E(N |X = x) =
∑
n⩾x

n · fN |X(n|x) =
∑
n⩾x

n · (λq)
n−x

(n− x)!
e−λq k=n−x

=
∞∑
k=0

(k + x) · (λq)
k

k!
e−λq = λq + x

E(X) = E(E(X|N)) = E(Np) = λp

E(X2) =
∑
n=1

E(X2|N = n)P (N = n) =
∑
n=1

E((
n∑

i=1

Xi)
2)P (N = n)

=
∑
n=1

(var(
n∑

i=1

Xi) + (E(
n∑

i=1

Xi))
2) · P (N = n)

=
∑
n=1

(n · var(X1) + (np)2) · P (N = n)

= var(Xi)E(N) + p2E(N2)

var(X) = E(X2)− E(X)2 = var(X1)E(N) + E(X1)
2var(N)

2.2.8 母函数

随机变量的和

定义 2.2.6 X ∼ fX , Y ∼ fY , Z = X + Y . 于是

fZ (z) = P (Z = z) = P

(⋃
x

({X = x} ∩ {Y = z − x})

)
=
∑
x

P (X = x, Y = z − x)

也有 fZ (z) =
∑

y P (X = z − y, Y = y).
如果 X，Y 独立，则 fZ (z) =

∑
x fX (x) fY (z − x) = fX ∗ fY (z)，即卷积。

母函数（生成函数）

定义 2.2.7 对于数列 {an}∞n=0，
∑∞

n=0 anx
n = Ga (x) 称为母函数。

定义两个数列 {an}，{bn} 的卷积 cn
△
=
∑n

k=0 akbn−k，则

∞∑
n=0

cnx
n =

∞∑
n=0

∞∑
k=0

akbn−kx
kxn−k =

(
∞∑
n=0

anx
n

)
·

(
∞∑
n=0

bnx
n

)
X 取非负整数值，pk = P (X = k)，则 GX (s) =

∑∞
k=0 pks

k 称为 X 的概率母函数。
一些性质：
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1. GX (s) = E
(
sX
)
.

2. 收敛半径为 R ⩾ 1.
3. 母函数与分布列一一对应：pk =

G(k)(0)
k!
，为 sk 的系数。

4. 若 G′
X (1) 收敛，其值为 E (X)；若 E (X (X − 1) · · · (X − n+ 1)) 存在，则 G

(n)
X (1) =∑

k=n k (k − 1) · · · (k − n+ 1) sk−npk = E (X (X − 1) · · · (X − n+ 1)).

常见分布的母函数

独立随机变量的和

定理 2.2.2 X1, · · · , Xn 取非负整数值，相互独立，母函数分别为 G1 (s) , · · · , Gn (s)，Y 为
它们之和，则 Y 的母函数为 GY (s) =

∏n
i=1Gi (s) .

例 2.2.3 掷 5 个骰子，求点数之和为 15 的概率。

解 设 Xi 为第 i 个骰子的点数，Gi(s) =
1
6
(s+ s2 + · · ·+ s6). 设 Y 为点数之和，则

GY (s) = G1(s)
5 =

s5

65
(1+s+· · ·+s5)5 = s5

65
(1−s6)5(1−s)−5 =

1

65
(s5−5s11+· · · )(

∞∑
r=0

Cr
5+r−1s

r)

于是，s15 的系数为
1

65
(C10

14 − 5C4
8)

注

1

(1− x)n
= (1 + x+ x2 + · · · )n =

∞∑
r=0

Cr
n+r−1x

r

如果定义 Cr
−n = (−1)rCr

n+r−1，则可以扩展二项式定理得到：

(1− x)−n =
∞∑
r=0

Cr
−n(−x)r

例 2.2.4 随机个独立同分布（取非负整数值）随机变量之和为 Y，即 Y =
∑N

i=1Xi，求 Y
的母函数。

GY (s) =
∑
y

sY P (Y = y) = E
(
sY
)
= E

(
E
(
sY |N

))
=
∑
n

E
(
sY |N = n

)
P (N = n)

=
∑
n

E
(
sX1+···+Xn |N = n

)
P (N = n) =

∑
n

E
(
sX1+···+Xn

)
P (N = n)

=
∑
n

(
n∏

k=1

GXk
(s)

)
P (N = n) =

∑
n

(GX1 (s))
n P (N = n) = GN (GX1 (s))
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2.2.9 随机游走

模型介绍

定义 2.2.8 一个人站在一维数轴上，初始位置为 s0，每个时间单位都有 p 的概率往右走一
格，或者 1− p 的概率往左走一格。经过 n 个时间单位之后，即走了 n 步之后的位置为 sn.
这一模型被称为（一维）随机游走。

例 2.2.5 无限制：初始位置 s0 = a，求 P (sn = b) .

解 假设往左走了 l 步，往右走了 r 步，于是{
l + r = n
r − l = b− a

⇒
{
r = n+b−a

2

l = n−b+a
2

每种游走情况称为“轨道”：rllrrll · · · . 此题情境下的轨道数量为 Cr
n，于是

P (sn = b) = C
n+b−a

2
n p

n+b−a
2 (1− p)

n−b+a
2

例 2.2.6 带吸收壁随机游走：假设人走到 0 或者 N 点时停止，初始位置为 k，求最终停在
0 的概率。

解 设 pk 为初始位置为 k 时，人最终停在 0 的概率。于是 p0 = 1, pN = 0.

pk = pk+1 · p+ Pk−1 · (1− p)

⇒ (pk+1 − pk) =
1− p

p
(pk − pk−1)

⇒ pk =

{
rk−rN

1−rN
, r = 1−p

p
̸= 1

1− k
N
, r = 1

记 Xk 为从 k 出发被 0 吸收时的移动次数，求其期望 Dk = E (Xk).

解 设事件 R 代表第一步向右走，则

E (Xk) = E (Xk|R)P (R) + E (Xk|Rc)P (Rc)

E (Xk|R) =
∑
x

x · · ·P (Xk = x|R) =
∑
x

((x− 1) + 1)P (xk+1 = x1) = E (Xk+1) + 1

E (Xk|Rc) = E (Xk−1) + 1

⇒ E (Xk) = (E (Xk+1) + 1) p+ (E (Xk−1) + 1) (1− p)

⇒ Dk = pDk+1 + (1− p)Dk−1 + 1

⇒ p ((Dk+1 −Dk)− (Dk −Dk−1))− (1− 2p) (Dk −Dk−1) = −1

相当于一个二阶常微分方程 pD′′ − (1− 2p)D′ = −1. 最终解得

Dk =

{
1

1−2p

(
k −N 1−rk

1−rN

)
, r = 1−p

p
̸= 1

kN − k2, r = 1

（这里存疑，不会解这个方程）

定理 2.2.3 无限制随机游走的一般性质：
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1. 空间齐次性 P (sn = j|s0 = a) = P (sn = j + b|s0 = a+ b).

2. 时间齐次性 P (sn = j|s0 = a) = P (sm+n = j|sm = a).

3.Markov 性（无后效性） P (sn+m = j|s0, s1, · · · , sm) = P (sn+m = j|sm).
即，无论 s0, s1, · · · , sm−1 等于多少，都不对 m 步之后的事件产生影响，m 步之后的事

件完全由 sm 决定。此即为无后效性。

轨道计数

记 Nn (a, b) 为从 a 到 b 的轨道数，N0
n (a, b) 为从 a 到 b 且经过 0 的轨道数。

引理 2.2.1 如果 n，b− a 同奇偶，则 Nn (a, b) = C
n+b−a

2
n ，否则为 0.

引理 2.2.2 (反射定理) a, b > 0，则 N0
n (a, b) = Nn (−a, b).

定理 2.2.4 (投票定理) b > 0，n 和 b 同奇偶，从 0 出发，到达 b 且中途不经过 0，轨道数
为 b

n
Nn (0, b).

证明 第一步肯定向右，所求轨道数为 Nn−1(1, b)−N0
n−1(1− b)，展开计算即可。

注 为什么叫投票定理？此定理来源于以下模型：甲乙为选举人，投票者挨个随机投票（投
甲乙概率相等），最终甲得到了 a 票，乙得到了 b 票，且 a > b，问计票过程中，甲始终领先
的概率？

如果令 X 为甲的票数减去乙的票数，则 X 成为一个随机游走的模型，且 s0 = 0, sa+b =
a− b，如果甲始终领先，相当于 X 中途没有经过 0，轨道数就是 a−b

a+b
Na+b (0, a− b)，又知总

轨道数为 Na+b (0, a− b)，所以所求概率就是 a−b
a+b

.
两者能直接相除得到概率的原因是，游走过程中向前向后概率相等，因此任何一个同步

数轨道的发生概率也相等。

定理 2.2.5 初始位置为 0，最终到达 b，且中途不经过 0 的概率为：

P (s1, · · · , sn ̸= 0, sn = b) =
|b|
n
P (sn = b)

游走最大值

记 Mn = max{si|i = 0, 1, · · · , n}.

定理 2.2.6 初始位置为 0，r ⩾ 1，则

P (Mn ⩾ r, sn = b) =

{
P (sn = b) , b ⩾ r(

q
p

)r−b

P (sn = 2r − b) , b < r
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推论 2.2.1

P (Mn ⩾ r) =
∑
b<r

P (Mn ⩾ r, sn = b) + P (sn ⩾ r)

=
∑
b<r

(
q

p

)r−b

P (sn = 2r − b) + P (sn ⩾ r)

2r−b=c
=

∞∑
c=r+1

(
q

p

)c−r

P (sn = c) + P (sn ⩾ r)

=
∞∑

c=r+1

((
q

p

)c−r

+ 1

)
P (sn = c) + P (sn = r)

定理 2.2.7 初始位置为 0，在 n 时刻首次到达 b 的概率为

fn(b) =
|b|
n
P (sn = b)

定理 2.2.8 初始位置为 0，p = 1
2
，T2n = max{2k|s2k = 0, k = 1, · · · , n}，则 P (T2n = 2k) =

P (S2k = 0) · P (s2n−2k = 0).

反正弦律

根据

n! ∼
(n
e

)n √
2πn, n→ ∞

于是

P (s2k = 0) = Ck
2k

(
1

2

)2k

=
(2k)!

k!k!

(
1

2

)2k

∼
(
2k
e

)2k √
4πk(

k
e

)2k
2πk

(
1

2

)2k

=
1√
πk
, k → ∞.

P (
T2n
2n

⩽ x) ∼
∑
k⩽nx

1

π
√
k(n− k)

=
∑
k⩽nx

1

n

1

π
√

k
n

(
1− k

n

) ∼
∫ x

0

1

π
√
u(1− u)

du =
2

π
arcsin

√
x, n→ ∞

2.3 连续性随机变量

2.3.1 密度函数的独立性

定义 2.3.1 Fx(x) = p(x ⩽ X) =
∫ x

−∞ f(t)dt, f(t) ⩾ 0,
∫ +∞
−∞ = 1. 则 f(x) 被称为概率密度函

数，简称 p.d.f.
那么有：

P (a ⩽ X ⩽ b) =

∫ a

b

f(x)dx
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X1, · · · , Xn 是连续性随机变量，如果

P (X1 ⩽ x1, · · · , Xn ⩽ xn) =
n∏

i=1

P (Xi < xi)∀xi ∈ R ∪ {−∞,+∞}

称它们独立。(X1, · · · , Xn) 的联合密度函数为 f(x1, · · · , xn) =
∏n

i=1 fi(xi).

推论 2.3.1 X1, · · · , Xn 独立当且仅当

f(X1, · · · , Xn) =
n∏

i=1

fi(xi)

定理 2.3.1 g1, · · · , gn 是一元 Borel 可测函数1，X1, · · · , Xn 独立，则 g(X1), · · · , g(Xn) 独
立。

2.3.2 数学期望

定义 2.3.2 若
∫ +∞
−∞ f(x)|x|dx 收敛，记 E[x] =

∫ +∞
−∞ xf(x)dx.

引理 2.3.1 X 为非负连续型随机变量，E(X) 存在，则

E(X) =

∫ +∞

−∞
P (X > x)dx =

∫ +∞

0

(1− F (x))dx

一般

E(X) =

∫ ∞

0

(1− F (x))dx−
∫ +∞

0

F (−x)dx

证明 X 的 p.d.f. 记作 f(x)，于是∫ ∞

0

P (X > x)dx =

∫ +∞

0

∫ +∞

x

f(t)dtdx =

∫ +∞

0

dt
∫ t

0

f(t)dx =

∫ +∞

0

tf(t)ft

一般 ∫ +∞

0

F (−x)dx =

∫ +∞

0

(∫ −x

−∞
f(t)dt

)
dx =

∫ 0

−∞
dt
∫ −t

0

f(t)dx =

∫ 0

−∞
−tf(t)ft

所以 ∫ ∞

0

(1− F (x))dx−
∫ +∞

0

F (−x)dx =

∫ ∞

−∞
tf(t)dt = E[x]

定理 2.3.2 X，g(X) 都是连续型随机变量，X 的 p.d.f. 是 f(x)，
∫ +∞
−∞ |g(x)|f(x)dx < +∞.

则

E(g(X)) =

∫ +∞

−∞
g(x)f(x)dx

1就是指 x : g(x) > a 是 Borel 集，∀a.
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证明

E(g(X)) =

∫ +∞

0

P (g(X) > y)dy −
∫ +∞

0

P (g(X) < −y)dy

=

∫ +∞

0

∫
{g(x)>y}

f(x)dxdy −
∫ +∞

0

∫
{g(x)<−y}

f(x)dxdy

=

∫
{g(x)>0}

dx
∫ g(x)

0

f(x)dy −
∫
{g(x)<0}

dx
∫ −g(x)

0

f(x)dy

=

∫ +∞

−∞
g(x)f(x)dx

定义 2.3.3 E(Xk) =
∫ +∞
−∞ xkf(x)dx（绝对收敛时）称为 X 的 k 阶矩；

E((X − E(X))k) 称为 X 的 k 阶中心矩；
var(X) = E[(X − E(X))2] = E(X2)− (E(X))2.

2.3.3 常用连续型分布

均匀分布

X ∼ u([a, b])

f(x) =

{
1

b−a
, x ∈ [a, b]

0 , x /∈ [a, b]
F (x) =


0 , x < a
x−a
b−a

, x ∈ [a, b)

1 , x ⩾ b

E[X] =
a+ b

2

var(X) =
(b− a)2

12

指数分布

X ∼ Exp(λ)

f(x) =

{
λe−λx , x > 0
0 , x ⩽ 0

F (x) =

{
1− e−λx , x ⩾ 0
0 , x < 0

E[X] =
1

λ

var(X) =
1

λ2

例 2.3.1 背景：电子元件寿命相互独立，发生故障事件的间隔。
记 N(t) 为 [0, t] 时段内的事件数，N(t), N(t+ s)−N(s) 独立，

P (N(h) = 1) ≈ λh,N(t) ∼ P (λt)

X 表示第一个粒子观测到的时刻：

P (x ⩽ t) = P (N(t) ⩾ 1) = 1− P (N(t) = 0) = 1− e−λt ⇒ fX(t) = λe−λt
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分布函数为

F (x) =

{
1− e−λx , x ⩾ 0
0 , x < 0

进一步得到 E[X] = 1
λ
，E[X2] = 2

λ2，var(X) = 1
λ2 .

定理 2.3.3 (无记忆性) X 为非负连续型随机变量，X 服从指数分布当且仅当 P (X > s +
t|X > t) = P (X > s), t, s > 0.

正态分布

X ∼ N(µ, σ2)

f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ3

E(X) = µ

var(X) = σ2

我们把 N(0, 1) 叫做标准正态分布，其密度函数

φ(x) =
1√
2π
e−

x2

2

分布函数 Φ(x) =
∫ x

−∞ φ(t)dt.

推论 2.3.2 X ∼ N(µ, σ2)，则 aX + b ∼ N(aµ+ b, a2σ2).
特别地，X−µ

σ
∼ N(0, 1).

Γ 分布

X ∼ Γ(α, λ).α, λ > 0

f(x) =

{
λe−λx(λx)α−1

Γ(α)
, x > 0

0 , x ⩽ 0

例 2.3.2 背景：第 n 个独立事件发生时间 Tn ∼ Γ(n, λ)，N(X) ∼ P (λX).

P (Tn ⩽ X) = P (N(X) ⩾ n) = 1−
n−1∑
k=0

P (N(X) = k) = 1−
n−1∑
k=0

e−λX · (λX)k

k!

上式求导就得到 Γ 分布的密度函数。

E(X) =
λ

a
, var(X) =

α

λ2
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Beta 分布

X ∼ B(a, b).a, b > 0

f(x) =

{ 1
B(a,b)

xa−1(1− x)b−1 , x ∈ (0, 1)

0 , x /∈ (0, 1)

E(x) =
a

a+ b
, E(X2) =

(a+ 1)a

(a+ b+ 1)(a+ b)
.

Cauthy 分布

f(x) =
1

π(1 + x2)

F (x) =
arctanx+ π

2

π

期望不存在。

2.3.4 连续型随机向量

期望、方差与协方差

定义 2.3.4 F (x, y) =
∫ x

−∞

∫ y

−∞ f(u, v)dufv.
边缘分布：P (X ⩽ x) =

∫ x

−∞ du
∫ +∞
−∞ f(u, v)dv

X 概率密度：fX(x) =
∫ +∞
−∞ f(x, y)dy.

随机变量 g(X,Y ) 的期望：

E(g(X,Y )) =

∫∫
R2

g(x, y)f(x, y)dxdy.

单个随机变量的期望、方差：

E[X] =

∫∫
R2

xf(x, y)dxdy

var[X] =

∫∫
R2

(x− E(X))2f(x, y)dxdy

协方差：
covar(X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ]

相关系数：

ρ =
cov(X,Y )√
var(X)var(Y )

例 2.3.3 (X,Y ) 在区域 D = {(x, y) : x2 + y2 ⩽ R2} 上均匀分布，

f(x, y) =

{
1

πR2 , (x, y) ∈ D
0 , (x, y) /∈ D
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1◦ 求边缘分布的概率密度
2◦ ρ =

√
X2 + Y 2，求 E(ρ).

解

fX(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dy =

2

πR2

√
R2 − x2,−R ⩽ x ⩽ R

fY (y) =
2

πR2

√
R2 − y2,−R ⩽ y ⩽ R

P (ρ ⩽ x) = x2

R2 是分布函数，于是密度函数等于 fρ(x) =
2x
R2 . 进而期望 E(ρ) =

∫ R

0
x 2x
R2 dx =

2
3
R.

定理 2.3.4 g : R2 → R 是 Borel 可测函数，(X,Y ) 是连续型随机变量，则 g(X,Y ) 是连续
性随机变量，且期望（如果存在）为

E(g(X,Y )) =

∫∫
R2

g(x, y)f(x, y)dxdy

例 2.3.4 (二元正态分布相关) X，Y是连续型随机变量，称它们服从二元正态分布 (X,Y ) ∼
N(0, 1; 0, 1 : ρ) ，当联合概率密度函数

f(x, y) =
1

2π
√
1− ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)
(x2−2ρxy+y2)

于是

fX(x) =

∫ +∞

−∞
f(x, y)dy =

1√
2π
e−

x2

2

cov(X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ] = ρ

一般情况：(X,Y ) ∼ N(µ1, σ
2
1, µ2, σ

2 : ρ)

f(x, y) =
1

2πσ1σ2
√

1− ρ2
e
− 1

2(1−ρ2)
Q(x,y)

其中

Q(x, y) =
(x− µ1)

2

σ2
1

− 2ρ
(x− µ1)(y − µ2)

σ1σ2
+

(y − µ2)
2

σ2
2

1◦ fX(x1) =
1√
2πσ1

e
− (x−µ1)

2

2σ2
1 ，X ∼ N(µ1, σ

2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2)

2◦ cov(X,Y )√
var(X)var(Y )

= ρ

3◦ ρ = 0 时意味着 X,Y 独立。
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连续型随机变量的条件分布

定义 2.3.5 fY (y) > 0, fY (y)∆y > 0

lim
∆y→0

p(X ⩽ x|y ⩽ Y ⩽ y +∆y) = lim
∆y→0

p(X ⩽ x, y ⩽ Y ⩽ y +∆y)

p(y ⩽ Y ⩽ y +∆y)

= lim
∆y→0

∫ x

−∞ du
∫ y+∆y

y
f(u, y)dv∫ +∞

−∞ f(u, y)du
=

∫ x

∞

f(u, y)

fY (y)
du

由此引出定义：给定 Y = y 条件下，X 的条件密度 fX|Y (x|y) = f(x,y)
fY (y)

, (fY (y) > 0)

FX|Y (x|y) =
∫ x

−∞
fX|Y (x|y)du，给定 Y = y 条件下，X 的条件分布函数

条件期望：

ψ(x) = E[Y |X = x] =

∫ +∞

−∞
yfY |X(y|x)dy

例 2.3.5 (X,Y ) ∼ N(µ1, σ
2
1, µ2, σ

2
2, ρ)，求 fX|Y (x|y).

解

fX|Y (x|y) =
f(x, y)

fY (y)

=

1

2πσ1σ2

√
1−ρ2

exp
[
− 1

2(1−ρ2)

((
x−µ1

σ1

)2
− 2ρ

(
x−µ1

σ1

)(
y−µ2

σ2

)
+
(

y−µ2

σ2

)2)]
1√
2πσ2

exp
(
− (y−µ2)2

2σ2
2

)
=

1
√
2πσ1

√
1− ρ2

exp
(
− 1

2(1− ρ2)σ2
1

(
(x− µ1)− ρ

σ1
σ2

(y − µ2)

)2
)

在给定 Y = y 条件下，X ∼ N(µ1 + ρσ1

σ2
(y − µ2), σ

2
1(1− ρ2))

例 2.3.6 (X,Y ) ∼ u(D), D = {x2 + y2 ⩽ r2}，密度函数为

f(x, y) =
1

πr2
, (x, y) ∈ D

求 fX|Y (x|y).

解 fY (y) =
∫ +∞
−∞ f(x, y)dx =

∫√r2−y2

−
√

r2−y2
1

πr2
dx = 2

πr2

√
r2 − y2,−r ⩽ y ⩽ r.

fX|Y (x|y) =
1

πr2
πr2

2
√
r2 − y2

=
1

2
√
r2 − y2

,−
√
r2 − y2 ⩽ x ⩽

√
r2 − y2

Y = y 条件下，X 服从 [−
√
r2 − y2,

√
r2 − y2] 上的均匀分布。
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例 2.3.7 (X,Y ) 联合密度

f(x, y) =

{
1
x

, 0 < y ⩽ x < 1
0 , otherwise

求 fY |X(y|x) 和 P (X2 + Y 2 ⩽ 1|X = x).

解 0 < x < 1 时，fX(x) =
∫ +∞
−∞ f(x, y)dy =

∫ x

0
1
x
dy = 1

fY |X(y|x) =
f(x, y)

fX(x)
=

1

x
, 0 < y < x

P (X2 + Y 2 ⩽ 1|X = x) = P (−
√
1−X2 ⩽ Y ⩽

√
1−X2|X = x)

=

{
P (0 ⩽ Y ⩽ X|X = x) , 0 < x ⩽

√
2
2

P (0 ⩽ Y ⩽
√
1− x2|X = x)

√
2
2
< x < 1

=

{ ∫ x

0
1
x
dy = 1 , 0 < x ⩽

√
2
2∫ √

1−x2

0
1
x
dy =

√
1−x2

x
,
√
2
2
< x < 1

例 2.3.8 设 X1, · · · , Xn 独立，且均服从 (0, 1) 上的均匀分布，设

N = min{n|
n∑

i=1

Xi > 1}

求 E[N ].
（0 到 1 随机取数字，平均取几个和才能超过 1？）

解 设 N(x) = min{n|
∑n

i=1Xi > x}，m(x) = E(N(x)) = E(E(N(x)|x1))

E(N(x)|x1 = y) =

{
1 , y > x
1 +m(x− y) , y ⩽ x

m(x) = E(E(N(x)|x1)) =
∫ 1

0

E(N(x)|x1 = y)fx1(y)dy

=

∫ x

0

1 +m(x− y)dy +
∫ 1

x

1dy = 1 +

∫ x

0

m(t)dt.

解得 m(x) = ex，进而 E[N ] = m(1) = e.

2.4 随机变量的函数

定理 2.4.1 (单变量) X 的概率密度为 f(x)，Y = g(x) ∈ C1 且严格单调，则 Y 的概率密度

fY (y) = f(g−1(y)) · |g−1(y)′|
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证明

P (Y ⩽ y) = P (x ∈ {g(x) ⩽ y}) =
∫
{g(x)⩽y}

f(x)dx

=

∫ y

−∞
f(g−1(t))|g−1(t)′|dt

⇒ fY (y) = f(g−1(y)) · |g−1(y)′|

推论 2.4.1 如果 g(x) 在不重叠的区间段 I1, · · · , In 上分别严格单调，Ii 上确定反函数 x =
hi(y) 有连续导数，那么

fY (y) =
∑
i

f(hi(y)) · |hi(y)′|

例 2.4.1 X 的分布函数 F (x) 严格单调递增且连续，则 Y = F (X) ∼ u([0, 1]).

证明

P (F (x) ⩽ y) = P (X ⩽ F−1(y)) =


0 , y < 0
F (F−1(y)) = y , 0 ⩽ y < 1
1 , y ⩾ 1

注 如果 θ ∼ u([0, 1])，对于任意严格单调递增分布函数 F (x)，可以定义一个随机变量服从
F (x)：X = F−1(θ).

定理 2.4.2 (多变量) 如果 Y1 = g1(X1, X2), Y2 = g2(X1, X2) 满足：
(1) 可以确定逆映射： {

x1 = h1(y1, y2)
x2 = h2(y1, y2)

(2) 雅可比行列式非 0，即 ∣∣∣∣∣∣∣
∂g1
∂x1

∂g1
∂x2

∂g2
∂x1

∂g2
∂x2

∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0

则 (Y1, Y2) 有联合密度 fY (y1, y2) = f(h1(y1, y2), h2(y1, y2)) · |J |−1.

例 2.4.2 X，Y 相互独立，都服从 N(0, 1)，令

R =
√
X2 + Y 2,Θ =


arctan Y

X
, X > 0, Y > 0

π + arctan Y
X

, X < 0
2π + arctan Y

X
, X > 0, Y < 0

求 R,Θ 的分布。

解 f(x, y) = 1
2π
e−

x2+y2

2 ，
∂(x, y)

∂(r, θ)
= r，于是

fR,Θ(r, θ) =
1

2π
re−

r2

2



24 第二章 随机变量及分布函数

R,Θ 独立，Θ ∼ u([0, 2π]) = 2πu1，fR(r) = re−
r2

2

FR(r) = 1− e−
r2

2 = u2 ⇒ r =
√

−2ln(1− u2)

实际上，u1, u2 ∼ u([0, 1]) 且相互独立，此时

Θ = 2πu1 X =
√
−2lnu2 cos(2πu1)

R =
√
−2 lnu2 Y =

√
−2lnu2 sin(2πu1)

例 2.4.3 (X,Y ) ∼ f(x, y)，求 Z = X + Y 的分布。

解 以前的方法：

P (X + Y ⩽ a) =

∫∫
x+y⩽a

f(x, y)dxdy =

∫ +∞

−∞
dx
∫ a−x

−∞
f(x, y)dy

现在的方法：写出 (X + Y,X) 的联合分布，然后求 X + Y 的边缘分布。

例 2.4.4 (顺序统计量) n 个随机变量 X1, · · · , Xn 独立同分布，分布函数都是 F (x). 把它们
从小到大排列，排在第 k 位的记作 X∗

k，求其概率密度。

解 ω ∈ (X∗
k ⩽ x) ⇔ X1(ω), · · · , Xn(ω) 中至少有 k 个 ⩽ x. 设

Am = {ω|X1(ω), · · · , Xn(ω)中恰好有 m 个 ⩽ x}

则

P (Am) = Cm
n (F (x))m(1− F (x))n−m

P (X∗
k ⩽ x) =

n∑
i=k

P (Ai) =
n∑

i=k

C i
n(F (x))

i(1− F (x))n−i

fk(x) =
d
dx

(
n∑

i=k

C i
n(F (x))

i(1− F (x))n−i

)

=
n!

(k − 1)!(n− k)!
(F (x))k−1(1− F (x))n−kf(x)

2.5 多元正态分布

我们前面已经介绍过二元正态分布：N(µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2, ρ).

f(x1, x2) =
1

2πσ1σ2
√

1− ρ2
e
− 1

2(1−ρ2)

((
x1−µ1

σ1

)2
−2ρ

x1−µ1
σ1

x2−µ2
σ2

+
(

x2−µ2
σ2

)2
)

设 x⃗ = (x1, x2)，µ⃗ = (µ1, µ2)，

Σ =

(
cov(x1, x1) cov(x1, x2)
cov(x2, x1) cov(x2, x2)

)
=

(
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
|Σ| = σ2

1σ
2
2(1− ρ2) > 0

Σ−1 =
1

1− ρ2

(
σ−2
1 −ρ(σ1σ2)−1

−ρ(σ1σ2)−1 σ−2
2

)
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于是得到

f(x1, x2) =
1√

(2π)2|Σ|
e−

1
2
(x⃗−µ⃗)Σ−1(x⃗−µ⃗)T

推广到多元：

定义 2.5.1 x⃗ = (x1, · · · , xn)，µ⃗ = (µ1, · · · , µ)n，Σ 是 n 阶正定对称矩阵，那么

f(x1, · · · , xn) =
1√

(2π)n|Σ|
e−

1
2
(x⃗−µ⃗)Σ−1(x⃗−µ⃗)T

如果 (Y1, · · · , Yn) 服从 n 元标准正态2 ，X⃗ = Y⃗ · A + µ⃗ 服从参数为 µ⃗,Σ = ATA 的 n 元正
态分布，记作 X⃗ ∼ N(µ⃗,Σ)。

定理 2.5.1 X⃗ ∼ N(µ⃗,Σ)，则：
1◦ E[X⃗] = µ⃗
2◦ Σ 就是协方差矩阵.
3◦ X⃗ 的各分量相互独立当且仅当 cov(Xi, Xj) =

{
0 , i ̸= j
Σii , i = j

定理 2.5.2 X⃗ ∼ N(µ⃗,Σ)，Y⃗ = X⃗ ·D ∼ N(µ⃗D,DTΣD).

定理 2.5.3 X⃗ ∼ N(µ⃗,Σ)，如果 Σ 是准对角矩阵 diag(Σ11,Σ22)，分别为 l、n− l 阶矩阵，则
X⃗11 = (X1, · · · , Xl) ∼ N(µ11,Σ11).

定理 2.5.4 X⃗ ∼ N(µ⃗,Σ)，Σ 分块左上角方阵为 Σ11，那么 X⃗11 ∼ N(µ11,Σ11).

定理 2.5.5 X⃗ ∼ N(µ⃗,Σ)，An×m(n > m) 满秩，则 Y⃗ = X⃗A ∼ N(µ⃗A,ATΣA)

χ2 分布

定义 2.5.2 X1, · · · , Xn ∼ N(µ, σ2) 相互独立，
记 X̄ = 1

n

∑n
i=1Xi 为样本均值，s2 = 1

n−1

∑n
i=1(Xi − X̄)2 为样本方差，则 E(X̄) = µ，

E(s2) = σ2.

密度函数 f(x) =
1

Γ(d
2
)2

d
2

x
d
2
−1e−

x
2 , x > 0. 称之为自由度为 d 的 χ2 的分布，记作 χ2(d).

引理 2.5.1 Y1, · · · , Yn ∼ N(0, 1)，相互独立，则 X =
∑
Y 2
i ∼ χ2(n).

定理 2.5.6 X1, · · · , Xn ∼ N(µ, σ2) 相互独立，则

1◦ X̄ ∼ N(µ,
σ2

n
)

2◦ X̄ 与 s2 相互独立

3◦ s2 · n− 1

σ2
∼ χ2(n− 1)

2指相互独立且服从 N(0, 1).



第三章 特征函数及其应用

3.1 数学期望

3.1.1 抽象积分

定义 3.1.1
1◦ 简单随机变量（只取有限个值）：定义 E(X) =

∑n
i=1XiP (Ai).

2◦ 非负随机变量 X：An = {ω|X > n}，Ani
= {ω| i− 1

2n
⩽ x <

i

2n
}，

Xn =
n·2n∑
i=1

i− 1

2n
Ini

+ n · IAn , Xn ↗ X

定义 E(X) = lim
n→∞

E(Xn).

3◦ 一般随机变量 X：分成 X = X+ −X−.

记作 ∫
Ω

X(ω)dp = E(X)

推论 3.1.1 E[g(X)] =
∫
Ω
g(X)dp =

∫
Ω
g(x)dF (x)

Xn(ω) → X(ω), ∀ω ∈ Ω0, P (Ω) = 1.
1◦ 单调收敛：0 ⩽ Xn ⩽ Xn+1

2◦ 控制收敛：∃r.v. Y s.t. |Xn| ⩽ Y,E[Y ] ⩽ ∞.
3◦ 有界收敛：|Xn| ⩽ c.

定理 3.1.1 X，Y 相互独立，期望收敛，E(XY ) = E(X)E(Y ).

定理 3.1.2 X，Y 同分布 ⇔ ∀ 有界连续函数 g，E[g(X)] = E[g(Y )].

定理 3.1.3 k > 0，E(|X|k) <∞，则对 ∀0 < r < k，E(|x|r) <∞ 且 (E|X|r) 1
r ⩽ (E|X|k) 1

k

推论 3.1.2 (Jensen inequality) g(x) 是凸函数，则 E[g(x)] ⩾ g(E[x]).

26
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3.2 特征函数

定义 3.2.1 我们前面已经介绍过离散型随机变量的母函数 G[SX ] =
∑
P (X = j)sj.

推广：矩母函数

M(t) = E[etx]

= E[1 + tx+
(tx)2

2!
+ · · · ] =

∞∑
n=0

E(Xn)

n!
tn

E(Xn) =M (n)(0)

性质：若 M(t) <∞（当 |t| < r），则
1◦ E[Xk] =M (k)(0).
2◦ X，Y 相互独立，则 MX+Y =M(X)M(Y ).
3◦ MX(t) =MY (t)，则 X，Y 同分布。

例 3.2.1 X ∼ N(0, 1)，

MX(t) =

∫ +∞

−∞
etX

1√
2π
e−

x2

2 dx =
1√
2π
e

t2

2

∫ +∞

−∞
e−

1
2
(x−t)2dx = e

t2

2

Y ∼ N(µ, σ2), Y = σX + µ

MY (t) = etµ+
1
2
t2σ2

联合矩母函数 (X1, · · · , Xn)，M(t1, · · · , tn) = E[et1X1+···+tnXn ].
如果相互独立，则 M(t1, · · · , tn) =

∏n
i=1MXi

(ti).

定义 3.2.2 矩母函数的缺点是不一定存在，例如 f(x) =
1

(1 + x2)π
.

于是我们引入特征函数：φ(t) = E[eitX ] = E[cos(tX)] + iE[sin(tX)] 一定存在。

φ(t) =

∫ +∞

−∞
eitxdF (x)

特征函数简称 c.f.

定理 3.2.1 特征函数满足：
1◦ φ(0) = 1, |φ(t)| ⩽ 1, φ(−t) = φ(t)
2◦ φ(t) 一致连续
3◦ φ(t) 非负定，即：对于 ∀t1, · · · , tn ∈ R, z1, · · · , zn ∈ C，有

n∑
k,j=1

φ(tk − tj)zk · z̄j ⩾ 0

定理 3.2.2 如果 E(|X|k) <∞，则 φ(j)(0) = ijE[Xj], j ⩽ k.

φ(t) = 1 + (it)E[X] +
(it)2
2!

E[X2] + · · ·+ (it)k
k!

E[Xk] + o(tk)
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定理 3.2.3 X1, X2 相互独立，则 φX1+X2(t) = φX1(t)φX2(t).

例 3.2.2 φ(t) 是随机变量 X 的特征函数，则 φn(t) 也是一个特征函数，|φ(t)|2 = φ(t) · φ(t)
也是特征函数。

如果 an ⩾ 0,
∑∞

n=1 an = 1, {φn(t)} 是一列特征函数，则
∑∞

n=1 anφn(t) 也是特征函数。

∞∑
n=1

anφn(t) =
∞∑
n=1

∫ +∞

−∞
eitXd(anFn(x))

例 3.2.3 φ(t) 是特征函数，则 1− |φ(2t)|2 ⩽ 4(1− |φ(t)|2)

证明 Re(1− φ(t)) =
∫ +∞
−∞ 1− costxdF (x)

1− costx = 2sin2 tx

2
⩾ 2sin2 tx

2
cos2 tx

2
=

1

2
sin2tx =

1

4
(1− cos(2tx))

所以

Re(1− φ(2t)) ⩽ 4Re(1− φ(t))

|φ(t)|2 也是特征函数，故

1− |φ(2t)|2 ⩽ 4(1− |φ(t)|2)

3.2.1 常见分布的特征函数

Bernoulli 分布

φ(t) = E[eitX ] = 1− p+ p · eit

二项分布

B(n, p)

φ(t) = (1− p+ p · eit)n

指数分布

f(x) = λe−λx, x > 0

φ(t) =
λ

λ− it
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正态分布

X ∼ N(0, 1) 时，f(x) = 1√
2π
e−

x2

2 .

φ(t) =

∫ +∞

−∞
eitx 1√

2π
e−

x2

2 dx =

∫ +∞

−∞
(costx+ isintx) 1√

2π
e−

x2

2 dx

=

∫ +∞

−∞
costx 1√

2π
e−

x2

2 dx

φ′(t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
(−xsintx)e−x2

2 dx

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
sintxde−x2

2

= − 1√
2π

∫ +∞

−∞
tcostxe−x2

2 dx = −tφ(t)

最终解得 φ(t) = e−
t2

2 .
Y = σX + µ ∼ N(µ, σ2)

Yy(t) = E[eitY ] = E[eit(σX + µ)] = eitµφX(σt) = eitµ− (σt)2

2

3.2.2 反转公式与唯一性定理

定理 3.2.4 (反转公式) X 的分布函数是 F (x)，特征函数为 φ(t). 则对于

F (b) + F (b− 0)

2
− F (a) + F (a− 0)

2
= lim

τ→+∞

1

2π

∫ τ

−τ

e−iat − e−ibt

it φ(t)dt

定理 3.2.5 (唯一性定理) 分布函数由特征函数唯一确定。

定理 3.2.6 若特征函数 φ(t) 满足
∫∞
−∞ |φ(t)|dt <∞，则 φ(t) 对应的分布函数 F (x) 可导。

3.2.3 多元特征函数

定义 3.2.3 (X1, · · · , Xn) 联合分布为 F (X1, · · · , Xn)，定义

φ(t1, · · · , tn) = E[ei(t1X1+··· ,tnXn)]

则有
φ(0, · · · , 0) = 1, |φ(t1, · · · , tn)| ⩽ 1

φ(−t1, · · · ,−tn) = φ(t1, · · · , tn)

定理 3.2.7 φ(t1, · · · , tn) 是
−→
X = (X1, · · · , Xn) 的特征函数，假设

−→
X 在 V = {ai ⩽ Xi ⩽

bi, i = 1, · · · , n} 的表面上取值概率为 0，则

P (ak ⩽ Xk ⩽ bk, k = 1, 2, · · · , n)

= lim
τk→+∞,k=1,··· ,n

1

(2π)n

∫ τ1

−τ1

· · ·
∫ τn

−τn

n∏
k=1

e−iaktk − e−ibktk

itk
φ(t1, · · · , tn)dt1 · · · dtn
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例 3.2.4 −→
X ∼ N(−→µ ,Σ)，

φ(t1, · · · , tn) = E[ei
∑n

k=1 tkXk ]

Y =
n∑

k=1

tkXk ∼ N(
n∑

k=1

tkµk,
−→
t Σ

−→
t T )

φr(s) = E[eisY ] = E[eis
∑n

k=1 tkXk ] = exp(is
n∑

k=1

tkµk −
1

2
s2
−→
t Σ

−→
t T )

φ(t1, · · · , tn) = φY (1) = exp(i−→t −→µ T − 1

2

−→
t Σ

−→
t T )

(协方差矩阵相关性质) 设 n 阶协方差矩阵 Σ 的秩为 r，
1◦ n = 1, r = 0, σ2 = 0, P (x = µ) = 1
2◦ n = 2, r = 0, P ((X1, X2) = (µ1, µ2)) = 1
3◦ n = 2, r = 1, (X1, X2) 在平面内某条曲线上取值。

rankΣ < n, (X1, · · · , Xn) 退化到 Rn 的一个 r 维子空间内取值。

定理 3.2.8 φ(t1, · · · , tn)是 (X1, · · · , Xn)的特征函数，E[X
k1
1 · · ·Xkn

n ]存在，记 s = k1+ · · ·+
kn，则

∂sφ

∂tk11 · · · ∂tknn

∣∣∣∣−→
t =

−→
0

= isE[Xk1
1 · · ·Xkn

n ]

定理 3.2.9 X1, · · · , Xn 相互独立 ⇔ φ(t1, · · · , tn) =
∏n

k=1 φXk
(tk).

3.2.4 函数列的收敛性

定义 3.2.4 如果一列分布函数 Fn(x) 以及分布函数 F (x)，在 F (x) 的连续点处成立

lim
n→∞

Fn(x) = F (x)

则称 Fn(x) 弱收敛于 F (x)，记作
Fn(x)

w→F (x)

分布函数列弱收敛于分布函数，极限是唯一的。

定理 3.2.10 (连续性定理)
(1). Fn(x)

w→F (x)，则
lim
n→∞

φn(t) = φt

(2). lim
n→∞

φn(t) = φt 且 φ(t) 在 t = 0 处连续，则 φ(t) 也是某分布函数 F (x) 的特征函数，且

Fn(x)
w→F (x).

例 3.2.5 连续性定理 (2) 中 φ(t) 在 t = 0 处连续的条件不能去掉，反例：

Xn ∼ N(0, n), φn(t) = e−
nt2

2 →
{

1 , t = 0
0 , t ̸= 0

后者不是特征函数。



3.3 极限定理简要介绍 31

3.3 极限定理简要介绍

定义 3.3.1 (大数定律) 我们知道，多次独立重复实验中事件 A 的发生频率，稳定于 P (A)∑n
j=1Xk

n
→ P (A)

如果以概率收敛，称 Xn 服从弱大数定律；几乎处处收敛，称 Xn 服从强大数定律。

定义 3.3.2 (依分布收敛) 如果 Fn(x)
w→F (x)，则称 Xn 依分布收敛于 X，记作 Xn

D→X.

定理 3.3.1 Xn 独立同分布，E[Xi] = µ，sn = X1 + · · ·+Xn，则

sn
n

D→µ

定理 3.3.2 (中心极限定理) Xn 独立同分布，E[Xi] = µ，var(Xi) = σ2，sn = X1+ · · ·+Xn，
则

sn − nµ√
nσ2

D→Y, Y ∼ N(0, 1)

证明 Y 的特征函数为 φY (t) = e−
t2

2 .
令 Zk =

Xk−µ√
nσ2
，其特征函数为 φZ(t) = 1− t2

2n
+ o( t

2

n
)，这是因为

E[Zk] = 0, E[Z2
k ] =

1

n

sn−nµ√
nσ2

=
∑n

k=1 Zk 的特征函数就是

φn(t) = (φZ(t))
n =

(
1− t2

2n
+ o(

t2

n
)

)
→ e−

t2

2

由连续性定理， sn−nµ√
nσ2
的分布函数收敛于 e−

t2

2 对应的分布函数。
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4.1 收敛性

4.1.1 收敛性的定义

定义 4.1.1
(1). 几乎处处收敛：若 P ({ω : lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)}) = 1，记作 Xn

a.s.→X.
(2). r 阶平均收敛：E[|Xn|r] < +∞，若 lim

n→∞
E[|Xn −X|r] = 0. 记作 Xn

r→X.

(3). 依概率收敛：若 ∀ε > 0, lim
n→∞

P (|Xn −X| > ε) = 0，记作 Xn
P→X.

(4). 依分布收敛：分布函数弱收敛。记作 Xn
D→X.

4.1.2 四种收敛性之间的关系

Xn
a.s.→X
⇓

Xn
P→X ⇒ Xn

D→X
⇑

Xn
r→X

定理 4.1.1 Xn
P→X ⇒ Xn

D→X.

证明 设 Xn 的分布函数为 Fn(x)，X 的分布函数为 F (x)，

∀ε > 0, Fn(x) = P (Xn ⩽ x) = P (Xn ⩽ X,X ⩽ x+ ε) + P (Xn ⩽ x,X > x+ ε)

= P (X ⩽ x+ ε) + P (|Xn −X| > ε) = F (x+ ε) + P (|Xn −X| > ε)

F (x− ε) = P (X ⩽ x− ε) = P (X ⩽ x− ε,Xn ⩽ x) + P (X ⩽ x− ε,Xn > x)

⩽ P (Xn ⩽ X) + P (|Xn −X| > ε) = Fn(x) + P (|Xn −X| > ε)

所以 F (x− ε)− P (|Xn −X| > ε) ⩽ Fn(x) ⩽ F (x+ ε) + P (|Xn −X| > ε)，令 n→ ∞，就得
到

F (x− ε) ⩽ liminf
n→∞

Fn(x) ⩽ limsup
n→∞

Fn(x) ⩽ F (x+ ε)

若 x 是 F (x) 的连续点，令 ε→ 0+，就有 lim
n→∞

Fn(x) = F (x)，结论得证。

反过来不成立，例如：ω 为抛硬币正反，正则 X(ω) = 1，反则 X(ω) = −1，令 Xn = −X，
此时 Xn 和 X 的分布相同，但 |Xn −X| = 2，故 Xn

P↛X

32
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引理 4.1.1 (Markov 不等式) E[|X|r] <∞，则对于 ∀a > 0，

P (|X|r > a) ⩽ E[|X|r]
a

证明 由
|x|r ⩾ a · I(|x|r>a)

得
E[|X|r] ⩾ E[a · I(|X|r>a)] = aP (|X|r > a)

定理 4.1.2 Xn
r→X ⇒ Xn

P→X, r ⩾ 1.

证明 lim
n→∞

E[|Xn −X|r] = 0, r ⩾ 1

∀ε, P (|Xn −X| > ε) = P (|Xn −X|r > εr)
Markov
⩽ E[|Xn −X|r]

εr
→ 0

引理 4.1.2 以下结论等价：
1◦ Xn

a.s.→X
2◦

P

(
∞⋃
k=1

∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

{
|Xm −X| > 1

k

})
= 0

3◦

∀ε > 0, P

(
∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

{|Xm −X| > ε}

)
= 0

4◦

∀ε > 0, lim
n→∞

P

(
∞⋃

m=n

{|Xm −X| > ε}

)
= 0

定理 4.1.3 Xn
a.s.→X ⇒ Xn

P→X.

证明 ∀ε > 0, P (|Xn −X| > ε) ⩽ P (
⋃∞

m=n |Xn −X| > ε) → 0.
反之不成立，例如：Ω = (0, 1)，

X1 = I(0,1)

X2 = I(0, 1
2
), X3 = I( 1

2
,1)

X4 = I(0, 1
3
), X5 = I( 1

3
, 2
3
), X6 = I( 2

3
),1

...

P (|Xn → 0| > ε) = 1
k
→ 0，故 Xn

P→X，但 Xn
a.s.→X 不成立。

定理 4.1.4
(1). Xn

D→C（常数）, 则 Xn
P→C.

(2). Xn
P→X，且存在常数 k，使得 P (|Xn| ⩽ k) = 1, ∀n 则 Xn

r→X, r ⩾ 1.
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(3). 若 ∀ε ⩾ 0，都有
∞∑
n=1

P (|Xn −X| > ε) <∞

则 Xn
a.s.→X.

引理 4.1.3 Xn
P→X 当且仅当 {Xn} 的任意子列 {Xnm}，可以找到几乎处处收敛的子列

{Xn(mk)
}∞k=1.

定理 4.1.5 (Skorokhod 表示定理) {Xn}, X 在概率空间 (Ω, F, P ) 上的分布函数分别为

{Fn(x)}, F (x) 且 Xn
D→X，则：

存在另一个1概率空间 (Ω′, F ′, P ′) 以及在此空间上定义的随机变量 Yn, Y 满足 Yn 的分
布函数是 Fn(x)，Y 的分布函数是 F (x)，且 Yn

a.s.→ Y .

定理 4.1.6 Xn
P→X 当且仅当存在有界连续函数 g(x) 满足 lim

n→∞
E[g(Xn)] = E[g(X)].

4.2 辅助结论

4.2.1 不等式

(Markov,Chebyshev) h(x) 是非负可测函数，a > 0，X 是随机变量，则

P (|x| ⩾ a) ⩽ E[|x|r]
ar

Markov

P (|X − E(X)| ⩾ a) ⩽ E[|X − E(X)|2]
a2

=
var(X)

a2
Chebyshev

(Holder) p, q > 1, 1
p
+ 1

q
= 1, E(|XY |) ⩽ (E|X|p)

1
p · (E|Y |q)

1
q

(Minkovski) (E|X + Y |p)
1
p ⩽ (E|X|p)

1
p + (E|Y |p)

1
p

(no name) E(|X + Y |r) ⩽ Cr(E|X|r + E|Y |r)，其中 Cr =

{
2r−1 , r > 1
1 , 0 < r ⩽ 1

4.2.2 运算性质

定理 4.2.1 Xn
∗→X，Yn

∗→Y，∗ ∈ {a.s., p, r}，则
(1). 如果 Xn

∗→Y，则 P (X = Y ) = 1.
(2). Xn + Yn

∗→X + Y，XnYn
∗→XY 2

定理 4.2.2 如果 Xn
D→X，Yn

P→C（常数），则 Xn + Yn
D→X + C.

1可以与原空间相同。
2后者对于 ∗ = r 的情况不成立。
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4.2.3 Borel-Cantelli 引理
定义 4.2.1 对一列事件 {An}，定义

∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Am = limsup
n→∞

An = {An i.o.}

即发生了无数次事件全体。

∞⋃
n=1

∞⋂
m=n

Am = liminf
n→∞

An = {Ac
n i.o.}c

即只有有限次没发生的事件全体。

定理 4.2.3 (Borel-Cantelli 引理)
(1). 如果

∑∞
n=1 P (An) <∞，则 P (An i.o.) = 0.

(2). 若 {An} 相互独立，
∑∞

n=1 P (An) = ∞ ⇔ P (An i.o.) = 1.

4.3 大数定律

回忆定义 3.3.1. 本章讨论的是 {Xn} 何时满足弱、强大数定律，即何时

sn
n

=

∑n
k=1Xk

n

依概率收敛、几乎处处收敛。

4.3.1 弱大数定律

定理 4.3.1 (Khinchin LLN) {Xn} 独立同分布，E[Xn] = µ，sn = X1 + · · · + Xn，如果
sn
n
− µ = sn−E(sn)

n

D→ 0，则 sn
n
− µ

P→ 0.

证明 由定理 4.1.4(1) 直接得证。

定理 4.3.2 (Bernoulli LLN) Xn(ω) ∈ {0, 1}, P (Xn = 1) = p, P (Xn = 0) = 1− p. 则
sn
n

P→ p(Xn = 1) = p

定理 4.3.3 (Chebyshev LLN) {Xn} 两两不相关，var(Xn) < k，则

sn − E(sn)

n

P→ 0

证明

∀ε > 0, P

(∣∣∣∣sn − E(sn)

n

∣∣∣∣ > ε

)
⩽ 1

ε2
E

[(
sn − E(sn)

n

)2
]
=

1

n2ε2

n∑
i=1

E[(Xi − E(Xi))
2]

⩽ k

nε2
→ 0
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定理 4.3.4 (Markov LLN) 1
n2 var(sn) → 0，则

sn − E(sn)

n

P→ 0

定理 4.3.5 Xn 独立，设

Yn,k =

{
Xk , |Xk| ⩽ n
0 , |Xk| > n

记 an =
∑n

k=1E(Yn,k)，bn = n，则：

n∑
k=1

P (|Xk| > n) → 0

1

n2

n∑
k=1

E(Y 2
n,k) → 0 ⇒ sn − an

bn

P→ 0

4.3.2 强大数定律

定理 4.3.6 {Xn} 独立同分布，E(X2
1 ) <∞，E[Xi] = µ，则

(1). sn
n

2→µ.
(2). sn

n

a.s.→ µ.

定理 4.3.7 (Kolmogrov) {Xn} 相互独立，且

∞∑
n=1

var(Xn)

n2
<∞

则
sn − E(sn)

n

a.s.→ 0

定理 4.3.8 {Xn} 独立同分布，

sn
n

− µ
a.s.→ 0 ⇔ E[Xn] = µ

4.4 中心极限定理

在第 3.3 节曾介绍过中心极限定理，其中要求了 Xn 独立同分布。实际上，这个条件还
可以减弱。

(Feller 条件) σ2
k = var(Xk)，满足

lim
n→∞

max
1⩽k⩽n

σ2
k

σ2
1 + · · ·+ σ2

n

= 0
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(Lindeberg 条件) {Xn} 独立，记 ak = E[Xk]，b2k = var(Xk)，B2
n =

∑n
k=1 b

2
k，Fk(x) 是 Xk

的分布函数，满足：对于任意 ε > 0，

lim
n→∞

1

B2
n

n∑
k=1

∫
|x−ak|>εBn

(x− ak)
2dFk(x) = 0

等价于

lim
n→∞

1

B2
n

n∑
k=1

E
(
(Xk − ak)

2I{|Xk−ak|>εBn}
)
= 0

引理 4.4.1 Feller⇒ max
1⩽k⩽n

∣∣∣xk−ak
Bn

∣∣∣ P→ 0.

引理 4.4.2 Lindeberg⇒Feller.

定理 4.4.1 (Lindeberg-Feller CLT) {Xn} 独立，满足 Lindeberg 条件，则

sn − E[sn]

Bn

D→N(0, 1)

定理 4.4.2 (Lyapunov CLT) {Xn} 独立，若存在 δ > 0 s.t.

1

B2+δ
n

n∑
k=1

E(|Xk − ak|2+δ) → 0

则
sn − E[sn]

Bn

D→N(0, 1)
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