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前言

本文档为 2022 年秋季学期赵立丰老师的《微分方程引论》下半学期 PDE 部分的课程笔
记。

为避免歧义，本文档中的 ⊂，相当于 ⊆,⫅，均表示“包含于”的意思，且只使用第一种
形式；本文档中的 ⊊，相当于 ⫋，均表示“真包含于”的意思，且只使用第一种形式。

此外需对表示求偏导的符号进行说明：本文档中的 ∂tu,
∂u
∂t
, ∂tu 意义相同。
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第一章 波动方程

1.1 一阶偏微分方程

考虑方程： 
∂u

∂t
+ a(x, t)

∂u

∂x
+ b(x, t)u = f(x, t)

u(x, 0) = ϕ(x),−∞ < x <∞, t > 0

若 x = x(t)，令 u(x(t), t) = U(t)，于是

dU
dt =

∂u

∂t
+ ∂xu · x′(t)

若 x′(t) = a(x(t), t)，即
dU
dt + b(x(t), t)U(t) = f(x(t), t)

令 x(0) = C，则 U(0) = u(C, 0) = ϕ(C)，于是
dx
dt = a(x(t), t)

x(0) = C
,


dU
dt + b(x(t), t)U(t) = f(x(t), t)

U(0) = C

分别解出 x(t) 和 U(t) 后，消去 C 把两者关联起来，然后将 x(t) 更换为 x 即可。

例 1.1.1 
∂u

∂t
− a

∂u

∂x
= f(x, t)

u(x, 0) = ϕ(x)

解 令 x′(t) = −a, x(0) = C ⇒ x(t) = −at+ C，于是

dU
dt = f(−at+ C, t), U(0) = ϕ(C)

解得

U(t) =

∫ t

0

f(−as+ C, s)ds+ ϕ(C)

代入 C = x+ at，得到

u(x, t) =

∫ t

0

f(a(t− s) + x, s)ds+ ϕ(x+ at).
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2 第一章 波动方程

例 1.1.2 
∂u

∂t
+ (x+ t)

∂u

∂x
= x

u(x, 0) = x

解 令 x′(t) = x(t) + t, x(0) = C ⇒ x(t) = (C + 1)et − t− 1，于是

dU
dt + U(t) = (C + 1)et − t− 1, U(0) = C

解得

U(t) = −t+ 1

2
(C + 1)(et − e−t)

代入 C = (x+ t+ 1)e−t − 1，得到

u(x, t) = −t+ 1

2
(x+ t+ 1)(1− e−2t)

1.2 波动方程的初值问题介绍

实际上，本章我们要研究的方程形式如下：

∂2t u−∆u = f(x, t), x ∈ Rn, t ∈ I

其中 u(x, t) 未知，∆u = ∂2x1u+ · · ·+ ∂2xnu.
除此之外还需要一些初值条件，如果方程被限制在区域 Ω 上，则还需要加上边值条件：

∂2t u−∆u = f(x, t), x ∈ Ω ⊂ Rn, t ∈ I

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ Ω

∂tu(x, 0) = ψ(x), x ∈ Ω

边值条件

(1.0)

边值条件分为三类：

1. u(x, t) = h(x, t), x ∈ ∂Ω

2. ∂u
∂n
(x, t) = h(x, t), x ∈ ∂Ω

3. ∂u
∂n
(x, t) + α(x, t)u = h(x, t), x ∈ ∂Ω

分别被称为 Direchlet,Neman,Robin 边值。方程 (1) 称为波动方程的初值问题。
我们先考虑无界的情况， 

∂2t u−∆u = f(x, t), x ∈ Rn

u(x, 0) = ϕ(x)

∂tu(x, 0) = ψ(x)

(1.1)

在这种情况下，x 趋于无穷远处时认为 u(x, t) → 0. 现在把初值问题 (1.1) 拆解一下，分为
∂2t u−∆u = 0, x ∈ Rn

u(x, 0) = ϕ(x)

∂tu(x, 0) = 0

(1.1.1)



1.2 波动方程的初值问题介绍 3
∂2t u−∆u = 0, x ∈ Rn

u(x, 0) = 0

∂tu(x, 0) = ψ(x)

(1.1.2)


∂2t u−∆u = f(x, t), x ∈ Rn

u(x, 0) = 0

∂tu(x, 0) = 0

(1.1.3)

并假设 u1, u2, u3 分别是上述三个初值问题的解，不难验证 u = u1 + u2 + u3 就是初值问题
(1.1) 的解。

定理 1.2.1 设 u2 =Mψ(x, t)，则可以取

u1 = ∂tMϕ(x, t), u3 =

∫ t

0

Mfτ (x, t− τ)dτ.

其中，Mϕ 是指将初值问题 (1.1.2) 中的 ϕ(x) 替换为 ψ(x) 后的 u2，Mfτ 是指将初值问题
(1.1.2) 中的 ϕ(x) 替换为 f(x, τ) 后的 u2.

证明 令 u =Mϕ，于是 u 满足 
∂2t u−∆u = 0, x ∈ Rn

u(x, 0) = 0

∂tu(x, 0) = ϕ(x)

令 u1 = ∂tu(x, t)，则 u1 满足
∂2t u1 −∆u1 = 0, x ∈ Rn

u1(x, 0) = ϕ(x)

∂tu(x, 0) = ∂2t u(x, 0) = ∆u(x, 0) = 0

即是初值问题 (1.1.1) 的解。

再令 u(x, t) =Mfτ (x, t)，即 u 满足
∂2t u−∆u = 0, x ∈ Rn

u(x, 0) = 0

∂tu(x, 0) = f(x, τ)

令 v(x, t) = u(x, t− τ)，则 v 满足
∂2t v −∆v = ∂2t u−∆u = 0, x ∈ Rn

v(x, τ) = u(x, 0) = 0

∂tu(x, τ) = ∂tu(x, 0) = f(x, τ)
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再令 u3(x, t) =
∫ t
0
vdτ，于是

∂tu3(x, t) = v(x, τ) +

∫ t

0

∂tvdτ =

∫ t

0

∂tvdτ

∂2t u3(x, t) = ∂tv(x, τ) +

∫ t

0

∂2t vdτ

= f(x, t) +

∫ t

0

∆vdτ

= f(x, t) + ∆

∫ t

0

vdτ = f(x, t) + ∆u3

所以有 ∂2t u3(x, t)−∆u3 = f(x, t). 除此之外容易验证

u3(x, 0) = 0, ∂tu3(x, 0) = 0

所以 u3 是初值问题 (1.1.3) 的解。 □

1.3 一维初值问题

考虑 R 上的初值问题 
∂2t u− ∂2xu = f(x, t), x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = ϕ(x)

∂tu(x, 0) = ψ(x)

(1.2)

我们先考虑 f, ϕ 恒等于 0 的情况，并假设这种情况下的解为 u2.
∂2t u− ∂2xu = 0, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = 0

∂tu(x, 0) = ψ(x)

(1.2.2)

因为 ∂2t u− ∂2xu = (∂t + ∂x)(∂t − ∂x)u，所以设 v = ∂tu− ∂xu，则有{
∂tv + ∂xv = 0

v(x, 0) = ϕ(x)
(1.3)

容易得到一个解就是 v = ψ(x− t).，于是又有{
∂tu− ∂xu = ψ(x− t)

u(x, 0) = 0
(1.4)

这也是一个一阶偏微分方程，可解出

u(x, t) =

∫ t

0

ψ(x+ t− 2τ)dτ =
1

2

∫ x+t

x−t
ψ(y)dy.
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即 u2(x, t) =
1
2

∫ x+t
x−t ψ(y)dy，根据定理 1.2.1 得到

u1(x, t) =
d
dt

(
1

2

∫ x+t

x−t
ϕ(y)dy

)
=

1

2
(ϕ(x+ t) + ϕ(x− t))

u3(x, t) =
1

2

∫ t

0

∫ x+t−τ

x−t+τ
f(y, τ)dydτ

于是

u(x, t) =
1

2
(ϕ(x+ t) + ϕ(x− t)) +

1

2

∫ x+t

x−t
ψ(y)dy + 1

2

∫ t

0

∫ x+t−τ

x−t+τ
f(y, τ)dydτ

此式被称为 d′Alembert 公式。
我们知道，物理意义上的 f 相当于外力，如果它恒为 0，则可令

F (x) =
1

2
ϕ(x) +

1

2

∫ x

0

ψ(y)dy,G(x) = 1

2
ϕ(x)− 1

2

∫ x

0

ψ(y)dy

于是 u(x, t) = F (x+ t) +G(x− t)，相当于左行波和右行波的叠加。

定理 1.3.1 若 ϕ ∈ C2(R), ψ ∈ C1(R), f ∈ C1(R × R+)，则由 d′Alembert 公式给出的 u 满
足 u ∈ C2(R×R+).

推论 1.3.1 若 ϕ, ψ, f 是关于 x 的偶、奇、周期函数，则由 d′Alembert 公式给出的 u 也具
有相同性质。

下面讨论半无界的情况，这种情况下需要给出边值条件，这节课后面没录上，草泥马的。

1.4 多维初值问题

我们先来考虑三维的情况：
∂2t u−∆u = f(x, t), x ∈ R3, t > 0

u(x, 0) = ϕ(x)

∂tu(x, 0) = ψ(x)

(1.5)

换用极坐标 (r, ω) 表示，∆u = ∂2ru+ 2r−1∂ru+ r−2∆S2u.S2 为单位球面。于是

∂2t u− (∂2ru+ 2r−1∂ru+ r−2∆S2u) = f(x, t)

我们先考虑 f = 0 的情况，先对上式两边同时在 S2 上积分，

∂2t

∫
S2

udω − (∂2r

∫
S2

udω + 2r−1∂r

∫
S2

udω + r−2

∫
S2

∆S2udω) = 0

由于 ∫
S2

∆S2udω = 0
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所以有

∂2t

∫
S2

udω − (∂2r

∫
S2

udω + 2r−1∂r

∫
S2

udω) = 0

令

u(r, t) =
1

4π

∫
S2

udω

则
∂2t u− ∂2ru+ 2r−1∂ru = 0

令 v(r, t) = ru(r, t)，则 
∂2t v − ∂2rv = 0

v(0, r) = ru(0, r) = rϕ(r), r ⩾ 0

∂tu(0, r) = rψ(r)

(1.6)

这是一个半无界一维初值问题，将 v 等函数都关于 r 偶延拓，延拓之后仍记为 v，则根据
d′Alembert 公式可得

v(r, t) =
1

2

(
(r + t)ϕ(r + t) + (r − t)ϕ(r − t)

)
+

1

2

∫ r+t

r−t
yψ(y)dy

我们先求出各个函数 r = 0 时的情况，然后根据平移不变性得出整个函数：

∂rru(r, t) = u(r, t) + ∂ru(r, t)

u(0, t) = ∂rru(0, t) = ∂rv(0, t)

=
1

2

(
ϕ(t) + tϕ

′
(t) + ϕ(−t) + (−t)ϕ′

(−t)
)
+

1

2

(
tψ(t)− (−t)ψ(−t)

)
= ϕ(t) + tϕ

′
(t) + tψ(t)

=
d
dt

t

4π

∫
S2

ϕ(tω)dω +
t

4π

∫
S2

ψ(tω)dω

从而得到

u(x, t) =
d
dt

t

4π

∫
S2

ϕ(x+ tω)dω +
t

4π

∫
S2

ψ(x+ tω)dω

令 y = x+ tω，则 dS(y) = t2dω，得到

u(x, t) =
d
dt

1

4πt

∫
|y−x|=t

ϕ(y)dy + 1

4πt

∫
|y−x|=t

ψ(y)dy

如果 f 不恒为 0，那么

u(x, t) =
d
dt

1

4πt

∫
|y−x|=t

ϕ(y)dy + 1

4πt

∫
|y−x|=t

ψ(y)dy +
∫ t

0

1

4π(t− τ)

∫
|y−x|=t−τ

f(y, τ)dydτ

该式被称为基尔霍夫公式。
对于二维的情况，当作三维求解即可，得到

u(x, t) =
d
dt

1

2π

∫
|y−x|⩽t

ϕ(y)√
t2 − |y − x|2

dy + 1

2π

∫
|y−x|⩽t

ψ(y)√
t2 − |y − x|2

dy
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1.5 能量估计

∂2t u−∆u = 0 ⇒ ∂tu(∂
2
t u−∆u) = 0

⇒ 1

2
∂t(∂tu)

2 = ∂tu∆u

= ∂tu
n∑
i=1

∂2xiu

=
n∑
i=1

(∂xi(∂tu∂xiu)− (∂t∂xiu)∂xiu)

=
n∑
i=1

(
∂xi(∂tu∂xiu)−

1

2
∂t(∂xiu)

2

)
= div(∂tu∇u)−

1

2
∂t|∇u|2

得到
1

2
∂t
(
(∂tu)

2 + |∇u|2
)
− div(∂tu∇u) = 0

此为能量守恒的微分形式。两边在 Rn 上求积分，得到

0 = ∂t

∫
Rn

1

2

(
(∂tu)

2 + |∇u|2
)

dx−
∫
Rn

div(∂tu∇u)dx

= ∂t

∫
Rn

1

2

(
(∂tu)

2 + |∇u|2
)

dx−
∫
∂Rn

∂tu
∂u

∂n
dx

= ∂t

∫
Rn

1

2

(
(∂tu)

2 + |∇u|2
)

dx

于是令

E(t) =

∫
Rn

1

2

(
(∂tu)

2 + |∇u|2
)

dx

E(t) 关于时间不变，所以 E(t) = E(0)，此即为能量守恒。此式被称为诺特定理。
此外，如果限制在区域 Ω 上，且区域边值为 0，同样有

E(t) =

∫
Ω

1

2

(
(∂tu)

2 + |∇u|2
)

dx

利用能量估计，我们可以证明解的唯一性。考虑初值问题
∂2t u−∆u = f(x, t), x ∈ Ω ⊂ Rn, t > 0

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ Ω

∂tu(x, 0) = ψ(x), x ∈ Ω

u(x, t) = h(x, t), x ∈ ∂Ω

(1.7)

假设 u1, u2 都是 (1.7) 的解，那么设 u = u1 − u2，满足
∂2t u−∆u = 0, x ∈ Ω ⊂ Rn, t > 0

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω

∂tu(x, 0) = 0, x ∈ Ω

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω

(1.7.1)
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则根据诺特定理，得到

E(t) =

∫
Rn

1

2

(
(∂tu)

2 + |∇u|2
)

dx = E(0) = 0

于是
∂tu = 0,∇u = 0, x ∈ Ω

u1, u2 时古典解，即在区域 Ω 内二阶可微，则 u = Const = u(x, 0) = 0, x ∈ Ω. 唯一性得证。
我们还能够证明稳定性，

定理 1.5.1 初值问题 (1.7) 的解在下述意义下关于初值和右端项是稳定的：

∀ϵ > 0, ∃δ = δ(ϵ, T ) s.t.若

||ϕ1 − ϕ2||L2(Ω) ⩽ δ, ||∇ϕ1 −∇ϕ2||L2(Ω) ⩽ δ, ||ψ1 − ψ2||L2(Ω) ⩽ δ, ||f1 − f2||L2(0,T ;Ω) ⩽ δ,

则u1, u2在0 ⩽ t ⩽ T上满足

||u1 − u2||L2(Ω) + ||∇u1 −∇u2||L2(Ω) ⩽ ϵ, ||∂tu1 − ∂tu2||L2(Ω) ⩽ ϵ

其中

||f(x)||L2(Ω) =

(∫
Ω

(f(x))2dx
) 1

2

||f(x)||L2(0,T ;Ω) =

(∫ T

0

∫
Ω

(f(x, t))2dxdt
) 1

2

证明 令 u = u1 − u2, f = f1 − f2, ϕ = ϕ1 − ϕ2, ψ = ψ1 − ψ2. 于是 u 满足
∂2t u−∆u = f, x ∈ Ω ⊂ Rn, t > 0

u(x, 0) = ϕ, x ∈ Ω

∂tu(x, 0) = ψ, x ∈ Ω

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω

(1.7.2)

∂2t u−∆u = f ⇒ ∂tu(∂
2
t u−∆u) = f∂tu

⇒ 1

2
∂t(∂tu)

2 − ∂tu∆u = f∂tu

⇒ 1

2
∂t
(
(∂tu)

2 + |∇u|2
)
− div(∂tu∇u) = f∂tu

⇒ ∂t

∫
Ω

1

2

(
(∂tu)

2 + |∇u|2
)

dx =

∫
Ω

f∂tudx = ∂tE(t)

对右侧进行放缩， ∣∣∣∣∫
Ω

f∂tudx
∣∣∣∣ ⩽ 1

2

∫
Ω

|f |2 + |∂tu|2dx

⩽ 1

2

∫
Ω

|f |2dx+ 1

2

∫
Ω

|∂tu|2dx

⩽ 1

2

∫
Ω

|f |2dx+ E(t)
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即

∂tE(t) ⩽
1

2

∫
Ω

|f |2dx+ E(t)

由 Gronwall 不等式可得

E(t) ⩽ et
(
E(0) +

1

2

∫ t

0

e−s
∫
Ω

|f(x, s)|2dxds
)

0 ⩽ s ⩽ t < T，所以有

E(t) ⩽ et
(
E(0) +

1

2

∫ t

0

∫
Ω

|f(x, s)|2dxds
)

⩽ C

(
E(0) +

∫ T

0

∫
Ω

|f(x, s)|2dxds
)

再令

y(t) =

∫
Ω

u2dx

则

∂ty = 2

∫
Ω

u∂tudx ⩽
∫
Ω

u2dx+
∫
Ω

(∂tu)
2dx

⩽ y + 2eT
(
E(0) +

∫ T

0

∫
Ω

|f(x, s)|2dxds
)

再用 Gronwall

y ⩽ C

(
y(0) + E(0) +

∫ T

0

∫
Ω

|f(x, s)|2dxds
)

因此

||u||L2(Ω) + ||∂tu||L2(Ω) + ||∇u||L2(Ω)

⩽ C

(
||ϕ||L2(Ω) + ||ψ||L2(Ω) + ||∇ϕ||L2(Ω) +

∫ T

0

∫
Ω

|f(x, s)|2dxds
)

⩽ 4Cδ2 ≜ 1

2
ϵ < ϵ

我们最后再来说明一下有限传播速度，考虑初值问题
∂2t u−∆u = 0

u(x, 0) = ϕ(x)

∂tu(x, 0) = ψ(x)

第一步同样是得到 1
2
∂t ((∂tu)

2 + |∇u|2)− div(∂tu∇u) = 0，也就是

∂tE(t)− div(∂tu∇u) = 0
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然后我们取锥台 V : |x− x0| ⩽ R− t，在锥台上求积分，锥台的上底面、下底面、侧面记为
T,B,K.

0 =

∫
V

∂tE(t)− div(∂tu∇u)dxdt

=

∫
V

(∂t,∇x) · (E(t),−∂tu∇u)dxdt

=

∫
∂V

(E(t),−∂tu∇u) · −→n dS

=

∫
B

−E(0)dx+
∫
T

E(t0)dx+
∫
K

(E(t),−∂tu∇u) ·
1√
2

(
R− t

|R− t|
,
x− x0
|x− x0|

)
dS∫

B

E(0)dx =

∫
T

E(t0)dx+
1√
2

∫
K

(E(t),−∂tu∇u) ·
(
1,

x− x0
|x− x0|

)
dS∫

B

E(0)dx =

∫
T

E(t0)dx+
1√
2

∫
K

E(t)− ∂tu∇u ·
x− x0
|x− x0|

dS∫
B

E(0)dx =

∫
T

E(t0)dx+
1√
2

∫
K

1

2

(
(∂tu)

2 + |∇u|2
)
− ∂tu∇u ·

x− x0
|x− x0|

dS∫
B

E(0)dx =

∫
T

E(t0)dx+
1

2
√
2

∫
K

(
∂tu+

x− x0
|x− x0|

· ∇u
)2

+ |∇u|2 −
∣∣∣∣ x− x0
|x− x0|

· ∇u
∣∣∣∣2 dS

记作 ∫
B

E(0)dx =

∫
T

E(t0)dx+ Flux(0, t)

Flux(0, t)是指从侧面流出的能量，上式代表的物理意义就是：初始面 B 的能量，等于 t0 时
面 T 的能量，加上侧面 K 流出的能量。不难看出，侧面流出的能量 Flux 是非负的。

初始面 B 决定了整个区域 V 的能量，这就是波的有限传播速度。

1.6 混合问题

定义 1.6.1 常微分方程齐次边值问题
X(x)′′ + λX(x) = 0, x ∈ (0, L)

− α1X
′(0) + β1X(0) = 0

α2X
′(L) + β2X(L) = 0

(1.8)

其中 αi, βi ⩾ 0, αi + βi > 0, i = 1, 2.
这被称为 Storm-Livouer 特征值问题，λ 称为特征值，非零解 X 称为对应于这个特征

值的特征函数。

注 其实这就是求微分算子 − d2

d2t
的特征向量。

定理 1.6.1 关于此问题，有如下性质：

(1) 所有的特征值都是实数，且当 β1 + β2 > 0 时，所有的特征值都是正数.
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(2) 不同特征值对应的特征函数相互正交，即∫ L

0

X1X2dx = 0

(3) 所有特征值组成一个单调递增以无穷远点为聚点的数列.

(4) 不同特征值对应的特征函数组成函数空间 L2(0, L) 上的正交基，任意函数 f ∈ L2(0, L)
都可以按照特征函数展开为

f(x) =
∞∑
n=1

CnXn(x), Cn =

∫ L
0
f(x)Xn(x)dx∫ L
0
Xn(x)2dx

.

注 如果 αi = 0，得到的正交基就是 {sin(nx)}，这就是傅里叶展开得到的正弦级数。

考虑一维波动方程的初值问题：
∂2t u− ∂2xu = f(x, t), x ∈ (0, l)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, l]

∂tu(x, 0) = ψ(x), x ∈ [0, l]

u(0, t) = g1(t), u(l, t) = g2(t).

(1.9)

我们先考虑 f, g1, g2 恒等于 0 的情况：
∂2t u− ∂2xu = 0, x ∈ (0, l)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, l]

∂tu(x, 0) = ψ(x), x ∈ [0, l]

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0.

(1.9.1)

假设 u(x, t) = T (t)X(x)，

∂2t u− ∂2xu = 0 ⇒ T ′′(t)X(x) = X ′′(x)T (t)

⇒ T ′′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ

⇒ T ′′(t) + λT (t) = 0, X ′′(x) + λX(x) = 0.

又有初值条件可知，X(0) = X(l) = 0. 根据定理 1.6.1，特征函数

Xn(x) = sin(
√
λnx), λn =

(nπ
l

)2

, n = 1, 2, · · ·

与之对应的

Tn(t) = An cos(
√
λnt) + Bn sin(

√
λnt)
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当然，un(x, t) = Xn(x)Tn(t) 并不满足初值条件，我们考虑 un 的叠加：

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(x, t)

=
∞∑
n=1

(
An cos(

√
λnt) + Bn sin(

√
λnt)

)
sin(

√
λnx)

u(x, 0) =
∞∑
n=1

An sin(
√
λnx) = ϕ(x)

∂tu(x, 0) =
√
λn

∞∑
n=1

Bn sin(
√
λnx) = ψ(x)

我们知道

f(x) =
∞∑
n=1

fn sin(
√
λnx)

fn =

∫ l
0
f(x) sin(

√
λnx)dx∫ L

0
sin2(

√
λnx)dx

=
2

l

∫ l

0

f(x) sin(
√
λnx)dx

所以

An =
2

l

∫ l

0

ϕ(x) sin(
√
λnx)dx

Bn =
2

l
√
λn

∫ l

0

ψ(x) sin(
√
λnx)dx

如果 f 不恒为 0，即 
∂2t u− ∂2xu = f(x, t), x ∈ (0, l)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, l]

∂tu(x, 0) = ψ(x), x ∈ [0, l]

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0.

(1.9.2)

令

u(x, t) =
∞∑
n=1

Tn (t) sin(
√
λnx)

把各项函数在正交基
{

sin(
√
λnx)

}
上分解，

f(x, t) =
∞∑
n=1

fn(t) sin(
√
λnx)

ϕ(x) =
∞∑
n=1

ϕn sin(
√
λnx)

ψ(x) =
∞∑
n=1

ψn sin(
√
λnx)
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于是

∂2t u− ∂2xu =
∞∑
n=1

(
λnTn(t) + T

′′

n (t)
)

sin(
√
λnx) =

∞∑
n=1

fn(t) sin(
√
λnx)

⇒ λnTn(t) + T
′′

n (t) = fn(t)

以及初值条件

Tn(0) = ϕn, T
′
n(0) = ψn

解得

Tn(t) = ϕn cos(
√
λnt) +

1√
λn
ψn sin(

√
λnt) +

1√
λn

∫ t

0

fn(τ) sin(
√
λn(t− τ))dτ.

如果 g1, g2 不恒为 0，只需取

v = u−
[
l − x

l
g1(t) +

x

l
g2(t)

]

于是 v 就满足齐次边值问题



∂2t v − ∂2xv = f(x, t), x ∈ (0, l)

v(x, 0) = ϕ(x)−
[
l − x

l
g1(0) +

x

l
g2(0)

]
= ϕ̃(x), x ∈ [0, l]

∂tv(x, 0) = ψ(x)−
[
l − x

l
g′1(0) +

x

l
g′2(0)

]
= ψ̃(x), x ∈ [0, l]

v(0, t) = 0, v(l, t) = 0.

(1.9.3)

注 仅作为练习，在这里通过能量估计证明一下解的唯一性。对于初值问题 (1.9)，设 u1, u2
是它的两个解，记 u = u1 − u2，则


∂2t u− ∂2xu = 0, x ∈ (0, l)

u(x, 0) = 0, x ∈ [0, l]

∂tu(x, 0) = 0, x ∈ [0, l]

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0.
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根据 u(0, t) = u(l, t) = 0，可知 ∂tu(0, t) = ∂tu(l, t) = 0.

∂2t u− ∂2xu = 0

∂tu(∂
2
t u− ∂2xu) = 0

1

2
∂t(∂tu)

2 = ∂tu∂
2
xu

1

2
∂t(∂tu)

2 = ∂x(∂tu∂xu)− ∂x∂tu · ∂xu
1

2

(
∂t(∂tu)

2 + ∂t(∂xu)
2
)
= ∂x(∂tu∂xu)

∂t
1

2

(
(∂tu)

2 + (∂xu)
2
)
= ∂x(∂tu∂xu)

1

2
∂t

∫ l

0

(
(∂tu)

2 + (∂xu)
2
)

dx = ∂tu∂xu|l0 = 0

1

2

∫ l

0

(
(∂tu)

2 + (∂xu)
2
)

dx = E(t) = E(0)

∂tu(x, 0) = 0, ∂xu(x, 0) = 0 ⇒ ∂tu = ∂xu = 0 ⇒ u(x, t) = u(x, 0) = 0.

唯一性得证。



第二章 位势方程

本章我们要介绍的方程形式如下{
∆u = f(x, t), x ∈ Ω

边值条件

2.1 调和函数

定义 2.1.1 如果函数 u : Ω → R 具有二阶连续偏导数，且 ∆u = 0，称 u 是调和函数。

设函数 f : Rn → R， ∫
Rn

f(x)dx =

∫ ∞

0

∫
∂B(x0,r)

f(y)dS(y)dr

其中，B(x0, r) 代表 x0 为中心、半径为 r 的球体，而 y ∈ ∂B(x0, r) ⇔ |y − x0| = r ⇔ y =
x0 + rω, ω 是单位向量，表示朝向。dS(y) 代表 y 所在的面积元。因此∫

Rn

f(x)dx =

∫ ∞

0

∫
|ω|=1

f(x0 + rω)dS(ω)r
n−1dr

此外还有一个等式（证明略）

d
dr

∫
B(x0,r)

f(x)dx =

∫
∂B(x0,r)

f(y)dS(y)dr

定义 2.1.2 u ∈ C(Ω), 称 u 满足平均值性质，如果

∀B(x, r) ⊂ Ω, u(x) =
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

f(x)dx

|B(x, r)| 就是球的体积，即

|B(x, r)| =
∫
B(x,r)

dx =
4πr3

3
,Ω ⊂ R3.

称 u 满足第二平均值性质，如果

∀B(x, r) ⊂ Ω, u(x) =
1

|∂B(x, r)|

∫
∂B(x,r)

f(y)dS(y)

这两个性质实际上是等价的。

15
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定理 2.1.1 如果 u 在 Ω 上调和，则 u 满足第二平均值性质。

定理 2.1.2 如果 u ∈ C2(Ω) 且满足第二平均值性质，则 u 在 Ω 上光滑且调和。

证明见 11.28 课程回放，目前不清楚重不重要，先不弄了。

定理 2.1.3（Harnack 不等式）u 在 Ω 上是非负调和函数，对于 Ω 上任意连通紧集 V，存在
常数 C 使得

supV u ⩽ CinfV u.

C 是与 V 和维数 n 有关的常数。

证明 只要证明 ∀x, y ∈ V, u(x) ⩽ Cu(y) 即可。
先考虑两点间距离较短的情况：设 r = 1

2
dist(V, ∂Ω), dist(V, ∂Ω) = inf|a − b|, a ∈ V, b ∈

∂Ω. 对于 ∀x, y ∈ V, |x− y| < r,B(y, r) ⊂ B(x, 2r) ⊂ Ω.u 非负，于是

u(x) =
1

|B(x, 2r)|

∫
B(x,2r)

u(z)dz

⩾ 1

|B(x, 2r)|

∫
B(y,r)

u(z)dz

=
1

2n
1

|B(y, r)|

∫
B(y,r)

u(z)dz

=
1

2n
u(y).

V 是连通紧集，所以 x，y 之间存在一条曲线把两点相连，曲线上每个点都存在一个半径为
r/2的开球 B ⊂ V，这些开球的开覆盖必有子覆盖，即有限个开球 B1, · · · , BN 可覆盖这条曲
线上的所有点，且 Bi∩Bi+1 ̸= ∅. 于是我们取 x ∈ B1, x1 ∈ B1∩B2, x2 ∈ B2∩B3, · · · , xN−1 ∈
BN−1 ∩ BN , y ∈ BN . 就有

u(x) ⩽ 2nu(x1) ⩽ · · · ⩽ 2(N−1)nu(xN−1) ⩽ 2Nnu(y) = Cu(y).

定理 2.1.4（梯度估计）u 在 BR = B(x0, R) 上调和，则

|∇u(x0)| ⩽
n

R
maxBR

u

如果 u 还满足非负，则有
|∇u(x0)| ⩽

n

R
u(x0)

推论 2.1.1（Liouville 定理）Rn 上的上有界或下有界调和函数必为常数。

证明 只证明上有界的情况，下有界同理。设 M 是上界，令 v =M − u，v 是非负调和函数。
于是应用上面的定理

|∇v(x)| ⩽ n

R
v(x) =

n

R
(M − u(x))

R 是任意的，所以令 R 趋于无穷，则有 |∇v(x)| = 0. 所以 v 是一个常数，因此 u 也是一个
常数。
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2.2 基本解与 Green 函数
定义 2.2.1 如果 u = δ，则称 u 是基本解。δ 是一种分布，指函数在除了原点的其余区域都
为 0.

若 u 是径向对称的，∆u = ∂2ru+ (n− 1)r−1∂ru+ r−2∆Snu = ∂2ru+ 2r−1∂ru = 0. 解得

u(r) =

{
C1r

−(n−2) + C2, n ⩾ 3

C1lnr + C2, n = 2

函数

Γ(x) =


− 1

2π
ln|x|, n = 2

1

ωn

1

|x|n−2
, n ⩾ 3

, x ∈ Rn, x ̸= 0.

是拉普拉斯方程 ∆u = 0 的基本解，其中 ωn 是 n 维球面的面积。

定理 2.2.1（Green 公式）若 u ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω)，则∫
Ω

u∆vdx =

∫
∂Ω

u
∂v

∂n
dS −

∫
Ω

∇u∇vdx

u，v 交换后相减，得到 ∫
Ω

(u∆v − v∆u)dx =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS

也叫第二 Green 公式。

定理 2.2.2 考虑 R3 上的开集 Ω，u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) 且 u 调和，则

∀x0 ∈ Ω, u(x0) =
1

4π

∫
∂Ω

(
−u ∂

∂n

(
1

|x− x0|

)
+

1

|x− x0|
∂u

∂n

)
dS(x)

证明 根据平移不变性，我们不妨设 x0 = 0. 设区域

Ωϵ = Ω− B = Ω− B(0, ϵ)

并设函数

v =
1

4π|x|
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显然，u, v ∈ C2(Ωϵ) ∩ C1(Ωϵ) 且调和，于是

0 =

∫
Ωϵ

(u∆v − v∆u)dx =

∫
∂Ωϵ

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS

=
1

4π

∫
∂Ω∪∂B

(
u
∂

∂n

(
1

|x|

)
− 1

|x|
∂u

∂n

)
dS

=
1

4π

∫
∂Ω

(
u
∂

∂n

(
1

|x|

)
− 1

|x|
∂u

∂n

)
dS + I

I =
1

4π

∫
∂B

(
−u ∂

∂r

1

r
+

1

r

∂u

∂r

)
dS

=
1

4πϵ2

∫
∂B

udS +
1

4πϵ

∫
∂B

∂u

∂n
dS

= u(0) +
1

4πϵ

∫
∂B

∆udx = u(0)

u(0) =
1

4π

∫
∂Ω

(
−u ∂

∂n

(
1

|x|

)
+

1

|x|
∂u

∂n

)
dS

即

u(x0) =
1

4π

∫
∂Ω

(
−u ∂

∂n

(
1

|x− x0|

)
+

1

|x− x0|
∂u

∂n

)
dS(x)

如果 g 在 Ω 上调和，且 g|∂Ω = 1
4π|x−x0|，则关于 u 的方程{

∆u = 0, x ∈ Ω

u|∂Ω = ϕ(x)

可得

0 =

∫
Ω

(u∆g − g∆u)dx =

∫
∂Ω

(
u
∂g

∂n
− g

∂u

∂n

)
dS

而

u(x0) =
1

4π

∫
∂Ω

(
−u ∂

∂n

(
1

|x− x0|

)
+

1

|x− x0|
∂u

∂n

)
dS(x)

两式相减得到

u(x0) =

∫
∂Ω

(
u
∂

∂n

(
g − 1

4π|x− x0|

)
−
(
g − 1

4π|x− x0|

)
∂u

∂n

)
dS

=

∫
∂Ω

u
∂

∂n

(
g − 1

4π|x− x0|

)
dS

若令 G(x, x0) = −g + 1
4π|x−x0|，则有

u(x0) =

∫
∂Ω

u
∂G

∂n
dS(x) =

∫
∂Ω

ϕ(x)
∂G

∂n
dS(x)

式中的 G 就是 Green 函数。
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定义 2.2.2 Ω 上算子 −∆ 的 Green 函数满足：
(1) G 在 Ω 上除了点 x0 外二阶连续可微且调和；

(2) G|∂Ω = 0；

(3) −G+ 1
4π|x−x0| 在 x = x0 处有限，且处处二阶连续可微并调和。

半空间 {(x, y, z) ∈ R3, z > 0} 上的 Green 函数为

G(x, x0) =
1

4π|x− x0|
− 1

4π|x− x∗0|
, x0 = (x1, x2, x3), x

∗
0 = (x1, x2,−x3).

球 B(0, R) 上的 Green 函数为

G(x, x0) =
1

4π|x− x0|
− R

4π|x0|
1

|x− x∗0|
, x∗0 =

R2

|x0|2
x.

我们现在来求一下 B = B(0, R) 上的 u(x0)：

∇G = − x

4π|x− x0|3
R2 − |x0|2

R2

∂G

∂n
= ∇G · x

R
= − 1

4π|x− x0|3
R2 − |x0|2

R

u(x0) =
R2 − |x0|2

4πR

∫
∂Ω

ϕ(x)

|x− x0|3
dS(x)

即

u(x) =
R2 − |x|2

4πR

∫
∂Ω

ϕ(y)

|x− y|3
dS(y)

上式称为泊松公式。

定理 2.2.3 u 在 Ω = B(x0, R) 上是非负调和函数，则

R

R + r

R− r

R + r
u(x0) ⩽ u(x) ⩽ R

R− r

R + r

R− r
u(x0)

其中 r = |x− x0| < R.

证明 根据平移不变性，我们只需证 x0 = 0 的情况，于是 r = |x| = R. 在 Ω = B(0, R) 上

u(x) =
R2 − |x|2

4πR

∫
∂Ω

u(y)

|x− y|3
dS(y)

由于 R− r ⩽ |x− y| ⩽ R + r，所以

R2 − x2

4πR(R + r)3

∫
∂Ω

u(y)dS(y) ⩽ u(x) ⩽ R2 − x2

4πR(R− r)3

∫
∂Ω

u(y)dS(y)

⇒ R2 − x2

4πR(R + r)3
u(0) ⩽ u(x) ⩽ R2 − x2

4πR(R− r)3
u(0)

⇒ R2 − r2

4πR(R + r)3
u(0) ⩽ u(x) ⩽ R2 − r2

4πR(R− r)3
u(0)

化简后结论得证。



20 第二章 位势方程

2.3 极值原理与最大模估计

定义

Lu = −∆u+ c(x)u, c(x) ⩾ 0, x ∈ Ω.

定理 2.3.1 u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω) 且 Lu = f < 0，如果 u 在 Ω 上的最大值非负，则 u 必在 ∂Ω
上达到 u 在 Ω 上的非负最大值，

maxΩu ⩽ max∂Ωu+

证明（反证）假设 u 在 x0 ∈ Ω 上达到的最大值就是在 Ω 上的非负最大值，于是

∇u(x0) = 0,∆u(x0) = tr(Hes u)(x0) ⩽ 0

⇒ Lu(x0) = −∆u(x0) + c(x0)u(x0) ⩾ 0

矛盾。

定理 2.3.2 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) 且 Lu = f ⩽ 0. 若 u 在 Ω 上的最大值为正，则 u 必在 ∂Ω
上达到 u 在 Ω 上的非负最大值，

maxΩu ⩽ max∂Ωu+

证明 不妨设 0 ∈ Ω，d 为 Ω 的直径（即两点最大间距），令 v(x) = |x|2 − d2 ⩽ 0, uϵ =
u+ ϵv, ϵ > 0. 于是

Luϵ = f + ϵ(−∆v + c(x)v) = f − 2nϵ+ c(x)(|x|2 − d2) ⩽ −2nϵ < 0

于是

maxΩ(u+ ϵv) ⩽ max∂Ω(u+ ϵv)+ ⩽ max∂Ωu+

而 ϵ→ 0 时

maxΩ(u+ ϵv) ⩾ maxΩ(u− ϵd2) → maxΩu

所以结论得证。

上面这两个定理都叫做弱极大值原理。

定理 2.3.3（Hopf 引理）设 B 时 Rn(n = 2, 3) 上半径为 R 的球，c(x) 在 B 上非负且有界，
u ∈ C2(B) ∩ C1(B) 满足 Lu = f ⩽ 0，并且存在 x0 ∈ ∂B 使得 u 在 x0 处达到 u 在 B 上的
非负最大值，则

∂u

∂µ
(x0) > 0

其中 µ 与 x0 处的单位外法向量夹角小于 π/2.
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证明 令 v(x) = e−α|x|
2 − e−αR

2
, α > 0 待定，则 x ∈ ∂Ω, v(x) = 0.

∂v

∂n
=

x

|x|
· ∇u = −2αxe−α|x|

2 · x
|x|

= −2α|x|e−α|x|2 = −2αRe−αR
2

令 ω(x) = u(x)− u(x0) + ϵv(x)

∆v =
∑

(−2α + 4α2x2i )e
−α|x|2

= (−2αn+ 4α2x2)e−α|x|
2

Lw = f − c(x)u(x0) + ϵ
[
(−4α2x2 + 2αn)e−α|x|

2

+ c(x)(e−α|x|
2 − eαR

2

)
]

+ ϵ(−4α2x2 + 2αn+ c(x))e−α|x|
2 − c(x)e−αR

2

⩽ ϵ(−4α2x2 + 2αn+ c(x))e−α|x|
2

希望
−4α2x2 + 2αn+ c(x) < 0

在 B∗
R = {R

2
< x < R} 上，α 充分大时上式成立，因此 w 在 B∗

R 上非负最大值一定在边界
上取到，即 |x| = R 或 |x| = R

2
，

w(x) = u(x)− u(x0) + ϵ
[
(e−αR

2 1
4 )− e−αR

2
]

⩽ max|x|=R
2
u(x)

< 0，当 ϵ 充分小

定理 2.3.4（强极大值原理）Ω 是 Rn 有界连通开集，c(x) ⩾ 0 且有界，u ∈ C2(Ω) ∪ C1(Ω)，
Lu ⩽ 0，且 u 在 Ω 内达到它在 Ω 上的非负最大值，那么 u 在 Ω 上恒为常数。

2.4 最大模估计

考虑方程 {
−∆u = f, x ∈ Ω
u = g, x ∈ ∂Ω

定理 2.4.1 如果 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) 是上述方程的解，则

maxΩ|u| ⩽ G+ CF,G = maxΩ|g|, F = maxΩ|f |

C 是与 n，d 有关的常数。

证明 不妨设 0 ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, |x| < d,w(x) = u− (G+ F
2n
(d2 − |x|2))，则

−∆w = −∆u+∆(
F

2n
(d2 − |x|2))

= f − F ⩽ 0

w|∂Ω = g −G− F

2n
(d2 − |x|2)|∂Ω ⩽ g −G ⩽ 0
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根据弱极值原理，可得
maxΩw = max∂Ωw ⩽ 0

则

maxΩ

(
u(x)−

(
G+

d2

2n
F

))
⩽ 0

即 maxΩu ⩽ G+ d2

2n
F .再令 w(x) = −u− (G+ F

2n
(d2−|x|2))同理可证 maxΩ(−u) ⩽ G+ d2

2n
F，

原命题得证。

利用最大模估计，可以证明解的唯一性和稳定性。

2.5 能量估计

考虑方程 {
−∆u = f, x ∈ Ω
u = 0, x ∈ ∂Ω

−u∆u = uf

−
∫
Ω

u∆udx =

∫
Ω

ufdx

=

∫
Ω

div(u∇u) + |∇u|2dx

= −
∫
∂Ω

u
∂u

∂n
dS +

∫
Ω

|∇u|2dx

=

∫
Ω

|∇u|2dx

|uf | = 2
√
ϵ|u| 1

2
√
ϵ
|f |

⩽ ϵ|u|2 + 1

4ϵ
|f |2∫

Ω

|u|2dx ⩽ 4d2
∫
Ω

|∇u|2dx

= 4d2
∫
Ω

ufdx

⩽ 4d2
(
ϵ

∫
Ω

|u|2dx+ 1

4ϵ

∫
Ω

|f |2dx
)

即 ∫
Ω

|u|2dx ⩽ C

∫
Ω

|f |2dx

C 是与 d 有关的常数。
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