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前言
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第一章 多项式

定理 1.0.1 如果多项式 f(x), g(x)互素，则存在多项式 u(x), v(x)使得 u(x)f(x)+v(x)g(x) =
1. 推广形式：如果多项式 f1(x), · · · , fn(x) 互素，则存在 u1(x), · · · , un(x) 使得

n∑
i=1

ui(x)fi(x) = 1

这是一个后面被反复使用的定理，本章其他内容不是特别重要，所以这里就省略了。
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第二章 行列式与矩阵

2.1 行列式的定义与性质

定义 2.1.1 行列式的递归展开式定义

A = (aij) ∈ Fn×n, n = 1, det(A) = a11;n ≥ 2, det(A) =
n∑

j=1

aijAij

Aij 是 aij 的代数余子式。

A =

α1
...
αn

 , αi = (ai1, · · · , ain) ∈ F n

记 det(A) = det(α1, · · · , αn).

定理 2.1.1 上述定义下的行列式的性质

1. det(· · · , αi, · · · , αj, · · · ) = −det(· · · , αj, · · · , αi, · · · )

2. det(· · · , λαi, · · · ) = λdet(· · · , αi, · · · )

3. det(· · · , α + β, · · · ) = det(· · · , α, · · · ) + det(· · · , β, · · · )

4. det(AT ) = det(A)

定义 2.1.2 行列式的公理化定义

A = (aij) ∈ Fn×n, A =

α1
...
αn

 , det(A) = det(α1, · · · , αn)

是满足下列性质的函数：

1. 反对称性：det(· · · , αi, · · · , αj, · · · ) = −det(· · · , αj, · · · , αi, · · · )

2. 线性性：det(· · · , λαi, · · · ) = λdet(· · · , αi, · · · ), det(· · · , α + β, · · · ) = det(· · · , α, · · · ) +
det(· · · , β, · · · )

3. 规范性：det(e1, · · · , en) = 1

2



2.2 行列式的 LAPLACE 展开 3

定理 2.1.2 满足上述定义的函数存在且唯一。

证明 行列式的递归展开式显然满足此定义，所以存在性得证；
设 f, g 是满足上述性质的两个函数，要证 f = g，令 h = f − g

h(e1, · · · , en) = 1− 1 = 0

αi =
n∑

ji=1

aijieji

h(α1, · · · , αn) = h(
n∑

j1=1

a1j1ej1 , · · · ,
n∑

jn=1

anjnejn)

=
n∑

j1=1

· · ·
n∑

jn=1

a1j1 · · · anjnh(ej1 , · · · , ejn)

如果 j1, · · · , jn 中有两个以上相同，则 f(ej1 , · · · , ejn) = g(ej1 , · · · , ejn) = h(ej1 , · · · , ejn) = 0
如果 j1, · · · , jn 两两不同，即为 1, · · · , n 的一个排列，
则 h(ej1 , · · · , ejn) = (−1)τ(ej1 ,··· ,ejn )h(e1, · · · , en) = 0。 □

由公理化定义自然导出：

定义 2.1.3 行列式的完全展开式
A = (aij) ∈ Fn×n,

det(A) =
∑

 1 2 · · · n
j1 j2 · · · jn


(−1)τ(ej1 ,··· ,ejn )a1j1 · · · anjn

定义 2.1.4 定义行列式为方阵特征值的乘积。（特征值可以绕开行列式从映射的角度来定义）

几何含义：

1. 平行多面体的体积；

2. 映射的区域体积之比。

2.2 行列式的 laplace 展开
定理 2.2.1 A = (aij) ∈ Fn×n, 设 1 ⩽ i1 ⩽ · · · ⩽ ir ⩽ n 则

det(A) =
∑

1⩽j1⩽···⩽jr⩽n

A

(
i1 · · · ir
j1 · · · jr

)
(−1)i1+···+ir+j1+···+jrA

(
ir+1 · · · in
jr+1 · · · jn

)
这里 i1 · · · in, j1 · · · jn 都是 1, · · · , n 的一个全排列。

证明 详见 9.26 课程前 45 分钟。 □

例 2.2.1 A = (aij) ∈ Fn×n, rank(A) = r < n, 则 det(A) = 0



4 第二章 行列式与矩阵

证明 A 的所有 r + 1 阶子式为 0，所以

det(A) =
∑

1⩽j1⩽···⩽jr+1⩽n

A

(
i1 · · · ir+1

j1 · · · jr+1

)
(−1)i1+···+ir+1+j1+···+jr+1A

(
ir+2 · · · in
jr+2 · · · jn

)
显然就等于 0。 □

特别地，当 r 取 1 时，laplace 展开就是行列式的递推展开式

det(A) =
n∑

j=1

aijAij

n∑
j=1

akjAij(k 6= i) = 0

⇔AA∗ = A∗A = det(A)I

定理 2.2.2 Binet-Cauthy 公式

详见 9.26 课程后 45 分钟.

2.3 行列式的计算

方法：化为三角阵，写出递推公式，加边，把行列式看作某些变量的多项式，拆和，拆
积以及其他方法。
本节详见 9.28 课程和 9.29 课程前 75 分钟。

2.4 矩阵的基本运算

加法、数乘、乘积、逆矩阵、初等变换。

2.5 矩阵的秩与相抵

定义 2.5.1 A ∈ Fm×n，A 的非零子式的最高阶数称为 A 的秩。

定理 2.5.1 关于秩的一些结论

1. r(AB) ⩽ minr(A), r(B);

2. P，Q 可逆，r(PAQ) = r(PA) = r(AQ) = r(A);

3. 初等变换不改变 A 的秩。

4. r(A) = r, ∃可逆P,Q st. A = P

(
Ir 0
0 0

)
Q

定义 2.5.2 A,B ∈ Fm×n，如果 A 经过有限次初等变换化为 B，称 A 与 B 相抵。
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注 相抵是一种等价关系。不难得出相抵的矩阵秩也相等，

(
Ir 0
0 0

)
被称为相抵标准型。

例 2.5.1（满秩分解）
A ∈ Fm×n, r(A) = r, ∃B ∈ Fm×r, C ∈ F r×n st. A = BC 且 r(B) = r(C) = r.

证明

A = P

(
Ir 0
0 0

)
Q

= P

(
Ir
0

)
·
(
Ir 0

)
Q

= B · C

□

例 2.5.2 A,B ∈ Fm×n, r(A+B) ⩽ r(A) + r(B)

证明

r(A) + r(B) =

(
A 0
0 B

)
=

(
A A+B
0 B

)
⩾ r(A+B)

□

例 2.5.3（Frobenius 秩不等式）r(ABC) ⩾ r(AB) + r(BC)− r(B)
证明略。

例 2.5.4 A ∈ F n×n 且 r(Ak) = r(Ak+1)，则 r(Ak) = r(Ak+1) = r(Ak+2) = · · ·

证明 r(Ak+2) = r(AAkA) ≥ r(AAk) + r(Ak − A)− r(Ak) = r(Ak+1) 且
r(Ak+2) ≤ r(Ak+1)，所以 r(Ak+2) = r(Ak+1)，归纳可证。 □

例 2.5.5 A ∈ F n×n, A2 = A, ∃P st. P−1AP =

(
Ir 0
0 0

)
, r = r(A)
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证明

A = P

(
Ir 0
0 0

)
Q

A2 = P

(
Ir 0
0 0

)
QP

(
Ir 0
0 0

)
Q(

Ir 0
0 0

)
=

(
Ir 0
0 0

)
QP

(
Ir 0
0 0

)
设QP =

(
R11 R12

R21 R22

)
(
Ir 0
0 0

)
=

(
Ir 0
0 0

)(
R11 R12

R21 R22

)(
Ir 0
0 0

)
=

(
R11 0
0 0

)
R11 = Ir, Q =

(
Ir R12

R21 R22

)
P−1

A = P

(
Ir R12

0 0

)
P−1

= P

(
Ir −R12

0 In−r

)(
Ir R12

0 0

)
P−1

= P

(
Ir −R12

0 In−r

)(
Ir 0
0 0

)(
Ir R12

0 In−r

)
P−1

= P

(
Ir −R12

0 In−r

)(
Ir 0
0 0

)(
Ir −R12

0 In−r

)−1

P−1

P1 = P

(
Ir −R12

0 In−r

)
,则A = P1

(
Ir 0
0 0

)
P−1
1

□

例 2.5.6 S 为 n 阶实对称方阵的秩为 r，则 S 至少有一个 r 阶主子式不为 0.

例 2.5.7 Ax=b 有解的充要条件为 r(A, b) = r(A).

2.6 矩阵的广义逆

详见 10.10 课程后 15 分钟、10.12 课程前 50 分钟。

2.7 多项式矩阵相抵

定义 2.7.1 F是数域，λ为未定元，称 A(λ) = (aij(λ)) ∈ F [λ]n×n 为多项式矩阵，aij(λ) ∈ F [λ]
为多项式，简称为 λ 矩阵。rank(A(λ)) 同样定义为非零子式的最高阶数。

注 子式为 λ 的多项式，不等于 0 时即为非零子式。
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定义 2.7.2 A(λ) ∈ F [λ]n×n, ∃B(λ) ∈ F [λ]n×n st. A(λ)B(λ) = In，称 A(λ) 可逆，A(λ)−1 =
B(λ)

定理 2.7.1 A(λ) ∈ F [λ]m×n 则 A(λ) 经过有限次初等变换化为

B(λ) =

(
D(λ) 0
0 0

)
, D(λ) = diag(d1(λ), · · · , dr(λ)), di(λ)|di+1(λ), di(λ)为首一多项式，

r = rank(A(λ)).

证明 不妨设 A(λ) 6= 0，首先证 A(λ) 可通过初等变换化为 Ã = (ãij(λ))，满足 ã11(λ)|ãij(λ).
不妨设 a11 6= 0，设 k = deg(a11(λ)).
k = 0 时，命题显然成立；
假设结论对 < k 的情况都成立，下面证明对 k 成立：
当某个 aij(λ) 不被 a11(λ) 所整除，

(1) j = 1, ai1 = qia11 + ri, deg(ri) < k, ri 6= 0. 把第一行乘上 −qi 加到第 i 行，再把第 1, i 行
交换得到 A1(λ)，A1(λ) 第一行第一列元素 ri 满足次数小于 k，所以 A1(λ) 可进一步初
等变换化为 Ã；

P1iTi1(−qi(λ))A(λ) = A1(λ) =

(
ri(λ) · · ·

...

)

(2) i = 1, 同理有

A(λ)Tj1(−qj(λ))P1j = A2(λ) =

(
rj(λ) · · ·

...

)

(3) i 6= 1, j 6= 1, 先通过行列变换将第一行第一列的所有元素（除了 a11）化为 0，再将第 i
行加到第一行，最后分别重复一次（1）、（2）步骤即可。

□

推论 2.7.1 A(λ) ∈ F [λ]m×n, ∃一系列初等方阵P1(λ), · · · , Pi(λ), Q1(λ), · · · , Qi(λ),
st. P1(λ) · · ·Pi(λ)A(λ)Q1(λ) · · ·Qi(λ) = diag(D(λ), 0).

推论 2.7.2 A(λ) 可逆 ⇔ A(λ) 是一系列初等方阵的乘积。

推论 2.7.3 A(λ) ∈ F [λ]m×n, ∃可逆方阵P (λ), Q(λ), st. P (λ)A(λ)Q(λ) = diag(D(λ), 0).

定理 2.7.2 D(λ) 由 A(λ) 唯一确定。

定义 2.7.3 A(λ) ∈ F [λ]m×n 的所有 k 阶子式最大公因子称为 A(λ) 的 k 阶行列式因子，记
为 Dk(λ). 规定 D0(λ) = 1.

定理 2.7.3 A(λ) ∈ F [λ]m×n 的秩为 r，d1(λ) · · · dk(λ) = Dk(λ), dk(λ) =
Dk(λ)

Dk−1(λ)
, k = 1, · · · , r.
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证明 只需证 Dk(λ)|d1(λ) · · · dk(λ)，

记 B(λ) =

(
D(λ) 0
0 0

)
= P (λ)A(λ)Q(λ)

B(λ)

(
1 · · · k
1 · · · k

)
=

∑
1⩽p1⩽···⩽pk⩽n

∑
1⩽q1⩽···⩽qk⩽n

P (λ)

(
1 · · · k
p1 · · · pk

)
A(λ)

(
p1 · · · pk
q1 · · · qk

)
Q(λ)

(
q1 · · · qk
1 · · · k

)
= d1(λ) · · · dk(λ)

注意到式中 A(λ)

(
p1 · · · pk
q1 · · · qk

)
是 A 的一个 k 阶子式，因此可以被 Dk(λ) 所整除，因此

Dk(λ)|d1(λ) · · · dk(λ)。 □

定义 2.7.4 称 dk(λ) =
Dk(λ)

Dk−1(λ)
为 A(λ) 的不变因子，k = 1, · · · , r.B(λ) =

(
D(λ) 0
0 0

)
称为

相抵标准型，也叫 Smith 标准型。

定理 2.7.2 自然得证。

定理 2.7.4 A(λ), B(λ) ∈ F [λ]m×n, A(λ), B(λ) 相抵的充要条件为行列式因子都相等。

证明 充分性显然，只说明必要性：A(λ) B(λ), r(A(λ)) = r(B(λ)) = r. 分别用 Dk(λ), D̃k(λ)
来表示 A(λ), B(λ)的行列式因子。当 k > r 时 Dk(λ) = D̃k(λ) = 0，所以下面只需考虑 k ⩽ r

B(λ) = P (λ)A(λ)Q(λ)

B(λ)

(
i1 · · · ik
j1 · · · jk

)
=
∑∑

· · ·A(λ)
(
p1 · · · pk
q1 · · · qk

)
· · ·

注意到式中 A(λ)

(
p1 · · · pk
q1 · · · qk

)
是 A 的一个 k 阶子式，因此可以被 Dk(λ) 所整除，因此

Dk(λ)|B(λ)

(
i1 · · · ik
j1 · · · jk

)
。所以 Dk(λ)|D̃k(λ)，反过来也成立，所以 Dk(λ) = D̃k(λ)。 □

定义 2.7.5 把矩阵 A 的每个次数大于零的不变因子分解成互不相同的首项为 1 的一次因式
方幂的乘积，所有这些一次因子方幂（相同的必须按出现的次数计算）称为矩阵 A 的初等因
子。例如矩阵 A(λ)的不变因子 di(λ) =

∏
j(λ−λij)

rij ,初等因子组由所有的 (λ−λij)
rij(rij > 0)

组成，重复出现的元素不合并。

推论 2.7.4 A(λ), B(λ) ∈ F [λ]m×n, A(λ), B(λ) 相抵 ⇔ 行列式因子都相等 ⇔Smith 标准型相
等 ⇔ 不变因子都相等 ⇔ 初等因子组相等。

推论 2.7.5 J = diag(J1, · · · , Js), Ji 是 mi 阶若尔当方阵


λi 1

. . . . . .
. . . 1

λ


mi×mi

，则 λI−J

的初等因子组为 {(λ− λi)
mi}.



2.8 矩阵的相合与正定 9

2.8 矩阵的相合与正定

定义 2.8.1 A,B ∈ F n×n, 如果存在可逆方阵 P 使得 A = P TBP，则称矩阵 A 与 B 相合。

注 讨论矩阵相合时，我们一般只关注对称方阵。

定理 2.8.1 对称方阵一定相合与对角阵。

推论 2.8.1 对称方阵 A ∈ Cn×n, 则 A 相合与
(
Ir 0
0 0

)
, r = rank(A).

推论 2.8.2 对称方阵 A ∈ Rn×n, 则 A 相合与

Ip
−Iq

0

 , p + q = rank(A), p, q 分别被

称为正负惯性指数，A 的惯性指数记作 (p, q)。

定义 2.8.2 如果 n 阶对称方阵 A 的惯性指数为 (n, 0)，称 A 正定；惯性指数为 (p, 0)，称
A 半正定；类似可定义负定、半负定。

定义 2.8.3 A 是 n 阶实对称方阵，对于任意 n 维列向量 X 有 XTAX > 0，则称 A 正定；
XTAX ⩾ 0，则称 A 半正定；类似可定义负定、半负定。

注 A 正定、半正定常常记作 A > 0, A ⩾ 0.

定理 2.8.2 A 是 n 阶实对称方阵，则下列命题等价：

(1) A 正定；

(2) A 的特征值全为正；

(3) 存在正定方阵 B，A = B2；

(4) 存在可逆方阵 P，A = P TP；

(5) A 的顺序主子式全为正.

证明 只说明一个最不显然的 (5) ⇒ (1) :
归纳法，假设结论对 n− 1 成立，即 D1, · · · , Dn−1 > 0，那么

A =

(
A1 C
CT ann

)

中的 A1 > 0，如果 Dn > 0, det(A) > 0，令 P =

(
In−1 −A−1

1 C
0 1

)
, P TAP =

(
A1 0
0 a

)
，其

中 a = ann −CTA−1
1 C, 显然 a · det(A1) = det(P TAP ) = det(P )2det(A) > 0, a > 0, 所以 A 正

定，命题得证。 □

定理 2.8.3 A 是 n 阶实对称方阵，存在唯一正定方阵 B，A = B2，记作 B =
√
A.
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证明 存在性易证。下面证明唯一性：
假设 A 的特征值为 λ1 ⩾ · · · ⩾ λn > 0, 设 B1 > 0, B2 > 0, B2

1 = B2
2 = A, 要证 B1 = B2, 首

先可知 B1, B2 的特征值均为
√
λ1 ⩾ · · · ⩾

√
λn > 0, 存在正交阵 O1, O2 st.

B1 = O1


√
λ1

. . . √
λn

OT
1 , B2 = O2


√
λ1

. . . √
λn

OT
2

O1

λ1

. . .
λn

OT
1 = O2

λ1

. . .
λn

OT
2

OT
2 O1

λ1

. . .
λn

 =

λ1

. . .
λn

OT
2 O1

令 P = OT
2 O1，显然 P 是一个对角阵，因此 P 满足

P


√
λ1

. . . √
λn

 =


√
λ1

. . . √
λn

P

进而得到 B1 = B2. □

定理 2.8.4 A 是 n 阶实对称方阵，则下列命题等价：

(1) A 半正定；

(2) A 的特征值非负；

(3) 存在方阵 P，A = P TP；

(4) 存在半正定方阵 B，A = B2；

(5) A 的 k 阶主子式之和非负，k = 1, · · · , n.

定义 2.8.4 A,B ∈ Fm×n，如果存在正交方阵 U, V st. UAV = B，称 A 与 B 正交相抵。

定义 2.8.5 A ∈ Rm×n, AAT 的非零特征值 λ1, · · · , λr 都为正，令 σi =
√
λi, i = 1, · · · , r，称

为矩阵 A 的奇异值。

推论 2.8.3 A,B ∈ Fm×n，如果 A 与 B 正交相抵，则 AAT , BBT 正交相似。

定理 2.8.5 A ∈ Rm×n, 存在正交方阵 U, V 使得

A = U

(
D 0
0 0

)
V,D = diag(σ1, · · · , σr), σ1 ⩾ · · · ⩾ σr > 0

.
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证明 AAT 是实对称阵，其正交相似于对角阵，

AAT = U


σ2
1

. . .
σ2
r

0
. . .

UT

(UTA)(UTA)T =


σ2
1

. . .
σ2
r

0
. . .


= BBT

令B =

β1
...
βn

 , BBT = (βiβ
T
j )n×n

βiβ
T
i = σ2

i (i ⩽ r), βiβ
T
i = 0(r < i ⩽ n), βiβ

T
j = 0(i 6= j)，所以 β1, · · · , βr 相互正交，

βi = 0(r < i ⩽ n)，令 γi =
βi

σi
(i ⩽ r)，

B =

β1
...
βn

 =


σ1

. . .
σr

0
. . .


γ1

...
γn



=

(
D 0
0 0

)
V,且 V 是正交阵

A = UB = U

(
D 0
0 0

)
V

□

定理 2.8.6 A ∈ Rn×n，则存在半正定方阵 S 及正交阵 O 使得 A = SO，且 S 由 A 唯一确
定。

证明 A = U

(
D 0
0 0

)
V = U

(
D 0
0 0

)
UT · UV, S = U

(
D 0
0 0

)
UT是半正定方阵,

O = UV是正交阵, AAT = SOOTST = SST = S2，根据定理 2.8.3，S 由 A 唯一确定。 □

例 2.8.1 A > 0，存在可逆上三角阵 P 使得 A = P TP .
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证明 方法一：由于 P−1 也是上三角矩阵，所以原命题等价于存在可逆上三角阵 P 使得
P TAP = I. 归纳：n = 1 时命题成立，假设命题对 n− 1 成立，

A =

(
A1 C
CT ann

)
> 0

A1 > 0,存在上三角阵P1, P
T
1 A1P1 = I

Ã =

(
P1 0
0 1

)T

A

(
P1 0
0 1

)
=

(
In−1 P T

1 C
CTP1 ann

)
(
In−1 −P T

1 C
0 1

)T

Ã

(
In−1 −P T

1 C
0 1

)
=

(
In−1 0
0 a

)
, a > 0

令P =

(
P1 0
0 1

)(
In−1 −P T

1 C
0 1

)(
In−1 0

0 a−
1
2

)
则有 P TAP = I，得证。

方法二：对任意方阵 P 的列向量作施密特正交化，得到 P = QR，Q 是正交阵，R 是对应
的上三角系数阵。A 正定，所以存在可逆 P，使得 A = P TP = RTR，结论得证。 □

注 线性方程组 Ax = b ⇔ P TPx = b ⇔ P Ty = b, Px = y，系数矩阵为上三角阵，非常好解。

例 2.8.2 A > 0, K 是反对称阵，则 det(A+K) > 0.

证明 首先有 det(A+K) 6= 0，否则存在 x 6= 0, (A+K)x = 0, xT (A+K)x = 0, 但 xTAx >
0, xTKx = 0, 矛盾。
令 f(λ) = det(A+ λK) 6= 0, f(0) > 0 所以 f(λ) > 0, f(1) = det(A+K) > 0 得证。 □

例 2.8.3 A = (aij) ∈ Rn×n, A > 0, 则 det(A) ⩽ a11a22 · · · ann.

证明 归纳，n = 1 成立，假设对 n− 1 成立，

A =

(
A1 C
CT ann

)
, P1 =

(
In−1 −ATC
0 1

)
则 P T

1 AP1 = diag(A1, ann − CTA−1
1 C), det(A) = det(P T

1 AP1) = det(A1)(ann − CTA−1
1 C) ⩽

det(A1)ann ⩽ a11a22 · · · ann. □

例 2.8.4（Hadamade 不等式）对 n 阶方阵 A = {aij}n×n ∈ Mn(R)，有

|A|2 ⩽
n∏

i=1

(
n∑

j=1

a2ij)

证明

B = AAT , |A|2 = |B| ⩽ b11 · · · bnn =
n∏

i=1

(
n∑

j=1

a2ij)

□
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例 2.8.5 A ⩾ B > 0，则 det(A) ⩾ det(B) > 0

证明 存在可逆方阵 P 使得 P TAP = I, B1 = P TBP 仍正定且 I − B1 = P T (A − B)P ⩾ 0，
要证 det(A) ⩾ det(B)，只需证 1 ⩾ det(B1).B1 可正交相似于对角阵，

B1 = UTDU, I − B1 = UT (D − I)U ⩾ 0

故 B1 的特征值 µi ⩽ 1, det(B1) ⩽ 1 得证。 □

注 题目条件改为 A ⩾ B ⩾ 0，结论还成立吗？提示：令 Aλ = A+ λI > 0。

例 2.8.6 A ∈ Rm×n, σ1, · · · , σr 是 A 的奇异值，则
∑

i,j a
2
ij =

∑
i σ

2
i .

证明

A = U

(
D 0
0 0

)
V,AAT = U

(
D2 0
0 0

)
UT

∑
i,j

a2ij = tr(AAT ) = tr(D2) =
∑
i

σ2
i

□

例 2.8.7 A ∈ Rn×n，则 tr(A) ⩽ tr(
√
AAT )，且等号成立当且仅当 A 半正定。

证明

A = U

(
D 0
0 0

)
V,

√
AAT = U

(
D 0
0 0

)
UT

tr(A) = tr(

(
D 0
0 0

)
V U)

O = V U = (pij)n×n

tr(A) = tr(

(
D 0
0 0

)
O)

=
r∑

i=1

σipii ⩽
r∑

i=1

σi = tr(
√
AAT )

等号成立当且仅当

pii = 1, r = 1, · · · , r

O =

(
Ir 0
0 R

)
A = U

(
D 0
0 0

)
OUT

= U

(
D 0
0 0

)(
Ir 0
0 R

)
UT

= U

(
D 0
0 0

)
UT

即 A 是半正定的。 □



14 第二章 行列式与矩阵

定义 2.8.6 H ∈ Cn×n, H∗ 是 H 的共轭转置，若 H∗ = H，则称 H 为 Hermite 方阵。
A,B ∈ Cn×n, 若存在复方阵 P 使得 P ∗AP = B，则称 A，B 共轭相合。
酉空间：

α =
n∑

i=1

xiαi, β =
n∑

i=1

yiβi, (α, β) = x∗Hy

H = (αi, αj)n×n 称为度量矩阵。

定理 2.8.7 H 是 Hermite 方阵，则 H 共轭相合于对角阵

Ip
−Iq

0


. 此标准型唯一，p+ q = rank(H), (p, q) 被称为 H 的惯性指数。

定义 2.8.7 H 为 Hermite 方阵，类似实对称方阵，可定义 H 正定、半正定等。

定理 2.8.8 H 是 Hermite 方阵，则下列命题等价：

(1) H 正定；

(2) H 的特征值全为正；

(3) 存在唯一 Hermite 方阵 H1，H = H2
1；

(4) 存在可逆方阵 P，H = P TP；

(5) H 的顺序主子式全为正.

定理 2.8.9 A ∈ Cm×n, 存在酉矩阵 U, V 使得

A = U

(
D 0
0 0

)
V,D = diag(σ1, · · · , σr), σ1 ⩾ · · · ⩾ σr > 0

.σi 同样被称为 A 的奇异值，是 A∗A 的非零特征值的平方根。

注（M-P 广义逆）
A−1 = V ∗

(
D−1 0
0 0

)
U∗

定理 2.8.10 A ∈ Cn×n，则存在半正定方阵 S 及酉矩阵 O 使得 A = SO，且 S 由 A 唯一确
定。

例 2.8.8 H = A+Bi 是正定 Hermite 方阵，A，B 为实方阵，则 A > 0.

证明 H∗ = AT − BT i = A+Bi,A = AT , B = −BT , 所以 xHxT = xAxT > 0, A > 0. □

例 2.8.9 A，B 都是 Hermite 方阵，A > 0，则 AB 的特征值都是实数。

证明 A = P ∗P, P 可逆，AB = P ∗PB = P ∗PBP ∗(P ∗)−1，所以 AB 相似于 Hermite 方阵
PBP ∗，所以特征值都是实数。 □
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例 2.8.10 H1, H2 都是 Hermite 方阵，H1 > 0，则 H1 +H2 > 0 ⇔ H−1
1 H2 的特征值均大于

−1.

证明 H−1
1 > 0, H−1

1 H2 的特征值均是实数。H1 = P ∗P ,

H1 +H2 > 0 ⇔ P ∗P +H2 > 0

⇔ I + (P−1)∗H2P
−1 > 0

⇔ (P−1)∗H2P
−1特征值均大于 −1

⇔ H−1
1 H2 = P−1 · (P−1)∗H2P

−1 · P特征值均大于 −1

□



第三章 线性空间

3.1 线性空间基本理论

主要是复习内容，只挑比较重要的概念记了。

定义 3.1.1 V 是非空集合，F 是数域，对 V 中的元素定义运算：

1. 加法：任意 α, β ∈ V 构成的有序对 (α, β)存在唯一 γ ∈ V 与之对应，简记为 α+β = γ.

2. 数乘：任意 α ∈ V, λ ∈ F 存在唯一 γ ∈ V 与之对应，简记为 λα = γ.

且满足如下规律：

(A1) α + β = β + α.

(A2) (α + β) + γ = β + (α + γ).

(A3) ∃θ ∈ V, α + θ = θ + α = α，称 θ 为零元素，记作 0.

(A4) ∃α′ ∈ V, α+α′ = α′ +α = 0，称为 α 的负元素，记作 −α，并定义 β −α = β + (−α).

(D1) λ(α + β) = λα + λβ.

(D2) (λ+ µ)α = λα + µα.

(M1) λ(µα) = (λµ)α.

(M2) 1α = α.

则称 V 是 F 上的线性空间，简记为 V (F ) 或 V . 线性空间 V 中的元素称为向量。

定义 3.1.2 V 是 F 上的线性空间，W 是 V 的非空子集，且 W 关于线性空间 V 的加法与
数乘运算保持封闭，则称 W 是 V 的一个子空间。

定义 3.1.3 V 是 F 上的线性空间，S 是 V 的非空子集，则

〈S〉 = {λ1α1 + · · ·+ λmαm|λi ∈ F, αi ∈ V }

是 V 的一个子空间，称为 V 的生成子空间，S 称为生成子空间的生成元。

定义 3.1.4 V 是 F 上的线性空间，如果向量组 S, T ⊂ V，T 中的每一个向量都可以由向量
组 S 线性表示，则称 T 可以由 S 线性表示。如果 T 和 S 可以相互线性表示，称 S 与 T 等
价。

16
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定义 3.1.5 V 是 F 上的线性空间，S 是 V 中一组向量。如果 S 中的某个向量能用 S 中其
他向量线性表示，则称 S 线性相关，否则称线性无关。

注 一个向量组成的向量组线性相关当且仅当该向量为零向量。

定义 3.1.6 S 是线性空间 V 中的向量组，若 S 的子集 S1 线性无关，且任加 S 中的一个其
他向量 α 后 S1 ∪ {α} 线性相关，则 S1 称为向量组 S 的极大无关组。

定理 3.1.1 两个等价的向量组 {α1, · · · , αr}, {β1, · · · , βs} 分别向量无关，则 r = s.

证明 α1
...
αr

 = A

β1
...
βs

 , A ∈ F r×s

β1
...
βs

 = B

α1
...
αr

 , B ∈ F s×r

则 AB = Ir, BA = Is.，因此 A 和 B 都只能是方阵且互为逆矩阵，所以 r = s. □

定义 3.1.7 向量组 S 所含极大无关组的向量的个数称为向量组的秩，记为 rank(S) 或 r(S).

定义 3.1.8 设 n 维线性空间 V 在两组基 {α1, · · · , αn}, {β1, · · · , βn} 下的关系式为

(β1, · · · , βn) = (α1, · · · , αn)T,

矩阵 T 称为从基 {α1, · · · , αn} 到基 {β1, · · · , βn} 的过渡矩阵。

v ∈ V 在两组基下的坐标分别为 x, y，则 x = Ty.
定义 3.1.9

Am×n =

α1
...
αm

 =
(
β1, · · · , βn

)
A 的行空间 R(A) = 〈α1, · · · , αm〉 和列空间 〈β1, · · · , βn〉 的秩相同，均等于 A 矩阵的秩。
A 的零空间 N(A) = {x ∈ F n|Ax = 0}，秩等于 n− r(A).

例 3.1.1 求 Fibonacci 数列通项公式：F1 = 1, F2 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn.
设 V = {(a1, · · · , an)|a1, a2 ∈ R, ai+2 = ai+1 + ai}，则 V 是 R 上的线性空间，且 V 中的每
个向量 (a1, · · · , an) 由 a1, a2 唯一确定，所以 V 是二维线性空间。
显然，u = (1, 0, · · · ), v = (0, 1, · · · ) ∈ V 是 V 的一组平凡基，设 (1, q, · · · , qn−1) ∈ V, q2 =

q+1 ⇒ q1,2 =
1±

√
5

2
，不难验证 α = (1, q1, · · · , qn−1

1 ), β = (1, q2, · · · , qn−1
2 ) 是 V 的一组基，且

(u, v) = (
α− β

q1 − q2
,
q1β − q2α

q1 − q2
)

所以

u+ v = (1, 1, F3, · · · , Fn) =
α− β + q1β − q2α

q1 − q2

Fn =
qn−1
1 − qn−1

2 + q1q
n−1
2 − q2q

n−1
1

q1 − q2
=

(1+
√
5

2
)n − (1−

√
5

2
)n

√
5
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例 3.1.2 A ∈ Fm×n, B ∈ F n×p, 求证 r(A) + r(B)− n ⩽ r(AB).

证明 设

VA = {x ∈ F n|Ax = 0}
VB = {y ∈ F p|By = 0}
VAB = {z ∈ F p|ABz = 0}

注意到 ∀z ∈ VAB, Bz ∈ VA, 所以设 V ′
B = {y = Bz|z ∈ VAB} ⊂ VA，现求 V ′

B 的维数：设
VB 的一组基为 {α1, · · · , αr}，由于 VB ⊂ VAB，所以把基 {α1, · · · , αr} 扩充为 VAB 的一组
基 {α1, · · · , αr, β1, · · · , βs}，

∀z ∈ VAB, z = λ1α1 + · · ·+ λrαr + µ1β1 + · · ·+ µsβs

Bz = λ1Bα1 + · · ·+ λrBαr + µ1Bβ1 + · · ·+ µsBβs

= µ1Bβ1 + · · ·+ µsBβs

所以
V ′
B = 〈Bβ1, · · · , Bβs〉

，下证 Bβ1, · · · , Bβs 线性无关：
否则，∃µ1, · · · , µs

µ1Bβ1 + · · ·+ µsBβs = B(µ1β1 + · · ·+ µsβs) = 0

µ1β1 + · · ·+ µsβs ∈ VB

∃λ1α1 + · · ·+ λrαr = µ1β1 + · · ·+ µsβs

这与 α1, · · · , αr, β1, · · · , βs 线性无关矛盾。
因此 Bβ1, · · · , Bβs 是 V ′

B 的一组基，所以 dim(V ′
B) = s = dim(VAB) − dim(VB) ⩽ dim(VA)

即 p− r(AB)− p+ r(B) ⩽ n− r(A)，命题得证。 □

例 3.1.3 无限域 F 上的线性空间 V 不能被它的有限个真子空间覆盖。即设 V1, · · · , Vk 是 V
的真子空间，则存在向量 α /∈

⋃k
i=1 Vi.

3.2 线性空间同构与同态

定义 3.2.1 设 V1, V2 都是 F 上的线性空间，如果存在一一映射 σ : V1 → V2 满足：

1. σ(x+ y) = σ(x) + σ(y)

2. σ(λx) = λσ(x)

称 V1, V2 同构，σ 称为同构映射。显然，同构是一种等价关系。同构映射的逆、复合均是同
构映射。

定理 3.2.1 V 是 F 上的线性空间，α1, · · · , αn 是 V 上一组线性无关的向量，令

βi =
n∑

j=1

aijαj, i = 1, · · · ,m,A = (aij) ∈ Fm×n

则 dim 〈β1, · · · , βm〉 = rank(A).



3.3 子空间运算 19

证明 由题意知 β1
...
βm

 = A

α1
...
αn



先设 V = F n，于是

α1
...
αn

 为满秩方阵，自然 rank

β1
...
βm

 = dim 〈β1, · · · , βm〉 = rank(A).

对于一般的线性空间，构造同构映射

σ : 〈α1, · · · , αn〉 → F n, σ(αi) = ei

设 A 的行向量为 Ai，则有 σ(βi) = Ai，于是 dim 〈β1, · · · , βm〉 = dim 〈σ(β1), · · · , σ(βm)〉 =
dim 〈A1, · · · , Am〉 = rank(A). □

定义 3.2.2 设 V1, V2 都是 F 上的线性空间，如果存在映射 ϕ : V1 → V2 满足：

1. ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y)

2. ϕ(λx) = λϕ(x)

ϕ 称为同态映射。

例 3.2.1 V 是 F 上的线性空间，α1, · · · , αn 是 V 上一组线性无关的向量，设 V 中的一组向
量组 β1, · · · , βm 可以由 α1, · · · , αn 线性表示，且 m < n，求证 β1, · · · , βm 线性相关。

证明 由题意知 β1
...
βm

 = A

α1
...
αn


构造同态映射：

ϕ : F n → V, ϕ(x1, · · · , xn) = x1α1 + · · ·+ xnαn

设 A 的行向量为 Ai，则 ϕ(Ai) = βi. 由于 rank(A) ⩽ m < n，所以 A1, · · · , Am 线性相关，
从而 β1, · · · , βm 也线性相关。 □

3.3 子空间运算

定义 3.3.1 V1, V2 是线性空间 V 的子空间，则

{α + β|α ∈ V1, β ∈ V2}

称为子空间 V1, V2 的和，记作 V1 + V2.

定理 3.3.1
dim(V1 + V2) = dim(V1) + dim(V2)− dim(V1 ∩ V2)
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证明 设 dim(V1 ∩ V2) = r, dim(V1) = r + s, dim(V2) = r + t, 如果 {α1, · · · , αr} 是 V1 ∩ V2

的一组基，则可分别扩充为 {α1, · · · , αr, β1, · · · , βs} 和 {α1, · · · , αr, γ1, · · · , γt}，使其分别为
V1, V2 的一组基。于是

V1 + V2 = 〈α1, · · · , αr, β1, · · · , βs, γ1, · · · , γt〉
α1, · · · , αr, β1, · · · , βs, γ1, · · · , γt 线性无关，否则：
存在不全为 0 的一系列常数 λi 使得

λ1α1 + · · ·+ λr+s+tγs = 0

λ1α1 + · · ·+ λr+sβs = −(λr+t+1γ1 + · · ·+ λr+s+tγs) ∈ V2,从而 ∈ V1 ∩ V2

β1, · · · , βs线性无关，则λr+1, · · · , λr+s = 0

λ1α1 + · · ·+ λrαr + λr+s+1γ1 + · · ·+ λr+s+tγt = 0

与 α1, · · · , αr, γ1, · · · , γt 线性无关矛盾。
所以 dim(V1 + V2) = r + s+ t，命题得证。 □
定义 3.3.2 V1, V2 是线性空间 V 的子空间，如果任意 α ∈ V1 + V2 可以唯一地写成

α = α1 + α2, α1 ∈ V1, α2 ∈ V2,

称 V1 + V2 为直和，记作 V1 ⊕ V2. 如果 V = V1 ⊕ V2，则称 V1, V2 互为补空间。

例 3.3.1 设 V 是 F 上的 n 维线性空间，S1, · · · , Sk 是 V 的 m 维子空间，m < n. 求证：存
在 V 的子空间 T，使得 ∀i, V = Si ⊕ T.

证明 根据例 3.1.3，存在 α1 /∈
⋃k

i=1 Si. 如果 n = m + 1，则取 T1 = 〈α1〉，则 V = Si ⊕ T1；

否则，取 α2 /∈ T1 ∪
⋃k

i=1 Si, T2 = 〈α1, α2〉，重复此步骤直至取 Tn−m = 〈α1, · · · , αn−m〉 ，此
时一定有 V = Si ⊕ Tn−m. □

3.4 商空间

定义 3.4.1 设 V 是线性空间，W 是 V 的子空间，如果 α, β ∈ V, α− β ∈ W，称 α, β 模 W
同余。同余是一种等价关系。按照同余关系，可将 V 中的向量划分为同余类，α 的同余类
可以表示为 α̃ = {α +W} = {α + γ|γ ∈ W}. 用 V /W 表示所有模 W 同余类的集合，定义

线性运算 α̃+ β̃ = α̃ + β, λα̃ = λ̃α，易验证 V /W 在上述运算下构成线性空间，称为商空间，
W 是此空间的零元素。

定理 3.4.1 商空间 V /W 与 W 的补空间 W ′ 同构。

证明 考虑同构映射 σ : V /W → W ′, σ(α) = α2，其中 α = α1 + α2, α1 ∈ W,α2 ∈ W ′.
σ(α̃) = α2, σ是满射；

σ(α̃1) = σ(α̃2) ⇒ α̃1 = α̃2, σ是单射；

σ(α̃1 + α̃2) = σ(α̃1 + α2), σ(λα̃) = λσ(α̃), σ保持线性性。

□
推论 3.4.1 dim V /W = dim V − dim W，记 dim V /W = codim W，称为 W 的余维数。

例 3.4.1 V = F [t]，W 是所有能被 tn 整除的全体多项式构成的子空间，求 codim W.

例 3.4.2 codim V1 + V2 + codim V1 ∪ V2 = codim V1 + codim V2.

证明 见本章补充内容。 □
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3.5 对偶空间

定义 3.5.1 设 V 是 F 上的线性空间，如果 f : V → F 满足

f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y), λ, µ ∈ F, x, y ∈ V,

则称 f 是 V 上的线性函数。V 中的任意两个线性函数 f, g 可定义加法和数乘运算：

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (λf)(x) = λf(x),

V 上所有的线性函数在上述运算下构成一个线性空间，称为 V 的对偶空间，记作 V ∗.

定理 3.5.1 设 V 是 F 上的 n 维线性空间，则 V ∗ 也是 n 维线性空间。设 e1, · · · , en 是 V
的一组基，e1, · · · , en 是 V ∗ 中满足 ei(ej) = δij 的线性函数，则 e1, · · · , en 是 V ∗ 的一组基，
称为 e1, · · · , en 的对偶基。

证明 首先证 e1, · · · , en 线性无关，否则存在一系列常数 λi 使得

λ1e
1(x) + · · ·+ λne

n(x) = 0

令 x = e1 得到 1 = 0，矛盾。接下来只需证明，对于任意 f ∈ V ∗, f = f(e1)e
1+ · · ·+ f(en)e

n.
设

f(e1)e
1 + · · ·+ f(en)e

n = f̃

于是 f̃(ei) = f(ei), i = 1, · · · , n, 从而任意 x = λ1e1 + · · · + λnen, f̃(x) = λ1f(e1) + · · · +
λnf(en) = f(x). □

注 实际上，由于 dim V = dim V ∗, σ : ei → ei 确定了 V 到 V ∗ 的一个同构映射，(V ∗)∗ = V ∗∗

也与 V 同构。实际上，定义 V ∗ 上的线性函数 fx,

fx(α) = α(x), ∀α ∈ V ∗

容易验证 fx ∈ V ∗∗.

定理 3.5.2 映射 f : x → fx 是 V 到 V ∗∗ 的同构映射。

证明 首先验证 f 是线性的，实际上：

x+ y → fx+y = α(x+ y) = α(x) + α(y) = fx + fy,

λx → fλx = α(λx) = λα(x) = λfx.

下面说明 f 是双射，取 V 的一组基 e1, · · · , en, 在 V ∗ 的对应的对偶基是 e1, · · · , en, 则

fei(e
j) = ej(ei) = δij,

于是 fe1 , · · · , fen 就成为 V ∗∗ 的一组基，并且是 e1, · · · , en 的一组对偶基，所以 f 把 V 的一
组基映到 V ∗∗ 的一组基，从而是双射。 □

注 V ∗∗ 和 V 自然同构，不依赖于选取的基，所以可以把 V 和 V ∗∗ 等同起来，即 V 中的元
素是 V ∗ 上的线性函数。



22 第三章 线性空间

定义 3.5.2 W 是 V 的子空间，定义 W 的零化子：

W 0 = {α ∈ V ∗|α(v) = 0, ∀v ∈ W}

W 0 是 V ∗ 的子空间。

定理 3.5.3 dim W 0 = dim V − dim W.

证明 取 W 的一组基 e1, · · · , ek，将其扩充为 V 的一组基 e1, · · · , en，其对应的对偶基为
e1, · · · , en，下面证明 W 0 =

〈
ek+1, · · · , en

〉
：

实际上，对于任意 α ∈ W 0, α = λ1e
1 + · · ·+ λne

n，由 α(v) = 0, ∀v ∈ W 可知，α(ei) = 0, i =
1, · · · , k，从而 λi = 0, i = 1, · · · , k, α = λk+1e

k+1 + · · · + λne
n，又因为 ej(ei) = 0, 1 ⩽ i ⩽

k, k + 1 ⩽ j ⩽ n，所以 ej ∈ W 0, k + 1 ⩽ j ⩽ n，至此 W 0 =
〈
ek+1, · · · , en

〉
得证，原命题得

证。 □

对于 V ∗ 的子空间 U,U 的零化子就是 V ∗∗ 的子空间，把 V ∗∗ 和 V 等同，则

U0 = {v ∈ V |α(v) = 0, ∀α ∈ U}

推论 3.5.1 对 V 的任意子空间 W，有 (W 0)0 = W.

推论 3.5.2 V 的任意子空间都是 V ∗ 某个子空间的零化子，反过来，V ∗ 的任意子空间都是
V 的某个子空间的零化子。

例 3.5.1 设 V = F n×n 是 F 上全体 n 阶方阵构成的线性空间，f 是 V 上的线性函数，证明
存在唯一矩阵 A ∈ V 使得 f(X) = tr(AX), X ∈ V.

证明 用 Eij 表示第 i 行第 j 列元素为 1，其余为 0 的 n 阶矩阵，则 V 的一组平凡基为
E11, · · · , E1n, · · · , Enn. 设其对应的对偶基为 E11, · · · , Enn, 则 f 可以写为

f = λ11E
11 + · · ·+ λnnE

nn =
n∑

i=1

n∑
j=i

λijE
ij

设 A = (aij)n×n, X = (xij)n×n，则有

f(X) =
n∑

i=1

n∑
j=i

λijxij

tr(AX) =
n∑

i=1

n∑
j=i

ajixij

对比两式可知，f(X) = tr(AX) 当且仅当 aij = λji, ∀i, j. 由于与 f 对应的一组 λij 唯一存
在，所以对应的矩阵 A 唯一存在。 □
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4.1 基础概念

定义 4.1.1 设 U，V 是 F 上的线性空间，若映射 A : U → V 满足

A(α + β) = A(α) +A(β),A(λα) = λA(α)

则称 A 是从 U 到 V 的一个线性映射或线性算子。U 到 V 的全体线性映射记作 L(U, V ). 特
别地，当 U = V 时，V 到 V 的线性映射也叫 V 上的线性变换，V 上的全体线性变换记作
L(V ).

一类重要的映射就是矩阵 A ∈ Fm×n 确定的从 F n 到 Fm 的线性映射：

A : F n → Fm, x 7→ Ax, x ∈ F n

定理 4.1.1 A 是单射当且仅当对于任意 α 6= θ1,Aα 6= θ2；A 是满射当且仅当存在 S ⊂ U，
使得 A(S) 是 V 的基.

证明 假设 A 不是单射，则存在 α 6= β 使得 Aα = Aβ,Aγ = θ2, γ = α − β 6= θ1. 反之，设
Aγ = θ2, 但 γ 6= θ1, 由于 Aθ1 = θ2，因此 A 不是单射；
设 T 是 U 的一组基，则 A(U) = 〈A(T )〉. 因此，A 是满射当且仅当 V = 〈A(T )〉. 设 A(S)
是 A(T ) 的极大无关组，S ⊂ T . 则 A 是满射当且仅当 A(S) 是 V 的一组基。 □

定理 4.1.2 设 U，V 是 F 上的线性空间，{αi|i ∈ I} 是 U 的基，I 是指标集合，{βi|i ∈ I}
是 V 中任意一组向量，则存在唯一地线性映射 A ∈ L(U, V )，使得 Aαi = βi.∀i ∈ I.

证明（存在性）构造映射 A : U → V 如下：对于任意向量 α ∈ U，设

α = x1αi1 + · · ·+ xkαik .

令 A(α) = x1βi1 + · · ·+ xkβik . 显然，Aαi = βi, ∀i ∈ I，且 A 是线性映射。
（唯一性）设线性映射 B 也满足 Bαi = βi, ∀i ∈ I, 对于 ∀α ∈ V,

Bα = x1Bαi1 + · · ·+ xkBαik = Aα.

因此 B = A. □

若线性空间 U, V 都是有限维的，则线性变换 A : U → V 可以通过矩阵来表示。

23
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定义 4.1.2 取定线性空间 U 的一组基 S = {α1, · · · , αn} 和 V 的一组基 T = {β1, · · · , βm}，
设

Aαj =
m∑
i=1

aijβi, j = 1, · · · , n

或者形式上记作
(Aα1, · · · ,Aαn) = (β1, · · · , βn)A

则矩阵 A = (aij) ∈ Fm×n 被称为线性映射 A 在基 S 下的矩阵表示。

A 与 A 的关系如下：
α ∈ U

A−→ Aα ∈ V
↓S ↓T

x ∈ F n A−→ Ax ∈ Fm

实际上，对于任意 α ∈ U，设 α = x1α1 + · · ·+ xnαn,Aα = y1β1 + · · ·+ ymβm. 由

Aα =
n∑

j=1

xjAαj =
n∑

j=1

xj

(
m∑
i=1

aijβi

)
=

m∑
i=1

(
n∑

j=1

aijxj

)
βi

可得 y1 =
∑n

j=1 aijxj, i = 1, · · · ,m. 即 y = Ax.

定理 4.1.3 设 U，V 是 F 上的有限维线性空间，S1, S2 是 U 的两组基，P 是从 S1 到 S2 的
过渡矩阵，T1, T2 是 V 的两组基，Q 是从 T1 到 T2 的过渡矩阵，线性映射 A : U → V 在
{Si, Ti} 下的矩阵表示为 Ai, i = 1, 2. 则有 A2 = Q−1A1P. 即 A1 与 A2 相抵，反之亦然。特
别地，U = V, S1 = T1, S2 = T2 时，A2 = P−1A1P，即 A1 与 A2 相似。

定理 4.1.4 设 A 是 U → V 的线性变换，则存在 U 的一组基 α1, · · · , αn 及 V 的一组基
β1, · · · , βm 使得

A(α1, · · · , αn) = (β1, · · · , βm)

(
Ir 0
0 0

)
其中 r 由 A 唯一决定，称为 A 的秩，记为 rank(A).

证明 设 A 在 U 的一组基 α̃1, · · · , α̃n 及的一组基 β̃1, · · · , β̃m 下的矩阵为 A，则存在可逆方
阵 P，Q 使得 PAQ =

(
Ir 0
0 0

)
, r = rank(A). 令

(α1, · · · , αn) = (α̃1, · · · , α̃n)Q,

(β1, · · · , βm) = (β̃1, · · · , β̃m)P
−1.

由定理 4.1.3 可知结论成立。实际上，由于线性变换 A 在不同基下的矩阵 A 相似，秩不变，
所以 r 由 A 唯一确定。 □

定义 4.1.3 U，V 都是 F 上的线性空间，A,B ∈ L(U, V )，定义线性映射的加法运算和数乘
运算如下：

(A+ B)α = Aα + Bα, (λA)α = λ(Aα), ∀α ∈ U.

易验证 L(U, V ) 或者 L(V ) 均构成 F 上的线性空间。
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定理 4.1.5 设 U，V 分别是 F 上的 n，m 维线性空间，S，T 分别是 U，V 的一组基。对于
任意线性映射 A ∈ L(U, V )，设 A 是 A 在 S，T 下的矩阵表示，则映射：

σ : L(U, V ) → Fm×n,A 7→ A

是同构映射，从而 dim L(U, V ) = mn.

定义 4.1.4 设 U，V，W 是 F 上的线性空间，A ∈ L(U, V ),B ∈ L(V,W ) 则复合映射

B ◦ A : U → W,α 7→ B(A(α))

也是线性映射，称为 B 与 A 的乘积，在不引起歧义的情况下，常把 B ◦ A 记作 BA. 进一
步可以定义线性映射 A 的乘方，规定 A0 = I，即恒等映射。

定理 4.1.6 设 SU , SV , SW 分别是 F 上有限维线性空间 U, V,W 的基，A 是 A ∈ L(U, V ) 在
SU , SV 下的矩阵表示，B 是 B ∈ L(V,W ) 在 SV , SW 下的矩阵表示，则 BA 是 B ◦ A 在
SU , SW 下的矩阵表示。

定义 4.1.5 设 U，V 是 F 上的线性空间，A ∈ L(U, V ),B ∈ L(V, U)，若 AB = IV，则称 A
是 B 的左逆，B 是 A 的右逆。若 A 既有左逆 B 也有右逆 C，则 B = B(AC) = (BA)C = C，
B 称为 A 的逆映射，记作 A−1，并称 A 是可逆的。

定理 4.1.7 A 有左逆/有右逆/可逆当且仅当 A 是单射/满射/一一映射。

定理 4.1.8 设 U，V 是 F 上的有限维夏宁空间，S，T 分别是 U，V 的基，A ∈ L(U, V ), A
是 A 在 S，T 下的矩阵表示，则 A 有左逆/有右逆/可逆当且仅当 A 有左逆/有右逆/可逆。

4.2 线性映射的像与核

定义 4.2.1 A ∈ L(U, V )，称 Im A = A(U) = {Aα|α ∈ U} 称为 A 的像，称 Ker A =
{α|Aα = 0, α ∈ U} 为 A 的核。

推论 4.2.1 Im A 是 U 的子空间，Ker A 是 V 的子空间。

定理 4.2.1 dim(Im A) = rank(A)

定理 4.2.2 V /KerA 与 Im A 同构。

定理 4.2.3 A ∈ L(U, V ),A 可逆当且仅当 Im A = V 且 Ker A = 0.

推论 4.2.2 A ∈ L(U, V ),A 可逆当且仅当下列条件中的任意两个成立：

(1). dim U = dim V ;

(2). Im A = V ;

(3). Ker A = 0.

A ∈ L(V ),A 可逆当且仅当 Im A = V 或 Ker A = 0.
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例 4.2.1 A ∈ Fm×n, B ∈ F n×p, rank(AB) ⩽ min{rank(A), rank(B)}.

证明 设 A : x → Ax, x ∈ F n,B : y → By, y ∈ F p，则 Im B = {By|y ∈ F p} ⊂ F n，所以

A(Im B) ⊂ A(F n)

Im AB ⊂ Im A

并且 ∀x ∈ F p, x ∈ Ker B 有 ABx = A0 = 0, x ∈ KerAB，得到 Ker B ⊂ Ker AB. 所以
dim Im AB ⩽ dim Im A, dim Ker B ⩽ dim Ker AB. 命题得证。 □

例 4.2.2 A 是 n 阶方阵，且 r(Ak) = r(Ak+1)，则 r(Ak) = r(Ak+1) = r(Ak+2) = · · · .

证明 设 A : x → Ax.

r(Ak) = r(Ak+1) ⇒ dim Ak(V ) = dim Ak+1(V )

⇒ Ak(V ) = Ak+1(V )

⇒ dim Ak+1(V ) = dim Ak+2(V )

⇒ r(Ak+1) = r(Ak+2)

递推可知原命题成立。 □

例 4.2.3 A 是 n 阶方阵，则 r(Ak)− r(Ak+1) ⩾ r(Ak+1)− r(Ak+2).

证明 设 A : x → Ax,U1 = Ak(V ), U2 = Ak+1(V ), U3 = Ak+2(V ),

dim U1 − dim U2 = dim U1 − dim AU1 = dim(Ker A(U1))

dim U2 − dim U3 = dim U2 − dim AU2 = dim(Ker A(U2)) = dim(Ker A(AU1))

由于 AU1 ⊂ U1，所以 Ker A(AU1) ⊂ Ker A(U1),进而 dim U1−dim U2 ⩾ dim U2−dim U3.
结论得证。 □

例 4.2.4 设 A 是 V 上的线性变换，且 A2 = I. 证明：V = Im(A+ I)⊕ Im(A− I).

证明 设 A : x → Ax. 先证 Im(A+ I) ∩ Im(A− I) = 0，设 α ∈ Im(A+ I) ∩ Im(A− I),

α = (A+ I)β1 = (A− I)β2

(A+ I)α = (A2 − I)β2 = 0

(A− I)α = (A2 − I)β1 = 0

α = −α, α = 0

而 ∀α ∈ V, α = (A+ I)α
2
+ (A− I)−α

2
，所以结论得证。 □
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4.3 线性变换

定义 4.3.1 W 是 V 的子空间，如果 V 上的线性变换 A 满足 A(W ) ⊂ W，则称 W 是 V 的
属于 A 的不变子空间。可以定义 A|W : W → W, 称为 A 在 W 上的限制。

例 4.3.1 V 上的线性变换 A,B 满足 AB = BA, 则 Ker B 和 Im B 都是 V 的不变子空间。

定理 4.3.1 任意多个不变子空间的交，仍然是不变子空间；有限多个不变子空间的和，仍然
是不变子空间。

定理 4.3.2 A 是 V 上的线性变换，W 是 V 的不变子空间，如果 {α1, · · · , αr} 是 W 的一
组基，{α1, · · · , αn} 是 V 的一组基，那么 A 在 {α1, · · · , αn} 下的矩阵为准上三角阵；反之，
如果 A 在基 {α1, · · · , αn} 下的矩阵为上三角阵，则 W = 〈α1, · · · , αr〉 是 V 的不变子空间。

定理 4.3.3 A 是 V 上的线性变换，W1,W2 是 V 的不变子空间且 V = W1 ⊕ W2，如果
{α1, · · · , αr} 是 W1 的一组基，{αr+1, · · · , αn} 是 W2 的一组基，则 A 在基 {α1, · · · , αn} 下
的矩阵为准对角阵。

定义 4.3.2 A 是 V 上的线性变换，如果存在非零向量 x ∈ V, λ ∈ F st. Ax = λx，则称 x 为
A 的特征向量，λ 为对应的特征值。称 Vλ = {x ∈ V |Ax = λx} 为 V 的特征子空间，dim Vλ

被称为特征值 λ 的几何重数。特征子空间都是不变子空间。

定义 4.3.3 A 是 V 上的线性变换，A 是 A 在一组基下的矩阵，定义 PA(λ) = PA(λ) =
det(λI − A).

定理 4.3.4 A 是 V 上的线性变换，W 是 V 的不变子空间，则 PA|W (λ)|PA(λ).

推论 4.3.1 任何一个特征值的几何重数不超过它的代数重数。

定理 4.3.5 A是 V上的线性变换，Wi, i = 1, · · · , r 是 V的不变子空间且 V = W1⊕· · ·⊕Wr，
则

PA(λ) = PA|W1(λ) · · ·PA|Wr(λ)

引理 4.3.1 Vλ1 + · · ·+ Vλs 是直和。

证明 原命题 ⇔ A 不同特征值对应的特征向量线性无关，否则，

0 = α1 + · · ·+ αs, αi ∈ Vλi
, i = 1, · · · , s

A0 = 0 = λ1α1 + · · ·+ λsαs

0 = λ2
1α1 + · · ·+ λ2

sαs

...
0 = λs−1

1 α1 + · · ·+ λs−1
s αs

即 
1 1 · · · 1
λ1 λ2 · · · λs
... ... ...

λs−1
1 λs−1

2 · · · λs−1
s



α1

α2
...
αs

 = 0
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左边这个方阵是范德蒙方阵，由于特征值互不相同，所以此方阵是可逆方阵，因此

0 = α1 + · · ·+ αs ⇔ αi = 0, i = 1, · · · , s

所以不同特征值对应的特征向量线性无关。 □

定理 4.3.6 A 是 V 上的线性变换，PA(λ) = (λ− λ1)
n1 · · · (λ− λs)

ns，下列命题等价：

1. A 可对角化；

2. V = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλs；

3. A 的任意特征值的代数重数和其对应的几何重数相等，即 dim Vλi
= ni, i = 1, · · · , s.

4. A 有 n 个线性无关的特征向量；

证明 1 ⇒ 2 : 设 A 在基 S = {α1, · · · , αn} 下的矩阵为

A =

λ1Ir1
. . .

λsIrs


设 T1 = {α1, · · · , αr1}, T2 = {αr1+1, · · · , αr1+r2}, · · · , Ts = {αn−rs+1, · · · , αn}，显然，Vλi

=
〈Ti〉 , i = 1, · · · , s.，于是 V = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλs .
2 ⇒ 3 :

dim V =
s∑

i=1

dim Vλi
=

s∑
i=1

ni = n

根据推论 4.3.1，dim Vλi
⩽ ni，求和后又相等，所以几何重数和对应代数重数相等。 □

例 4.3.2 A 是 V 上的线性变换，A2 = I，则 A 可对角化。

证明 设 λ 是 A 的特征值，α 是特征向量，则

A2α = λ2α = α,

得 λ = ±1.说明特征值要么为 1要么为 −1.如果全为 1或者全为 −1，则 A = I 或 A = −I；
如果特征值既有 1 也有 −1，设其对应的特征子空间为 V1 和 V−1，∀α ∈ V,

α =
1

2
(α +Aα) +

1

2
(α−Aα)

其中，

A(α +Aα) = Aα + α ⇒ α +Aα ∈ V1;

A(α−Aα) = Aα− α ⇒ α +Aα ∈ V−1.

所以 V = V1 ⊕ V−1，因此 A 可对角化。 □
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4.4 最小多项式

定理 4.4.1 A ∈ Cn×n, A 相似于上三角阵。

证明 归纳：若命题对 n− 1 成立，则：
假设 A 的一个特征值为 λ1，对应的特征向量为 x1，Ax1 = λ1x1. 把 x 扩充成一组 Cn×n 的
基 {x1, · · · , xn}, X = (x1, · · · , xn)，则

A(x1, · · · , xn) = (x1, · · · , xn)

(
λ1 b1×(n−1)

0(n−1)×1 A1

)
A = X

(
λ1 b
0 A1

)
X−1

= X


λ1 b

0 P1

λ2 ∗
. . .

λn

P−1
1

X−1

= XP


λ1 bP1

0

λ2 ∗
. . .

λn


P−1X−1

其中 P =

(
1

P1

)
，所以命题对 n 也成立。 □

定理 4.4.2 (Hamilton− Carley定理) A ∈ F n×n, PA(A) = 0.

证明 只给出一个 F = C 时的证明。根据定理 4.4.1，我们可以假定 A 是上三角阵，

A =

λ1 ∗
. . .

λn


PA(λ) = (λ− λ1) · · · (λ− λn)

PA(A) = (A− λ1I) · · · (A− λnI)

只需证 (A− λ1I) · · · (A− λnI) = 0，归纳：若命题对 n− 1 成立，设 A =

(
A1 ∗
0 λn

)
，

PA(A) =

(
A1 − λ1In−1 ∗

0 λn − λ1

)
· · ·
(
A1 − λn−1In−1 ∗

0 λn − λn−1

)(
A1 − λnIn−1 ∗

0 0

)
=

(
(A1 − λ1In−1) · · · (A1 − λn−1In−1) ∗

0 (λn − λ1) · · · (λn − λn−1)

)(
A1 − λnIn−1 ∗

0 0

)
=

(
PA1(A1) ∗

0 (λn − λ1) · · · (λn − λn−1)

)(
A1 − λnIn−1 ∗

0 0

)
=

(
0 ∗
0 ∗

)(
∗ ∗
0 0

)
= 0



30 第四章 线性变换

即命题对 n 也成立。 □

定义 4.4.1 A ∈ F n×n, f(λ) ∈ F [λ]，如果 f(A) = 0，则 f(λ) 称为 A 的化零多项式。次数最
低的首一化零多项式称为 A 的最小多项式，记作 dA(λ)。

定理 4.4.3 dA(λ)|PA(λ)，且 dA(λ) 存在唯一。

定理 4.4.4 相似矩阵的最小多项式相等。

定理 4.4.5 特征多项式的根也是最小多项式的根，但重数可能不同。

证明 设 λ 是 A 的特征值，Ax = λx，则 dA(A)x = dA(λ)x = 0 ⇒ dA(λ) = 0，得证。 □

定理 4.4.6 A ∈ Cn×n, A 相似于对角阵 ⇔dA(λ) 无重根。

证明 (⇒)：设 A = P

λ1Ir1
. . .

λsIrs

P−1，则

f(A) = P

f(λ1)Ir1
. . .

f(λs)Irs

P−1 = 0

⇔ f(λi) = 0, i = 1, · · · , s
⇔ f(λ) = (λ− λ1) · · · (λ− λs)h(λ)

⇔ dA(λ) = (λ− λ1) · · · (λ− λs)

即 dA(λ) 无重根。

(⇐)：dA(λ) = (λ− λ1) · · · (λ− λs)，设 fi =
dA(λ)
λ−λi

, i = 1, · · · , s，则 gcd(f1, · · · , fs) = 1，于是

存在一系列多项式 µi 使得

µ1f1 + · · ·+ µsfs = 1

⇒ µ1(A)f1(A) + · · ·+ µs(A)fs(A) = I

⇒ α = µ1(A)f1(A)α + · · ·+ µs(A)fs(A)α

下证 αi = µi(A)fi(A)αi ∈ Vλi
.

(A− λiI)αi = (A− λiI)µi(A)fi(A)αi = µi(A)dA(A)αi = 0.

因此有 V = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλs，进而 A 可对角化。 □

例 4.4.1 A =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

，求 A 的最小多项式和 A−1.

例 4.4.2 A ∈ Cm×n, B ∈ Cn×m，则 AB 和 BA 有相同的非零特征值。
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证明

det(Im − AB) = det(In − BA)

λndet(λIm − AB) = λmdet(λIn − BA)

λ 非零时，PAB(λ) = 0 ⇔ PBA(λ) = 0. □
定理 4.4.7 A,B ∈ Cn×n, AB = BA，则 A，B 可同时对角化。

证明 设 A = PΛP−1,Λ =

λ1Ir1
. . .

λsIrs

，则
PΛP−1B = BPΛP−1

ΛP−1BP = P−1BPΛ

记 B̃ = P−1BP，设 B̃ = (Bij)s×s，由 AB̃ = B̃A 可知 Bij = 0, B =

B11

. . .
Bss

 , Bii =

PiΛiP
−1
i , i = 1, · · · , s. 那么P1

. . .
Ps

P−1BP

P−1
1

. . .
P−1
s

 =

Λ1

. . .
Λs


P1

. . .
Ps

P−1AP

P−1
1

. . .
P−1
s

 =

P1

. . .
Ps

Λ

P−1
1

. . .
P−1
s


=

P1λ1Ir1P
−1
1

. . .
PsλsIr1P

−1
s


=

λ1Ir1
. . .

λsIr1

 = Λ

所以 A 和 B 可同时对角化。 □
定理 4.4.8 A ∈ Cm×m, B ∈ Cn×n,A : Cm×n → Cm×n, x 7→ Ax − xB.A 与 B 无相同特征值，
求证：A 可逆。
证明 只需证 Ker A = 0.

x ∈ Ker A
⇒ Ax = xB

⇒ A2x = AxB = xB2

⇒ Akx = xBk

⇒ ∀f(λ) ∈ C[λ], f(A)x = xf(B)

⇒ PA(A)x = xPA(B) = 0

A 与 B 无相同特征值，所以 PA(B) 可逆 ⇒ x = 0. □
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定理 4.4.9 A ∈ Cn×n, PA(λ) = (λ− λ1)
n1 · · · (λ− λs)

ns，则 A 相似于

A1

. . .
As

 , Ai =λi ∗
. . .

λi


ni×ni

, i = 1, · · · , s.

证明 归纳：若命题对 s− 1 成立，设 A 相似于

Ã =



λ1 ∗
. . .

λ1

. . .
λs

. . .
λs


=

(
A11 B
0 As

)
, As ∈ Cns×ns

其中 A11 相似于上三角阵 Ã1 = PA11P
−1. 则(

P
Is

)
Ã

(
P−1

As

)
=

(
Ã1 PB
0 Is

)
记 C = PB，下证存在 S ∈ C(n−ns)×ns 使得(

I −S
I

)(
Ã1 C
0 As

)(
I S

I

)
=

(
Ã1 Ã1S − SAs + C
0 As

)
=

(
Ã1 0
0 As

)
即 Ã1S − SAs = −C. 只需证线性变换

A : C(n−ns)×ns → C(n−ns)×ns , S 7→ Ã1S − SAs

可逆即可，由定理 4.4.8 可知的确是可逆的，所以 S 的存在性得证。 □
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5.1 Jordan 标准型的计算
定理 5.1.1 A ∈ Cn×n, PA(λ) = (λ−λ1)

n1 · · · (λ−λs)
ns , dA(λ) = (λ−λ1)

k1 · · · (λs)
ks . 则 A 相

似于 Jordan 标准型

J =


J1

J2
. . .

Js

 , Ji ∈ Cni×ni ,

Ji =


Ji1

Ji2
. . .

Jimi

 ,mi = dim Vλi
,

Jij =


λi 1

. . . . . .
. . . 1

λi

 ∈ C lij×lij ,称为 Jordan 块.

并且在不考虑 Jordan 块顺序的情况下，Jordan 标准型唯一。
设 J 的化零多项式为 f(λ), f(J) = 0 ⇔ ∀f(Ji) = 0 ⇔ ∀f(Jij) = 0，设 PJij(λ) = (λ −
λi)

lij , dJij(λ) = (λ− λi)
dij , dij ⩽ lij.

(Jij − λiI)
dij = 0 ⇔


0 1

. . . . . .
. . . 1

0


dij

= 0

⇔ dij ⩾ lij

⇒ dij = lij, dJij(λ) = PJij(λ) = (λ− λi)
lij .

所以 (λ− λi)
lij |f(λ) ⇒ (λ− λi)

maxj{lij}|f(λ) ⇒

dJ(λ) = (λ− λ1)
maxj{l1j} · · · (λ− λs)

maxj{lsj}

因此 ki = maxj{lij}, i = 1, · · · , s.

33
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记 δip 为 Ji 中 p 阶 Jordan 块的个数，rik = rank(A− λiI)
k.

ri1 = rank(J − λiI) =
s∑

j=1

rank(Jj − λiI) = n− ni + rank(Ji − λiI)

= n− ni +

mi∑
p=2

(p− 1)δip

ri2 = n− ni +

mi∑
p=2

(p− 2)δip

...

rik = n− ni +

mi∑
p=k+1

(p− k)δip

记 dik = rik−1 − rik =
∑mi

p=k δ
i
p

，于是 dik − dik+1 = δik. 可求出所有的 δip.

ri ri0 ri1 · · · rik · · · 1 阶差分
di di1 · · · dik · · · 2 阶差分
δi δi1 · · · δik · · · 3 阶差分

求 Jordan 标准型的基本步骤：

1. PA(λ) = 0 求出所有的特征值，每个特征值 λi 对应了一个 Ji；

2. 计算所有的 rik = rank(A− λiI)
k；

3. 计算所有的 δik，写出 Ji；

4. 计算所有的 Ji，写出 Jordan 标准型。

注 一般把 Jordan 块 
λ 1

. . . . . .
. . . 1

λ

 ∈ Cn×n

记作 Jn(λ).

例 5.1.1 A = I +N2, N = Jn(0)，求 A 的 Jordan 标准型并求 P 使得 P−1AP = J.

PA(λ) = (λ− 1)n, rk = rank(A− I)k = rank N 2k = n− 2k, k ⩽ n

2
或rk = 0�k ⩾ n

2
.

n 为偶数时，J 有两个 n
2
阶的 Jordan 块，

J =

(
Jn

2
(1) 0

0 Jn
2
(1)

)
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k 0 1 n
2
− 1 n

2
n
2
+ 1

rk n n− 2 · · · 2 0 0 · · ·
dk 2 · · · 2 2 0 · · ·
δk 0 · · · 0 2 0 · · ·

n 为奇数时，J 有一个 n−1
2
阶和 n+1

2
阶的 Jordan 块，

J =

(
Jn−1

2
(1) 0

0 Jn+2
2
(1)

)
下面求 P，设 P = (x1, · · · , xn).n = 2m：

k 0 1 n−3
2

n−1
2

n+1
2

rk n n− 2 · · · 3 1 0 · · ·
dk 2 · · · 2 2 1 · · ·
δk 0 · · · 0 1 1 · · ·

表 5.1: 奇数

AP = PJ ⇒ A(x1, · · · , xn) = (x1, · · · , xn)J

⇒ (A− I)(x1, · · · , xn) = (x1, · · · , xn)

(
Jm(0) 0
0 Jm(0)

)
⇒ N2(x1, · · · , xn) = x1 + · · ·+ xm−1 + xm+1 + · · ·+ x2m−1

⇒ · · ·

P 的一个简单解为 P = (e1, e3, · · · , e2m−1, e2, · · · , e2m).

5.2 矩阵相似与多项式矩阵相抵

定理 5.2.1 A,B ∈ F n×n，则 A 与 B 相似当且仅当 λI − A 与 λI − B 相抵。

证明 (⇒)：显然；
(⇐)：λI − B = P (λ)(λI − A)Q(λ), P (λ), Q(λ) 可逆。于是

P (λ)−1(λI − B) = Q(λ)λ− AQ(λ)

令 λ = B, 0 = Q(B)B − AQ(B) ⇒ Q(B)Bk = AkQ(B)，下证 P = Q(B) 可逆。

Q(λ) = Qkλ
k + · · ·+Q1λ+Q0, Q(λ)−1 = Rmλ

m + · · ·+R0, Qi, Ri ∈ F n×n

Q(λ)−1Q(λ) = I，得到

RmQ(λ)λm + · · ·+R0Q(λ) = I

RmPBm + · · ·+R1PB +R0P = I

RmA
mP + · · ·+R1AP +R0P = I

(RmA
m + · · ·+R1A+R0)P = I

即 P 可逆，于是 A 与 B 相似。 □



36 第五章 JORDAN 标准型

定理 5.2.2 A ∈ Cn×n, λI − A 的初等因子组 {(λ− λi)
lij|1 ⩽ i ⩽ s, 1 ⩽ j ⩽ mi}，则 A 相似

于 J = diag(J1, · · · , Js), Ji = diag(Ji1, · · · , Jimi
), Jij = Jlij(λi).

证明 证 λI −A 与 λI − J 相抵即可，即证 r(λI −A) = r(λI − J) = n 且二者初等因子组相
同。
λI − J 的初等因子组是所有块 λI − Jij 的初等因子组的并，

λI − Jij =


λ− λi −1

. . . . . .
λ− λi −1

λ− λi


的初等因子组为 {(λ− λi)

lij}，所以所有块的初等因子组的并就是 λI −A 的初等因子组。□

定理 5.2.3 A,B ∈ F n×n, F ⊂ K, 则 A 与 B 在 F 上相似当且仅当 A 与 B 在 K 上相似。

证明 (⇒)：显然；(⇐)：A 与 B 在 K 上相似 ⇔ λI − A 与 λI − B 在 K[λ] 相抵

⇒ λI − A 与 λI − B 有相同的不变因子 di(λ)

di(λ) ∈ F [λ] ⇒ λI − A, λI − B 在 F [λ] 相抵 ⇒ A 与 B 在 F 上相似。 □

例 5.2.1 A =


0 0 1

0 0 1
0 0 1

0 0
0

，求 A 的 Jordan 标准型。

例 5.2.2 A ∈ F n×n，证明 AT 与 A 相似。

例 5.2.3 A ∈ F n×n, λI − A 的初等因子为 d1(λ), · · · , dn(λ)，则

(1) Pλ(λ) = d1(λ) · · · dn(λ)；

(2) dA(λ) = dn(λ).

5.3 根子空间分解

定义 5.3.1 A 是 V 上的线性变换，λ 是 A 的特征值，称

Wλi
= {α ∈ V |∃k, (A− λI)kα = 0}

为 λ 的根子空间，α ∈ Wλ 称为根向量。

推论 5.3.1 根据例 1.1.2，如果 k 就是使 Ker(A− λiI)k = Ker(A− λiI)k+1 成立的最小的
k，那么就有

Ker(A− λiI)k = Ker(A− λiI)k+1 = · · · = Ker(A− λiI)ni = Cni

当然，k 不小于最小的 k 时，上式也是成立的。Wλi
= Ker(A− λiI)k，且 Wλi

是 A 的不变
子空间，这是因为 A 和 (A− λiI) 可交换。
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定理 5.3.1 A 是 V 上的线性变换，PA(λ) = (λ− λ1)
n1 · · · (λ− λs)

ns ,
∑s

i=1 ni = n，则

Wλi
= (A− λiI)ni .dim Wλi

= ni,Ai = A|Wλi
, PAi

(λ) = (λ− λi)
ni

证明 由定理 4.4.1，存在一组基 α1, · · · , αn 使得 A(α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)A，其中矩阵
A 有这样的形式：

A =



λi ∗
. . . ∗

λi

λj ∗
. . .

0 λs


=

(
A11 ∗
0 A22

)

A11 =

λi ∗
. . .

λi

 ∈ Cni×ni，特征值均为λi

A22 =

λj ∗
. . .

λs

 ∈ C(n−ni)×(n−ni)，特征值均不是λi

设 Ai = A|Wλi
，则 Ai 在基 α1, · · · , αni

下的矩阵为 A11 − λiIni
，则

(A− λiIn)
k =

(
(A11 − λiIni

)k ∗
0 (A22 − λiI(n−ni))

k

)
k ⩾ ni 时，(A11 − λiIni

)k = 0, r(A− λiIn)
k = n− ni ⇒ dim Ker(A− λiIn)

k = ni, k ⩾ ni，也
就是 dim Wλi

= dim Ker(A− λiIn)
ni , PAi

(λ) = |λIni
− A11| = (λ− λi)

ni. □

定理 5.3.2 A 是 V 上的线性变换，PA(λ) = (λ− λ1)
n1 · · · (λ− λs)

ns ,
∑s

i=1 ni = n，则

V = Wλ1 ⊕ · · · ⊕Wλs

证明 先证直和：设 0 = α1 + · · · + αs, αi ∈ Wλi
, i = 1, · · · , s. 设多项式 fi(λ) =

PA(λ)
(λ−λi)ni

，于

是 fi(λ) 与 (λ− λi)
ni 互素，存在多项式 u(λ), v(λ) 使得

u(λ)fi(λ) + v(λ)(λ− λi)
ni = 1

⇒ u(A)fi(A) + v(A)(A− λiI)ni = I
⇒ u(A)fi(A)αi + v(A)(A− λiI)niαi = αi

αi ∈ Wλi
⇒ (A− λiI)niαi = 0 ⇒ fi(A)αj = 0, i 6= j

fi(A)(α1 + · · ·+ αs) = 0 ⇒ fi(A)αi = 0

⇒ αi = u(A)fi(A)αi + v(A)(A− λiI)niαi = 0

所以直和得证，又因为
∑

dim Wλi
= n，所以 V = Wλ1 ⊕ · · · ⊕Wλs. □



38 第五章 JORDAN 标准型

定理 5.3.3 A ∈ Cn×n, PA(λ) = (λ−λ1)
n1 · · · (λ−λs)

ns，则 A 相似于 diag(A11, · · · , Ass)，其
中

Aii =

λi ∗
. . .

λi

 ∈ Cni×ni

证明 设线性变换为 A : x 7→ Ax，取 Wλi
的基为 Ti，则这一系列 Ti 的并构成 V 的基 T，

A|Wλi
在 Ti 下的矩阵为上三角阵 Aii ，所以 A 在基 T 下的矩阵就是 diag(A11, · · · , Ass). □

5.4 循环子空间分解

定义 5.4.1 B ∈ Cn×n, ∃m,Bm = 0，称 B 为幂零矩阵，满足 Bm = 0 的最小的 m 称为 B 的
幂次。相应地，如果 B 是 V 上的线性变换，∃m,Bm = 0，称 B 为幂零变换。

推论 5.4.1 B 是幂零矩阵当且仅当 B 的特征值都为 0.

定义 5.4.2 A 是 V 上的线性变换，α ∈ V，称 C = 〈α,Aα, · · · 〉 为循环子空间，显然 C 是
关于 A 的不变子空间。

定义 5.4.3 A 是 V 上的线性变换，α ∈ V，设非零多项式 f(λ) 满足 f(A)α = 0，称 f 为 α
的关于 A 的化零多项式。最小次数的首一化零多项式称为最小多项式，记作 dA,α(λ)，或者
dα(λ).

定理 5.4.1 α 的关于 A 的最小多项式存在唯一，并且 dA,α(λ) 能够整除任意化零多项式。

定理 5.4.2 A 是 V 上的线性变换，C 是由 α 生成的循环子空间，dα(λ) = a0 + a1λ+ · · ·+
akλ

k(ak = 1). 则

(1) α,Aα, · · · ,Ak−1α 是 C 的一组基，dim C = k,A|C 在基 {Ak−1α, · · · , α} 下的矩阵为

A =


−ak−1 1

... . . .

... 1
−a0 0 · · · 0


(2) A 的特征多项式 PA(λ) 和最小多项式 dA(λ) 都是 dα(λ).

证明 (1) α,Aα, · · · ,Ak−1α 线性无关，否则 ∃µ0α + · · · + µk−1Ak−1α = 0，设 g(λ) = µ0 +
· · ·+µk−1λ

k−1，则 g(A)α = 0 ⇒ g(λ) 是化零多项式，但是它的次数小于最小多项式，矛
盾。而

Akα = −a0α− · · · − ak−1Ak−1α
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即 Akα 可以由其他 k 个向量线性表示，进而 Ak+iα, i > 0 都可以被线性表示，因此
C =

〈
α,Aα, · · · ,Ak−1α

〉
.

A(Ak−1α, · · · , α) = (Ak−1α, · · · , α)A
= (Akα, · · · ,Aα)

= (−a0α− · · · − ak−1Ak−1α, · · · ,Aα)

= (Ak−1α, · · · , α)


−ak−1 1

... . . .

... 1
−a0 0 · · · 0


所以结论得证。

(2) PA(λ) = |λI − A| = dα(λ), 所以 dA(λ)|PA(λ) = dα(λ). 而 dα(λ)|dA(λ)，所以二者相等，
结论得证。

□

推论 5.4.2 B 是 V上的幂零变换，幂次是 m，α ∈ V，则 dB,α(λ) = λm.由 α生成的循环子空
间 C的一组基为 Bm−1α, · · · , α，且 B 在这租基下的矩阵为 B = Jm(0), PB(λ) = dB(λ) = λm.

推论 5.4.3 A 是 V 上的线性变换，α 是 A 的特征值 λ 的 m 次根向量，即 (A− λI)mα =
0, (A − λI)m−1α 6= 0. 记 αi = (A − λI)m−iα, i = 1, · · · ,m.C = 〈α1, · · · , αm〉 是 α 的关于
A− λI 的循环子空间，则 C 在基 α1, · · · , αm 下的矩阵为 Jm(λ).

定理 5.4.3 B 是 n 维线性空间 W 上的幂零变换，幂次为 m，存在 W 上的一组基 α1, · · · , αk

使得

W = Cα1 ⊕ · · · ⊕ Cαk

其中 Cαi
是 αi 生成的循环子空间。

证明 首先有 Ker B ⊂ Ker B2 ⊂ · · · ⊂ Ker Bm = W.，现给出如下构造：

Ker Bm = Ker Bm−1 ⊕ Um,

Ker Bm−1 = Ker Bm−2 ⊕ BUm ⊕ Um−1,

...
Ker B2 = Ker B ⊕ Bm−2Um ⊕ · · · ⊕ U2,

Ker B = Bm−1Um ⊕ · · · ⊕ BU2 ⊕ U1.

其中 Um 代表包含于 Ker Bm−1 但包含于 Ker Bm 的部分；Um−1 是包含于 Ker Bm−2+BUm

但不包含于 Ker Bm−1 的部分，以此类推，所以每行中的最后一个和为直和，其他的和是直
和仍未证明。此外，还需证明 BUm ⊂ Ker Bm−1。所以关于这个构造，我们补充以下几个细
节的证明：

1◦ BjU i ⊂ KerBi−j, j < i.
这是因为 ∀x ∈ BjU i, x = Bjy, y ∈ U i ⊂ KerBi, 则 Bi−jx = Biy = 0.
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2◦ dim BjU i = dim U i, j < i.

设 U i 的一组基 Ti = {α1, · · · , αs}，只需证明 BjTi = {Bjα1, · · · ,Bjαs} 是线性无关的即
可。否则，

∃µ1Bjα1 + · · ·+ µsBjαs = 0

⇒ Bj(µ1α1 + · · ·+ µsαs) = 0

⇒ µ1α1 + · · ·+ µsαs ∈ Ker Bj

⇒ µ1α1 + · · ·+ µsαs ∈ Ker Bj ∩ U i

Ker Bj ∩U i = ∅，这是因为 Ker Bj ⊂ Ker Bi−1∩U i = ∅，于是 µ1α1+ · · ·+µsαs = 0，矛盾。

3◦ Ker Bm−i−1Um + · · ·+ BU i+2 是直和。
我们只证明 Ker Bm−2+BUm 是直和，其余证明过程同理。设 β1, · · · , βs 是 Ker Bm−2

的一组基，γ1, · · · , γt 是 BUm 的一组基，存在一系列 γi = Bαi, 并且 α1, · · · , αt 是 Um 的一
组基，只需证 β1, · · · , βs, γ1, · · · , γt 是线性无关的，否则

∃µ1β1 + · · ·+ µsβs + c1γ1 + · · ·+ ctγt = 0

⇒ Bm−2(µ1β1 + · · ·+ µsβs + c1γ1 + · · ·+ ctγt) = 0

⇒ Bm−2(c1γ1 + · · ·+ ctγt) = 0

⇒ Bm−1(c1α1 + · · ·+ ctαt) = 0

⇒ c1α1 + · · ·+ ctαt ∈ Ker Bm−1

⇒ c1α1 + · · ·+ ctαt ∈ Ker Bm−1 ∩ Um = ∅
⇒ c1α1 + · · ·+ ctαt = 0

所以矛盾。
根据这一构造，我们得到 W 的一个分解：

W = Ker Bm = Ker Bm−1 ⊕ Um

= Ker Bm−2 ⊕ (BUm ⊕ Um−1)⊕ Um

= Ker Bm−3 ⊕ (B2Um ⊕ BUm−1 ⊕ Um−2)⊕ (BUm ⊕ Um−1)⊕ Um

...
= (Bm−1Um ⊕ · · · ⊕ BU2 ⊕ U1)⊕ (Bm−2Um ⊕ · · · ⊕ U2)⊕
· · · ⊕ (BUm ⊕ Um−1)⊕ Um

更换一下顺序，得到

W = (Um ⊕ BUm ⊕ · · · ⊕ Bm−1Um)⊕ (Um−1 ⊕ BUm−1 ⊕ · · · ⊕ Bm−2Um−1)⊕
· · · ⊕ (U2 ⊕ BU2)⊕ U1

设 U i 的基为 Ti，BjU i 的基为 BjTi. 因为是直和，于是这些基

Tm,BTm, · · · ,Bm−1Tm, Tm−1,BTm−1, · · · ,Bm−2Tm−1, · · · , T2,BT2, T1

的并线性无关，而且是 Ker Bm 即 W 的一组基。记作 M。
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注 其实老师在证明 M 是 W 的一组基的大致思路为：先证这些基的并线性无关（老师一
句显然带过了），然后证明这些基的向量个数求和就是线性空间 W 的维数。这个思路涉及
Ker Bi 的维度等复杂的符号表示，成功让笔者没有理解为什么一系列求和最终变成了维数
n，而笔者整理思路的过程中意外发现了可以根据递推地把 W 一步步“化开”，写成一系列
空间的直和后能够非常直白的看出来 M 就是 W 的一组基，而且这些基线性无关是非常显
然的（因为是直和嘛）。也就是说上面这个思路并不是老师本来的思路，而是笔者的思路，并
且这个思路似乎是没用到引理 2 的（老师的思路是用到了的），因此可能不对，仅供参考。

这个证明还没结束，后续还需要说明 α1, · · · , αk 的构造方法，老师确实是没讲明白，笔
者说也说不清楚，还是看例子来理解吧。

□
例 5.4.1

A =


1 1 1 1 1 1
0 2 0 1 2 3
0 0 2 0 1 −1
0 0 0 2 1 2
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2

，求 A 的 Jordan 标准型 J，和可逆矩阵 P 使得 AP = PJ.

解：PA(λ) = (λ− 1)(λ− 2)5，设 A : x 7→ Ax，

W1 = Ker(A− I) = 〈x1〉 , x1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0)

r(A−2I) = 4, r(A−2I)2 = 2, r(A−2I)3 = 1，所以 dim Ker(A−2I) = 2, dim Ker(A−2I)2 =
4, dim Ker(A− 2I)3 = 5,W2 = Ker(A− 2I)3. 设 B = A− 2I，于是

Ker B ⊂ Ker B2 ⊂ Ker B3

先找 Ker B 的一组基 S1 = {y1, y2}, Ker B2 的一组基为 S1 ∪ S2, S2 = {y3, y4}, Ker B3 的一
组基为 S1 ∪ S2 ∪ S3, S3 = {y5}

固定 B2y5，在 By3,By4 中尽可能多地保留一部分（两个，一个，或者全部舍弃），使此
向量组线性无关，在本题中应当保留 By4;

固定 B2y5,By4, 在 y1, y2 中尽可能多地保留一部分，使此向量组线性无关，本题中两个
都不保留。

最终我们留下了 B2y5,By4，其中 y5 是 3 次根向量，对应了一个 3 阶 Jordan 块，y4 是
2 次根向量，对应了一个 2 阶 Jordan 块，令 x2 = y5, x3 = y4, 于是分别生成的循环子空间为

Cx2 =
〈
x2,Bx2,B2x2

〉
, Cx3 = 〈x3,Bx3〉

那么就有
W2 = Cx2 ⊕ Cx3

于是 P = (x1, x2,Bx2,B2x2, x3,Bx3), J = diag(1, J3(2), J2(2)).

定理 5.4.4 A 是 W 上的线性变换，其特征值全为 a，则 W = C1⊕· · ·⊕Cm, Ci 是关于 A 的
li 维循环子空间，并且存在 W 的一组基 M，A 在基 M 下的矩阵为 diag(Jl1(a), · · · , Jlm(a)).

证明 令 B = A− aI 即可。 □
定理 5.4.5 A 是 V 上的线性变换，PA(λ) = (λ − λ1)

n1 · · · (λ − λs)
ns ,
∑s

i=1 ni = n，则特征
子空间可以分解为循环子空间的直和：

Wλi
= Ci1 ⊕ · · · ⊕ Cimi
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5.5 实方阵的实相似标准型

引理 5.5.1 Jm(τ) ∼ τJm(1), τ 6= 0.

证明 实际上可证一个更强的结论：

Jm(τ) ∼ J =


τ ϵ

τ
. . .
. . . ϵ

τ


令 P = diag(1, ϵ, · · · , ϵm−1)，则 P−1JmτP = J. □

引理 5.5.2 τ = a+ bi 6= 0, a, b ∈ R,A =

(
Jm(τ)

Jm(τ)

)
∼ L =

(
aJm(1) bJm(1)
−bJm(1) aJm(1)

)
证明 根据引理 5.5.1，

A ∼ A1 =

(
τJm(1)

τJm(1)

)
设 P =

(
I I
iI −iI

)
，则 PA1P

−1 = L. □

定理 5.5.1 A ∈ Rn×n，初等因子组为 {(λ−λj)
mj |1 ⩽ j ⩽ s, λj ∈ R}和 {(λ−aj− ibj)

kj , (λ−
aj + ibj)

kj , a, b 6= 0 ∈ R, 1 ⩽ j ⩽ t}. 则 A 相似于实标准型

diag(Jm1(λ1), · · · , Jms(λs), Lk1(a1 ± ibi), · · · , Lkt(at ± ibt))

其中，Lkj(aj ± ibj) =

(
ajJkj(1) bjJkj(1)
−bjJkj(1) ajJkj(1)

)

例 5.5.1 τ = a+ bi, a, b ∈ R,A =

(
Jm(τ)

Jm(τ)

)
，则

A ∼


K I2

K
. . .
. . . I2

K


其中 K =

(
a b
−b a

)
.

证明 设标准向量 ei ∈ Rn，则有

Ae1 = τe1

Aej = τej + ej−1, 2 ⩽ j ⩽ n

Aem+1 = τem+1

Aem+j = τem+j + em+j−1
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设 P = (e1, em+1, · · · , em, e2m)，则

P−1AP =


L I2

L
. . .
. . . I2

L


其中 L = diag(τ, τ), L ∼ K. □

例 5.5.2 A ∈ R2n×2n, A2 + I2n = 0，则 A 相似于
(

In
−In

)
证明 f(λ) = λ2 + 1 是 A 的化零式，A 的最小多项式是实多项式，所以只能是 dA(λ) =
λ2 + 1, PA(λ) = (λ2 + 1)n.

A ∼
(
iIn

−iIn

)
∼
(

In
−In

)
□

5.6 一些例子

例 5.6.1 A2 = I，则 A ∼
(
Ir

In−r

)
.

证明 A = PJP−1, A2 = I ⇒ J2 = I，设 Ji 是 J 的 Jordan 块，则 J2
i = I, Ji 只能是一阶矩

阵 (λ). 于是 λ2 = 1, λ = ±1. □

例 5.6.2 A ∈ Cn×n, ∀ϵ > 0，存在上三角阵 B = (bij) 满足 |bij| < ϵ, i 6= j.

证明 A = PJP−1，设 Ji 是 J 的 Jordan 块，由引理 5.5.1 的强版本可知

Ji =


λ 1

lambda
. . .

. . . 1
λ

 ∼


λ ϵ

λ
. . .
. . . ϵ

λ


□

例 5.6.3 A,B ∈ Cn×n，且无公共特征值，则矩阵方程 AX = XB 只有零解，X ∈ Cn×n.

证明 先证明 A 和 B 都是 Jordan 块的形式时结论是成立的，即

A =


a 1

a
. . .
. . . 1

a

 , B =


b 1

b
. . .
. . . 1

b

 , a 6= b
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设 X 由若干行向量 xi 组成，X = (xij)

AX = XB ⇒ AX − aIX = XB − aIX

⇒ (A− aI)X = (B − aI)X

⇒


x2
...
xn

0

 =


x1
...

xn−1

xn



b− a 1

b− a
. . .
. . . 1

b− a


关注最后一行元素，有

0 = xn1(b− a) ⇒ xn1 = 0

0 = xn1 + xn2(b− a) ⇒ xn2 = 0

...
0 = xn,n−1 + xnn(b− a) ⇒ xnn = 0

于是得到 xn = 0，再关注倒数第二行元素可以得到 xn−1 = 0，以此类推最终有 X = 0.
然后我们考虑一般情况，假设 A，B 的 Jordan 标准型分别是 J, J̃ .

A = PJP−1, B = P̃ J̃ P̃−1, AX = BX ⇒ PJP−1X = XP̃ J̃P̃−1

令Y = P−1XP̃ , JY = Y J̃

设 J = diag(J1, · · · , Js), Ji 是单独的 Jordan 块，把 Y 按照 J 的 Jordan 块模式分块，Y =
(Yij), J̃ 同理，于是J1Y11 J1Y12 · · · J1Y1s

... ... ...
JsYs1 JsYs2 · · · JsYss

 =

Y11J̃1 Y12J̃2 · · · Y1sJ̃s
... ... ...

Ys1J̃1 Ys2J̃2 · · · YssJ̃s


对应起来，得到 JiYjk = YjkJ̃k. 由于 Ji, J̃k 分别来自 A，B，所以也没有公共特征值。因此
根据上面证明的特殊情况可知 Yjk = 0，进而 Y = 0, X = 0.

注 这里有一个不严谨的地方，就是 J̃ 的分块模式和 J 一定一样吗？暂时没有想到可以规避
这个瑕疵的办法。

□

例 5.6.4 A ∈ Rn×n，若 A 相似于 diag(

(
0 1
1 0

)
, 1, · · · , 1)，则称 A 是反射方阵，证明：若

A2 = I，则 A 是有限个反射方阵之积。

证明 A ∼ A1 =

(
−Ir

In−r

)
, A1 = D1D2 · · ·Dr，其中 Dr 为 I 的对角线上第 r 个元素替换

为 −1 得到的方阵，显然 Di 之间相似，而

D1 = diag(

(
−1 0
0 1

)
, 1, · · · , 1) ∼ diag(

(
0 1
1 0

)
, 1, · · · , 1)

所以结论得证。 □
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例 5.6.5 A ∈ Cn×n, A 可逆，则存在 B ∈ Cn×n 使得 B2 = A.

证明 设 A 的 Jordan 标准型为 J，A = PJP−1, J = diag(J1, · · · , Js), Ji 是单独的 Jordan 块.
再设 J̃ = diag(J̃1, · · · , J̃s), J̃i 是单独的 Jordan 块，如果 J̃i

2
= Ji，取 B = P J̃P−1 即可。下

面证明对于每个 Ji 都存在对应的 J̃i.
设 Ji = Jm(a), a 6= 0. 则 Ji = aI +N = a(I + N

a
). 其中 N = Jm(0), 是 m 次幂零阵。我

们取
√
1 + x 的泰勒展开：

√
1 + x = 1 +

x

2
+ · · ·+

1
2

(
1
2
− 1
)
· · ·
(
1
2
−m+ 2

)
(m− 1)!

xm−1 + · · ·

把其中的 1 + x 替换为 I + N
a
, 可知 m 次及以上的项都为零，得到√

I +
N

a
= I +

N
a

2
+ · · ·+

1
2

(
1
2
− 1
)
· · ·
(
1
2
−m+ 2

)
(m− 1)!

(
N

a

)m−1

这个和式有限，因此
√

I + N
a
一定存在，取 J̃i =

√
a
√

I + N
a
即可。 □

例 5.6.6 A ∈ Cn×n，如果 A 的最小多项式和特征多项式相同，称 A 是“单纯方阵”。证明：
A 是单纯方阵，如果 AB = BA，则存在多项式 f(λ) 使得 B = f(A)，并求出这个多项式。

证明 最小多项式和特征多项式相同，说明除了最后一个不变因子 dn(λ) = (λ−λ1)
n1 · · · (λ−

λs)
ns，其他均为 1，所以 A 的不变因子组就是 {(λ− λ1)

n1 , · · · , (λ− λs)
ns}，则 A 的 Jordan

标准型为 J = diag(Jn1(λ1), · · · , Jns(λs)) = (J1, · · · , Js)，设 A = PJP−1，

AB = BA ⇒ PJP−1B = BPJP−1

令C = P−1BP, JC = CJ

把 C 按照 J 的 Jordan 块模式分块，C = (Cij)，于是J1C11 J1C12 · · · J1C1s
... ... ...

JsCs1 JsCs2 · · · CsYss

 =

C11J1 C12J2 · · · C1sJs
... ... ...

Cs1J1 Cs2J2 · · · CssJs


根据例 5.6.3，Cij = 0, i 6= j. 现确定 Cii,

CiiJi = JiCii ⇒ Cii(Ji − λiI) = (Ji − λiI)Cii

可以得出 Cii 有如下形式：

Cii =


c0 c1 c2 · · · cn−1

c0 c1
. . . ...

c0
. . . c2
. . . c1

c0


设 N = Jni

(0), 于是 Cii = c0I + c1N + · · ·+ cn−1N
n−1 = gi(N). 于是

B = P

g1(N)
. . .

gs(N)

P−1
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如果存在多项式 f(λ) 使得 B = f(A)，则 f(A) = Pf(J)P−1, f(λ) 需要满足 f(J) =g1(N)
. . .

gs(N)

，即 f(Ji) = gi(N). 利用拉格朗日插值法可以构造出这样的 f(λ):

设 fi(λ) =
PA(λ)

(λ−λi)ni
, i = 1, · · · , s. 由于 (Ji − λiI)

ni = Nni = 0，所以 fi(Jj) = 0, i 6= j. 然后，

根据 f1(λ), · · · , fs(λ) 互素，可知存在多项式 u1(λ), ·, us(λ) 使得

s∑
k=1

uk(λ)fk(λ) = 1

将 Ji 代入，得到
s∑

k=1

uk(Ji)fk(Ji) = ui(Ji)fi(Ji) = I

于是令 f(λ) =
∑s

k=1 uk(λ)fk(λ)gk(λ− λi)，就有

f(Ji) =
s∑

k=1

uk(Ji)fk(Ji)gk(Ji − λiI)

=
s∑

k=1

uk(Ji)fk(Ji)gk(N)

= ui(Ji)fi(Ji)gi(N)

= gi(N)

□
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6.1 欧氏空间

定义 6.1.1 V 是 R 上的线性空间，定义内积 F : V × V → R 满足：

(1) 对称性：(α, β) = (β, α)；

(2) 双线性性：(λα1 + µα2, β) = λ(α1, β) + µ(α2, β)；

(3) 正定性：(α, α) ⩾ 0，等号成立当且仅当 α = 0.

定义了内积的线性空间 V 称为欧氏空间，进一步可定义欧氏空间上的度量、距离和向量之
间的夹角：

|α| =
√
(α, α), ρ(α, β) = |α− β|, θ = arccos (α, β)

|α||β|

定义 6.1.2 V 是欧氏空间，W 是 V 的子空间，称

W⊥ = {α ∈ V |α ⊥ W，即 α 与 W 中的每个向量都垂直}

为 W 的正交补空间。显然有
V = W ⊕W⊥

定义 6.1.3 V1, V2 是都是空间，若映射 σ : V1 → V2 满足：

(1) σ 是一一映射；

(2) σ 保线性运算，即 σ(λα + µβ) = λσ(α) + µσ(β)；

(3) σ 保内积，即 (σ(α), σ(β)) = (α, β).

则称 σ 是 V1 到 V2 的同构映射，并称 V1, V2 同构。

定理 6.1.1 欧氏空间 V1, V2 同构当且仅当 V1, V2 维数相等。

定理 6.1.2 V 是欧氏空间，V ∗ 是 V 的对偶空间，则映射 σ : β ∈ V 7→ fβ ∈ V ∗ 是 V 到 V ∗

的同构映射，其中
fβ : V → R, fβ(α) = (α, β)

证明 1◦ σ 是单射：fβ1 = fβ2 ⇒ fβ1(α) = fβ1(α) ⇒ (β1, α) = (β2, α) ⇒ (β1 − β2, α) ⇒
β1 − β2 ⊥ V ⇒ β1 − β2 = 0.

47
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2◦ σ 是满射：设 α1, · · · , αn 是 V 的一组标准正交基，∀f ∈ V ∗，取

β = f(α1)α1 + · · ·+ f(αn)αn,

则 f = fβ.

3◦ σ 保加法和数乘：这是显然的。

所以 σ 是 V 到 V ∗ 的同构映射。 □

推论 6.1.1 如果 β1, · · · , βn 是 V 的一组标准正交基，则 fβ1 , · · · , fβn 是其对偶基。

如果在 V ∗ 上定义内积：(fβ1 , fβ2) = (β1, β2)，则 V ∗ 也成为欧氏空间。

6.2 正交变换与对称变换

定义 6.2.1 A 是 V 上的线性变换，若满足 ∀α, β ∈ V, (Aα,Aβ) = (α, β)，称 A 为正交变换。

定理 6.2.1 关于正交变换，下列说法等价：

(1) A 为正交变换；

(2) ∀α ∈ V, (Aα,Aα) = (α, α)；

(3) A 把标准正交基变换为标准正交基。

正交变换的一些性质如下：

(1) 正交变换 A,B 的复合也是正交变换；

(2) 正交变换的逆也是正交变换；

(3) 正交变换的特征值模长都为 1.

定义 6.2.2 A 是 V 上的线性变换，若满足 ∀α, β ∈ V, (Aα, β) = (α,Aβ)，称 A 为对称变换。

定理 6.2.2 关于对称变换，下列说法等价：

(1) A 为对称变换；

(2) A 在标准正交基下的矩阵为对称阵。

定理 6.2.3 A 是 V 上的对称变换，则存在 V 的一组标准正交基 M，A 在基 M 下的矩阵为
为对角阵 diag(λ1, · · · , λn).
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6.3 规范变换

定义 6.3.1 A 是 V 上的线性变换，存在另一个变换 A∗ 满足 ∀α, β ∈ V, (Aα, β) = (α,A∗β)，
称 A∗ 是 A 的伴随变换。

定理 6.3.1 欧氏空间上线性变换 A 的伴随变换存在且唯一。

证明 唯一性：设 A∗
1,A∗

2 是 A 的伴随变换，则

(Aα, β) = (α,A∗
1β) = (α,A∗

2β)

⇒ (α, (A∗
1 −A∗

2)β) = 0

⇒ A∗
1 −A∗

2 = 0

存在性：设 M 是 V 的一组标准正交基，A 在 M 下的矩阵为 A，A∗ 在 M 下的矩阵为
A∗，向量 α, β 在 M 下的坐标分别为 x, y，于是

(Aα, β) = (Ax)Ty = xTATy (α,A∗β) = xTA∗y ⇒ A∗ = AT

所以矩阵 AT 对应的线性变换 A∗ : x 7→ ATx 就是 A 的伴随变换。 □

推论 6.3.1 A 和其伴随变换 A∗ 在同一组标准正交基下的矩阵互为转置，所以也有

(A∗)∗ = A

定义 6.3.2 A 是 V 上的线性变换，若 AA∗ = A∗A，则称 A 为规范变换。
若矩阵 A 满足 AAT = ATA，称 A 为规范矩阵。

定理 6.3.2 A 为规范变换 ⇔ ∀α, |Aα| = |A∗α| ⇔ A 在一组标准正交基下的矩阵式规范矩
阵。

证明 1 ⇒ 2：

|Aα|2 = (Aα,Aα)

= (α,A∗Aα)

= (α,AA∗α)

= (A∗α,A∗α)

= |A∗α|2

⇒ |Aα| = |A∗α|
2 ⇒ 1：

|Aα| = |A∗α| ⇒ (α,AA∗α) = (α,A∗Aα)

⇒ (α, (A∗A−AA∗)α) = 0

⇒ A∗A = AA∗

1 ⇔ 3：设 A 在标准正交基 M = (α1, · · · , αn) 下的矩阵为 A，A∗ 在基 M 下的矩阵为 AT，

A∗A(α1, · · · , αn) = A∗(α1, · · · , αn)A = (α1, · · · , αn)A
TA

AA∗(α1, · · · , αn) = A(α1, · · · , αn)A
T = (α1, · · · , αn)AA

T
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所以
A∗A = AA∗ ⇔ ATA = AAT .

□

定理 6.3.3 若实规范方阵 A的特征值为 a1±ib1, · · · , as±ibs, λs+1, · · · , λn，其中 ak, bk, λj ∈ R.
则 A 正交相似于标准型

D = diag(

(
a1 b1
−b1 a1

)
, · · · ,

(
as bs
−bs as

)
, λs+1, · · · , λn)

推论 6.3.2 正交方阵的正交相似标准型为

diag(

(
cos θ1 sin θ1
− sin θ1 cos θ1

)
, · · · ,

(
cos θs sin θs
− sin θs cos θs

)
, 1, · · · , 1,−1, · · · ,−1)

实对称方阵只有实特征值，其正交相似标准型为

diag(λ1, · · · , λn)

实反对称方阵只有纯虚数特征值，其正交相似标准型为

diag(

(
0 b1

−b1 0

)
, · · · ,

(
0 bs

−bs 0

)
, 0, · · · , 0)

定理 6.3.4 A ∈ Rn×n 的特征值为 a1 ± ib1, · · · , as ± ibs, λs+1, · · · , λn，其中 ak, bk, λj ∈ R. 则
A 正交相似于准上对角阵

D =



A1 ∗
. . .

As

λs+1

. . .
λn


其中 Ak ∈ R2×2，且特征值为 ak ± ibk.

定理 6.3.5 A ∈ Rn×n 的特征值为 λ1, · · · , λn，则 Tr(AAT ) ⩾
∑n

i=1 |λi|2，且等号成立当且
仅当 A 是规范矩阵。

例 6.3.1 A 是规范变换，则 A 不同特征值对应的特征向量相互正交。

证明 设 M = {α1, · · · , αn} 是 V 的一组标准正交基，A 在 M 下的矩阵为标准型

D = diag(

(
a1 b1
−b1 a1

)
, · · · ,

(
as bs
−bs as

)
, λs+1, · · · , λn)

于是 A 的特征值 ak ± ibk 对应的特征向量为 α2k−1 ± iα2k，特征值 λj 对应的特征向量为 αj，
这些特征向量相互正交，结论得证。 □

例 6.3.2 A 是 V 上的规范变换，则 (Im A)⊥ = Ker A.
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6.4 酉空间

定义 6.4.1 V 是 C 上的线性空间，定义内积 F : V × V → C 满足

(1) 共轭性：(α, β) = (β, α)；

(2) 共轭线性性：(λ1α1 + λ2α2, β) = λ1(α1, β) + λ2(α2, β)；

(3) 正定性：(α, α) ⩾ 0.

定义了内积的线性空间 V 称为酉空间。

注 共轭线性性只对其中一个变量成立，我们一般默认对第一个变量成立，则对于第二个变
量而言成立线性性：(β, λ1α1 + λ2α2) = λ1(β, α1) + λ2(β, α2).

定义 6.4.2 V 是 C 上的线性空间，设 M = {α1, · · · , αn} 是 V 的一组基，α, β 在 M 下的坐
标分别为 x, y，则

(α, β) =
n∑

i=1

n∑
j=1

xiyj(αi, αj) = x∗Hy.

其中 H = ((αi, αj))n×n，称为度量阵。H 还满足 H∗ = H，所以 H 也是 Hermite 阵。不同
基的度量矩阵之间共轭相合。

注 共轭转置、共轭相合等详见定义 2.8.6

定义 6.4.3 P ∈ Cn×n, P ∗P = I，则称 P 为酉矩阵。
酉矩阵的一些性质：

(1) 酉矩阵的积、逆都是酉矩阵；

(2) 酉矩阵的行列式的模长为 1；

(3) 酉矩阵的所有特征值模长都为 1.

6.5 酉空间上的线性变换

定理 6.5.1 酉空间上的线性变换 A 的伴随变换存在且唯一，并且二者在同一组标准正交基
下的矩阵互为共轭转置。

定义 6.5.1 A 是酉空间 V 上的线性变换，如果 AA∗ = A∗A，称 A 是规范变换；A ∈
Cn×n, AA∗ = A∗A，称 A 是规范矩阵。

如果 ∀α, β ∈ V, (Aα,Aβ) = (α, β)，称 A 为酉变换。
如果 ∀α, β ∈ V, (Aα, β) = (α,Aβ)，称 A 为对称变换。

推论 6.5.1 1. A 为规范变换 ⇔ A 在标准正交基下的矩阵为规范矩阵；

2. A 为对称变换 ⇔ (Aα,Aα) = (α, α) ⇔ 存在一组标准正交基 M，使得 A 在 M 下的矩阵
为酉矩阵 ⇔ AA∗ = I

3. A 为对称变换 ⇔ 存在一组标准正交基 M，使得 A 在 M 下的矩阵为 Hermite 矩阵
⇔ A = A∗
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定理 6.5.2 A 是酉方阵，则 A 是规范方阵当且仅当 A 酉相似于对角阵。

引理 6.5.1 A 是规范方阵，U 是酉方阵，则 B = U∗AU 是规范方阵。

引理 6.5.2 A 是上三角阵，也是规范方阵，则 A 一定是对角阵。

定理 6.5.3 A ∈ Cn×n，则 A 酉相似于上三角阵。

定理 6.5.4 A ∈ Cn×n 的特征值为 λ1, · · · , λn，则 Tr(AA∗) ⩾
∑n

i=1 |λi|2，且等号成立当且仅
当 A 是规范矩阵。

例 6.5.1 设 Hermite 矩阵 H = A+ iB,A,B ∈ Rn×n，则 det(A) ⩾ det(H)，等号成立当且仅
当 H = 0.

例 6.5.2 A ∈ Cn×n，A 是规范方阵当且仅当存在 f(λ) ∈ C[λ] 使得 A∗ = f(A).



第七章 多重线性函数

7.1 二重线性函数

定义 7.1.1 V 是 F 上的线性空间，称 f : V × V → F 为二重线性函数，如果

f(λ1α1 + λ2α2, β) = λ1f(α1, β) + λ2f(α2, β)

f(α, λ1β1 + λ2β2) = λ1f(α, β1) + λ2f(α, β2)

设 {α1, · · · , αn} 是 V 的一组基，内积在这组基下的度量矩阵为 A = (aij)n×n, aij = f(ai, aj)，
其中 f 可以是任何一个二重线性函数。容易验证这是符合内积定义的。

双重线性函数的全体记作 L(V, V )，在函数的加法和数乘运算下构成线性空间。

定理 7.1.1 设 V 是 F 上的 n 维线性空间，则 L(V, V ) 与 F n×n 同构。

证明 定义映射 σ : L(V, V ) → F n×n, f 7→ A = (f(αi, αj))n×n，下证它是同构映射：

1◦ σ 是单射：设 σ(f1) = σ(f2) ⇒ ∀i, j, f1(αi, αj) = f2(αi, αj)，{αi} 是 V 的一组基，所以
∀x, y ∈ V, x = (α1, · · · , αn)(x1, · · · , xn)

T , y = (a1, · · · , an)(y1, · · · , yn)T，有

f1(x, y) = f1(
n∑

i=1

xiαi,
n∑

i=1

yiαi) =
n∑

i=1

n∑
j=1

xiyjf1(αi, αj)

=
n∑

i=1

n∑
j=1

xiyjf2(αi, αj) = f2(x, y)

即 f1 = f2.

2◦ σ 是满射：设 A = (aij)n×n，V 的一组基为 {αi}，且 α, β 在这组基下的坐标分别为 x, y.
令 f(α, β) = xTAy，于是 σ(f) = A.

3◦ σ 是线性的：这是显然的。

□

注 V 的一组基为 M = {αi}，且 α, β 在这组基下的坐标分别为 x, y.，如果 f(α, β) = xTAy，
称 A 是 f 在基 M 下的矩阵。

若 f在基 (α1, · · · , αn), (β1, · · · , βn)下的矩阵分别为 A,B，(β1, · · · , βn) = (α1, · · · , αn)P，
则 B = P TAP.

例 7.1.1 章空间：V = F n, (x, y) = xTAy,AT = −A. 在这个空间里，所有向量的模长都是 0.
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定义 7.1.2 A是 f在基M = {αi}下的矩阵，定义 rank(f) = rank(A)，如果 rank(f) = dim V
则称 f 非退化，否则称 f 退化。

定义 7.1.3 若 f(α, β) = 0，称 α 与 β 左正交，记为 α ⊥L β，β 与 α 右正交，记为 β ⊥R α.
W 是 V 的子空间，则

W⊥L = {α ∈ V |f(α, β) = 0, ∀β ∈ W},W⊥R = {β ∈ V |f(α, β) = 0, ∀α ∈ W}

称为 W 的左、右正交补空间。
V ⊥L , V ⊥R 分别称为 f 的左根基和右根基。

定理 7.1.2 W1,W2 是 V 的子空间且 W1 ⊂ W2，则有

(1) W⊥L
2 ⊂ W⊥L

1 ,W⊥R
2 ⊂ W⊥R

1 ；

(2) W1 ⊂ (W⊥R
1 )⊥L ,W1 ⊂ (W⊥L

1 )⊥R .

V = F n,W = 〈y1, · · · , yr〉 , B = (y1, · · · , yr), f(α, β) = xTAy, 于是

W⊥L = {α ∈ V |f(α, β) = 0, ∀β ∈ W}
= {α ∈ V |αTAβ = 0, ∀β ∈ W}
= {α ∈ V |αTAB = 0} = Ker (AB)T

同理，W⊥R = Ker BTA. 特殊地，V ⊥L = Ker AT , V ⊥R = Ker A.

定理 7.1.3 dim V ⊥L = dim V ⊥R = dim V − rank(f).

推论 7.1.1 f 非退化 ⇔ V ⊥L = {0} ⇔ V ⊥R = {0}.

推论 7.1.2 f非退化则 dim W⊥L = dim W⊥R = dim V −dim W，且 (W⊥L)⊥R = (W⊥R)⊥L =
W.

定理 7.1.4 W 是 V 的子空间，f |W 非退化，则 V = W ⊕W⊥L = W ⊕W⊥R .

定义 7.1.4 f 是 V 上的双线性函数，如果 f(α, β) = f(β, α)，称 f 对称。类似地可以定义 f
反对称。

引理 7.1.1 f ∈ L(V, V )，f 在一组基下的矩阵为 A，则 f 对称当且仅当 A 是对称阵。

定理 7.1.5 f ∈ L(V, V )，且 f 对称，则 f 在某一组基下的矩阵为对角阵 D。
V 是 R 上的线性空间，D = diag(Ir,−Is, 0)；V 是 C 上的线性空间，D = diag(Ir, 0).

定理 7.1.6 f ∈ L(V, V )，且 f 反对称，则 f 在某一组基下的矩阵为

D = diag(

(
0 1
−1 0

)
, · · · ,

(
0 1
−1 0

)
, 0, · · · , 0)

证明 f 6= 0, ∃α, β ∈ V 使得 f(α, β) 6= 0，不妨设 f(α, β) = 1, f(β, α) = −1，令 W = 〈α, β〉，

则 f 在基 α, β 下的矩阵为

(
0 1
−1 0

)
. 归纳即可。 □

定义 7.1.5 V 是 C 上的线性空间，f : V × V → C 满足

f(λ1α1 + λ2α2, β) = λ1f(α1, β) + λ2f(α2, β)

称 f 为共轭双线性函数。
当然，同样只对其中一个变量成立，详见定义 7.4.1 下注。
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7.2 多重线性函数

本节不考，以后有机会再补。
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