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1 第三、四章核心定理

定理 1. 柯西积分公式：简单闭曲线 γ 围成的区域为 D，且 f ∈ H(D) ∩ C(D)，则

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
γ

f(t)

(t− z)n+1
dz

定理 2. 导数估计：D = B(a,R)，f ∈ H(D) ∩ C(D)，且 |f(z)| < M on D，则

|f (n)(z)| ⩽ n!M

Rn

证明 (1 ⇒ 2)

|f (n)(z)| =
∣∣∣∣ n!2πi

∫
∂B(a,r)

f(t)

(t− z)n+1
dz

∣∣∣∣
⩽ n!

2π
· 2πr · M

rn+1

=
n!M

rn
→ n!M

Rn
as r → R

定理 3.Liouville：整函数有界则必为常数。

证明 (2 ⇒ 3)

|f ′(z)| ⩽ M

r
→ 0 as r → ∞ ⇒ f ′(z) = 0 ⇒ f(z) = C

1
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定理 4. 零点的孤立性：f 在域 D 上全纯且不恒为零，则 f 在 D 上的零点是孤立的。

证明 如果 f 不恒等于零，假设 z0 是 f(z) 的 m 阶零点，于是 f(z) = (z − z0)
mg(z) 且 g(z) 全纯，

g(z0) ̸= 0，由连续性可知存在邻域 B(z0, r)，使得 g(z0) ̸= 0，于是 f(z) ̸= 0 on B(z0, r)\{z0}.

定理 5. 唯一性定理：如果 f1，f2 都在域 D 上全纯，如果存在 D 上的收敛点列 {zn}，且 zn → z ∈ D，
使得

f1(zn) = f2(zn), ∀n

则 f1 = f2.

证明 (5 ⇒ 6) 显然 f1(z)− f2(z) = 0，且 z 是零点的聚点，因此 f1(z)− f2(z) 恒为零。

定理 6. f ∈ H(D)，γ 是 D 中可求长简单闭曲线，γ 内部位于 D 中。如果 f 在 γ 上无零点，在 γ 内部
有零点 a1, a2, · · · , an，阶数分别为 m1, · · · ,mk，于是

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

n∑
k=1

mk

证明 (1 ⇒ 6) 取 a1, a2, · · · , an 的互不相交的邻域

B(a1, ε), · · · , B(an, ε)

设 f(z) = (z − ak)
mkgk(z) on B(ak, ε)，则

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

n∑
k=1

∫
∂B(ak,ε)

f ′(z)

f(z)
dz

=
1

2πi

n∑
k=1

∫
∂B(ak,ε)

mk(z − ak)
mk−1gk(z) + (z − ak)

mkg′k(z)

(z − ak)mkgk(z)
dz

=
1

2πi

n∑
k=1

∫
∂B(ak,ε)

mk

z − ak
+

g′k(z)

gk(z)
dz

=
1

2πi

n∑
k=1

mk

∫
∂B(ak,ε)

1

z − ak
dz

=
n∑

k=1

mk

定理 7. 辐角原理：f ∈ H(D)，γ 是 D 中可求长简单闭曲线，γ 内部位于 D 中。如果 f 在 γ 上无零点，
闭曲线 f(γ) 绕远点转的圈数等于 f 在 γ 内部的零点个数。

证明 (6 ⇒ 7) 实际上是自然推论。因为

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz

有着明确的几何意义：对于不经过原点的连续曲线 γ : z = z(t), a ⩽ t ⩽ b，我们定义它关于原点的辐角
变化值为

∆γArgz = Arg(z(b))− Arg(z(a))
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因此，如果 γ 是一条简单闭曲线（逆时针方向），那么如果原点在 γ 内部，则 ∆γArgz = 2π，否则为 0.
一般情况下，如果 γ 绕着原点转了 n 圈，自然就会有∫

γ

1

z
dz = 2nπi

所以我们得到 ∫
γ

1

z
dz = i∆γArgz

现在考虑一条简单闭曲线 γ : z = z(t)，闭曲线 f(γ) : w = f ◦ z(t)，∫
f(γ)

1

w
dw =

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz = i∆γArgf(z)

因此
1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2π
∆γArgf(z)

即闭曲线 f(γ) : z = f(w(t)) 围绕原点转的圈数，由定理 6 可知这也是 f(z) 在 γ 内部的零点个数。

定理 8.Rouche：f, g ∈ H(D)，γ 是 D 中可求长简单闭曲线，γ 内部位于 D 中。如果当 z ∈ γ 时，

|f(z)− g(z)| < |f(z)|

则 f 和 g 在 γ 内部的零点个数一样。

证明 (6 ⇒ 8) 令 Ft(z) = f(z) + t(g(z) − f(z))，0 ⩽ t ⩽ 1，因此 |Ft(z)| ⩾ ||f(z)| − t|f(z) − g(z)|| ⩾
||f(z)| − |f(z)− g(z)|| > 0，故 Fz(t) 在 γ 上无零点，于是

N(t) =
1

2πi

∫
γ

F ′
t (z)

Ft(z)
dz

由于 F ′
t (z)

Ft(z)
关于 t连续，因此 N(t)关于 t连续，由于 N(t)只能取整数，所以只能是常数，进而 N(0) = N(1)，

这也就证明了 F0(z) = f(z) 和 F1(z) = g(z) 零点个数相同。

证明 (7 ⇒ 8) 注意到
|1− g(z)

f(z)
| < 1

所以无论 z 在什么连续闭曲线上，点 w = g(z)
f(z)
的轨迹永远落在 B(1, 1) 内，不经过原点也不会绕过原点，

因此
∆γArgw = 0

于是 ∆γArgf = ∆γArgg，二者零点个数一样。

定理 9. 设 f ∈ H(D)，z0 ∈ D，w0 = f(z0)，如果 z0 时 f(z)− w0 的 m 阶零点，则存在 ρ0 > 0，对于
任意的 0 < ρ < ρ0，存在 δ = δ(ρ) > 0，使得对于任意的 a ∈ B(w0, δ)，a ̸= w0，f(z)− a 在 B(z0, ρ) 中
恰有 m 个零点。

证明 (5, 8 ⇒ 9) 由零点的孤立性，存在 ρ0 > 0 使得 f(z) − w0 在 B(z0, ρ0) 之内只有 z0 是零点，设
0 < ρ < ρ0，记

δ = inf{|f(z)− w0| : z ∈ ∂B(z0, ρ0)}
对于 a ∈ B(w0, δ)，a ̸= w0，记 F (z) = f(z)− w0，G(z) = f(z)− a，于是当 z ∈ ∂B(z0, ρ0) 时有

|F (z)−G(z)| = |a− w0| < δ ⩽ |F (z)|

最后一个不等号由 δ 的下确界性得到。因此 F (z) 和 G(z) 在 B(z0, ρ0) 上的零点个数相同，即 m 个。
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定理 10. 开映射定理：f 是域 D 上非常数的全纯函数，则 f(D) 也是域。

证明 (9 ⇒ 10) 实际上定理 9 证明了：f ∈ H(D)，z0 ∈ D，w0 = f(z0)，则对于充分小的 ρ > 0，一定
存在 δ > 0，使得

f(B(z0, ρ)) ⊃ B(w0, δ)

任取 w0 ∈ f(D)，于是存在 δ > 0 使得 B(w0, δ) ⊂ f(D)，从而 f(D) 是开集。D 是道路连通的，所以
f(D) 也是道路连通的，进而是连通开集。

定理 11.Hurwitz：{fn} 是域 D 上的一列全纯函数且内闭一致收敛到不恒为 0 的函数 f . 设 γ 是 D 中
一条可求长简单闭曲线，γ 内部位于 D 中，且不经过 f 的零点。那么必存在正整数 N，当 n ⩾ N 时，
fn 和 f 在 γ 内部零点个数相同。

证明 (8 ⇒ 11) 全纯函数列 fn 紧一致收敛到 f，可知 f 也全纯，γ 不经过 f 的零点，所以

min{|f(z)| : z ∈ γ} = ε > 0

存在 N，使得 n > N 时有
|fn(z)− f(z)| < ε ⩽ |f(z)|, z ∈ γ

于是 fn(z) 和 f(z) 在 γ 内部零点个数相同。

定理 12. 单叶全纯收敛性：{fn} 是域 D 上的一列单叶全纯函数且内闭一致收敛到不恒为 0 的函数 f，
则 f 也是单叶全纯函数。

证明 (11 ⇒ 12) 若 f 不是常数，且不单叶，则存在 f(z1) = f(z2) = w0, z1 ̸= z2. 记 F (z) = f(z)− w0，
于是 z1, z2 是 F 的零点，取不相交的邻域 B(z1, ε) 和 B(z2, ε)，令 Fn(z) = fn(z)− w0，

Fn

dense
⇒ F on D

存在足够大的 N 使得 n > N 时 Fn 在 B(z1, ε)和 B(z2, ε)各有一个零点，记作 z′n 和 z′′n，fn(z
′
n) = f(z′′n)，

但 z′n ̸= z′′n，与 fn 单叶矛盾.

定理 13. 最大模原理：D 是有界区域，f ∈ H(D) ∩ C(D)，且 f 在 D 上不是常数，则 |f(z)| 的最大值
在 ∂D 且只能在 ∂D 上取到。

证明 (10 ⇒ 13) 显然 f(D)是开集，如果 z = z0 ∈ D 使得 |f(z)|取到最大值，存在 B(f(z0), δ) ⊂ f(D)，
那么就一定有 f(z1) ∈ B(f(z0), δ) 满足 |f(z1)| > |f(z0)|，矛盾。

由于 D 是紧集，那么 |f(z)| 在 D 上一定有最大值，由于最大值不在 D 内取到，所以一定在 ∂D 上
取到。

定理 14.Schwarz 引理：设 f ∈ H(B(0, 1))，且满足条件：
(1) z ∈ B(0, 1) 时有 |f(z)| ⩽ 1.
(2) f(0) = 0.
则下列结论成立：
(1) ∀z ∈ B(0, 1) 有 |f(z)| ⩽ |z|.
(2) |f ′(0)| ⩽ 1.
(3) 如果存在非原点的 z0 ∈ B(0, 1) 使得 |f(z0)| = |z0|，或者 |f ′(0)| = 1 成立，则存在某个实数 θ 使得

f(z) = eiθz, z ∈ B(0, 1)
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证明 (13 ⇒ 14) f(0) = 0，所以 f(z) = zg(z)，g(z) ∈ H(B(0, 1))，任取 0 < r < 1，则 |z| = r 时

|g(z)| = |f(z)|
r

⩽ 1

r

由最大模原理可知

max
z∈B(0,r)

|g(z)| ⩽ 1

r

令 r → 1 可得
|g(z)| ⩽ 1 on B(0, 1)

即 |f(z)| ⩽ |z| on B(0, 1)，|f ′(0)| = |g(0)| ⩽ 1.
如果存在非原点的 z0 ∈ B(0, 1) 使得 |f(z0)| = |z0|，则 |g(z0)| = 1；或者 |f ′(0)| = 1 成立，则

|g(0)| = 1，但由最大模原理可知 g(z) 如果不是常数则 |g(z)| 不可能在 B(0, 1) 上取到最大值 1，因此
|g(z)| = 1，g(z) = eiθ，f(z) = eiθz.

定理 15. 代数学基本定理：多项式 P (z) = anz
n + · · ·+ a0 在整个复平面上必有零点。

证明 (3 ⇒ 15) 假设 P (z) 无零点，则 f(z) = 1
P (z)

是整函数，

f(z) =
1
zn

an + an−1

z
+ · · ·+ a0

zn

|z| 充分大时

|f(z)| ⩽
1

|z|n

||an| − |an−1

z
+ · · ·+ a0

zn ||
⩽ M

故 f(z) 有界，因此是常数，从而 P (z) 是常数，矛盾。

证明 (8 ⇒ 15) 设 Q(z) = anz
n，取充分大的 r使得在 ∂B(0, r)上 P (z), Q(z)无零点，且 |P (z)−Q(z)| <

|Q(z)|，故 P (z) 在 B(0, r) 中零点个数与 Q(z) 一致，因为 Q(z) 有一个 n 阶零点，即原点，所以 P (z)
在 B(0, r) 也有零点。

证明 (12 ⇒ 15) 假设 P (z) 无零点，令 f(z) = 1
P (z)
，由于

lim
z→∞

|f(z)| = 0

所以 ∀ε > 0，存在 R > 0，使得 |z| = R 时，

|f(z)| < ε

取 ε < |f(0)| = |a0|−1，于是 |f(z)| < |f(0)|，∀z ∈ ∂B(0, R)，边界上没有取到最大值，所以 f(z) 是常函
数，P (z) 也是常函数，故矛盾。

2 第五章概念辨析和重要结论

定义 (孤立奇点的定义) 如果 f 在无心圆盘 {z : 0 < |z − z0| < R} 中全纯，就称 z0 是 f 的孤立奇点。
有三种可能的情形：
(1) lim

z→z0
f(z) = a，可去奇点。

(2) lim
z→z0

f(z) = ∞，极点。

(3) lim
z→z0

f(z) 不存在，本性奇点。
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如果 f 在 {z : 0 ⩽ R < |z − z0| < ∞} 中全纯，就称 ∞ 是 f 的孤立奇点，在这种情况下，记

g(z) = f

(
1

z

)
则 g 在 {0 < |z| < 1

R
} 上全纯，如果 0 是 g 的可去奇点、m 阶极点、本性奇点，相应地称 ∞ 是 f 的可

去奇点、m 阶极点、本性奇点。

注. 研究无穷远点取函数 f(1/z)，研究极点阶数取 1/f(z).

定理 16. 直接计算洛朗系数：圆环 D = {z : r < |z − z0| < R}，f ∈ H(D)，那么 f 在 D 上可以展开为
Laurent 级数：

∞∑
n=−∞

an(z − z0)
n

其中

an =
1

2πi

∫
γρ

f(z)

(z − z0)n+1
dz

γρ = {z : |z − z0| = ρ}(r < ρ < R). 且此展开唯一。
R 可以是无穷，r 也可以是 0. 一般常用的情况就是有限点或者无穷远点邻域：

B(z0, R) = {z : 0 < |z − z0| < R}

B(∞, r) = {z : r < |z| < ∞}

注. 注意和柯西积分公式的区分：柯西积分有个系数 n!.

定理 17. 奇点与洛朗系数的关系：z0 是 f 的 m 阶极点，等价于 f 在 B(z0, r) 的 Laurent 展开式为

f(z) =
∞∑

n=−m

an(z − z0)
n, a−m ̸= 0

z0 是 f 的可去奇点，相当于 0 阶极点，也可以认为因为全纯所以 Laurent 展开只有全纯部分：

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)
n, a−m ̸= 0

无穷远点是 f 的 m 阶极点，等价于 f 的 Laurent 展开式为

f(z) =

m∑
n=−∞

anz
n, a−m ̸= 0

无穷远点是 f 的可去奇点，相当于 0 阶极点，也可以认为因为 f(1/z) 全纯所以 Laurent 展开只有全纯
部分：

f(z) =
0∑

n=−∞

an(z − z0)
n, a−m ̸= 0

重要推论：无穷远点为可去奇点的整函数为常数，为极点的整函数是多项式，亚纯函数无穷远点为
可去奇点或极点 ⇔ 有理函数，必要性证明思路：无穷远点孤立奇点 ⇒ 极点个数有限 ⇒ f(z) 减掉各极
点以及无穷远点 Laurent 展开主要部分（分式的有限和）全纯，故为常数 ⇒ f(z) 是分式有限和，即有理
函数。
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定理 18.Weierstrass：本性奇点的性质：z0 是 f 的 m 阶本性奇点，则对于任意复值 A，可以是无穷，都
存在点列 zn → z 使得 f(zn) → A.

定理 19. Aut(C) 由所有一次多项式组成，Aut(C∞) 由所有分式线性变换组成。

证明 如果 f ∈ Aut(C)，则 f 是单叶整函数，考虑无穷远点：不能是可去奇点，也不能在无穷远点处全
纯，否则 f 为常数；不能是本性奇点，否则任取一个复值 A，因为存在点列 zn → ∞ 使得 f(zn) → A，
所以

∞ = lim
n→∞

zn = lim
n→∞

f−1(f(zn)) = f−1(A)

这说明所有的复值都是 f−1 的极点，然而 f−1 是整函数。因此无穷远点只能是极点，f(z) 是多项式，再
由单叶性可知只能是一次多项式。
如果 f ∈ Aut(C∞)，则 f 是单叶亚纯函数，类似可证无穷远点只能是 f 的极点，f 只能是有理函

数，由单叶性可知分子分母只能是一次多项式，即分式线性变换。

3 第六章概念辨析和重要结论

定理 20.Schwarz 对称原理：设区域 D 关于实轴对称，如果 f 满足：
(1) f 在 D ∩ {z|Imz > 0} 中全纯；
(2) f 在 D ∩ {z|Imz ⩾ 0} 中连续；
(3) f(D ∩ R) ⊂ R.
那么

F (z) =

{
f(z) , z ∈ D ∩ {z|Imz ⩾ 0}
f(z) , z ∈ D ∩ {z|Imz < 0}

便是 f 在 D 上的全纯开拓。

定理 21.Schwarz 对称原理推广：设 C∞ 中的区域 D 关于圆周 γ = {|z − z0| = r} 对称，于是 C∞ 被 γ
分成两个单连通域，设为 C+

∞(γ) 和 C−
∞(γ)，如果 f 满足：

(1) f 在 D ∩ C+
∞(γ) 上全纯，且连续到 γ 上；

(2) f(D ∩ γ) ⊂ Γ，Γ 为圆周，设其以 w0 为圆心；
(3) ∀z ∈ D ∩ C+

∞(γ)，f(z) ̸= w0.
那么 f 能全纯开拓到 D 上，称为 D 上的全纯函数 F，F 将 D 中关于 γ 对称的两点映为 F (D) 中关于
Γ 对称的两点。

F (z) =

{
f(z) , z ∈ D ∩ C+

∞(γ) ∪ γ
f(z∗(γ))∗(Γ) , z ∈ D ∩ C−

∞(γ)

两点关于圆周对称的定义是：两点、圆心共线，与圆心的距离之积为半径的平方。

定义 (幂级数的正则点和奇点) 设级数

f(z) =
∞∑

n=0

anz
n

的收敛半径为 R > 0，去 ζ ∈ ∂B(0, R)，在线段 0ζ 上取点 z0 ̸= 0，则 f 在 z0 处的 Taylor 级数为
∞∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n

其收敛半径 ρ ⩾ R− |z0|.
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如果 ρ > R− |z0|，说明 f 可以全纯开拓到更大的区域中，ζ 称为正则点。
如果对于线段 0ζ 上的每个点 z0，都有 ρ = R− |z0|，则称 ζ 为奇点。（区别于之前的孤立奇点）

例

f(z) =
∞∑

n=0

zn

收敛半径为 R = 1，且 f(z) = 1
1−z

on {|z| < 1}. 对于 z0 ∈ B(0, 1)，其收敛半径为 ρ = |1− z0| ⩾ 1−|z0|，
故 ζ = 1 是唯一的奇点。

定理 22. 幂级数的收敛圆周上必有奇点。

例

f(z) =
∞∑

n=0

zn

n2

收敛半径 R = 1，在 ∂B(0, 1) 上处处收敛，但有奇点 z = 1。

例

f(z) =
∞∑

n=0

zn!

收敛半径 R = 1，∂B(0, 1) 上处处是奇点。
假设存在 ζ0 ∈ ∂B(0, 1) 为正则点，则存在 z0 ∈ 0ζ，且 f 在 z0 处的 Taylor 级数 g(z) 的收敛半径

ρ > 1− |z0|. 由于形如
{e2πi pq |p, q为整数且互素}

在 ∂B(0, 1) 上稠密，故存在 ζ1 = e2πi pq ∈ ∂B(0, 1)，

g(ζ1) = lim
r→1−

g(rζ1) = lim
r→1−

f(rζ1)

f(rζ1) =

q−1∑
n=0

rn!ζn!1 +
∞∑

n=q

rn!

对于 N > q，
∞∑

n=q

rn! >

N∑
n=q

rn! > (N − q)rN !

当 r → 1−，上式可以大于任何正整数，矛盾，

4 第七章概念辨析和重要结论

定义 设 F 是域 D 上的一个函数族。
如果它的任意序列，一定有子列在 D 上的内闭一致收敛，称 F 为正规族。
如果存在 M > 0 使得对于任意的 f ∈ F，任意的 z ∈ D，都有 |f(z)| ⩽ M，则称 F 一致有界。
对于任意的紧集 K ⊂ D，存在 M = M(K) > 0，对于 ∀f ∈ F , ∀k ∈ K, |f(z)| ⩽ M，则称 F 内闭

一致有界。
若对于 ∀ε > 0，存在 δ > 0，当 z1, z2 ∈ D 且 |z1 − z2| < δ 时，对于 ∀f ∈ F 都有

|f(z1)− f(z2)| < ε

则称 F 是等度连续的。

注. 全纯函数内闭有界则等度连续。
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定理 23.Arzela-Ascoli：设 K ⊂ C 为紧集，{fn} 在 K 上一致有界且等度连续，则 {fn} 必有子列在 K
上一致收敛。

定理 24.Montel：设 F 是域 D 上的全纯函数族，则 F 为正规族当且仅当 F 在 D 上内闭一致有界。

定理 25.Riemann 映射定理：设 G ⫋ C 为单连通区域，对于 a ∈ G，存在唯一的单叶全纯函数 f : G →
B(0, 1)，满足 f(a) = 0，f ′(a) > 0.

例 推广的 Liouville 定理：单连通域 D ⫋ C，且整函数 f : D → C，则 f 为常数。

证明 由 Riemann 映射定理可知存在单叶全纯函数 g : D → B(0, 1)，于是 g ◦ f : C → B(0, 1)，进而是
常数，所以 f = g−1(C) 也是常数。

定理 26. 边界对应原理：设 G 是由一条简单闭曲线 Γ 所围成的区域，如果 w = f(z) 把 G 共形地映为
B(0, 1)，则 f 可以扩充到 Γ 上，使得 f ∈ C(G) 且把 Γ 一一映为 |w| = 1.
逆定理也成立：设 G 和 D 分别是由可求长简单闭曲线 γ 和 Γ 为成都区域，如果 f ∈ H(G)∩C(G)

且把 γ 一一映满 Γ，则 f : G → D 是共形映射。

例 证明：不存在双叶全纯映射把 D = {0 < |z| < 1} 映到 G = {1 < |z| < 2}.

证明 假设双叶全纯映射 f 满足条件，考虑到 f(D) = G 有界，所以 0 是 f 的可去奇点，故可以延拓成
B(0, 1) 上的全纯函数 F，且

F (B(0, 1)) ⊂ G = {1 ⩽ |z| ⩽ 2}
由于 0 是内点，由开映射定理可知 F (0) 是内点，因此 F (0) 不在 ∂G 上，从而可知 F (B(0, 1)) = G，故
设 F (0) = z0 = f(w0)，w0 ∈ D，于是存在 B(0, r) ∩B(w0, r) = ∅，再由开映射定理可知

F (B(0, r)) ∩ F (B(w0, r)) = F (B(0, r)) ∩ f(B(w0, r))

是包含了 z0 的开集，那么存在 z ∈ B(z0, ε)\{z0} 将满足

z = f(w1) = F (w2) = f(w2), w1 ∈ B(w0, r), w2 ∈ B(0, r)\{0}

与 f 的单叶性矛盾。

5 关于应用留数定理计算定积分

5.1 核心公式

定理 27. 极点处留数的计算：a 是 f 的 m 阶极点，则

Res(f, a) = 1

(m− 1)!
lim
z→a

dm−1

dzm−1
[(z − a)mf(z)]

定理 28. 留数定理：f 在简单闭曲线 γ 的内部亚纯，连续到 γ，极点记作 a1, · · · , an，于是∫
γ

f(z)dz = 2πi
n∑

k=1

Res(f, ak)
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定理 29. C 上的亚纯函数的所有极点和无穷远点，这些点的留数之和为零。

5.2 积分的计算

定理 30. A = {a1, · · · , an}，如果 f 在上半平面除去 A 之外全纯，在上半平面和实轴上除去 A 之外连
续，且

lim
z→∞

zf(z) = 0

则 ∫ ∞

−∞
f(x)dx = 2πi

n∑
k=1

Res(f, ak)

定理 31.Jordan：f 在 D = {z : R0 ⩽ |z| < ∞, Imz ⩾ 0} 上连续，且

lim
z→∞,Imz⩾0

f(z) = 0

则对于 ∀α > 0，有

lim
R→∞

∫
γR

eiαzf(z)dz = 0

这里 γR = {z : z = Reiθ, 0 ⩽ θ ⩽ π,R ⩾ R0}

证明 设 M(R) = max
z∈γR

|f(z)|，则由题设可知 R → ∞ 时 M(R) → 0，而

∫
γR

eiαzf(z)dz =

∫ π

0

eiαRcosθ−αRsinθf(Reiθ)iReiθdθ

所以 ∣∣∣∣∫
γR

eiαzf(z)dz
∣∣∣∣ ⩽ ∫ π

0

|eiαRcosθ−αRsinθf(Reiθ)iReiθ|dθ

⩽ RM(R)

∫ π

0

e−αRsinθdθ

⩽ RM(R)

∫ π

0

e−αR 2θ
π dθ

=
π

2
M(R)(1− e−αR) → 0 as R → ∞

定理 32. A = {a1, · · · , an}，如果 f 在上半平面除去 A 之外全纯，在上半平面和实轴上除去 A 之外连
续，且

lim
z→∞

f(z) = 0

则对于 ∀α > 0，有 ∫ +∞

−∞
eiαxf(x)dx = 2πi

n∑
k=1

Res(eiαzf(z), ak)
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定理 33. f 在去心半圆域

G = {z = a+ ρeiθ : 0 < ρ ⩽ r, θ0 ⩽ θ ⩽ θ0 + α}

上连续，且
lim
z→a

(z − a)f(z) = A

那么

lim
ρ→0

∫
γρ

f(z)dz = iAα

这里 γρ = {z = a+ ρeiθ : θ0 ⩽ θ ⩽ θ0 + α}，沿辐角增加的方向。

定理 34.
I =

∫ 2π

0

R(sinθ, cosθ)dθ

其中 R 是二元有理函数，这种类型的积分可以化成无穷型积分：实际上，

I =

∫ 2π

0

R(sinθ, cosθ)dθ =

∫ π

−π

R(sinθ, cosθ)dθ

于是作变换 t = tan θ
2
，则

I = 2

∫ ∞

−∞
R(

2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2
)

1

1 + t2
dt

或者转化成单位圆上的积分，设 z = eiθ，于是

I =

∫
|z|=1

R

(
1

2i

(
z − 1

z

)
,
1

2

(
z +

1

z

))
1

izdz

用残数定理来处理单位圆周内的极点即可。

定理 35. A = {a1, · · · , an}，f 在整个复平面上除去 A 之外全纯，A∩ [a, b] = ∅，设 −1 < r, s < 1, s ̸= 0
且 r + s 是整数，如果

lim
r→∞

zr+s+1f(z) = A ̸= ∞

则 ∫ b

a

(x− a)r(b− x)sf(x)dx = − Aπ

sinsπ +
π

e−sπisinsπ

n∑
k=1

Res(F, ak)

这里 F (z) = (z − a)r(b− z)sf(z).

注. 无穷型积分选半圆形围道，先尝试定理 30，再尝试 32，带三角函数的大概率是 32，注意定理 31
（实际上是 32 的引理）的证明要掌握；半无穷型积分选“吃豆人”形围道，记得选全纯分支；有限型积分
只有两类，三角函数型用万能公式 34 换元，贝塔函数型直接套用定理 35；此外还有两个特殊积分，简
要思路：Fresnel 积分选的是 eiz2

，围道是 45◦ 扇形，Poisson 积分选的是 e−az2

，围道是矩形。关于围道
要注意：围道上碰到的奇点，都是用定理 33 修正的。
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6 关于共形映射

考前一天开悟！注意一下定义：共形映射是导数不为零，单叶全纯需要可逆，而这不是一个东西！单
叶推共形，导数不为零推局部单叶！
圆上一点取倒数，把圆弧变成直线，按序选三个点判断方向；
偏心圆环考虑公共对称点；
上半平面到单位圆盘是 eiθ z−a

z−a
；

上半平面作 z2 得到的是 C\[0,+∞)，反过来要取
√
z 主支，即

√
−1 = i 的主支。

暂时就想到这些了，那就十级上吧，你可以的！
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