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习题 (10.4.1). 计算下列 n 重积分.
(1)
∫
· · ·
∫
[0,1]n

(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n) dx1dx2 · · · dxn, 其中

[0, 1]n = [0, 1]× [0, 1]× · · · × [0, 1]︸ ︷︷ ︸
n个

;

(2)
∫
· · ·
∫
[0,1]n

(x1 + x2 + · · ·+ xn)
2 dx1dx2 · · · dxn;

(3)
∫ 1

0
dx1

∫ x1

0
dx2 · · ·

∫ xn−1

0
x1x2 · · · xndxn.

解答: 我们利用线性性和对称性，将各积分化为单位立方体上的一维积分。
(1) 由线性性， ∫

[0,1]n

n∑
i=1

x2
i dV =

n∑
i=1

∫
[0,1]n

x2
i dV.

对每个 i，积分可分离：∫
[0,1]n

x2
i dV =

(∫ 1

0

x2
i dxi

)∏
j ̸=i

(∫ 1

0

1 dxj

)
=

1

3
· 1 =

1

3
.

故原积分 = n · 1
3
=

n

3
。

(2) 展开平方： (
n∑

i=1

xi

)2

=
n∑

i=1

x2
i + 2

∑
1≤i<j≤n

xixj.

积分后， ∫
[0,1]n

x2
i dV =

1

3
,

∫
[0,1]n

xixj dV =

(∫ 1

0

x dx
)2

=

(
1

2

)2

=
1

4
.

因此， ∫
[0,1]n

(x1 + · · ·+ xn)
2 dV = n · 1

3
+ 2 · n(n− 1)

2
· 1
4
=

n

3
+

n(n− 1)

4
.

通分得
4n+ 3n(n− 1)

12
=

3n2 + n

12
=

n(3n+ 1)

12
。

(3) 从内到外逐次积分： ∫ xn−1

0

xn dxn =
1

2
x2
n−1,∫ xn−2

0

xn−1 ·
1

2
x2
n−1 dxn−1 =

1

2

∫ xn−2

0

x3
n−1 dxn−1 =

1

2
· 1
4
x4
n−2 =

1

8
x4
n−2,∫ xn−3

0

xn−2 ·
1

8
x4
n−2 dxn−2 =

1

8

∫ xn−3

0

x5
n−2 dxn−2 =

1

8
· 1
6
x6
n−3 =

1

48
x6
n−3.

依此类推，进行 n− 1 次内层积分后得到

1

2 · 4 · 6 · · · (2n− 2)
x2n−2
1 =

1

2n−1(n− 1)!
x2n−2
1 .

1
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最后对外层 x1 积分：∫ 1

0

x1 ·
1

2n−1(n− 1)!
x2n−2
1 dx1 =

1

2n−1(n− 1)!

∫ 1

0

x2n−1
1 dx1 =

1

2n−1(n− 1)!
· 1

2n
=

1

2nn!
.

因此积分值为
1

2nn!
。

习题 (10.4.2). 计算集合 Vn =
{
(x1, x2, · · · , xn)

∣∣∣ x1

a1
+ x2

a2
+ · · ·+ xn

an
⩽ 1, x1, x2, · · · , xn ⩾ 0

}
的体积.

解答: 作线性变换 yi = xi/ai，即 xi = aiyi，i = 1, . . . , n。该变换的雅可比行列式为

∂(x1, . . . , xn)

∂(y1, . . . , yn)
= det(diag(a1, . . . , an)) = a1a2 · · · an.

原区域 Vn 变为
W = {(y1, . . . , yn) | y1 + · · ·+ yn ⩽ 1, yi ⩾ 0} .

W 是 n 维标准单纯形，其体积为 1/n!（可用数学归纳法证明：当 n = 1 时，区间 [0, 1]
长度为 1 = 1/1!；假设 n − 1 成立，则对 yn 积分，区域为 yn ∈ [0, 1]，(y1, . . . , yn−1) 满足
y1 + · · ·+ yn−1 ⩽ 1− yn，由归纳假设该区域体积为 (1− yn)

n−1/(n− 1)!，再对 yn 从 0 到 1
积分得 1/n!）。因此

Vol(Vn) =

∫
Vn

dx1 · · · dxn =

∫
W

| det(J)| dy1 · · · dyn = (a1 · · · an) ·
1

n!
=

a1a2 · · · an
n!

.

习题 (10.4.3). 设 f(x) 连续，证明：∫ a

0

dx1

∫ x1

0

dx2 · · ·
∫ xn−1

0

f(xn)dxn =
1

(n− 1)!

∫ a

0

f(t)(a− t)n−1dt.

解答: 设积分区域为

D = {(x1, x2, . . . , xn) | 0 ≤ xn ≤ xn−1 ≤ · · · ≤ x1 ≤ a}.

将左边累次积分改写为

I =

∫ a

0

dx1

∫ x1

0

dx2 · · ·
∫ xn−1

0

f(xn)dxn =

∫∫∫
D

f(xn) dx1dx2 · · · dxn.

由于被积函数仅依赖于 xn，可先对 x1, . . . , xn−1 积分，再对 xn 积分。交换积分次序得

I =

∫ a

0

f(xn)

(∫∫
xn≤xn−1≤···≤x1≤a

dx1 · · · dxn−1

)
dxn.

记 t = xn，则内层积分为

V (t) =

∫ a

t

dx1

∫ x1

t

dx2 · · ·
∫ xn−2

t

dxn−1.

2
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作变量代换 ui = xi − t（i = 1, . . . , n− 1），则积分区域变为

0 ≤ un−1 ≤ un−2 ≤ · · · ≤ u1 ≤ a− t,

且雅可比行列式为 1，于是

V (t) =

∫ a−t

0

du1

∫ u1

0

du2 · · ·
∫ un−2

0

dun−1.

这是一个 (n− 1) 重累次积分，其值为单纯形

{(u1, . . . , un−1) | 0 ≤ un−1 ≤ · · · ≤ u1 ≤ a− t}

的体积，即
(a− t)n−1

(n− 1)!
。（此结论可由归纳法或直接计算得到：对于 m 维单纯形，体积为

(a− t)m/m!。）因此

I =

∫ a

0

f(t) · (a− t)n−1

(n− 1)!
dt = 1

(n− 1)!

∫ a

0

f(t)(a− t)n−1 dt.

习题 (10.4.4). 设 f(x) 连续，证明：∫ a

0

dx1

∫ x1

0

dx2 · · ·
∫ xn−1

0

f(x1)f(x2) · · · f(xn)dxn =
1

n!

[∫ a

0

f(t)dt
]n

.

解答: 记
In =

∫ a

0

dx1

∫ x1

0

dx2 · · ·
∫ xn−1

0

f(x1)f(x2) · · · f(xn) dxn.

考虑 n 重积分

Jn =

∫
[0,a]n

f(x1)f(x2) · · · f(xn) dx1dx2 · · · dxn =

(∫ a

0

f(t) dt
)n

.

超立方体 [0, a]n 可按坐标的大小顺序划分为 n! 个区域。具体地，对任意排列 σ ∈ Sn，定义
区域

Dσ = {(x1, . . . , xn) : 0 ≤ xσ(1) ≤ xσ(2) ≤ · · · ≤ xσ(n) ≤ a}.
这些区域互不相交（边界为零测集），且它们的并集等于 [0, a]n。因此

Jn =
∑
σ∈Sn

∫
Dσ

f(x1) · · · f(xn) dx1 · · · dxn.

注意到被积函数 f(x1) · · · f(xn) 关于变量对称，即对任意置换 σ 有

f(x1) · · · f(xn) = f(xσ(1)) · · · f(xσ(n)).

对每个 σ，作变量替换 yi = xσ(i)，则 (x1, . . . , xn) 7→ (y1, . . . , yn) 是线性变换，雅可比行列式
的绝对值为 1，且变换将区域 Dσ 映为

Did = {(y1, . . . , yn) : 0 ≤ yn ≤ yn−1 ≤ · · · ≤ y1 ≤ a},

3
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即原来的迭代积分区域（注意顺序：x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn 等价于 0 ≤ xn ≤ xn−1 ≤ · · · ≤ x1 ≤
a）。于是 ∫

Dσ

f(x1) · · · f(xn) dx1 · · · dxn =

∫
Did

f(y1) · · · f(yn) dy1 · · · dyn = In.

因此
Jn = n! In,

从而

In =
1

n!
Jn =

1

n!

(∫ a

0

f(t) dt
)n

.

习题 (11.1.1). 计算下列曲线的弧长.
(1) r(t) = et cos ti + et sin tj + etk (0 ⩽ t ⩽ 2π);
(3) x = a cos t, y = a sin t, z = a ln(cos t) (0 ⩽ t ⩽ π

4
);

(5) 4ax = (y + z)2 与 4x2 + 3y2 = 3z2 的交线，由原点到点 M(x, y, z)(a > 0, z ⩾ 0).

解答:
(1). 曲线 r(t) = et cos t i + et sin t j + et k, 0 ⩽ t ⩽ 2π.

弧长 L =
∫ 2π

0
‖r′(t)‖ dt. r′(t) = et(cos t−sin t, sin t+cos t, 1), ‖r′(t)‖ = et

√
(cos t− sin t)2 + (sin t+ cos t)2 + 1 =

et
√
3. 故 L =

√
3
∫ 2π

0
et dt =

√
3 (e2π − 1).

(2). x = a cos t, y = a sin t, z = a ln(cos t), 0 ⩽ t ⩽ π

4
.

r′(t) = (−a sin t, a cos t, −a tan t), ‖r′(t)‖ = a
√

sin2 t+ cos2 t+ tan2 t = a
√
1 + tan2 t =

a sec t. 弧长 L = a
∫ π/4

0
sec t dt = a

[
ln(sec t+ tan t)

]π/4
0

= a ln(1 +
√
2).

(3). 两曲面 4ax = (y + z)2 与 4x2 + 3y2 = 3z2 交线，由原点至点 M(x, y, z)，其中 a > 0,
z ⩾ 0.
取参数 u =

√
ax（即 x =

u2

a
），由第一方程（取 y + z = 2

√
ax = 2u）及第二方程消去

z 得参数化：

x =
u2

a
, y = u− u3

3a2
, z = u+

u3

3a2
.

则 r′(u) =

(
2u

a
, 1− u2

a2
, 1 +

u2

a2

)
，‖r′(u)‖ =

√
2

(
1 +

u2

a2

)
. 弧长微元 ds =

√
2

(
1 +

u2

a2

)
du，

而 dz =

(
1 +

u2

a2

)
du，故 ds =

√
2 dz。由 u = 0 时 z = 0，积分得从原点到 M 的弧长

s =
√
2 z（z 为 M 点的 z 坐标）。

习题 (11.1.2). 计算下列曲线积分.
(1)
∫
L
y2 ds, L : x = a(t− sin t), y = a(1− cos t) (0 ⩽ t ⩽ 2π);

(3)
∫
L
(x+ y) ds, L : 顶点为 O(0, 0), A(1, 0), B(0, 1) 的三角形周界;

(5)
∫
L
(x + y + z) ds, L 由直线段 AB : A(1, 1, 0), B(1, 0, 0) 及螺线 BC : x = cos t, y =

sin t, z = t (0 ⩽ t ⩽ 2π) 组成;
(7)
∫
L
x ds, L : 对数螺线 r = aekφ (k > 0) 在圆 r = a 内的那一段;

(9)
∫
L
x
√

x2 − y2 ds, L : 双纽线 (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) (x ⩾ 0) 的一半;
(11)

∫
L
x2 ds, L : 圆周 x2 + y2 + z2 = a2, x+ y + z = 0;

4
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解答:
(1). 摆线 x = a(t− sin t), y = a(1− cos t) (0 ≤ t ≤ 2π).

dx
dt = a(1− cos t), dy

dt = a sin t,

ds =
√
a2(1− cos t)2 + a2 sin2 t dt = a

√
2(1− cos t) dt = 2a sin t

2
dt.

y = a(1− cos t) = 2a sin2 t

2
, y2 = 4a2 sin4 t

2
.∫

L

y2 ds =
∫ 2π

0

4a2 sin4 t

2
· 2a sin t

2
dt = 8a3

∫ 2π

0

sin5 t

2
dt.

令 u = t/2，dt = 2 du，

8a3
∫ π

0

sin5 u · 2 du = 16a3
∫ π

0

sin5 u du.

∫ π

0

sin5 u du = 2

∫ π/2

0

sin5 u du = 2 · 8

15
=

16

15
,

故 ∫
L

y2 ds = 16a3 · 16
15

=
256a3

15
.

(2). 三角形周界由三条直线段组成。
• OA：从 (0, 0) 到 (1, 0)，参数 x = t, y = 0 (0 ≤ t ≤ 1)，ds = dt，∫

OA

(x+ y) ds =
∫ 1

0

t dt = 1

2
.

• AB：从 (1, 0) 到 (0, 1)，参数 x = 1− t, y = t (0 ≤ t ≤ 1)，ds =
√
2 dt，∫

AB

(x+ y) ds =
∫ 1

0

(1− t+ t)
√
2 dt =

√
2.

• BO：从 (0, 1) 到 (0, 0)，参数 x = 0, y = 1− t (0 ≤ t ≤ 1)，ds = dt，∫
BO

(x+ y) ds =
∫ 1

0

(1− t) dt = 1

2
.

总和为 ∫
L

(x+ y) ds = 1

2
+
√
2 +

1

2
= 1 +

√
2.

(3). 路径由直线段 AB 与螺线 BC 组成。
• AB：从 A(1, 1, 0) 到 B(1, 0, 0)，参数 x = 1, y = 1− t, z = 0 (0 ≤ t ≤ 1)，ds = dt，∫

AB

(x+ y + z) ds =
∫ 1

0

(1 + 1− t+ 0) dt =
∫ 1

0

(2− t) dt = 3

2
.

5
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• BC：螺线 x = cos t, y = sin t, z = t (0 ≤ t ≤ 2π)，ds =
√

sin2 t+ cos2 t+ 1 dt =√
2 dt，∫
BC

(x+ y + z) ds =
√
2

∫ 2π

0

(cos t+ sin t+ t) dt =
√
2

(
0 + 0 +

(2π)2

2

)
= 2π2

√
2.

故 ∫
L

(x+ y + z) ds = 3

2
+ 2π2

√
2.

(4). 对数螺线 r = aekφ (k > 0) 在圆 r = a 内的部分对应 φ ≤ 0（与圆交于 φ = 0）。

ds =
√

r2 + (r′)2 dφ =
√

a2e2kφ + a2k2e2kφ dφ = aekφ
√
1 + k2 dφ.

x = r cosφ = aekφ cosφ，∫
L

x ds =
∫ 0

−∞
aekφ cosφ · aekφ

√
1 + k2 dφ = a2

√
1 + k2

∫ 0

−∞
e2kφ cosφ dφ.

∫ 0

−∞
e2kφ cosφ dφ =

2k

4k2 + 1
,

故 ∫
L

x ds = a2
√
1 + k2 · 2k

4k2 + 1
=

2ka2
√
1 + k2

4k2 + 1
.

(5). 双纽线极坐标方程 r2 = a2 cos 2θ，取右半支 x ≥ 0 对应 θ ∈ [−π/4, π/4]。

ds = a2

r
dθ, x = r cos θ,

√
x2 − y2 =

r2

a
,

x
√

x2 − y2 ds = r cos θ · r
2

a
· a

2

r
dθ = ar2 cos θ dθ = a3 cos 2θ cos θ dθ.∫

L

x
√
x2 − y2 ds = a3

∫ π/4

−π/4

cos 2θ cos θ dθ = 2a3
∫ π/4

0

cos 2θ cos θ dθ.

由 cos 2θ cos θ = 1
2
(cos 3θ + cos θ)，得

2a3 · 1
2

∫ π/4

0

(cos 3θ + cos θ) dθ = a3
[
1

3
sin 3θ + sin θ

]π/4
0

= a3

(
1

3
·
√
2

2
+

√
2

2

)
=

2
√
2

3
a3.

故 ∫
L

x
√

x2 − y2 ds = 2
√
2

3
a3.

(6). 曲线 L 是球面 x2 + y2 + z2 = a2 与平面 x+ y + z = 0 的交线，为半径为 a 的圆。由对
称性（轮换 x, y, z 不改变曲线），∫

L

x2 ds =
∫
L

y2 ds =
∫
L

z2 ds.

6
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故

3

∫
L

x2 ds =
∫
L

(x2 + y2 + z2) ds = a2
∫
L

ds = a2 · (2πa) = 2πa3,

因此 ∫
L

x2 ds = 2πa3

3
.

习题 (11.1.3). 求曲线 x = et cos t, y = et sin t, z = et 从 t = 0 到任意点间那段弧的质量，设
它各点的密度与该点到原点的距离平方成反比，且在点 (1, 0, 1) 处的密度为 1.

解答: 设曲线参数方程为

x = et cos t, y = et sin t, z = et, t ≥ 0.

1. 确定密度函数点 (x, y, z) 到原点的距离平方为

r2 = x2 + y2 + z2 = e2t(cos2 t+ sin2 t) + e2t = 2e2t.

密度与 r2 成反比，设 ρ = k/r2。已知点 (1, 0, 1) 处 ρ = 1，该点对应 t = 0，此时 r2 = 2，故

1 =
k

2
⇒ k = 2.

因此

ρ =
2

r2
=

2

2e2t
= e−2t.

2. 计算弧长微元求导数：
dx

dt
= et(cos t− sin t),

dy

dt
= et(sin t+ cos t), dz

dt
= et.

弧长微元

ds =

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2

dt.

计算平方和：

(cos t− sin t)2 + (sin t+ cos t)2 + 1 = (1− sin 2t) + (1 + sin 2t) + 1 = 3,

故
ds =

√
3 etdt.

3. 质量积分质量微元

dm = ρ ds = e−2t ·
√
3 etdt =

√
3 e−tdt.

从 t = 0 到任意 t = T 的弧段质量为

M(T ) =

∫ T

0

√
3 e−tdt =

√
3
[
−e−t

]T
0
=

√
3(1− e−T ).

记参数为 t，即
M(t) =

√
3 (1− e−t).

此即为所求的质量函数。

7
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习题 (11.2.1). 求下列曲面在指定部分的面积.
(2) 柱面 x2 + y2 = a2 被平面 x+ z = 0, x− z = 0 (x > 0, y > 0) 所截的部分;
(4) 球面 x2 + y2 + z2 = 3a2 和抛物面 x2 + y2 = 2az (z ⩾ 0) 所围成的立体的全表面;
(6) 锥面 z2 = x2 + y2 被 Oxy 平面和平面 z =

√
2
(
x
2
+ 1
)
所截下的部分;

(8) 曲面 (x2 + y2 + z2)2 = 2a2xy 的全部.

解答: 采用柱面参数 x = a cos θ, y = a sin θ, z = z，其中 θ ∈ [0, π/2]（x > 0, y > 0）。由平
面条件得 −a cos θ ⩽ z ⩽ a cos θ。面积微元 dS = a dθ dz，故

S =

∫ π/2

0

∫ a cos θ

−a cos θ
a dz dθ = a

∫ π/2

0

2a cos θ dθ = 2a2
∫ π/2

0

cos θ dθ = 2a2.

(4) 球面 x2 + y2 + z2 = 3a2 和抛物面 x2 + y2 = 2az（z ⩾ 0）所围成立体的全表面
联立得 z2 + 2az − 3a2 = 0 ⇒ z = a（z ⩾ 0），交线为 x2 + y2 = 2a2。立体由球面 z ⩾ a

的部分（球冠）和抛物面 0 ⩽ z ⩽ a 的部分构成，投影区域均为 D : x2 + y2 ⩽ 2a2。球面部

分 z =
√

3a2 − x2 − y2：dS1 =
√

1 + z2x + z2y dxdy =

√
3a√

3a2 − r2
dxdy，极坐标下

S1 =

∫∫
D

√
3a√

3a2 − r2
dxdy = 2π

√
3a

∫ √
2a

0

r dr√
3a2 − r2

= 2π
√
3a
[
−
√
3a2 − r2

]√2a

0
= 2πa2(3−

√
3).

抛物面部分 z =
x2 + y2

2a
：dS2 =

√
1 + z2x + z2y dxdy =

√
a2 + r2

a
dxdy，极坐标下

S2 =

∫∫
D

√
a2 + r2

a
dxdy =

2π

a

∫ √
2a

0

r
√
a2 + r2 dr = 2π

a
·1
3

[
(a2+2a2)3/2−a3

]
=

2π

3
a2(3

√
3−1).

全表面面积

S = S1 + S2 = 2πa2(3−
√
3) +

2π

3
a2(3

√
3− 1) = 2πa2

(
3−

√
3 +

√
3− 1

3

)
=

16πa2

3
.

(6) 锥面 z2 = x2 + y2 被 Oxy 平面和平面 z =
√
2
(x
2
+ 1
)
所截下的部分

取上半锥面 z =
√

x2 + y2（z ⩾ 0）。由 z ⩽
√
2
(
x
2
+1
)
得
√

x2 + y2 ⩽ x√
2
+
√
2，平方整

理为 (x− 2)2 + 2y2 ⩽ 8，即投影区域 D :
(x− 2)2

8
+

y2

4
⩽ 1。锥面上

∂z

∂x
=

x√
x2 + y2

,
∂z

∂y
=

y√
x2 + y2

，故
√

1 + z2x + z2y =
√
2。面积

S =

∫∫
D

√
2 dxdy =

√
2 · Area(D).

椭圆 D 半长轴 2
√
2，半短轴 2，面积 π · 2

√
2 · 2 = 4

√
2π，因此 S =

√
2 · 4

√
2π = 8π.

(8) 曲面 (x2 + y2 + z2)2 = 2a2xy 的全部
采用球坐标 x = ρ sinφ cos θ, y = ρ sinφ sin θ, z = ρ cosφ，代入得

ρ4 = 2a2ρ2 sin2 φ cos θ sin θ ⇒ ρ2 = a2 sin2 φ sin 2θ (ρ ⩾ 0),

8
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且需 sin 2θ ⩾ 0，故 φ ∈ [0, π], θ ∈ [0, π/2] ∪ [π, 3π/2]。曲面参数为 ρ = a sinφ
√

sin 2θ。计算
面积微元：由参数化 r(φ, θ) = ρ(sinφ cos θ, sinφ sin θ, cosφ)，可得

|rφ × rθ| = ρ
√

sin2 φ(ρ2 + ρ2φ) + ρ2θ = a2 sin2 φ,

故 dS = a2 sin2 φ dφ dθ。面积

S =

∫∫
a2 sin2 φ dφ dθ = a2

(∫
θ允许区间

dθ
)(∫ π

0

sin2 φ dφ
)

= a2 · π · π
2
=

π2a2

2
.
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