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习题 (10.2.6). 设 f(x) 为连续的奇函数，证明：∫∫
|x|+|y|⩽1

ef(x+y)dxdy ⩾ 2.

解答: 设 u = x+ y, v = x− y, 则

x =
u+ v

2
, y =

u− v

2
,

Jacobi 行列式为
∂(x, y)

∂(u, v)
= det

(
1/2 1/2
1/2 −1/2

)
= −1

2
,

故 |∂(x, y)/∂(u, v)| = 1/2, 从而 dx dy = 1
2

du dv.
条件 |x|+ |y| ≤ 1 化为∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣u− v

2

∣∣∣∣ ≤ 1 ⇐⇒ |u+ v|+ |u− v|
2

≤ 1.

利用恒等式 max(|u|, |v|) = |u+v|+|u−v|
2

, 上式等价于

max(|u|, |v|) ≤ 1,

即正方形 |u| ≤ 1, |v| ≤ 1. 因此积分区域变换为 [−1, 1]× [−1, 1].
由于 f(x+ y) = f(u), 二重积分化为

I =

∫∫
|x|+|y|≤1

ef(x+y) dx dy =
1

2

∫∫
|u|≤1, |v|≤1

ef(u) du dv.

先对 v 积分得
∫ 1

−1
dv = 2, 故

I =
1

2

∫ 1

−1

ef(u) · 2 du =

∫ 1

−1

ef(u) du.

将积分在 0 处分开: ∫ 1

−1

ef(u) du =

∫ 0

−1

ef(u) du+

∫ 1

0

ef(u) du.

对第一个积分作代换 u = −t (du = −dt, 上下限变为 t = 1 到 0):∫ 0

−1

ef(u) du =

∫ 0

1

ef(−t)(−dt) =
∫ 1

0

ef(−t) dt.

由 f 为奇函数, f(−t) = −f(t), 因此∫ 0

−1

ef(u) du =

∫ 1

0

e−f(t) dt.

于是

I =

∫ 1

0

(
ef(t) + e−f(t)

)
dt.

1
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对任意实数 a, 由均值不等式得

ea + e−a ≥ 2,

等号成立当且仅当 a = 0. 取 a = f(t) 得

ef(t) + e−f(t) ≥ 2 (∀t ∈ [0, 1]).

积分即得

I =

∫ 1

0

(
ef(t) + e−f(t)

)
dt ≥

∫ 1

0

2 dt = 2.

因此 ∫∫
|x|+|y|≤1

ef(x+y) dx dy ≥ 2.

习题 (10.2.7). 设 f(t) 为连续函数，求证：∫∫
D

f(x− y) dx dy =

∫ A

−A

f(t)(A− |t|) dt,

其中 D : |x| ⩽ A
2
, |y| ⩽ A

2
, A > 0 为常数。

解答: 令
u = x− y, v = y,

则 x = u+ v, y = v。雅可比行列式为

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣1 1
0 1

∣∣∣∣ = 1,

因此 dx dy = du dv。
正方形区域 D : |x| ≤ A/2, |y| ≤ A/2 在 (u, v) 平面中变为

|u+ v| ≤ A

2
, |v| ≤ A

2
.

于是二重积分化为 ∫∫
D

f(x− y) dx dy =

∫∫
|v|≤A/2, |u+v|≤A/2

f(u) du dv.

对于固定的 u，变量 v 必须同时满足

−A

2
≤ v ≤ A

2
, −A

2
≤ u+ v ≤ A

2
⇐⇒ −A

2
− u ≤ v ≤ A

2
− u.

因此 v 位于两个区间的交集中：

I1 =

[
−A

2
,
A

2

]
, I2 =

[
−A

2
− u,

A

2
− u

]
.

2
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两个长度均为 A 且中心分别为 0 和 −u 的区间的交集长度为

length(I1 ∩ I2) =

{
A− |u|, |u| ≤ A,

0, |u| > A.

因此，对每个 u，当 |u| ≤ A 时 v 的积分贡献因子 A− |u|，否则为零。对 u 积分得∫∫
D

f(x− y) dx dy =

∫ A

−A

f(u) (A− |u|) du.

将积分变量重命名为 t 即得所需等式：∫∫
D

f(x− y) dx dy =

∫ A

−A

f(t)(A− |t|) dt.

习题 (10.3.1). 计算下列三重积分。
(1)
∫∫∫

V
xy dx dy dz, V：由 1 ⩽ x ⩽ 2, −2 ⩽ y ⩽ 1, 0 ⩽ z ⩽ 1

2
围成；

(3)
∫∫∫

V
y cos(x+ z) dx dy dz, V：由 y =

√
x, y = 0, z = 0, x+ z = π

2
围成；

解答:
(1). 积分区域是长方体，积分可分解为：∫∫∫

V

xy dx dy dz =

(∫ 2

1

x dx

)(∫ 1

−2

y dy

)(∫ 1/2

0

1 dz

)
.

计算各积分： ∫ 2

1

x dx =
3

2
,

∫ 1

−2

y dy = −3

2
,

∫ 1/2

0

1 dz =
1

2
.

因此三重积分为 3
2
·
(
−3

2

)
· 1
2
= −9

8
。

(2). 区域 V 由 y =
√
x, y = 0, z = 0, x + z = π

2
围成。在 xz 平面内，z 从 0 到 π

2
− x，

0 ≤ x ≤ π
2
；对于每个 (x, z)，y 从 0 到

√
x。因此∫∫∫

V

y cos(x+ z) dx dy dz =

∫ π/2

x=0

∫ π/2−x

z=0

∫ √
x

y=0

y cos(x+ z) dy dz dx.

先对 y 积分： ∫ √
x

0

y dy =
x

2
.

于是积分化为 ∫ π/2

x=0

∫ π/2−x

z=0

x

2
cos(x+ z) dz dx.

再对 z 积分：令 u = x+ z，则 du = dz，积分限 u = x 到 u = π/2。因此∫ π/2−x

z=0

cos(x+ z) dz =

∫ π/2

u=x

cosu du = 1− sinx.

3
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于是内层二重积分为 x
2
(1− sinx)。剩余积分为∫ π/2

0

x

2
(1− sinx) dx =

1

2

∫ π/2

0

x dx− 1

2

∫ π/2

0

x sinx dx.

计算： ∫ π/2

0

x dx =
π2

8
,∫ π/2

0

x sinx dx = 1.

因此 ∫∫∫
V

y cos(x+ z) dx dy dz =
1

2

(
π2

8
− 1

)
=

π2

16
− 1

2
.

习题 (10.3.2). 计算下列积分值.
(2)
∫ R

−R
dx
∫ √

R2−x2

−
√
R2−x2 dy

∫√R2−x2−y2

0
(x2 + y2)dz;

(4)
∫ 1

0
dx
∫ √

1−x2

0
dy
∫√2−x2−y2√

x2+y2
z2dz.

解答:
(2). 采用球坐标变换：令 x = ρ sinφ cos θ，y = ρ sinφ sin θ，z = ρ cosφ，积分区域为上

半球 0 ≤ ρ ≤ R，0 ≤ φ ≤ π
2
，0 ≤ θ ≤ 2π，被积函数 x2 + y2 = ρ2 sin2 φ，体积元

dV = ρ2 sinφ dρ dφ dθ。积分化为

I2 =

∫ 2π

0

dθ
∫ π

2

0

sin3 φ dφ
∫ R

0

ρ4 dρ.

计算得 ∫ 2π

0

dθ = 2π,∫ π
2

0

sin3 φ dφ =
2

3
,∫ R

0

ρ4 dρ =
R5

5
,

故

I2 = 2π · 2
3
· R

5

5
=

4πR5

15
.

(2). 采用柱坐标变换：令 x = r cos θ，y = r sin θ，z = z，区域：0 ≤ θ ≤ π
2
，0 ≤ r ≤ 1，且

对每个 (r, θ) 有 z 从 r 到
√
2− r2。积分

I4 =

∫ π
2

0

dθ
∫ 1

0

r dr
∫ √

2−r2

r

z2 dz.

4
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先求内层积分： ∫ √
2−r2

r

z2 dz =
1

3

[
(2− r2)3/2 − r3

]
.

于是

I4 =
π

2
· 1
3

∫ 1

0

[
r(2− r2)3/2 − r4

]
dr

=
π

6

(∫ 1

0

r(2− r2)3/2 dr −
∫ 1

0

r4 dr
)
.

计算 ∫ 1

0

r4 dr = 1

5
,∫ 1

0

r(2− r2)3/2 dr = 1

2

∫ 2

1

u3/2 du =
1

5
(4
√
2− 1),

所以

I4 =
π

6

(
4
√
2− 1

5
− 1

5

)

=
π

6
· 4

√
2− 2

5

=
π(2

√
2− 1)

15
.

习题 (10.3.3). 计算下列三重积分.
(1)
∫∫∫

V
(x2 + y2) dxdydz, V：由 x2 + y2 = 2z, z = 2 围成；

(3)
∫∫∫

V
z dxdydz, V：由

√
4− x2 − y2 = z, x2 + y2 = 3z 围成；

(5)
∫∫∫

V
x2 dxdydz, V 是由曲面 z = y2, z = 4y2 (y > 0) 及平面 z = x, z = 2x, z = 1 所

围的区域；
(7)
∫∫∫

V
e|z| dxdydz, V：x2 + y2 + z2 ⩽ 1；

解答:
(1). 区域由抛物面 x2 + y2 = 2z 和平面 z = 2 围成。采用柱坐标：

x = r cos θ, y = r sin θ, z = z,

x2 + y2 = r2, dV = r dr dθ dz.

区域为 0 ⩽ θ ⩽ 2π, 0 ⩽ z ⩽ 2, 0 ⩽ r ⩽
√
2z。∫∫∫

V

(x2 + y2) dxdydz =

∫ 2π

0

∫ 2

0

∫ √
2z

0

r2 · r dr dz dθ

= 2π

∫ 2

0

∫ √
2z

0

r3 dr dz.

5
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内积分为 ∫ √
2z

0

r3 dr = (
√
2z)4

4
= z2.

于是
∫ 2

0
z2 dz = 8

3
。因此∫∫∫

V

(x2 + y2) dxdydz = 2π · 8
3
=

16π

3
.

(3). 区域由半球面 z =
√

4− x2 − y2 和抛物面 z =
x2 + y2

3
围成。它们的交线为 r =

√
3,

z = 1。在柱坐标下，∫∫∫
V

z dxdydz =

∫ 2π

0

∫ √
3

0

∫ √
4−r2

r2/3

z r dz dr dθ.

内层 z 积分给出∫ √
4−r2

r2/3

z dz =
1

2

[
(
√
4− r2)2 − ( r

2

3
)2
]
=

1

2

(
4− r2 − r4

9

)
.

于是 ∫∫∫
V

z dxdydz = 2π

∫ √
3

0

r · 1
2

(
4− r2 − r4

9

)
dr

= π

∫ √
3

0

(
4r − r3 − r5

9

)
dr

= π
[
2r2 − r4

4
− r6

54

]√3

0

= π
(
6− 9

4
− 27

54

)
= π · 13

4
=

13π

4
.

(5). 区域 V 由 y2 ⩽ z ⩽ 4y2（y > 0），x ⩽ z ⩽ 2x 以及 z ⩽ 1 确定。引入新变量

a =
z

x
, b =

z

y2
, z = z,

于是 x =
z

a
，y =

√
z

b
。区域变换为 1 ⩽ a ⩽ 2，1 ⩽ b ⩽ 4，0 ⩽ z ⩽ 1。Jacobi 行列式为

∣∣∣∣∂(x, y, z)∂(a, b, z)

∣∣∣∣ = z3/2

2a2b3/2
.

被积函数变为 x2 = z2/a2。因此∫∫∫
V

x2 dxdydz =

∫ 2

a=1

∫ 4

b=1

∫ 1

z=0

z2

a2
· z3/2

2a2b3/2
dz db da

=
1

2

∫ 2

1

da
a4

∫ 4

1

db
b3/2

∫ 1

0

z7/2 dz.

6
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计算各因子： ∫ 2

1

a−4 da =
[
− 1

3a3

]2
1
=

7

24
,∫ 4

1

b−3/2 db =
[
−2b−1/2

]4
1
= 1,∫ 1

0

z7/2 dz =
2

9
.

将这些相乘并乘以 1
2
得到∫∫∫

V

x2 dxdydz =
1

2
· 7

24
· 1 · 2

9
=

7

216
.

(7). 区域为单位球 x2 + y2 + z2 ⩽ 1。采用球坐标：

x = ρ sinφ cos θ, y = ρ sinφ sin θ, z = ρ cosφ,
dV = ρ2 sinφ dρ dφ dθ,

其中 0 ⩽ ρ ⩽ 1, 0 ⩽ φ ⩽ π, 0 ⩽ θ ⩽ 2π。此时 |z| = ρ| cosφ|。于是∫∫∫
V

e|z| dxdydz =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 1

0

eρ| cosφ|ρ2 sinφ dρ dφ dθ

= 2π

∫ π

0

∫ 1

0

eρ| cosφ|ρ2 sinφ dρ dφ.

由对称性， ∫ π

0

eρ| cosφ| sinφ dφ = 2

∫ π/2

0

eρ cosφ sinφ dφ.

令 u = cosφ（du = − sinφ dφ）：∫ π/2

0

eρ cosφ sinφ dφ =

∫ 0

1

eρu(−du) =
∫ 1

0

eρu du =
eρ − 1

ρ
.

因此 φ 积分结果为 2
eρ − 1

ρ
，三重积分化为

∫∫∫
V

e|z| dxdydz = 2π

∫ 1

0

ρ2 · 2eρ − 1

ρ
dρ

= 4π

∫ 1

0

ρ(eρ − 1) dρ.

现在 ∫ 1

0

ρeρ dρ =
[
ρeρ − eρ

]1
0
= 1,

∫ 1

0

ρ dρ =
1

2
,

所以

∫ 1

0

ρ(eρ − 1) dρ = 1− 1

2
=

1

2
。因此积分值为 4π · 1

2
= 2π。

7
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习题 (10.3.4). 利用对称性求下列三重积分.
(1)
∫∫∫

V
(x+ y)dxdydz, V：由 z = 1− x2 − y2 和 z = 0 围成；

(3)
∫∫∫

V

√
x2 + y2 + z2dxdydz, V : x2 + y2 + z2 ⩽ x；

(5)
∫∫∫

V

√
1− x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
dxdydz, V : x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
⩽ 1;

解答:
(1). 区域 V 由抛物面 z = 1 − x2 − y2 和平面 z = 0 围成。V 在 xy 平面上的投影为圆盘

x2 + y2 ≤ 1，因此 V 关于 yz 平面 (x = 0) 和 xz 平面 (y = 0) 均对称。被积函数 x+ y
关于 x 为奇函数（x 项），关于 y 也为奇函数（y 项）。由对称性，奇函数在对称区域上
的积分为零，故 ∫∫∫

V

(x+ y) dx dy dz = 0.

(3). 区域 V : x2+ y2+ z2 ≤ x是半径为 1
2
、球心在 (1

2
, 0, 0)的球体。被积函数

√
x2 + y2 + z2

是点到原点的距离，在坐标旋转下不变。将球体旋转使球心位于 z 轴正半轴，积分值不
变。选择旋转将 (1, 0, 0) 映到 (0, 0, 1)，则区域变为 x2 + y2 + z2 ≤ z，即半径为 1

2
、从 z

轴正方向与原点相切的球体。
在球坐标下计算：

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ, dV = r2 sin θ dr dθ dϕ.

不等式 x2 + y2 + z2 ≤ z 化为 r2 ≤ r cos θ，即 r ≤ cos θ，且 cos θ ≥ 0，故 θ ∈ [0, π/2]，
ϕ ∈ [0, 2π]。于是∫∫∫

V

√
x2 + y2 + z2 dx dy dz =

∫ 2π

0

∫ π/2

0

∫ cos θ

0

r · r2 sin θ dr dθ dϕ

=

∫ 2π

0

dϕ

∫ π/2

0

sin θ dθ

∫ cos θ

0

r3 dr.

内层积分：
∫ cos θ
0

r3 dr = 1
4

cos4 θ。θ 积分：∫ π/2

0

sin θ · 1
4

cos4 θ dθ =
1

4

∫ π/2

0

cos4 θ sin θ dθ =
1

4
· 1
5
=

1

20
.

乘以
∫ 2π

0
dϕ = 2π 得 2π · 1

20
= π

10
。故原积分为 π/10。

(5). 区域 V : x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
≤ 1 是半轴为 a, b, c 的椭球。作变量代换

u =
x

a
, v =

y

b
, w =

z

c
, dx dy dz = abc du dv dw.

区域变为单位球 u2 + v2 + w2 ≤ 1，被积函数变为
√
1− u2 − v2 − w2。于是∫∫∫

V

√
1− x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
dx dy dz = abc

∫∫∫
u2+v2+w2≤1

√
1− u2 − v2 − w2 du dv dw.

在 (u, v, w) 中采用球坐标：

u = ρ sin θ cosϕ, v = ρ sin θ sinϕ, w = ρ cos θ, du dv dw = ρ2 sin θ dρ dθ dϕ.

8
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积分限 ρ ∈ [0, 1], θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π]，得

abc

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 1

0

√
1− ρ2 ρ2 sin θ dρ dθ dϕ = abc

(∫ 2π

0

dϕ

)(∫ π

0

sin θ dθ

)(∫ 1

0

ρ2
√

1− ρ2 dρ

)
.

角度部分为 2π · 2 = 4π。径向积分
∫ 1

0
ρ2
√

1− ρ2 dρ = π
16
（令 ρ = sin τ）。因此∫∫∫

V

√
1− x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
dx dy dz = abc · 4π · π

16
=

π2

4
abc.

习题 (10.3.5). 计算下列曲面围成立体的体积.
(1) y = 0, z = 0, 3x+ y = 6, 3x+ 2y = 12, x+ y + z = 6;
(3) z2 + x2 = 1 和 x+ y + z = 3, y = 0;
(5) x2

9
+ y2

4
= 1, z = xy (在第一卦限部分);

(7) x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1, x

2

a2
+ y2

b2
= z2

c2
(含 z 轴部分);

解答:
(1). 曲面：y = 0, z = 0, 3x + y = 6, 3x + 2y = 12, x + y + z = 6. 立体在 xy 平面上的投影

区域 D 由 y = 0, 3x + y = 6, 3x + 2y = 12 围成，为顶点 (2, 0), (4, 0), (0, 6) 的三角形。
顶部曲面为 z = 6− x− y，底部为 z = 0。体积

V =

∫∫
D

(6− x− y) dA.

将积分区域分割：x ∈ [0, 2] 时 y 从 6− 3x 到 6− 3
2
x；x ∈ [2, 4] 时 y 从 0 到 6− 3

2
x。计

算得 ∫ 2

x=0

∫ 6− 3
2
x

y=6−3x

(6− x− y) dy dx = 5,

∫ 4

x=2

∫ 6− 3
2
x

y=0

(6− x− y) dy dx = 7,

故 V = 5 + 7 = 12。
(2). 曲面：z2+x2 = 1（圆柱面）、x+ y+ z = 3、y = 0。立体为圆柱 x2+ z2 ≤ 1内介于平面

y = 0 和 y = 3− x− z 之间的部分。对任意 (x, z) 满足 x2 + z2 ≤ 1 恒有 3− x− z > 0，
故

V =

∫∫
x2+z2≤1

(3− x− z) dx dz.

由对称性
∫∫

x dx dz =
∫∫

z dx dz = 0，因而

V = 3 · π · 12 = 3π.

(3). 曲面：x2

9
+

y2

4
= 1（椭圆柱面）、z = xy，第一卦限部分。立体为椭圆 x2

9
+ y2

4
≤ 1 在第

一象限内介于 z = 0 和 z = xy 之间的区域。

V =

∫∫
D

xy dA, D =

{
(x, y)

∣∣∣∣x ≥ 0, y ≥ 0,
x2

9
+

y2

4
≤ 1

}
.

9
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令 x = 3u, y = 2v，则 u2 + v2 ≤ 1, u, v ≥ 0，dA = 6 du dv，

V =

∫∫
u2+v2≤1, u,v≥0

(3u)(2v) · 6 du dv = 36

∫∫
uv du dv.

极坐标 u = r cos θ, v = r sin θ，

V = 36

∫ π/2

0

∫ 1

0

1

2
r2 sin 2θ · r dr dθ = 18

∫ π/2

0

sin 2θ dθ

∫ 1

0

r3 dr = 18 · 1 · 1
4
=

9

4
.

(4). 曲面：x
2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1（椭球），

x2

a2
+

y2

b2
=

z2

c2
（锥面，含 z 轴部分）。立体为椭球内同时

位于锥面内部（即 x2

a2
+ y2

b2
≤ z2

c2
）的部分。由对称性，先求上半部分（z ≥ 0）再乘以 2。

上半部分中，对于固定的 (x, y)，z 从锥面 z = c
√

x2

a2
+ y2

b2
到椭球面 z = c

√
1− x2

a2
− y2

b2
，

该区域要求 x2

a2
+ y2

b2
≤ 1

2
。在 XY 平面作变换 X = x

a
, Y = y

b
，则 dA = ab dX dY，

V+ = c

∫∫
X2+Y 2≤ 1

2

(√
1− (X2 + Y 2)−

√
X2 + Y 2

)
ab dX dY.

极坐标 X = r cos θ, Y = r sin θ，

V+ = abc

∫ 2π

0

∫ 1/
√
2

0

(√
1− r2 − r

)
r dr dθ = 2πabc

(∫ 1/
√
2

0

r
√
1− r2 dr −

∫ 1/
√
2

0

r2 dr

)
.

计算得 ∫ 1/
√
2

0

r
√
1− r2 dr =

1

3
− 1

6
√
2
,

∫ 1/
√
2

0

r2 dr =
1

6
√
2
,

所以

V+ = 2πabc

(
1

3
− 1

3
√
2

)
=

2π

3
abc

(
1− 1√

2

)
.

总体积

V = 2V+ =
4π

3
abc

(
1− 1√

2

)
.
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