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习题 (10.1.1). 改变下列积分的顺序.
(1)
∫ 1

−1
dx
∫ √

1−x2

0
f(x, y)dy;

(3)
∫ a

0
dy
∫ a+

√
a2−y2

a−
√

a2−y2
f(x, y)dx;

(5)
∫ 1

0
dx
∫ x

0
f(x, y)dy +

∫ 2

1
dx
∫ 2−x

0
f(x, y)dy;

解答:
(1). 积分区域是上半单位圆盘: ∫ 1

−1

dx

∫ √
1−x2

0

f(x, y)dy

交换积分次序得 ∫ 1

0

dy

∫ √
1−y2

−
√

1−y2
f(x, y)dx.

(2). 积分区域是上半圆盘，中心在 (a, 0)，半径为 a:∫ a

0

dy

∫ a+
√

a2−y2

a−
√

a2−y2
f(x, y)dx

交换积分次序得 ∫ 2a

0

dx

∫ √
2ax−x2

0

f(x, y)dy.

(3). 两个积分之和的积分区域是顶点为 (0, 0)、(1, 1)、(2, 0) 的三角形:∫ 1

0

dx

∫ x

0

f(x, y)dy +

∫ 2

1

dx

∫ 2−x

0

f(x, y)dy

=

∫ 1

0

dy

∫ 2−y

y

f(x, y)dx.

习题 (10.1.2). 计算下列积分.
(3)
∫∫

D
cos(x+ y)dxdy,D 由 y = π, x = y, x = 0 围成;

(5)
∫∫

D
(x+ y − 1)dxdy,D 由 y = x, y = x+ a, y = a, y = 3a 围成;

(7)
∫∫

D
x2

y2
dxdy,D 由 x = 2, y = x 及 xy = 1 围成;

解答:
(3). 区域 D 由 x = 0, x = y, y = π 围成。对于 0 ≤ y ≤ π, x 从 0 到 y。因此∫∫

D

cos(x+ y) dx dy =

∫ π

y=0

∫ y

x=0

cos(x+ y) dx dy.

内层积分为 ∫ y

0

cos(x+ y) dx = sin(x+ y)
∣∣∣x=y

x=0
= sin(2y)− sin(y).
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于是二重积分化为∫ π

0

(
sin(2y)− sin(y)

)
dy =

[
−1

2
cos(2y) + cos y

]π
0

=
(
−1

2
cos 2π + cos π

)
−
(
−1

2
cos 0 + cos 0

)
=
(
−1

2
− 1
)
−
(
−1

2
+ 1
)
= −3

2
− 1

2
= −2.

(3). 区域 D 由 y = x, y = x + a, y = a, y = 3a 围成（其中 a > 0）。对于 a ≤ y ≤ 3a, x 从
y − a 到 y。因此∫∫

D

(x+ y − 1) dx dy =

∫ 3a

y=a

∫ y

x=y−a

(x+ y − 1) dx dy.

计算内层积分:∫ y

y−a

(x+ y − 1) dx =

[
x2

2
+ (y − 1)x

]x=y

x=y−a

=

(
y2

2
+ (y − 1)y

)
−
(
(y − a)2

2
+ (y − 1)(y − a)

)
= 2ay − a2

2
− a.

再对 y 积分:∫ 3a

a

(
2ay − a2

2
− a

)
dy =

[
ay2 − a2

2
y − ay

]y=3a

y=a

=
(
9a3 − 3a3

2
− 3a2

)
−
(
a3 − a3

2
− a2

)
= 7a3 − 2a2 = a2(7a− 2).

(3). 区域 D 由 x = 2, y = x, 及 xy = 1 围成（均在第一象限）。对于 1 ≤ x ≤ 2, y 从双曲线
y = 1/x 到直线 y = x。因此∫∫

D

x2

y2
dx dy =

∫ 2

x=1

∫ x

y=1/x

x2

y2
dy dx.

内层积分为 ∫ x

1/x

x2

y2
dy = x2

∫ x

1/x

y−2 dy = x2

[
−1

y

]y=x

y=1/x

= x2

(
−1

x
+

1

1/x

)
= x2

(
−1

x
+ x

)
= x3 − x.

外层积分得∫ 2

1

(x3 − x) dx =

[
x4

4
− x2

2

]x=2

x=1

=

(
16

4
− 4

2

)
−
(
1

4
− 1

2

)
= (4− 2)−

(
1

4
− 1

2

)
= 2 +

1

4
=

9

4
.
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习题 (10.1.3). 利用函数的奇偶性计算下列积分.
(1)
∫∫

D
(x2 + y2) dxdy, D 由 −1 ⩽ x ⩽ 1, −1 ⩽ y ⩽ 1 围成；

(2)
∫∫

D
sinx sin ydxdy, D 是由 x2 − y2 = 1, x2 + y2 = 9 围成的含原点的部分.

解答: (1)积分区域 D = [−1, 1]× [−1, 1]关于 x轴和 y轴均对称，被积函数 f(x, y) = x2+y2

是偶函数（即 f(−x, y) = f(x, y)，f(x,−y) = f(x, y)）。利用对称性，可将积分化为第一象
限区域 D1 = [0, 1]× [0, 1] 上积分的 4 倍：∫∫

D

(x2 + y2) dxdy = 4

∫∫
D1

(x2 + y2) dxdy.

计算 ∫∫
D1

(x2 + y2) dxdy =

∫ 1

0

∫ 1

0

x2 dxdy +
∫ 1

0

∫ 1

0

y2 dxdy

=

(∫ 1

0

x2 dx
)
· 1 + 1 ·

(∫ 1

0

y2 dy
)

=
1

3
+

1

3
=

2

3
.

因此原积分 = 4× 2

3
=

8

3
.

(2) 区域 D 由 x2 − y2 = 1 和 x2 + y2 = 9 围成且包含原点，即

D = {(x, y) | x2 + y2 ⩽ 9, x2 − y2 ⩽ 1}.

该区域关于 y 轴对称（因为条件中只出现 x2，若 (x, y) ∈ D 则 (−x, y) ∈ D），也关于 x 轴
对称。被积函数 g(x, y) = sinx sin y 关于 x 是奇函数：

g(−x, y) = sin(−x) sin y = − sinx sin y = −g(x, y).

对固定的 y，内层积分

∫
x:(x,y)∈D

sinx dx 的积分区间关于原点对称，奇函数在对称区间上的

积分为零，因此 ∫∫
D

sinx sin y dxdy =

∫
y

sin y

(∫
x:(x,y)∈D

sinx dx
)

dy = 0.

同理也可利用关于 x 轴的对称性和 g 对 y 的奇偶性得到相同结果。故积分值为 0。
综上，

(1)
8

3
; (2) 0.

习题 (10.2.1). 计算下列积分.
(1)
∫ R

0
dx
∫ √

R2−x2

0
ln(1 + x2 + y2)dy;

(3)
∫ π

0

∫ π

0
cos(x+ y)dxdy;

(5)
∫ R√

1+R2

0 dx
∫ Rx

0

(
1 + y2

x2

)
dy +

∫ R
R√

1+R2

dx
∫ √

R2−x2

0

(
1 + y2

x2

)
dy.

3
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解答:
(1). 转换为极坐标：x = r cos θ, y = r sin θ, 0 ≤ θ ≤ π

2
, 0 ≤ r ≤ R. Jacobi 行列式为 r, 且

x2 + y2 = r2. 因此∫ R

0

dx
∫ √

R2−x2

0

ln(1 + x2 + y2)dy =

∫ π/2

0

dθ
∫ R

0

r ln(1 + r2)dr = π

2

∫ R

0

r ln(1 + r2)dr.

计算单积分： ∫ R

0

r ln(1 + r2)dr = 1

2

∫ R

0

ln(1 + r2)d(1 + r2)

=
1

2

[
(1 + R2) ln(1 + R2)−R2

]
.

因此
π

2
· 1
2

[
(1 + R2) ln(1 + R2)−R2

]
=

π

4

[
(1 + R2) ln(1 + R2)−R2

]
.

(3). 计算内积分：∫ π

0

cos(x+ y)dx =
[
sin(x+ y)

]π
x=0

= sin(π + y)− sin y = − sin y − sin y = −2 sin y.

然后 ∫ π

0

∫ π

0

cos(x+ y)dxdy =

∫ π

0

(−2 sin y)dy

= −2
[
− cos y

]π
0
= −2(1 + 1) = −4.

(5). 令 a = R√
1+R2 . 两部分是

I1 =

∫ a

0

dx
∫ Rx

0

(
1 +

y2

x2

)
dy,

I2 =

∫ R

a

dx
∫ √

R2−x2

0

(
1 +

y2

x2

)
dy.

对于固定的 x,
∫ Y

0

(
1 + y2

x2

)
dy = Y + Y 3

3x2 . 于是

I1 =

∫ a

0

(
Rx+

R3x3

3x2

)
dx =

∫ a

0

(
R +

R3

3

)
x dx =

R3(3 + R2)

6(1 + R2)
,

I2 =

∫ R

a

[√
R2 − x2 +

(R2 − x2)3/2

3x2

]
dx

=
R5

3(1 + R2)
.

因此

I = I1 + I2 =
R3(3 + R2)

6(1 + R2)
+

R5

3(1 + R2)

=
R3(3 + R2) + 2R5

6(1 + R2)
=

3R3 + 3R5

6(1 + R2)
=

3R3(1 + R2)

6(1 + R2)
=

R3

2
.

4



Fir1247 week7

习题 (10.2.2). 计算下列二重积分.
(1)
∫∫

D

√
x2 + y2dxdy,D : x2 + y2 ⩽ x+ y;

(3)
∫∫

D
(x2 + y2)dxdy,D : 由 xy = 1, xy = 2, y = x, y = 2x 围成的第一象限部分;

(5)
∫∫

D
xydxdy,D : 由 xy = a, xy = b, y2 = cx, y2 = dx 围成的第一象限部分 (0 < a <

b, 0 < c < d);
(7)
∫∫

D
x2−y2√
x+y+3

dxdy,D : |x|+ |y| ⩽ 1;
(9)
∫∫

D
|xy|dxdy,D : x2 + y2 ⩽ a2.

解答: 计算以下二重积分。
(1). 区域 D : x2+y2 ≤ x+y 即

(
x− 1

2

)2
+
(
y − 1

2

)2 ≤ 1
2
。采用极坐标 x = r cos θ, y = r sin θ，

不等式化为 r ≤ cos θ + sin θ，且 θ 满足 cos θ + sin θ ≥ 0，即 θ ∈
[
−π

4
, 3π

4

]
。被积函数√

x2 + y2 = r，面积元 dxdy = r drdθ，于是∫∫
D

√
x2 + y2 dxdy =

∫ 3π
4

−π
4

∫ cos θ+sin θ

0

r2drdθ

=
1

3

∫ 3π
4

−π
4

(cos θ + sin θ)3dθ.

令 ϕ = θ − π
4
，则 cos θ + sin θ =

√
2 cosϕ，积分区间变为 ϕ ∈

[
−π

2
, π
2

]
，∫ 3π

4

−π
4

(cos θ + sin θ)3dθ = 2
√
2

∫ π
2

−π
2

cos3 ϕ dϕ

= 4
√
2

∫ π
2

0

cos3 ϕ dϕ

= 4
√
2 · 2

3
=

8
√
2

3
.

故原积分 = 1
3
· 8

√
2

3
= 8

√
2

9
。

(2). 区域由 xy = 1, xy = 2, y = x, y = 2x 在第一象限围成。令 u = xy, v = y
x
，则

u ∈ [1, 2], v ∈ [1, 2]。解出 x =
√

u
v
, y =

√
uv，雅可比行列式

∣∣∣∂(x,y)∂(u,v)

∣∣∣ = 1
2v
。被积函数

x2 + y2 = u
v
+ uv = u

(
v + 1

v

)
，于是∫∫

D

(x2 + y2)dxdy =

∫ 2

1

∫ 2

1

u

(
v +

1

v

)
· 1

2v
dvdu

=
1

2

∫ 2

1

u du
∫ 2

1

(
1 +

1

v2

)
dv.

计算得
∫ 2

1
u du = 3

2
，
∫ 2

1

(
1 + 1

v2

)
dv = 3

2
，故原积分 = 1

2
· 3
2
· 3
2
= 9

8
。

(3). 区域由 xy = a, xy = b, y2 = cx, y2 = dx 在第一象限围成（0 < a < b, 0 < c < d）。令

u = xy, v = y2

x
，则 u ∈ [a, b], v ∈ [c, d]。解出 x = u2/3v−1/3, y = u1/3v1/3，雅可比行列

5
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式
∣∣∣∂(x,y)∂(u,v)

∣∣∣ = 1
3v
。被积函数 xy = u，于是∫∫

D

xy dxdy =

∫ b

a

∫ d

c

u · 1

3v
dvdu

=
1

3

∫ b

a

u du
∫ d

c

dv
v

=
1

3
· b

2 − a2

2
· ln d

c

=
b2 − a2

6
ln d

c
.

(4). 区域 D : |x| + |y| ≤ 1，令 u = x + y, v = x − y，则 x = u+v
2
, y = u−v

2
。条件化为

max(|u|, |v|) ≤ 1，即 u, v ∈ [−1, 1]。雅可比行列式
∣∣∣∂(x,y)∂(u,v)

∣∣∣ = 1
2
。被积函数 x2−y2√

x+y+3
= uv√

u+3
，

于是 ∫∫
D

x2 − y2√
x+ y + 3

dxdy =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

uv√
u+ 3

· 1
2

dvdu

=
1

2

∫ 1

−1

u√
u+ 3

du
∫ 1

−1

v dv = 0,

因为
∫ 1

−1
v dv = 0。

(5). 区域 D : x2 + y2 ≤ a2，被积函数 |xy| 关于 x, y 均为偶函数，故只考虑第一象限再
乘以 4。在第一象限 x, y ≥ 0，|xy| = xy。采用极坐标 x = r cos θ, y = r sin θ，则
xy = r2 cos θ sin θ，面积元 dxdy = r drdθ，r ∈ [0, a], θ ∈ [0, π

2
]。于是∫∫

D∩第一象限
xy dxdy =

∫ π
2

0

∫ a

0

r3 cos θ sin θ drdθ

=

∫ π
2

0

cos θ sin θ dθ
∫ a

0

r3dr.

计算得
∫ π

2

0
cos θ sin θ dθ = 1

2
，
∫ a

0
r3dr = a4

4
，故第一象限积分 = a4

8
。由对称性，原积分

= 4× a4

8
= a4

2
。

习题 (10.2.3). 求下列曲线所围成的平面区域的面积. (1) x2 + 2y2 = 3 和 xy = 1（不含原
点部分）；(2) (x − y)2 + x2 = a2 (a > 0)；(3) x + y = a, x + y = b, y = kx 和 y = mx
(0 < a < b, 0 < k < m) .

解答:
(1). 两条曲线的交点为 (1, 1), (−1,−1), (

√
2, 1/

√
2), (−

√
2,−1/

√
2)。在第一象限，x ∈ [1,

√
2]

时椭圆 y =
√

(3− x2)/2 位于双曲线 y = 1/x 之上。第一象限区域的面积为∫ √
2

1

(√
3− x2

2
− 1

x

)
dx =

[
x

2
√
2

√
3− x2 +

3

2
√
2

arcsin x√
3
− lnx

]√2

1

=
3

2
√
2

(
arcsin

√
2√
3
− arcsin 1√

3

)
− 1

2
ln 2.
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令 α = arcsin
√
2√
3
, β = arcsin 1√

3
。则 sinα =

√
2/3, cosα = 1/

√
3, sin β = 1/

√
3, cos β =√

2/3，

sin(α− β) = sinα cos β − cosα sin β =
2

3
− 1

3
=

1

3
,

故 α− β = arcsin(1/3)。于是第一象限区域的面积为 3
2
√
2

arcsin 1
3
− 1

2
ln 2。由对称性，第

三象限区域面积相同，所以总面积为

3√
2

arcsin 1

3
− ln 2.

(2). 曲线 (x − y)2 + x2 = a2。令 u = x, v = x − y，则方程化为 u2 + v2 = a2，即半径为 a

的圆。线性变换的雅可比行列式
∣∣∣∂(u,v)∂(x,y)

∣∣∣ = | − 1| = 1，故曲线围成区域的面积等于圆盘

u2 + v2 ⩽ a2 的面积 πa2。或者，解出 y = x±
√
a2 − x2，上下曲线的距离为 2

√
a2 − x2，

则 ∫ a

−a

2
√
a2 − x2dx = 2 · πa

2

2
= πa2.

(3). 区域由直线 x + y = a, x + y = b (0 < a < b) 和 y = kx, y = mx (0 < k < m) 所围成。
作变换 u = x+ y, v = y/x，则 x = u

1+v
, y = uv

1+v
。雅可比行列式为

∂(x, y)

∂(u, v)
=

u

(1 + v)2
> 0.

uv 平面上的对应区域为矩形 a ⩽ u ⩽ b, k ⩽ v ⩽ m。因此

面积 =

∫ m

k

∫ b

a

u

(1 + v)2
dudv

=

∫ m

k

dv
(1 + v)2

·
∫ b

a

udu

=

[
− 1

1 + v

]m
k

· 1
2
(b2 − a2)

=
m− k

(1 + k)(1 +m)
· b

2 − a2

2
.
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