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习题 (9.3.8). 设 z = x2 + y2 ，其中 y = y(x) 为由方程 x2 − xy + y2 = 1 所确定的函数，求
dz
dx 及

d2z
dx2 .

解答: 由 z = x2 + y2 及 x2 − xy + y2 = 1 所确定的 y = y(x)，求 dz
dx 和

d2z
dx2。

首先由隐函数方程求 dy
dx。对方程 x2 − xy + y2 = 1 两边关于 x 求导：

d
dx
(
x2 − xy + y2

)
= 0,

2x−
(
y + x

dy
dx

)
+ 2y

dy
dx = 0,

2x− y − x
dy
dx + 2y

dy
dx = 0,

(2y − x)
dy
dx = y − 2x,

dy
dx =

y − 2x

2y − x
.

利用链式法则求 dz
dx：

dz
dx =

∂z

∂x
+

∂z

∂y

dy
dx

= 2x+ 2y
dy
dx

= 2x+ 2y · y − 2x

2y − x
.

合并为单分数：

dz
dx =

2x(2y − x) + 2y(y − 2x)

2y − x

=
4xy − 2x2 + 2y2 − 4xy

2y − x

=
2(y2 − x2)

2y − x
.

为求二阶导数，令 u = 2(y2 − x2)，D = 2y − x，则 dz
dx = u/D。于是

d2z

dx2
=

u′D − uD′

D2
,

其中撇号表示对 x 求导。计算 u′ 与 D′：

u′ = 2
(
2y

dy
dx − 2x

)
= 4y

dy
dx − 4x,

D′ = 2
dy
dx − 1.

代入 dy
dx = y−2x

2y−x
：

u′ = 4y · y − 2x

2y − x
− 4x =

4y(y − 2x)

2y − x
− 4x,

D′ = 2 · y − 2x

2y − x
− 1 =

2(y − 2x)− (2y − x)

2y − x
=

−3x

2y − x
.
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进而

u′D =
(4y(y − 2x)

2y − x
− 4x

)
(2y − x) = 4y(y − 2x)− 4x(2y − x)

= 4y2 − 8xy − 8xy + 4x2 = 4(x2 − 4xy + y2),

uD′ = 2(y2 − x2) · −3x

2y − x
=

−6x(y2 − x2)

2y − x
.

因此

d2z

dx2
=

4(x2 − 4xy + y2) +
6x(y2 − x2)

2y − x

(2y − x)2

=
4(x2 − 4xy + y2)(2y − x) + 6x(y2 − x2)

(2y − x)3
.

展开分子：

4(x2 − 4xy + y2)(2y − x) + 6x(y2 − x2)

= 4
[
2y(x2 − 4xy + y2)− x(x2 − 4xy + y2)

]
+ 6xy2 − 6x3

= 4
[
2x2y − 8xy2 + 2y3 − x3 + 4x2y − xy2

]
+ 6xy2 − 6x3

= 4
[
−x3 + 6x2y − 9xy2 + 2y3

]
+ 6xy2 − 6x3

= −4x3 + 24x2y − 36xy2 + 8y3 + 6xy2 − 6x3

= −10x3 + 24x2y − 30xy2 + 8y3.

故
d2z

dx2
=

−10x3 + 24x2y − 30xy2 + 8y3

(2y − x)3
.

分子分母同乘以 −1 得

d2z

dx2
=

10x3 − 24x2y + 30xy2 − 8y3

(x− 2y)3
=

2(5x3 − 12x2y + 15xy2 − 4y3)

(x− 2y)3
.

习题 (9.3.10). 设 x = x(z), y = y(z) 是方程组

{
x+ y + z = 0,
x2 + y2 + z2 = 1

所确定的隐函数组，求

dx
dz ,

dy
dz .

解答: 对给定方程组关于 z 求导，将 x 和 y 视为 z 的函数。
对第一个方程求导：

d
dz (x+ y + z) =

dx
dz +

dy
dz + 1 = 0 =⇒ dx

dz +
dy
dz = −1. (1)

对第二个方程求导：

d
dz (x

2 + y2 + z2) = 2x
dx
dz + 2y

dy
dz + 2z = 0 =⇒ x

dx
dz + y

dy
dz = −z. (2)
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将 (1) 和 (2) 视为关于 dx
dz 和

dy
dz 的线性方程组。令 u = dx

dz , v = dy
dz，则

u+ v = −1,

xu+ yv = −z.

系数行列式为

∆ =

∣∣∣∣1 1
x y

∣∣∣∣ = y − x = −(x− y).

由 Cramer 法则得

u =

∣∣∣∣−1 1
−z y

∣∣∣∣
∆

=
(−1) · y − 1 · (−z)

y − x
=

−y + z

y − x
=

y − z

x− y
,

v =

∣∣∣∣1 −1
x −z

∣∣∣∣
∆

=
1 · (−z)− (−1) · x

y − x
=

−z + x

y − x
=

z − x

x− y
.

因此
dx
dz =

y − z

x− y
,

dy
dz =

z − x

x− y
.

（上述表达式在 x 6= y 时成立，此时隐函数定理适用。）利用 x + y + z = 0 可进一步简
化：代入 y = −x− z 得

dx
dz =

(−x− z)− z

x− (−x− z)
=

−x− 2z

2x+ z
,

dy
dz =

z − x

2x+ z
.

习题 (9.3.11). 设 u = u(x, y), v = v(x, y) 是由下列方程组所确定的隐函数组，求 ∂(u,v)
∂(x,y)

.

(1)
{
u2 + v2 + x2 + y2 = 1,

u+ v + x+ y = 0;

(2)
{
xu− yv = 0,

yu+ xv = 1;

(3)
{
u = f(ux, v + y),

v = g(u− x, v2y).

解答:
1. 令

F = u2 + v2 + x2 + y2 − 1, G = u+ v + x+ y.

计算
∂(F,G)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣2u 2v
1 1

∣∣∣∣ = 2u− 2v = 2(u− v),

∂(F,G)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣2x 2y
1 1

∣∣∣∣ = 2x− 2y = 2(x− y).

于是
∂(u, v)

∂(x, y)
=

∂(F,G)/∂(x, y)

∂(F,G)/∂(u, v)
=

2(x− y)

2(u− v)
=

x− y

u− v
.
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2. 令
F = xu− yv, G = yu+ xv − 1.

计算
∂(F,G)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣x −y
y x

∣∣∣∣ = x2 + y2,

∂(F,G)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣u −v
v u

∣∣∣∣ = u2 + v2.

于是
∂(u, v)

∂(x, y)
=

u2 + v2

x2 + y2
.

3. 将方程组改写为

F = u− f(ux, v + y) = 0, G = v − g(u− x, v2y) = 0.

记偏导数：

fa =
∂f

∂a

∣∣∣
(ux, v+y)

, fb =
∂f

∂b

∣∣∣
(ux, v+y)

, gc =
∂g

∂c

∣∣∣
(u−x, v2y)

, gd =
∂g

∂d

∣∣∣
(u−x, v2y)

.

计算 F,G 的偏导数：

Fu = 1− xfa, Fv = −fb,

Fx = −ufa, Fy = −fb,

Gu = −gc, Gv = 1− 2vygd,

Gx = gc, Gy = −v2gd.

于是
∂(F,G)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣1− xfa −fb
−gc 1− 2vygd

∣∣∣∣ = (1− xfa)(1− 2vygd)− fbgc,

∂(F,G)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣−ufa −fb
gc −v2gd

∣∣∣∣ = (−ufa)(−v2gd)− (−fb)(gc) = uv2fagd + fbgc.

因此
∂(u, v)

∂(x, y)
=

uv2fagd + fbgc
(1− xfa)(1− 2vygd)− fbgc

.

习题 (9.3.12). 求下列函数组所确定的反函数组的偏导数 ∂u
∂x
, ∂u
∂y
, ∂v
∂x
, ∂v
∂y

.

(1)
{

x = f(u, v),
y = g(u, v);

(2)
{

x = eu + u sin v,
y = eu − u cos v.

解答:
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1. 设 a = ∂f
∂u

, b = ∂f
∂v

, c = ∂g
∂u

, d = ∂g
∂v
。从 (u, v) 到 (x, y) 的映射的 Jacobi 矩阵为

J =

(
a b
c d

)
, det J = ad− bc.

根据反函数定理，当 det J 6= 0 时，存在局部反函数 u = u(x, y), v = v(x, y)，且其偏
导数矩阵为 J 的逆矩阵：

J−1 =
1

det J

(
d −b
−c a

)
=


∂u

∂x

∂u

∂y
∂v

∂x

∂v

∂y

 .

因此

∂u

∂x
=

d

∆
,

∂u

∂y
= − b

∆
,

∂v

∂x
= − c

∆
,

∂v

∂y
=

a

∆
,

其中 ∆ = ad− bc =
∂f

∂u

∂g

∂v
− ∂f

∂v

∂g

∂u
。

2. 给定 x = eu + u sin v, y = eu − u cos v。首先计算 x, y 关于 u, v 的偏导数：

∂x

∂u
= eu + sin v,

∂x

∂v
= u cos v,

∂y

∂u
= eu − cos v, ∂y

∂v
= u sin v.

于是 Jacobi 行列式为

∆ =
∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u
= (eu + sin v)(u sin v)− (u cos v)(eu − cos v)
= ueu sin v + u sin2 v − ueu cos v + u cos2 v
= u

[
eu(sin v − cos v) + (sin2 v + cos2 v)

]
= u

[
1 + eu(sin v − cos v)

]
.

代入 (1) 中公式得

∂u

∂x
=

u sin v

∆
=

sin v

1 + eu(sin v − cos v) ,

∂u

∂y
= −u cos v

∆
= − cos v

1 + eu(sin v − cos v) ,

∂v

∂x
= −eu − cos v

∆
= − eu − cos v

u
[
1 + eu(sin v − cos v)

] ,
∂v

∂y
=

eu + sin v

∆
=

eu + sin v

u
[
1 + eu(sin v − cos v)

] .
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习题 (9.3.13). 设 u = f(x, y, z), φ(x2, ey, z) = 0, y = sinx ，其中 f, φ 都具有一阶连续偏导
数，且 ∂φ

∂z
6= 0. 求 du

dx .

解答: 由链式法则，u = f(x, y, z) 且 y = sinx，φ(x2, ey, z) = 0，得

du
dx =

∂f

∂x
+

∂f

∂y

dy
dx +

∂f

∂z

dz
dx.

因为 y = sinx，所以 dy
dx = cosx。

为求 dz
dx，将约束 φ(x2, ey, z) = 0 对 x 求导：

d
dxφ(x

2, ey, z) = ∂φ

∂(x2)
· d(x2)

dx +
∂φ

∂(ey) ·
d(ey)
dx +

∂φ

∂z
· dz

dx = 0.

计算得 d(x2)
dx = 2x，d(ey)

dx = ey dy
dx = ey cosx，代入得

2x
∂φ

∂(x2)
+ ey cosx ∂φ

∂(ey) +
∂φ

∂z

dz
dx = 0.

已知 ∂φ
∂z

6= 0，解得

dz
dx = −

2x ∂φ
∂(x2)

+ ey cosx ∂φ
∂(ey)

∂φ
∂z

.

代入 du
dx 的表达式：

du
dx =

∂f

∂x
+

∂f

∂y
cosx− ∂f

∂z
·
2x ∂φ

∂(x2)
+ ey cosx ∂φ

∂(ey)
∂φ
∂z

.

亦可写为

du
dx =

∂f

∂x
−

2x ∂φ
∂(x2)

∂f
∂z

∂φ
∂z

+ cosx
(
∂f

∂y
−

ey ∂φ
∂(ey)

∂f
∂z

∂φ
∂z

)
,

其中所有偏导数均在相应点取值：∂f
∂x
, ∂f
∂y
, ∂f
∂z
在 (x, sinx, z) 处， ∂φ

∂(x2)
, ∂φ
∂(ey) ,

∂φ
∂z
在 (x2, esinx, z)

处，而 z 由 φ(x2, esinx, z) = 0 隐式确定。

习题 (9.3.14). 设 y = y(x), z = z(x) 是由方程 z = xf(x + y) 和 F (x, y, z) = 0 所确定的函
数，其中 f 和 F 分别具有一阶连续导数和一阶连续偏导数. 求 dz

dx .

解答: 设 y = y(x), z = z(x) 由方程 z = xf(x+ y) 与 F (x, y, z) = 0 确定。对两式关于 x 求
导：

dz
dx = f(x+ y) + xf ′(x+ y)

(
1 +

dy
dx

)
= f + xf ′ + xf ′ dy

dx,

Fx + Fy
dy
dx + Fz

dz
dx = 0.

消去 dy
dx。由第一式得

dy
dx =

dz
dx − f − xf ′

xf ′ .

6
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由第二式得
dy
dx = −

Fx + Fz
dz
dx

Fy

.

令两式相等：
dz
dx − f − xf ′

xf ′ = −
Fx + Fz

dz
dx

Fy

.

交叉相乘并整理：

Fy

(
dz
dx − f − xf ′

)
= −xf ′

(
Fx + Fz

dz
dx

)
,

Fy
dz
dx − Fy(f + xf ′) = −xf ′Fx − xf ′Fz

dz
dx,

Fy
dz
dx + xf ′Fz

dz
dx = Fy(f + xf ′)− xf ′Fx,

dz
dx(Fy + xf ′Fz) = Fyf + xf ′(Fy − Fx).

因此
dz
dx =

Fyf(x+ y) + xf ′(x+ y)(Fy − Fx)

Fy + xf ′(x+ y)Fz

.

习题 (9.3.15). 设 u = u(x, y), v = v(x, y) 是由方程 F (x, y, u, v) = 0 和 G(x, y, u, v) = 0 所
确定的隐函数，其中 F 和 G 都具有一阶连续偏导数。求 du, dv.

解答: 设 F 和 G 均具有一阶连续偏导数，且隐函数定理成立，即雅可比行列式

J =
∂(F,G)

∂(u, v)
= FuGv − FvGu 6= 0.

对隐函数方程 F (x, y, u, v) = 0 和 G(x, y, u, v) = 0 求全微分，得

dF = Fx dx+ Fy dy + Fu du+ Fv dv = 0,

dG = Gx dx+Gy dy +Gu du+Gv dv = 0.

整理后得到关于 du 和 dv 的线性方程组{
Fu du+ Fv dv = −Fx dx− Fy dy,
Gu du+Gv dv = −Gx dx−Gy dy.

7
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利用克拉默法则求解。记系数行列式 J = FuGv − FvGu，则

du =
1

J

∣∣∣∣−Fx dx− Fy dy Fv

−Gx dx−Gy dy Gv

∣∣∣∣
=

1

J

[
(−Fx dx− Fy dy)Gv − Fv(−Gx dx−Gy dy)

]
=

1

J

[
(FvGx − FxGv) dx+ (FvGy − FyGv) dy

]
,

dv =
1

J

∣∣∣∣Fu −Fx dx− Fy dy
Gu −Gx dx−Gy dy

∣∣∣∣
=

1

J

[
Fu(−Gx dx−Gy dy)− (−Fx dx− Fy dy)Gu

]
=

1

J

[
(FxGu − FuGx) dx+ (FyGu − FuGy) dy

]
.

因此，所求微分为

du =
FvGx − FxGv

FuGv − FvGu

dx+
FvGy − FyGv

FuGv − FvGu

dy,

dv =
FxGu − FuGx

FuGv − FvGu

dx+
FyGu − FuGy

FuGv − FvGu

dy.

等价地，用雅可比行列式表示为

du = −

∂(F,G)

∂(x, v)

∂(F,G)

∂(u, v)

dx−

∂(F,G)

∂(y, v)

∂(F,G)

∂(u, v)

dy,

dv = −

∂(F,G)

∂(u, x)

∂(F,G)

∂(u, v)

dx−

∂(F,G)

∂(u, y)

∂(F,G)

∂(u, v)

dy.

习题 (9.4.2). 设 r(t) 是单位向量，试证明 dr
dt⊥r，并说明它的几何意义.

解答: 由于 r(t) 是单位向量，故对任意 t 有 r(t) · r(t) = 1。两边对 t 求导得

d
dt(r · r) = 0.

利用点积的乘积法则 d
dt(u · v) = du

dt · v + u · dv
dt，可得

dr
dt · r + r · dr

dt = 2
dr
dt · r = 0.

因此 dr
dt · r = 0，即 dr

dt ⊥ r。
几何意义：r(t) 的末端始终位于以原点为中心的单位球面上。导数 dr

dt 表示该末端点的
瞬时速度向量。正交性表明速度向量总是与球面相切，这意味着运动被约束在球面上，没有
径向分量。因此，导数代表了纯粹的方向变化，保持了向量的单位长度。

8
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习题 (9.4.4). 设 r =
(

t
1+t

, 1+t
t
, t2
)
(t > 0) ，判断它是不是简单曲线，是不是光滑曲线，并求

出它在 t = 1 时的切线方程和法平面方程.

解答:
(1). 是简单曲线。因为参数域 t > 0 上，第三个分量 t2 严格单调递增，故映射 t 7→ r(t) 是

单射，曲线无自交。
(2). 是光滑曲线。求导得

r′(t) =

(
1

(1 + t)2
, − 1

t2
, 2t

)
,

各分量在 t > 0 上连续且 r′(t) 6= 0（三个分量均不为零）。
(3). 切线方程（t = 1）：点 r(1) =

(
1
2
, 2, 1

)
，切向量 r′(1) =

(
1
4
, −1, 2

)
。参数式：

(x, y, z) =

(
1

2
, 2, 1

)
+ s

(
1

4
, −1, 2

)
, s ∈ R.

对称式：
x− 1/2

1/4
=

y − 2

−1
=

z − 1

2
,

或等价地
x− 1/2

1
=

y − 2

−4
=

z − 1

8
.

(4). 法平面方程（t = 1）：法向量为 r′(1) =
(
1
4
, −1, 2

)
，过点

(
1
2
, 2, 1

)
。方程为

1

4

(
x− 1

2

)
− 1 · (y − 2) + 2(z − 1) = 0.

化简得
2x− 8y + 16z = 1.

习题 (9.4.6). 求下列曲面在所给点处的切平面与法线方程.
(1) x = u cos v, y = u sin v, z = av, 在 (u0, v0);
(2) x = a sin θ cosφ, y = b sin θ sinφ, z = c cos θ, 在 (θ0, φ0).

解答:
1. 对于曲面 r(u, v) = (u cos v, u sin v, av)，在参数点 (u0, v0) 处：

ru = (cos v, sin v, 0),

rv = (−u sin v, u cos v, a).

在 (u0, v0) 处：

ru(u0, v0) = (cos v0, sin v0, 0),

rv(u0, v0) = (−u0 sin v0, u0 cos v0, a).

法向量 n = ru × rv 为
n = (a sin v0, −a cos v0, u0).

9
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对应曲面上的点为 (x0, y0, z0) = (u0 cos v0, u0 sin v0, av0)。切平面方程为

a sin v0 (x− u0 cos v0)− a cos v0 (y − u0 sin v0) + u0 (z − av0) = 0,

化简得
a sin v0 x− a cos v0 y + u0z = au0v0.

法线方程：参数形式

x = u0 cos v0 + at sin v0, y = u0 sin v0 − at cos v0, z = av0 + u0t.

对称形式（当分母非零时）

x− u0 cos v0
a sin v0

=
y − u0 sin v0
−a cos v0

=
z − av0

u0

.

2. 对于曲面 r(θ, φ) = (a sin θ cosφ, b sin θ sinφ, c cos θ)，在参数点 (θ0, φ0) 处：

rθ = (a cos θ cosφ, b cos θ sinφ, −c sin θ),

rφ = (−a sin θ sinφ, b sin θ cosφ, 0).

在 (θ0, φ0) 处：

rθ(θ0, φ0) = (a cos θ0 cosφ0, b cos θ0 sinφ0, −c sin θ0),

rφ(θ0, φ0) = (−a sin θ0 sinφ0, b sin θ0 cosφ0, 0).

法向量 n = rθ × rφ 为

n = (bc sin2 θ0 cosφ0, ac sin2 θ0 sinφ0, ab sin θ0 cos θ0).

对应曲面上的点为 (x0, y0, z0) = (a sin θ0 cosφ0, b sin θ0 sinφ0, c cos θ0)。切平面方程为

bc sin2 θ0 cosφ0 (x− x0) + ac sin2 θ0 sinφ0 (y − y0) + ab sin θ0 cos θ0 (z − z0) = 0.

利用 sin2 θ0 + cos2 θ0 = 1 化简得

bc sin θ0 cosφ0 x+ ac sin θ0 sinφ0 y + ab cos θ0 z = abc.

由于曲面满足 x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1，切平面亦可写为

x0x

a2
+

y0y

b2
+

z0z

c2
= 1.

法线方程：参数形式（取梯度方向）

x = x0 +
x0

a2
t, y = y0 +

y0
b2
t, z = z0 +

z0
c2
t.

对称形式
a2(x− x0)

x0

=
b2(y − y0)

y0
=

c2(z − z0)

z0
.

或直接用法向量（当各分量非零时）

x− x0

bc sin2 θ0 cosφ0

=
y − y0

ac sin2 θ0 sinφ0

=
z − z0

ab sin θ0 cos θ0
.
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